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Вступ

Хвильовий рух морської поверхнi завжди зачаровував та над-

звичайно привертав увагу людства. Чарiвнi, але одночасно й не-

безпечнi океанськi та морськi хвилi викликали iнтерес весь час,

коли людина займалася рибальством, морською торгiвлею та мо-

реплавством, задовго до того, як розпочалося формальне наукове

вивчення океану. Динамiка поверхнi моря настiльки складна, що

i сьогоднi розумiння певних властивостей хвиль на водi та їх мо-

делювання представляють справжнiй виклик як з наукової, так i

прикладної точок зору.

Поверхневi хвилi вiдiграють ключову роль у рiзноманiтних мор-

ських процесах та численних аспектах взаємодiї гiдросфери i ат-

мосфери. Так, захоплення бульбашок повiтря, що вiдбувається при

перекидi й руйнуваннi хвиль, та турбулентнiсть морської поверх-

нi пiдсилюють процес переносу кисню в океан, що є визначаль-

ним для морських органiзмiв. З iншого боку, подiбнi механiзми

сприяють проникненню в гiдросферу вiдповiдальних за парнико-

вий ефект газiв (таких як вуглекислий), що моделює рiчнi змiни

клiмату i є важливим фактором у глобальному потеплiннi. На мiл-

кiй водi хвилi взаємодiють з пiдводними рослинами та осадовими

породами, часто викликаючи iнтенсивну ерозiю узбережжя. Масо-

перенос, що створюють поверхневi хвилi, є важливим фактором у
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великомасштабному розповсюдженнi забруднень.

Раптове виникнення надзвичайно високих i крутих хвиль у вiд-

критому морi складає серйозну небезпеку кораблям та морським

спорудам (платформи, нафтовi свердловини тощо). Маленькi суд-

на, такi як рибальськi шхуни i траулери, перекидаються та iнколи

навiть губляться в штормових морях. Бiльшi кораблi та морськi

конструкцiї зазнають серйозних ушкоджень, що можуть складати

загрозу для життя. Тому знання навантажень на морськi споруди

та суда, що викликаються хвильовим рухом води в несприятливих

морських умовах, є визначальним для того, щоб забезпечити їх

безпеку та мiнiмiзувати ризик аварiї. Супутникове сканування по-

верхнi океану надає цiнну iнформацiю для передбачення штормiв

та спрямування судiв в обхiд складних морських умов. Для того,

щоб розкодувати мiкрохвильовий сигнал радару, вiдбитий морсь-

кою поверхнею, необхiдне детальне знання форми та динамiки

великоамплiтудних (крутих) хвиль та механiзмiв їх руйнування.

В багатьох областях фiзики вивчення будь-якого явища почи-

нається з дослiдження модельних систем, де не враховується пе-

реважна частина складностi реального свiту. Якщо, незважаючи

на всi спрощення, модель описує реальнi властивостi дослiджу-

ваної системи з певною мiрою достовiрностi, то користь такої

моделi вважається безсумнiвною. Гiдродинамiка не є виключен-

ням з цих правил. Реальнi фiзичнi процеси, що вiдбуваються в

земнiй гiдросферi, настiльки рiзноманiтнi, що жодна математична

модель не може врахувати всi фактори, якi обумовлюють хвильо-

вий рух морської поверхнi. Тому спочатку завжди дослiджуються

спрощенi моделi, а потiм узагальнюються для врахування бiльш

специфiчних властивостей оточуючого середовища. Подiбнi мо-

делi, хоча часто й тiльки якiсно, описують бiльшiсть з численних

хвильових явищ.
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В данiй роботi вивчається хвильовий рух поверхнi рiдини, обу-

мовлений лише одним фактором — силою тяжiння. Тому хвилi,

що розглядаються, носять назву гравiтацiйних. Для рiдини з ма-

лою в’язкiстю, якою є вода, найбiльш адекватною моделлю (та-

кою, що при мiнiмумi врахованих умов вiдображає реальнi вла-

стивостi фiзичної системи) в цьому випадку є модель iдеальної

рiдини, де нехтуються ефекти в’язкостi й теплопровiдностi. Хоча

вивчення руху гравiтацiйних хвиль на поверхнi iдеальної рiдини

розпочалося ще в 19 сторiччi з класичних праць Стокса, Релея,

Герстнера, Кортевега i де Врiза та iнших, дослiдження властиво-

стей хвиль великої амплiтуди, коли амплiтуду хвилi не можна вва-

жати малою порiвняно з довжиною хвилi, стало можливим лише в

останнi десятирiччя 20 сторiччя завдяки революцiйному розвитку

комп’ютерної технiки. Незважаючи на значний прогрес у вивчен-

нi динамiки таких суттєво нелiнiйних хвиль, якi носять назву кру-

тих хвиль, деякi особливостi їх розповсюдження досi вимагають

детального теоретичного вивчення та пояснення. Зокрема, не до

кiнця з’ясованими залишаються механiзми перекиду та руйнуван-

ня хвиль на глибокiй водi, утворення штормових хвиль (явище

дев’ятого валу), процес загострення гребенiв гравiтацiйних хвиль

з ростом їх амплiтуди, виникнення поодиноких хвиль величезної

амплiтуди1 на поверхнi океану.

В даному оглядi розглядаються рiвняння руху iдеальної рiди-

ни та канонiчна модель розповсюдження гравiтацiйних хвиль на

її поверхнi, аналiзуються наближення цiєї моделi, в її межах окре-

слюються основнi вiдомi властивостi гравiтацiйних хвиль, та по-

даються новi iдеї щодо пояснення хвильових явищ, якi залиша-

ються ще не до кiнця вивченими.

1freak (rogue) waves (англ.)
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Перелiк умовних позначень

∆ — оператор Лапласа
Re — дiйсна частина
Im — уявна частина
∗ — комплексне спряження
δ — змiна величини / варiацiя
' — оцiнка порядку величини
? — усереднення за просторовим перiодом
dl — елемент кривої
dσσσ — елемент поверхнi
h — глибина рiдини
c — фазова швидкiсть хвилi
λ — довжина хвилi
k — хвильовий вектор
θ — фаза хвилi
v — вектор швидкостi

(вектори видiляються напiвжирним шрифтом)
vx, vy, vz — компоненти вектора швидкостi (проекцiї на декартовi вiсi)

Φ — потенцiал швидкостi в лабораторнiй системi
φ — потенцiал швидкостi у власнiй системi вiдлiку хвилi

Φx, Φy, Φz — частиннi похiднi (для скалярiв)
Ψ — функцiя струму в лабораторнiй системi
ψ — функцiя струму у власнiй системi вiдлiку хвилi
H — висота хвилi (вiдстань вiд впадини до гребеня)

A = H/λ — амплiтуда (крутизна) хвилi (безрозмiрна висота)
η — профiль (пiдняття) вiльної поверхнi
q — модуль швидкостi у власнiй системi вiдлiку хвилi

q(0) — швидкiсть на гребенi у власнiй системi вiдлiку хвилi
q(π) — швидкiсть на впадинi у власнiй системi вiдлiку хвилi

E — густина повної енергiї хвилi
K — густина кiнетичної енергiї хвилi
U — густина потенцiальної енергiї хвилi
I — густина iмпульсу хвилi (стоксовий потiк)
ϑ — кут нахилу вiльної поверхнi до горизонтальної вiсi
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2.1. Канонiчна модель гiдродинамiки

2.1.1. Опис руху суцiльного середовища. Пiдходи Ейлера i

Лагранжа. Розглядатимемо рiдину як однорiдне iзотропне суцiль-

не середовище. В феноменологiчнiй моделi суцiльного середови-

ща вважається, що рiдина складається з фiзично нескiнченно ма-

лих частинок, об’єм яких знехтовний порiвняно з характерним

об’ємом самої рiдини, але значно бiльший за розмiри молекул та

мiжмолекулярнi вiдстанi. При цьому вважається, що кожна така

частинка складається з одних i тих же атомiв (вiдсутнi хiмiчнi та

ядернi реакцiї), є рiвноважною термодинамiчною системою, а мiж

рiзними частинками немає дифузiї. Такi фiзично нескiнченно ма-

лi частинки надалi називатимемо частинками рiдини (або рiдкими

частинками).

Дослiдження руху рiдини може бути проведене двома шляхами

[13, с. 16–19]. Перший пiдхiд (що носить iм’я Лагранжа) полягає

в описi руху самих частинок рiдини. В цьому випадку механiч-

ний стан частинок в кожний момент часу t описується їх радiус-

вектором r(r0; t) i швидкiстю v(r0; t), де радiус-вектор r0 частин-

ки в початковий момент часу характеризує її порядковий номер. В

другому пiдходi (що носить iм’я Ейлера) описується не рух самих

частинок рiдини, а змiна властивостей рiдини з часом у фiксо-

ванiй точцi простору r, через яку проходять рiзнi частинки. Тодi

механiчний стан рiдини в кожнiй точцi простору задається розпо-

дiлом швидкостi рiдини v(r, t). Зв’язок мiж швидкiстю окремої

частинки (змiннi Лагранжа) i розподiлом швидкостi (змiннi Ейле-

ра) визначається таким чином:

v(r0; t) = v
(
r(t), t

)
, r(0) = r0, (1)

де r(t)≡ r(r0; t). Тодi зв’язок мiж змiною швидкостi частинки рi-

дини та змiною швидкостi в данiй точцi простору в даний момент
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часу виражається таким спiввiдношенням:

dv
dt

=
∂v
∂ t

+(v∇)v. (2)

Похiдна d
dt = ∂

∂ t +(v∇) носить назву субстанцiональної, оскiльки

пов’язана безпосередньо з частинками рiдини [17, с. 16]. Таким

чином, обидва згаданi пiдходи рiвноправнi, вибiр якогось з них

обумовлюється характером конкретної задачi.

Крива, яку описує в просторi окрема частинка рiдини називати-

мемо її траєкторiєю руху. Рiвняння траєкторiї частинки зручно

записувати в змiнних Лагранжа:

dr(t)
dt

= v
(
r(t), t

)
, r(0) = r0. (3)

У декартових координатах x, y, z рiвняння траєкторiй можна по-

дати у виглядi

dx(t)
vx

(
x(t), y(t), z(t), t

) =
dy(t)

vy
(
x(t), y(t), z(t), t

) =

dz(t)
vz

(
x(t), y(t), z(t), t

) = dt,
(4)

де vx, vy, vz — проекцiї вектора швидкостi.

Для опису руху рiдини в цiлому часто зручнiше використовува-

ти пiдхiд Ейлера, об’єктом вивчення якого є скалярнi й векторнi

поля. Для впорядкування опису векторних полiв вводять понят-

тя векторних лiнiй, в кожнiй точцi яких вектор поля спрямований

по дотичнiй. Для поля швидкостей це є лiнiї струму, що в кож-

нiй точцi простору в будь-який момент часу мають за дотичний

вектор швидкостi [18, с. 41–42]. При цьому час грає роль фiксо-

ваного параметра. Рiвняння для лiнiй струму знаходимо з умови

паралельностi векторiв v i dr:

v× dr = 0, (5)

що в декартових координатах має вигляд
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dx
vx(x, y, z; t)

=
dy

vy(x, y, z; t)
=

dz
vz(x, y, z; t)

. (6)

Лiнiї струму слiд вiдрiзняти вiд траєкторiй частинок — це в за-

гальному випадку рiзнi кривi. Лiнiї струму задають напрям швид-

костi рiзних частинок рiдини в послiдовних точках простору в

фiксований момент часу, тодi як траєкторiї задають напрям швид-

костi фiксованих частинок у послiдовнi моменти часу [17, с. 24].

Рiвняння для траєкторiй (4) i лiнiй струму (6) спiвпадають лише

за умови, що поле швидкостi явно не залежить вiд часу, тобто
∂v
∂ t = 0. Такi поля називаються стацiонарними [18, с. 43]. Отже,

лiнiї струму спiвпадають з траєкторiями частинок лише в стацiо-

нарному полi швидкостi.

Для опису руху рiдини окрiм механiчного стану необхiдно ще

визначити її термодинамiчний стан [17, с. 13]. Термодинамiчний

стан однокомпонентної рiдини визначається її будь-якими двома

термодинамiчними величинами, наприклад, тиском p(r, t) i гу-

стиною ρ(r, t), а iншi термодинамiчнi величини, наприклад, тем-

пература T(r, t), визначаються з рiвняння стану. Таким чином,

розподiли швидкостi, тиску i густини повнiстю визначають стан

рiдини, що рухається.

2.1.2. Рiвняння руху iдеальної рiдини. Рiвняння руху суцiль-

ного середовища, якi записуватимемо в змiнних Ейлера, породжу-

ються законами збереження. З закону збереження кiлькостi речо-

вини випливає рiвняння неперервностi [17, с. 14–15]

∂ρ
∂ t

+divρv = 0. (7)

Вектор j = ρv називається вектором густини потоку рiдини (ма-

си). Його напрям збiгається з напрямом руху рiдини, а абсолютне

значення визначається масою рiдини, що протiкає в одиницю часу

через одиницю площi, розташованiй перпендикулярно швидкостi.
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Усi iншi закони збереження в загальному випадку мають досить

складний i громiздкий вигляд
(
див., наприклад, пiдручник Седо-

ва [30]
)
. Рiвняння значно спрощуються, якщо не враховуються

ефекти в’язкостi (втрати енергiї внаслiдок внутрiшнього тертя).

В цьому випадку закон збереження iмпульсу частинки рiдини ви-

ражається рiвнянням Ейлера

∂v
∂ t

+(v∇)v =−∇p
ρ

+g (8)

або
∂v
∂ t
−v× rotv+∇

(
v2

2

)
=−∇p

ρ
+g,

яке можна безпосередньо одержати з другого закону Ньютона

[17, с. 15–16]. Тут g — прискорення в зовнiшньому полi тяжiння.

Вектор

Ω = rotv (9)

називається вектором завихреностi [17, с. 31].

З рiвнянь неперервностi та Ейлера визначаються розподiли

швидкостi v(r, t) й тиску p(r, t). Невизначеним залишається роз-

подiл густини ρ(r, t). Для його встановлення в загальному випад-

ку необхiдно використати ще один закон збереження — енергiї, —

що породжує рiвняння теплопереносу i визначає розподiл темпе-

ратури [17, с. 270–277], а також рiвняння стану, що задає зв’язок

мiж густиною, тиском i температурою [20, с. 8–11]. Для того, щоб

явища теплопереносу не впливали на динамiку суцiльного середо-

вища (яке вважаємо нев’язким), необхiдно знехтувати залежнiстю

густини вiд температури. Тодi густина залежатиме лише вiд тис-

ку (таке середовище називають баротропним) i визначатиметься

рiвнянням стану.

Рiдина, в якiй несуттєвi (i) ефекти в’язкостi та (ii) ефекти те-

плопереносу (теплообмiн мiж окремими дiлянками рiдини) нази-

вається iдеальною [17, с. 17]. Таким чином, рух iдеальної рiдини
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вiдбувається без дисипацiї енергiї i є адiабатичним в кожнiй точ-

цi. Якщо при цьому в початковий момент часу ентропiя стала в

усiх точках рiдини, то вона залишається сталою в усiх точках рi-

дини й у всi наступнi моменти часу, тобто рух є iзентропiчним. У

роздiлi 2.2.4 показано, що за умови iзентропiчностi густину рiди-

ни можна вважати незалежною вiд температури.

Для iдеальної рiдини справедливий закон збереження циркуля-

цiї швидкостi Г вздовж довiльного однозв’язного замкненого кон-

тура L [17, с. 29–31]:

Г =
∮

L

vdl =
∫

S

rotvdσσσ = const, (10)

де S — поверхня, що спирається на контур L. Цей закон також

часто називається теоремою Томсона (Кельвiна) [13, с. 151] або

законом збереження потоку вектора завихреностi.

2.1.3. Потенцiальний рух у нестисливiй рiдинi. Рiвняння

Лапласа i Бернуллi. Граничнi умови. Побудова найпростiшої

(канонiчної) моделi гiдродинамiки не обмежується лише набли-

женням iдеальної рiдини. Надалi будемо розглядати тiльки потен-

цiальну (безвихрову) течiю рiдини, коли можна ввести потенцiал

швидкостi Φ:

rotv = 0 ⇔ v = ∇Φ. (11)

З закону збереження потоку вектора завихреностi (10) внаслi-

док довiльностi поверхнi S i нормалi до неї випливає теорема

Лагранжа [18, с. 159]: якщо в iдеальнiй рiдинi, що займає одно-

зв’язну область, рух потенцiальний (rotv = 0) в певний момент

часу, то вiн залишається потенцiальним i в будь-який наступний

момент часу. При цьому не можуть iснувати замкненi лiнiї струму.

Дiйсно, оскiльки вектор швидкостi спрямований вздовж дотичної

до лiнiї струму (v спiвнапрямлений з елементом кривої dl), то
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вздовж лiнiї струму циркуляцiя швидкостi Г > 0 6= 0 [17, с. 35].

Якщо разом з потенцiальнiстю руху вважати прискорення g у

зовнiшньому полi тяжiння сталим у всiй рiдинi, то рiвняння Ейле-

ра iнтегрується й набуває вигляду

∂Φ
∂ t

+
v2

2
+w−g· r = C(t),

де w — ентальпiя одиницi маси iдеальної рiдини: dw = dp
ρ (ен-

тропiя стала), а константа iнтегрування C(t) є довiльною функ-

цiєю часу. Функцiю C(t) часто вносять у потенцiал [35, с. 416]:

Φ′(r, t) = Φ(r, t)− ∫
C(t) dt, оскiльки потенцiал Φ(r, t) у загаль-

ному випадку визначений з точнiстю до довiльної функцiї часу

f (t). При безпосереднiх же розрахунках зручно мати справу з

однозначно визначеним потенцiалом. Для цього будемо навпаки

включати довiльну функцiю f (t) в сталу iнтегрування C(t), що

в конкретних задачах визначається з граничних або початкових

умов.

Наступне наближення, що спрощує рiвняння руху, є наближен-

ня нестисливостi рiдини, тобто ρ(r, t) = const. У цьому випадку

рiвняння неперервностi набуває вигляду

divv = 0, (12)

що в разi потенцiальної течiї перетворюється в рiвняння Лапласа

∆Φ = 0 (13)

i визначає розподiл швидкостей. Рiвняння Ейлера ж перетворю-

ється в рiвняння Бернуллi

∂Φ
∂ t

+
v2

2
+

p
ρ
−g· r = C(t), (14)

що визначає розподiл тиску за вiдомим розподiлом швидкостей.

Для рiвняння Лапласа необхiдно задати граничнi умови — як

мiнiмум по однiй на кожнiй границi. В багатьох задачах для iде-
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альної рiдини це є умови того, що частинки рiдини не перетина-

ють границi [13, с. 64–65]. При цьому нехтується той факт, що в

реальних рiдинах (де в’язкiсть завжди ненульова) при обтiканнi

твердих тiл частинки рiдини, що знаходяться на границi роздiлу,

“прилипають” до твердої границi (див. роздiл 2.2.2).

Якщо границя нерухома, то швидкiсть частинок рiдини має бути

перпендикулярна нормалi до границi. Тодi

∇F ·v = 0, (15)

де F(r) = 0 — рiвняння границi.

Якщо границя є рухомою поверхнею, то швидкiсть руху части-

нок рiдини на цiй поверхнi й швидкiсть руху самої поверхнi мають

мати однаковi проекцiї на нормаль до поверхнi (частинки руха-

ються по дотичнiй до поверхнi) — кiнематична гранична умова.

Нехай F(r, t) = 0 — рiвняння поверхнi. Тодi умова того, що ча-

стинка рiдини, котра була на поверхнi в момент t, залишиться на

нiй в момент t+ dt, є такою: F(r + dr, t+ dt) = 0. Розклавши це

рiвняння в ряд Тейлора i роздiливши на dt, остаточно одержимо:

∇F ·v+
∂F
∂ t

= 0. (16)

2.1.4. Плоский рух рiдини. Якщо поле швидкостi залежить

лише вiд двох координат, скажiмо, x i y, причому швидкiсть скрiзь

паралельна площинi xy, то рух рiдини називається двовимiрним

або плоским [17, с. 39]. Граничнi умови (15) i (16) означають, що

швидкiсть частинок рiдини на кожнiй границi напрямлена по до-

тичнiй до поверхнi, тобто у випадку двовимiрного руху границi є

лiнiями струму. Поняття функцiї струму, що можна ввести у ви-

падку плоского руху нестисливої рiдини, дозволяє надати цьому

факту математичнiй змiст.

Рiвняння лiнiй струму (6) у випадку плоского руху має вигляд
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dx
vx

=
dy
vy

⇔ −vy dx+vx dy = 0. (17)

При цьому з рiвняння неперервностi для нестисливої рiдини (12)

маємо
∂vx

∂x
=

∂ (−vy)
∂y

.

Дане спiввiдношення означає, що iснує функцiя ψ(x, y) така, що

vx =
∂ψ
∂y

, vy =−∂ψ
∂x

. (18)

Величина ψ(x, y) називається функцiєю струму [13, с. 130]. Вра-

ховуючи спiввiдношення (17) i (18), вираз −vy dx+vx dy за умови

стацiонарностi поля швидкостi є повним диференцiалом функцiї

ψ так, що на лiнiї струму

dψ = 0 ⇔ ψ(x, y) = const, (19)

причому стала constрiзна для рiзних лiнiй струму. Функцiя струму

ψ(x, y) зберiгає стале значення вздовж кожної лiнiї струму. Таким

чином, при стацiонарному плоскому русi нестисливої рiдини кож-

на лiнiя струму визначається значенням функцiї струму на нiй.

При цьому умова сталостi функцiї струму на кожнiй з границь,

еквiвалентна граничним умовам (15) i (16).

Знайдемо потiк рiдини Q через криву, проведену мiж двома точ-

ками 1 i 2 площини xy. При цьому орiєнтацiю вектора нормалi n

до кривої в кожнiй точцi обиратимемо так, щоб кут мiж вектором

n i напрямом dl обходу кривої (за абсолютною величиною dl —

елемент довжини кривої) складав +π
2 , тобто найкоротший пово-

рот вiд вектора n до вектора dl здiйснювався проти годинникової

стрiлки. Тодi

Q =
2∫

1

ρ(v ·n) dl = ρ
2∫

1

(−vy dx+vx dy
)

= ρ
2∫

1

dψ =

= ρ
(
ψ2−ψ1

)
.

(20)
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Отже, при плоскому плинi рiдини за умови стацiонарностi поля

швидкостi потiк рiдини через будь-яку криву не залежить вiд її

форми i визначається рiзницею значень функцiї струму на кiн-

цi й початку кривої
(
бiльш детальний вивiд формули (20) див.

[13, с. 130]
)
.

У випадку безвихрового руху поле швидкостей визначається

потенцiалом швидкостi. Нехай φ(x, y) — потенцiал швидкостi в си-

стемi, де задано функцiю струму ψ(x, y). Враховуючи, що vx = φx ,

vy = φy , i зважаючи на спiвiдношення (18), одержуємо

φx = ψy, φy =−ψx. (21)

Це є вiдомi умови Кошi-Рiмана того, що комплексна величина

w = φ + iψ є аналiтичною функцiєю комплексного аргументу

ζ = x+ iy [41, с. 373]. Функцiя w(ζ ) називається комплексним

потенцiалом [17, с. 40].

Аналiтична функцiя w(ζ ) однозначно вiдображає точки пло-

щини комплексної змiнної ζ = x+iy, яку називатимемо фiзичною

площиною, на площину комплексної змiнної w = φ +iψ , яку на-

зиватимемо оберненою площиною. Таке вiдображення називають

конформним [18, с. 169]. Геометрiя границь, що обмежують об-

ласть, зайняту рiдиною, часто значно простiша в оберненiй пло-

щинi, оскiльки функцiя струму ψ стала на кожнiй з границь за

умови стацiонарностi поля швидкостi, тодi як у фiзичнiй площи-

нi цi границi можуть мати складну геометричну форму. Виходя-

чи з цих мiркувань, плоскi задачi часто зручнiше розв’язувати в

оберненiй площинi, вважаючи потенцiал швидкостi φ й функцiю

струму ψ незалежними змiнними, а просторовi координати x i y —

функцiями вiд φ i ψ . У цьому полягає суть так званого методу

оберненої площини (див., наприклад, Шварц i Фентон [153]). З

iншого боку, використання методу оберненої площини (i) обмеже-
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не двовимiрним випадком; (ii) ускладнює розрахунок просторових

величин, що визначенi в фiзичнiй площинi; (iii) бiльш чутливе до

сингулярностей (особливих точок), де dw
dζ = 0, що ускладнює без-

посереднi розрахунки. Внаслiдок цього методи фiзичної площини

є бiльш унiверсальними.

2.1.5. Гравiтацiйнi хвилi на поверхнi рiдини. Рiвняння руху.

Вiльна поверхня рiдини, що знаходиться в рiвновазi в полi тяжiн-

ня, — плоска. Якщо пiд дiєю якогось зовнiшнього збурення по-

верхня рiдини виводиться з цього рiвноважного стану, то в рiдинi

виникає коливальний рух, що розповсюджується вздовж поверхнi

у виглядi хвиль. Цей хвильовий рух захоплює й внутрiшнi шари

рiдини, викликаючи потоки частинок рiдини, тим iнтенсивнiшi,

чим бiльша енергiя хвиль, але тим меншої величини, чим глибше

цi шари розташованi.

Нехай y — спрямована вгору вертикальна вiсь, а x i z — двi вза-

ємно перпендикулярнi горизонтальнi вiсi. Потенцiальнi хвилi на

поверхнi нестисливої iдеальної рiдини i пов’язанi з ними потоки

всерединi рiдини описуються рiвнянням Лапласа (13) в усiй об-

ластi, що зайнята рiдиною: −h(x, z) < y < η(x, z, t) (поверхню

рiдини вважаємо необмеженою), де y =−h(x, z) — рiвняння неру-

хомого дна, а y = η(x, z, t) — рiвняння вiльної поверхнi. Функцiю

y = η(x, z, t) називатимемо профiлем поверхнi (хвилi). На неру-

хомому днi й рухомiй поверхнi справедливi вiдповiдно граничнi

умови (15) i (16), що набувають такого вигляду:

Φxhx+Φzhz+Φy = 0, y =−h(x, z); (22)

ηt +Φxηx+Φzηz−Φy = 0, y = η(x, z, t). (23)

Оскiльки профiль поверхнi невiдомий, то для його визначен-

ня необхiдна ще одна гранична умова на вiльнiй поверхнi. Вона

задається рiвнянням Бернуллi (14) i називається динамiчною гра-
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Рис. 1. Приклад майже двовимiрних хвиль.

ничною умовою [35, с. 417–418]:

Φt +
1
2

(
Φ2

x +Φ2
z +Φ2

y

)
+

p
ρ

+gy= C(t), y = η(x, z, t). (24)

При цьому вважаємо, що хвильовий рух поверхнi визначається

лише одним фактором — силою тяжiння, а поверхневим натягом

й iншими чинниками можна знехтувати. Такi хвилi називаються

гравiтацiйними [17, с. 55].

Данi граничнi умови необхiдно також доповнити початковими

умовами, якi б однозначно задавали вплив початкового збурення

на рiдину.

2.1.6. Стацiонарнi прогресивнi перiодичнi двовимiрнi хви-

лi. Канонiчна задача. В консервативнiй системi (якою є iдеаль-

на рiдина) пiсля завершення перехiдних процесiв може встанови-

тись стацiонарний рух рiдини, такий, що властивостi поверхневих

хвиль та їх форма не змiнюються з часом. З усiх можливих ста-

цiонарних хвиль будемо вивчати лише хвилi (i) прогресивнi (та-

кi, що розповсюджуються у видiленому напрямi), (ii) перiодичнi i

(iii) двовимiрнi (однорiднi вздовж вiсi, що перпендикулярна до на-

пряму їх розповсюдження, див. рис. 1). В цьому випадку зовнiшнє

початкове збурення визначає лише довжину хвилi λ та її енергiю,
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Рис. 2. Лабораторна система координат.

що грають роль початкових умов i є параметрами задачi. Часто

замiсть енергiї хвилi обирають бiльш зручний параметр — висо-

ту хвилi H (висота хвилi вiд впадини до гребеня). Вивчення вла-

стивостей стацiонарних прогресивних перiодичних двовимiрних

гравiтацiйних поверхневих хвиль i викликаних ними потокiв все-

рединi рiдини залежно вiд цих двох параметрiв (насправдi це один

безрозмiрний параметр — амплiтуда або крутизна хвилi A= H/λ )

i складає задачу даного огляду. Хвилi з A¿ 1 називатимемо хви-

лями малої амплiтуди, а хвилi з A∼O(1) називатимемо крутими

хвилями.

Оберемо нерухому лабораторну систему координат2 так, що

хвилi розповсюджуються злiва направо вздовж горизонтальної вi-

сi x зi сталою швидкiстю c вiдносно нерухомого плоского дна,

що знаходиться на вiдстанi (глибинi) h вiд середнього рiвня хви-

лi (який роздiляє її на рiвновеликi областi). Цей середнiй рiвень

оберемо за нульовий рiвень y = 0 спрямованої вгору вертикальної

вiсi y (див. рис. 2). Умова стацiонарностi для прогресивної хвилi

встановлює однозначний зв’язок мiж координатою x i часом t че-

рез фазу хвилi θ = kx−ω t (k = 2π/λ — хвильовий вектор, ω = ck

— частота хвилi) так, що

2Пiд лабораторною розумiємо систему координат, в якiй проводяться спостереження.
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∂
∂ t

=−c
∂
∂x

. (25)

Умова перiодичностi означає, що для будь-якої функцiї f , котра

описує просторовi й часовi характеристики рiдини, викликанi хви-

льовим рухом, справедливе спiввiдношення

f (x, y, t) = f (x+λ , y, t) = f (x, y, t+T), (26)

де λ — довжина хвилi (її просторовий перiод), T — часовий перiод,

причому за умови (25) λ = cT (c — фазова швидкiсть хвилi) i

f (x, y, t) = f (θ , y).
Задача про розповсюдження двовимiрних хвиль сталої форми

має два граничнi випадки [153, с. 13]: (i) h
/

λ → ∞ — хвилi на гли-

бокiй водi (нескiнченна глибина); (ii) h
/

λ → 0 — поодинокi хвилi3 —

такi, що складаються з поодинокого гребеня. Поодинокi хвилi не

є перiодичними (їх довжина нескiнченна), вивчення таких хвиль

виходить за межi даного огляду.

Граничнi умови (22) i (23) на нерухомому днi й рухомiй по-

верхнi з врахуванням умови (25) i двовимiрностi руху набувають

такого вигляду:

Φy = 0, y =−h; (27)

(c−Φx)ηx+Φy = 0, y = η(x, t); (28)

а рiвняння Бернуллi (14), що задає динамiчну граничну умову, стає

таким:
1
2

(
(c−Φx)

2+Φ2
y

)
+

p
ρ

+gy=
c2

2
+C, (29)

де внаслiдок стацiонарностi руху стала iнтегрування C не зале-

жить вiд часу. Визначимо цю сталу.

Знайдемо масу стовпчика рiдини мiж вiльною поверхнею i дном

з розмiром основи, рiвним довжинi хвилi λ , вздовж вiсi x i розмi-

3solitary waves (англ.)
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ром L вздовж вiсi z, перпендикулярнiй площинi xy:

M = L

λ∫

0

η(θ)∫

−h

ρ dx dy = L

λ∫

0

ρ
(
h+η(θ)

)
dx = ρ Sh+ρ Sη , (30)

де S= Lλ — площа основи стовпчика,

? =
1
λ

λ∫

0

? dx (31)

означає усереднення за просторовим перiодом. Зауважимо, що

η = 0, якщо y = 0 — середнiй рiвень хвилi. Якщо вважати, що

збудження хвиль вiдбувалося без притоку маси, то маса M має

бути сталою пiд час всiєї еволюцiї хвилi. Таким чином, h+ η є

глибиною спокiйної води, коли немає хвиль i потокiв. Оскiльки

вiдносно середнього рiвня хвилi η = 0, то за умови збереження

повної маси рiдини середнiй рiвень стацiонарної хвилi збiгається

з рiвнем спокiйної води.

Визначимо тиск на днi. У випадку нескiнченної глибини (глибо-

ка вода) h = ∞ рух хвиль на поверхнi не викликає потокiв на днi.

Тодi Φx |y=−∞ = 0, а Φy |y=−∞ = 0 з граничної умови (27), отже, з

рiвняння Бернуллi (29) випливає, що на нескiнченнiй глибинi тиск

сталий. Для скiнченної глибини рух хвиль на поверхнi в тiй чи iн-

шiй мiрi викликає рух всiєї рiдини, хоча вiн i затухає з глибиною.

Швидкiсть рiдини на днi (як i на будь-якому iншому горизонталь-

ному рiвнi, що повнiстю належить областi, зайнятiй рiдиною) є

перiодичною функцiєю з просторовим перiодом λ , тому

Φx |y=const= 0, (32)

але неусереднена швидкiсть Φx |y=−h 6= const. Тому тиск на днi та-

кож не є сталим, проте його усереднене значення за просторовим

перiодом є сталим на всьому днi i має визначатись масою рiдини
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над дном i середнiм атмосферним тиском p0 на поверхнi, а саме,

враховуючи (30):

p|y=−h = p0+
Mg
S

= p0+ρ g(h+η). (33)

Тодi, усереднивши на днi рiвняння Бернуллi (29) за просторовим

перiодом з врахуванням умов (27), (32) i (33), одержимо значення

сталої C:

C =
p0

ρ
+

1
2

Φ2
x |y=−h+gη . (34)

Для того, щоб на поверхнi в рiвняння Бернуллi не входив тиск,

необхiдно зробити ще два наближення: (i) знехтувати рухом по-

вiтря над поверхнею рiдини (густина повiтря значно менша за

густину води) i (ii) вважати атмосферний тиск сталим на всiй

поверхнi й рiвним середньому значенню p0 (див. роздiл 2.2.5).

Тодi з врахуванням (34) динамiчна гранична умова (29) набуває

остаточного вигляду:

1
2

(
(c−Φx)

2+Φ2
y

)
+gy=

c2

2
+

Φ2
x |y=−h

2
+gη = B, y= η(x, t). (35)

Стала B носить назву константи Бернуллi
(
див., наприклад, Коук-

лет [62, с. 205]
)
. Якщо y = 0 — середнiй рiвень хвилi, то η = 0.

Тодi у випадку глибокої води B = c2
/

2. Часто це ж саме значен-

ня B = c2
/

2 константи Бернуллi залишають i у випадку скiнчен-

ної глибини. Для цього необхiдно покласти η = − 1
2g Φ2

x |y=−h, що

означає пiдняття початку вiдлiку y = 0 на вiдстань 1
2g Φ2

x |y=−h

вiдносно середнього рiвня хвилi.

Усереднивши рiвняння Бернуллi (35) на вiльнiй поверхнi за про-

сторовим перiодом, одержимо вiдомi спiввiдношення Левi-Чивiта(
див. [16, с. 525]

)
:

(
(Φx−c)2+Φ2

y

)∣∣
y=η(x, t) = (Φx−c)2 ∣∣

y=−h ⇔
q2 |y=η(x, t) = q2 |y=−h,

(36)
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де q2 — квадрат швидкостi частинок рiдини в системi вiдлiку, де

хвиля нерухома. Таку систему вiдлiку називатимемо власною си-

стемою вiдлiку хвилi. Таким чином, у власнiй системi вiдлiку хвилi

середнє значення квадрата швидкостi на поверхнi дорiвнює серед-

ньому значенню квадрата швидкостi на днi.

Рiвняння Лапласа (13) з кiнематичною i динамiчною гранични-

ми умовами (28) i (35) на вiльнiй поверхнi та граничною умовою

(27) на днi й складають канонiчну модель гiдродинамiки. Незва-

жаючи на всi зробленi наближення, канонiчна модель залишається

складною математичною задачею, оскiльки (i) вона суттєво нелi-

нiйна (для хвиль з A∼ O(1) вiдсутнiй малий параметр) i (ii) гра-

ничнi умови заданi на невiдомiй поверхнi.

2.1.7. Густина енергiї i густина iмпульсу хвилi. Енергiя оди-

ницi об’єму рiдини складається з суми об’ємних густин кiнетичної

i потенцiальної енергiй

E =
ρv2

2
+ρε ,

де ε — внутрiшня енергiя одиницi маси рiдини [17, с. 25]. У зов-

нiшньому полi тяжiння ε = gy. Знайдемо повну енергiю стовпчика

рiдини мiж вiльною поверхнею хвилi й дном з розмiром основи,

рiвним довжинi хвилi λ , вздовж вiсi x i розмiром L вздовж вiсi z,

перпендикулярнiй площинi xy:

Hповна = L

λ∫

0

η(θ)∫

−h

E dx dy = L

λ∫

0

η(θ)∫

−h

(ρv2

2
+ρgy

)
dx dy.

За вiдсутностi хвильового руху енергiя цього ж стовпчика рiдини

дорiвнює

Hспокою = L

λ∫

0

η∫

−h

ρgydx dy.
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Отже, внесок хвилi в енергiю стовпчика рiдини, що розглядається,

складає

Hхвилi = Hповна−Hспокою = L

λ∫

0

η(θ)∫

−h

ρv2

2
dx dy+L

λ∫

0

η(θ)∫

η

ρgydx dy.

Вiдношення цiєї величини до площi L ·λ основи стовпчика i прий-

нято називати (див., наприклад, [62, с. 204]) густиною енергiї хвилi

(енергiя на одиницю горизонтальної площi)

E = K +U =
ρ
2λ

λ∫

0

η(θ)∫

−h

v2 dx dy+
ρg
2λ

λ∫

0

(
η2(θ)−η2) dx, (37)

де K i U — вiдповiдно густини кiнетичної i потенцiальної енергiї

хвилi.

Iмпульс одиницi об’єму рiдини (густина потоку рiдини) є ρv
[17, с. 27]. Тодi густина потоку рiдини, що переноситься в напря-

мi розповсюдження хвилi, є ρvx . Вiдповiдно до густини енергiї

хвилi густина iмпульсу хвилi (iмпульс на одиницю горизонтальної

площi) визначається як

I =
1
λ

λ∫

0

η(θ)∫

−h

ρvx dx dy. (38)

2.1.8. Загальний розв’язок рiвняння Лапласа. Шукатимемо

частинний розв’язок рiвняння Лапласа (13) методом роздiлення

змiнних:

Φ(x, y, t) = X(x−ct) Y(y) ⇒ X′′

X
=−Y′′

Y
=−κ2.

Тодi

X(x−ct) = X1eiκ(x−ct) +X2e−iκ(x−ct),

Y(y) = Y1eκy+Y2e−κy.
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Оскiльки розв’язок має бути перiодичним за координатою x з пе-

рiодом λ = 2π/k (k — хвильовий вектор), то κ = nk, де n — нату-

ральне число. При цьому мають виконуватись:

1. Гранична умова на днi (27), звiдки маємо

Y1e−nkh−Y2enkh= 0 ⇔ Y1 = Y2e2nkh.

2. Граничний перехiд при h→∞ (глибока вода). Для цього функцiя

Y(y) має бути обмеженою (Y2 → 0) i не залежати вiд глибини h

(Y1 6= f (h)) при h→ ∞. Цi умови задовольняються, якщо зробити

нормування

Y2 = A2
e−nkh

enkh+ e−nkh ⇒ Y1 = A2
enkh

enkh+ e−nkh .

Сталу A2 включимо в функцiю X, перепозначивши C1 = X1 ·A2 i

C2 = X2 ·A2.

3. Умова дiйсностi потенцiалу Φ

Φ∗ = Φ ⇒ C∗1 = C2.

Таким чином,

Φ(x, y, t) = X(x−ct) Y(y);

X(x) = Cneinkx+C∗n e−inkx= 2
(

ReCn cos(nkx)− ImCn sin(nkx)
)
;

Y(y) = Tn enky+T−n e−nky =
ch

(
nk(y+h)

)

ch(nkh)
; (39)

Tn =
enkh

enkh+ e−nkh =
1
2

(
1+ th(nkh)

)
.

Загальний розв’язок рiвняння Лапласа є лiнiйною комбiнацiєю

всiх частинних розв’язкiв (n = 1, 2, 3, . . .)

Φ(x, y, t) =
∞

∑
n=1

(
Cneink(x−ct) +C∗n e−ink(x−ct)

)
×

(
Tnenky+T−ne−nky

)
. (40)
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Для симетричних хвиль має виконуватись спiввiдношення Φy(θ)=
=−Φy(−θ), що приводить до такої умови симетричностi хвилi:

C∗n =−Cn, (41)

тобто коефiцiєнти Cn мають бути уявними.

Дослiдимо спочатку лiнiйне наближення, коли в загальний роз-

в’язок дає внесок лише основний (n = 1) частинний розв’язок

(перша гармонiка).

2.1.9. Хвилi нескiнченно малої амплiтуди (лiнiйне набли-

ження). Знайдемо, коли можна знехтувати нелiнiйнiстю гранич-

них умов. Оцiнимо порядок величини доданкiв у рiвняннi Ейле-

ра (8):

|(v∇)v| ' vδv
δ r

,

∣∣∣∣
∂v
∂ t

∣∣∣∣'
δv
δ t

,

де δv, δ r , δ t — характернi змiни вiдповiдно швидкостi, вiдстанi

й часу. Для оцiнки руху хвиль можна вважати δ r ' λ — довжина

хвилi, δ t' T — перiод хвилi. Тодi

|(v∇)v|∣∣∣∣
∂v
∂ t

∣∣∣∣
' vT

λ
=

v
c
' H

λ
= A.

Таким чином, нелiнiйний доданок |(v∇)v| малий порiвняно з лi-

нiйним доданком
∣∣∣∂v

∂ t

∣∣∣, якщо H ¿ λ (A¿ 1), тобто амплiтуда хвиль

значно менша за їх довжину [17, с. 55]. Хвилi, для яких вне-

сок нелiнiйностi знехтовно малий (це досягається при A → 0),

називаються лiнiйними або хвилями нескiнченно малої амплiтуди.

Дослiдженню лiнiйних хвиль присвячено чимало матерiалу в ба-

гатьох пiдручниках i монографiях, зокрема, див. Лемб [16, с. 455–

520], Уiзем [35, с. 420–437], Кочiн та iн. [13, с. 414–447], Сретен-

ський [33, с. 18–53], Монiн [20, с. 136–145]. Розглянемо основнi

властивостi лiнiйних хвиль.
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Таблиця 1
Швидкiсть, частота i перiод лiнiйних хвиль при кiлькох рiзних значеннях

довжини хвилi у випадку глибокої води (g = 9.8 м/с2)

λ , м 1 2π 10 50 100

c, м/с 1.25 3.13 3.95 8.83 12.49
ω , с−1 7.85 3.13 2.48 1.11 0.78

T, с 0.80 2.01 2.53 5.66 8.01

Швидкiсть c i профiль хвилi знаходимо з граничних умов на

вiльнiй поверхнi. В лiнiйному наближеннi всi похiднi на вiльнiй

поверхнi y = η(x, t) записуються на нульовому рiвнi y = 0 (ос-

кiльки наступнi члени вiдповiдного розкладу в ряд Тейлора нав-

коло незбуреного рiвня y= 0 є вищого порядку малостi за параме-

тром A). Тодi кiнематична i динамiчна граничнi умови (28) i (35)

набувають такого вигляду:

ηx = −1
c

Φy |y=0, (42)

η =
c
g

Φx |y=0. (43)

Виключаючи профiль вiльної поверхнi, одержимо
(c2

g
Φxx+Φy

)∣∣∣
y=0

= 0. (44)

Пiдставляючи в дане рiвняння розв’язок (39) рiвняння Лапласа

при n = 1 (лiнiйне наближення), знаходимо

c2 =
g
k

th(kh) ⇔ ω2 = gk th(kh). (45)

Дане спiввiдношення виражає залежнiсть швидкостi (частоти) хви-

лi вiд її хвильового вектора (довжини), тобто мiж часовими й про-

сторовими характеристиками хвилi. Така залежнiсть називається

дисперсiєю хвилi [17, с. 57].

Функцiя th(kh) швидко прямує до одиницi з ростом kh. Напри-

клад, вже при kh= 20 маємо 1− th(kh)≈ 8.5·10−18, а при kh= 100
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маємо 1− th(kh)≈ 2.8·10−87. Таким чином, навiть випадок kh= 20

можна з великою точнiстю (≈ 10−15%) вважати випадком нескiн-

ченної глибини (глибокої води), а тим бiльше й вищi значення kh.

Таким чином, пiд глибокою водою (нескiнченною глибиною) надалi

будемо розумiти випадок, коли thkh' 1, але при цьому глибина h

не настiльки велика, що стає суттєвим змiна густини рiдини вна-

слiдок змiни тиску (див. роздiл 2.2.3). Для випадку глибокої води

в табл. 1 наведено чисельнi значення швидкостi, частоти i перiоду

лiнiйних хвиль при кiлькох рiзних значеннях довжини хвилi.

Профiль вiльної поверхнi в лiнiйному наближеннi знаходимо з

граничної умови (43), враховуючи спiввiдношення (39):

η =
ick
g

(
C1eik(x−ct) + C∗1 e−ik(x−ct)

)
=

− 2ck
g

(
ReC1sin

(
k(x−ct)

)
+ ImC1cos

(
k(x−ct)

))
.

(46)

Якщо хвиля симетрична, то η(x− ct) = η(−x + ct), звiдки

ReC1 = 0. Тодi остаточно одержуємо

η = a cos(kx−ω t), a =−2ck
g

ImC1; (47)

Φ =
ga
ω

sin(kx−ω t)
(
T+

1 eky+T−1 e−ky) =

ga
ω

sin(kx−ω t)
ch

(
k(y+h)

)

ch(kh)
. (48)

Величина a в лiнiйному випадку є висотою η(0) хвилi над рiвнем

спокiйної води.

Для розподiлу швидкостей маємо

vx =
dx
dt

= Φx =
g
ω

akcos(kx−ω t)
ch

(
k(y+h)

)

ch(kh)
;

vy =
dy
dt

= Φy =
g
ω

aksin(kx−ω t)
sh

(
k(y+h)

)

ch(kh)
.

(49)

При цьому густина iмпульсу хвилi I , розрахована за формулою
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(38), в лiнiйному наближеннi за малим параметром ak дорiвнює

нулю. Таким чином, лiнiйнi хвилi не спричиняють перенос маси —

в лiнiйному наближеннi траєкторiї частинок рiдини є замкнени-

ми симетричними лiнiями. Вигляд цих лiнiй одержується з рiвнянь

(49), де швидкостi Φx i Φy необхiдно лiнеаризувати навколо рiвно-

важного положення частинки x = x0, y = y0, вiдкинувши нелiнiйнi

доданки за малим параметром ak. Тодi, враховуючи закон диспер-

сiї (45), маємо

x−x0 =−a sin(kx0−ω t)
ch

(
k(y0+h)

)

sh(kh)
;

y−y0 = a cos(kx0−ω t)
sh

(
k(y0+h)

)

sh(kh)
.

(50)

Отже, частинки рiдини в лiнiйнiй хвилi рухаються за годиннико-

вою стрiлкою по елiпсах

(x−x0)2

(
a ch

(
k(y0+h)

)

sh(kh)

)2 +
(y−y0)2

(
a sh

(
k(y0+h)

)

sh(kh)

)2 = 1, (51)

у яких горизонтальна вiсь бiльша за вертикальну. При цьому пе-

рiод обертання частинок T = 2π
ω = λ

c . Для глибокої води (h→ ∞)

елiпси перетворюються на кола.

Густина енергiї хвилi, розрахована за формулою (37), в лiнiйно-

му наближеннi виражається як

E = K +U, K = U =
ρga2

4
, (52)

тобто для хвиль нескiнченно малої амплiтуди кiнетична i потенцi-

альна енергiї дають рiвнозначний внесок у повну енергiю хвилi.
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2.2. Аналiз наближень канонiчної моделi

2.2.1. В’язкiсть. Узагальненням рiвняння Ейлера (8) при вра-

хуваннi в’язкостi (внутрiшнього тертя) рiдини є рiвняння Нав’є-

Стокса [17, с. 73]

∂v
∂ t

+(v∇)v =−∇p
ρ

+g+ν∆v+
(

ζ
ρ

+
ν
3

)
∇(divv). (53)

Величини ν i ζ називаються коефiцiєнтами в’язкостi, причому ν —

кiнематичною в’язкiстю, добуток µ = νρ — динамiчною в’язкiстю,

ζ — другою в’язкiстю. Для справедливостi рiвняння Нав’є-Стокса

коефiцiєнти в’язкостi µ i ζ необхiдно вважати сталими. Коефiцi-

єнти в’язкостi рiдин i газiв суттєво залежать вiд температури. Для

рiдин кiнематична i динамiчна в’язкостi спадають з пiдвищенням

температури, а для бiльшостi газiв — зростають [18, с. 360–361].

Тому для виконання рiвняння Нав’є-Стокса температуру слiд вва-

жати сталою, а також нехтувати залежнiстю коефiцiєнтiв в’язкостi

µ i ζ вiд iнших величин (тиску, швидкостi тощо). При температурi

T = 20◦C для води ν = 10−6 м2/с, для повiтря ν = 1.5 ·10−5 м2/с

[17, с. 74].

Оцiнимо величину доданкiв з в’язкiстю в рiвняннi Нав’є-Стокса.

Вважатимемо рiдину нестисливою, тодi останнiй доданок дорiв-

нює нулю внаслiдок умови (12). Нехай δv, δ r , δ t — характернi

змiни вiдповiдно швидкостi, вiдстанi й часу, а u = δ r/δ t — швид-

кiсть характерних змiн механiчного стану рiдини. Тодi

|ν∆v|∣∣∣∣
∂v
∂ t

∣∣∣∣
' ν δv/(δ r)2

δv/δ t
=

νδ t
(δ r)2 =

ν
uδ r

=
1

Re
. (54)

Таким чином, вiдносний внесок в’язкостi за порядком величини

обернено пропорцiйний до числа Рейнольдса Re [17, с. 87]. При

великих числах Рейнольдса в’язкiстю можна нехтувати. При цьо-

му рiдину називатимемо нев’язкою.
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Для оцiнки руху хвиль можна вважати δ r ' λ — довжина хви-

лi, δ t ' T — перiод хвилi, u = c — фазова швидкiсть хвилi. То-

дi, використовуючи значення з табл. 1, для хвиль на водi маємо

Re≈ 2·107 при λ = 2π м. Отже, внесок в’язкостi в динамiку таких

хвиль складає ≈ 10−5%. Для того, щоб зрозумiти малiсть цього

внеску, оцiнимо, як гравiтацiйнi хвилi на поверхнi води затухають

з часом. Коефiцiєнт затухання амплiтуди лiнiйних хвиль γ = 2νk2

(див. [17, с. 135] або [16, с. 785]). Тодi час релаксацiї хвилi (за який

амплiтуда зменшиться вдвiчi) τ = ln2
γ , а вiдстань, що хвиля прой-

де за цей час, складає L ' τυ , де υ — середня швидкiсть хвилi.

Якщо вважати λ = 2π м, υ = 3 м/с, то γ ≈ 2 ·10−6 с−1, τ ≈ 96год,

L ' 1040км. Цi простi розрахунки пiдтверджуються на практи-

цi. Вiдомо, що океанськi хвилi, якi утворюються пiд час шторму,

можуть розповсюджуватись на вiдстанi, що сягають тисяч кiломе-

трiв (див., наприклад, [19, с. 7]). На вiдстанях же кiлькох десяткiв

метрiв затуханням гравiтацiйних хвиль можна нехтувати.

Оцiнимо тепер вплив в’язкостi на рух самих частинок рiдини.

В лiнiйних хвилях частинки рiдини за час, рiвний перiоду хви-

лi, описують замкнену траєкторiю з розмiром, значно меншим за

довжину хвилi (див. роздiл 2.1.9). Тому в формулi (54) потрiбно, як

i ранiше, вважати δ t' T, проте δ r вже гратиме роль характерно-

го розмiру траєкторiй. Таким чином, одержуємо оцiнку, що ефекти

в’язкостi у водi починають вiдiгравати суттєву роль (порядка 1%

при T = 1 с) лише на масштабах δ r ≈ 10−2 м.

2.2.2. Вихровий рух. Якщо Ω = rotv 6= 0, то рух називається

вихровим. Закон збереження циркуляцiї швидкостi (10), а як на-

слiдок i теорема Лагранжа, порушуються за виконання однiєї з

умов (див. [17, с. 33–34] або [18, с. 159–160]): (i) в’язкiсть вiдмiн-

на вiд нуля; (ii) рух рiдини неiзентропiчний; (iii) область потоку
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неоднозв’язна (наприклад, при обтiканнi твердих тiл, коли утво-

рюються поверхнi розриву). В цих випадках у рiдинi утворюється

вихровий рух навiть, якщо в початковий момент часу рух був по-

тенцiальним.

Оцiнимо вплив в’язкостi на потенцiальнiсть руху при розпо-

всюдженнi хвиль. Завихренiсть, що породжується плоскою лi-

нiйною хвилею внаслiдок в’язкостi, швидко затухає з глибиною

[16, с. 790]:

Ωz = Ω(0)
z e−β |y|, β =

√
ω
2ν

,

β — коефiцiєнт затухання. Глибина, для якої завихренiсть змен-

шиться, наприклад, в 1000разiв (стане 0.1% вiд початкової), ста-

новить |y| = ln1000
β ≈ 5.5 ·10−3 м у водi при λ = 2π м. При цьому

|y|/λ ≈ 0.09%. Таким чином, для метрових хвиль врахування за-

вихреностi, що виникає внаслiдок в’язкостi води, суттєве лише на

масштабах до 10−3 м.

При обтiканнi твердих тiл (неоднозв’язнiсть областi потоку)

мiж поверхнею твердого тiла i рiдиною завжди iснують сили

мiжмолекулярного зчеплення, що викликають “прилипання” ча-

стинок рiдини, що знаходяться на границi роздiлу, до твердої

поверхнi. При цьому сусiднi прошарки рiдини продовжують ру-

хатись з рiзко зростаючими з вiдстанню вiд границi швидкостями,

що призводить до завихреностi потоку. Вихрi, що утворюються

бiля границi, переносяться разом з рiдиною, беручи участь у кон-

векцiї, а, з iншого боку, дифундують у сусiднi прошарки рiдини.

Область рiдини, де в результатi утворюється вихровий рух, нази-

вається приграничним прошарком [18, с. 497]. В цiй областi сут-

тєвi ефекти в’язкостi, i потiк не можна вважати потенцiальним.

Оцiнимо розмiр приграничного прошарку.

Якщо рух вважати адiабатичним, рiдину нестисливою i приско-
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рення g сталим, то динамiка завихреностi описується рiвнянням

∂Ω
∂ t

+(v∇)Ω = (Ω∇)v+ν∆Ω, (55)

що одержується дiєю оператора rot на рiвняння Нав’є-Стокса (53).

Доданок (Ω∇)v = 0, якщо рух плоский. Доданок (v∇)Ω описує

конвекцiю завихреностi (вихрi переносяться разом з рiдиною), а

доданок ν∆Ω описує дифузiю завихреностi (вихрi розповзаються

в сусiднi областi рiдини). Таким чином, в’язкiсть спричиняє роз-

ширення областi вихрового руху [36, с. 259]. Оцiнимо, як вiдрiзня-

ються характернi масштаби дифузiї d i конвекцiї L завихреностi.

Для цього оцiнимо порядок величини дифузiйного i конвективно-

го доданкiв:
∣∣ν∆Ω

∣∣' ν δΩ
d2 ,

∣∣(v∇)Ω
∣∣' vδΩ

L
,

де δΩ — характерна змiна завихреностi. Якщо поле швидкостi ста-

цiонарне, то ∂Ω
∂ t = 0, i для плоского руху (v∇)Ω = ν∆Ω. Тодi

d
L
'

√
ν
vL

=
1√
Re

,

де Re — число Рейнольдса потоку рiдини в системi вiдлiку, де

поле швидкостi стацiонарне. Масштаб дифузiї завихреностi при

великих числах Рейнольдса (малiй в’язкостi) значно менший за

масштаб конвекцiї завихреностi [18, с. 498–499].

Для оцiнки руху хвиль можна вважати v ' c — швидкiсть ру-

ху власної системи вiдлiку хвилi, де поле швидкостi стацiонарне

(для лiнiйних хвиль швидкiсть руху частинок рiдини в лаборатор-

нiй, тобто нерухомiй вiдносно дна, системi вiдлiку значно мен-

ша за швидкiсть самої хвилi), а характерний масштаб конвекцiї

L ' λ . В цьому випадку Re' 106÷107 при L ' 1÷10м, а, отже,

d/L ' 10−4÷10−3. Таким чином, при малiй в’язкостi поперечний

до напряму потоку масштаб приграничного прошарку (що обу-
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мовлюється дифузiєю) значно менший за його характерний поз-

довжнiй масштаб (що визначається конвекцiєю). Внаслiдок цього

в граничних умовах на твердих поверхнях iснуванням пригранич-

ного прошарку при малiй в’язкостi можна нехтувати на масштабах

& 10−3 м для метрових хвиль.

Дослiдження приграничного прошарку в нев’язкiй рiдинi сут-

тєве для вивчення вихрового слiду, що залишається при обтiканнi

твердих тiл, наприклад, при врахуваннi топографiї дна. При цьо-

му не справджується граничний перехiд ν → 0 (Re→ ∞), i течiя

нiколи не зводиться до випадку iдеальної рiдини. Це пов’язано з

тим, що дифузiйний доданок ν∆Ω не прямує до нуля при ν → 0,

оскiльки при цьому Ω у приграничному прошарку набуває ду-

же швидких змiн, що компенсують малiсть ν [36, с. 266]. Це є

причиною кiлькох парадоксiв iдеальної рiдини в гiдродинамiцi,

що детально описанi в монографiї Бiркгофа [3]. На завершення

зауважимо, що при великих числах Re
(
& 104÷105

)
потiк у при-

граничному прошарку є турбулентним (хаотичним) на вiдмiну вiд

ламiнарного (регулярного) потоку при менших числах Re. Проте

турбулентнiсть внаслiдок малостi масштабу дифузiї порiвняно з

масштабом конвекцiї знову ж таки не проникає в область потенцi-

ального ламiнарного руху на вiдстань, бiльшу за товщину пригра-

ничного прошарку [17, с. 208–209].

2.2.3. Стисливiсть рiдини. Дослiдимо, коли в рiвняннях непе-

рервностi (7) i Ейлера (8) густину можна вважати сталою в усiй

рiдинi.

1. Рiвняння неперервностi. Густину в рiвняннi неперервностi мож-

на вважати сталою, якщо вiдноснi змiни густини є вищого по-

рядку малостi за вiдноснi змiни швидкостi. Дiйсно, нехай δv, δ r ,

δ t — характернi змiни вiдповiдно швидкостi, вiдстанi й часу, а
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u = δ r/δ t — швидкiсть характерних змiн механiчного стану рiди-

ни. Просторовою змiною густини δρ(r) можна нехтувати, якщо
∣∣v∇ρ

∣∣
∣∣ρ divv

∣∣ '
v δρ(r)/δ r

ρ δv
/

δ r
¿ 1 ⇒ δρ(r)

ρ
¿ δv

v
, (56)

а часовою змiною густини δρ(t) можна нехтувати, якщо
∣∣∂ρ

/
∂ t

∣∣
∣∣ρ divv

∣∣ '
δρ(t)/δ t
ρ δv

/
δ r
¿ 1 ⇒ δρ(t)

ρ
¿ δv

u
. (57)

При iзентропiчних процесах (ентропiя S стала) змiна густини

δρ в лiнiйному наближеннi виражається через змiну тиску δ p та-

ким чином [17, с. 41]:

δρ '
(

∂ρ
∂ p

)

S
δ p =

δ p

v2
зв

, (58)

де

vзв =

√(
∂ p
∂ρ

)

S
є швидкiстю звуку [17, с. 351]. Для морської води за стандарт-

не значення швидкостi звуку приймають vзв = 1450м/с, до якого

додаються поправки на температуру, тиск i солонiсть [20, с. 11].

Для порiвняння в повiтрi vзв = 341м/с при температурi 15◦C i

атмосферному тиску [18, с. 104].

З рiвняння Ейлера (8) випливає, що на будь-якому горизонталь-

ному рiвнi змiна тиску визначається просторовою й часовою змi-

нами швидкостi. Просторова змiна тиску δ p(r) виражається як

δ p(r) ' ρ vδv,

а вiдповiдна змiна густини, враховуючи спiввiдношення (58), має

вигляд
δρ(r)

ρ
' vδv

v2
зв

=
(

v
vзв

)2 δv
v

.
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Часова змiна тиску δ p(t) виражається як

δ p(t) ' ρ
δ r
δ t

δv = ρ uδv,

а вiдповiдна змiна густини

δρ(t)

ρ
'

(
u

vзв

)2 δv
u

.

Порiвнюючи данi вирази з спiввiдношеннями (56) i (57), бачимо,

що в рiвняннi неперервностi рiдину можна вважати нестисливою,

тобто нехтувати змiною густини при змiнi тиску, за виконання

умов (
v

vзв

)2

¿ 1,

(
u

vзв

)2

¿ 1. (59)

Величина v
/

vзв називається числом Маха. Отже, як швидкiсть ру-

ху рiдини, так i швидкiсть характерних змiн механiчного стану

рiдини мають бути малими порiвняно зi швидкiстю звуку в цiй рi-

динi. При цьому виконання умови для швидкостi u не менш важ-

ливе за виконання умови для швидкостi v. Наприклад, при роз-

повсюдженнi звукових хвиль швидкостi руху частинок рiдини ма-

лi: v¿ vзв , проте u' vзв , i ефекти стисливостi є визначальними

[31, с. 43]. Для оцiнки ж руху поверхневих гравiтацiйних хвиль

можна вважати u = c — фазова швидкiсть хвилi, а v . u. Тодi для

води при швидкостi хвиль порядка 10м/с умова (59) виконується

з точнiстю до ≈ 0.005%— знехтовна величина.

2. Рiвняння Ейлера. В рiвняннi Ейлера густина входить у доданок

∇p
ρ

= ∇
(

p
ρ

)
+ p

∇ρ
ρ2 .

При цьому змiною густини можна нехтувати, якщо∣∣p ∇ρ
/

ρ2
∣∣

∣∣∇p
/

ρ
∣∣ ' δρ

/
ρ

δ p
/

p
≡ k¿ 1, (60)
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тобто вiдносна змiна густини значно менша за вiдносну змiну ти-

ску.

Враховуючи спiввiдношення (58), умова, за виконання якої рi-

дину можна вважати нестисливою в рiвняннi Ейлера, набуває ви-

гляду

k=
p

ρ v2
зв
¿ 1. (61)

Для оцiнки тиску обиратимемо гiдростатичний тиск, усереднений

по всiй глибинi:

p' p0+
1
h

0∫

−h

ρgy dy = p0+
ρgh

2
, (62)

де p0 = 101325Па — атмосферний тиск. Тодi для води (густина

ρ ' 103 кг/м3) умова (61) навiть при глибинi h = 4000м викону-

ється з точнiстю до ≈ 1% (k≈ 0.01 при g = 9.8 м/с2). В роздiлi

2.1.9 було зроблено оцiнку, що випадок kh= 100можна з величез-

ною точнiстю вважати випадком глибокої води. В цьому разi при

λ = 2π м умова (61) виконується з точнiстю до ≈ 0.03%. Ефект

стисливостi на менших глибинах є ще бiльш знехтовним.

2.2.4. Теплоперенос. Нехай S — ентропiя одиницi маси рiди-

ни. Тодi умова адiабатичностi руху, тобто вiдсутностi теплообмiну

мiж окремими частинками рiдини, має вигляд [17, с. 17]

dS
dt

=
∂S
∂ t

+(v∇)S = 0. (63)

Якщо ж у початковий момент часу ентропiя стала в усiх точках

рiдини, то вона залишиться сталою у всiх точках рiдини й у всi

наступнi моменти часу, тобто рiвняння адiабатичностi набуває ви-

гляду

S = const. (64)

У цьому випадку рух називається iзентропiчним.
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Знайдемо розподiл температури з глибиною в рiдинi, що знахо-

диться в спокої в однорiдному полi тяжiння при сталiй ентропiї. З

умови адiабатичностi (64) випливає

dS
dy

=
(

∂S
∂T

)

p

dT
dy

+
(

∂S
∂ p

)

T

dp
dy

= 0.

Враховуючи, що(
∂S
∂T

)

p
=

cp

T
,

(
∂S
∂ p

)

T
=

1
ρ2

(
∂ρ
∂T

)

p
,

dp
dy

=−gρ ,

де cp — питома теплоємнiсть при сталому тиску [17, с. 23], одер-

жуємо
dT
dy

=−βTgT
cp

,

де величина

βT =−1
ρ

(
∂ρ
∂T

)

p

називається температурним коефiцiєнтом розширення [17, с. 306].

Для води при температурi 20◦C маємо βT ≈ 2 · 10−4 K−1, а cp ≈
4.18×103 Дж/(кг ·К) [10, с. 406–407]. Тодi змiна температури во-

ди при сталiй ентропiї в полi тяжiння складає ≈ 1◦C на 7км. Отже,

при цьому температуру з великою достовiрнiстю можна вважати

сталою.

В реальних умовах градiєнт температури може бути значно

бiльшим. У верхнiх прошарках свiтового океану (на глибинi до

200 м) градiєнт температури складає приблизно 5◦C на 100 м

[20, с. 14]. Вiн обумовлюється теплообмiном з атмосферою, на-

грiванням води за рахунок сонячного i земного випромiнювання

тощо. В результатi в рiдинi утворюється рух, що прагне вiднови-

ти рiвновагу температури. Такий рух, що виникає в полi тяжiння,

називається вiльною конвекцiєю [17, с. 306]. Зрозумiло, що такi

процеси неадiабатичнi, i рiвняння (63) слiд замiнити на рiвнян-

ня теплопереносу, де в загальному випадку враховуються ефекти
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Таблиця 2
Вiдносна гiдростатична/барометрична змiна тиску δ p

p (для морської

води/повiтря), вiдносна змiна густини δρ
ρ при градiєнтi температури

5◦C/1◦C на 100м i вiдповiдна оцiнка справедливостi умови сталостi
густини (60) k¿ 1 при рiзних значеннях глибини/висоти h

Морська вода Повiтря

h, м
∣∣∣δρ

ρ

∣∣∣, %
∣∣∣δ p

p

∣∣∣, % k, %
∣∣∣δρ

ρ

∣∣∣, %
∣∣∣δ p

p

∣∣∣, % k, %

1 0.0011 9.2 0.011 0.0034 0.012 29.3

10 0.011 65.2 0.016 0.034 0.12 29.3

100 0.11 165.7 0.063 0.34 1.2 29.3

200 0.21 181.3 0.12 0.68 2.3 29.3

теплопровiдностi (мiкроскопiчний перенос енергiї, що не пов’яза-

ний з макроскопiчним рухом рiдини) й в’язкостi [17, с. 270–277].

Не зупиняючись детально на цих ефектах, оцiнимо лише, наскiль-

ки при цьому суттєва залежнiсть густини морської води вiд тем-

ператури.

В лiнiйному наближеннi змiна температури на δT призводить

до змiни густини на (див. [17, с. 306])

δρ '
(

∂ρ
∂T

)

p
δT = −βT ρδT. (65)

Зважаючи на це, можна оцiнити справедливiсть умови (60), за ви-

конання якої густину можна вважати сталою в рiвняннi Ейлера, як

це зроблено в табл. 2 для морської води при кiлькох рiзних зна-

ченнях глибини h. При цьому для оцiнки тиску використовується

спiввiдношення (62), а вiдносна змiна тиску за порядком величини

визначається як
δ p
p
' h

/(
p0

ρg
+

h
2

)
.

де δ p = ρgh — гiдростатичний перепад тиску. Видно, що в рiв-

няннi Ейлера залежнiстю густини морської води вiд температури
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при обраному градiєнтi можна нехтувати навiть при h = 200м з

точнiстю до ≈ 0.1%.

Вiдносна змiна густини, наведена в табл. 2, дає також iнформа-

цiю про те, чи можна в нашому випадку нехтувати змiною густини

при змiнi температури в рiвняннi неперервностi. При хвильовому

русi частинки рiдини здiйснюють коливальний рух, тому змiни їх

швидкостi порiвнянi з самими швидкостями: δv ' v. Тому, зва-

жаючи на умову (56), вiдносна просторова змiна густини має бу-

ти значно меншою за одиницю. Видно, що навiть при h = 200м

ця умова виконуються з точнiстю до ≈ 0.2%. Часовi температурнi

змiни густини виражаються через часовi змiни температур i визна-

чаються ефектами теплопровiдностi й конвекцiї. На великих ма-

сштабах цiєю залежнiстю з достатньою точнiстю можна нехтува-

ти. Ефекти теплопровiдностi суттєвi лише на масштабах пригра-

ничного прошарку подiбно до ефектiв в’язкостi. При цьому вiд-

ношення товщин вихрового d i температурного dT приграничних

прошаркiв визначається числом Прандтля P [18, с. 500]:

d
dT
'

√
ν
χ

=
√
P ,

де χ — коефiцiєнт температуропровiдностi. Для води P = 6.75

[17, с. 294]. Ефекти ж конвекцiї суттєво впливають на розподiл

густини, а як наслiдок i швидкостi, при значно бiльших градiєн-

тах температур. Наприклад, конвекцiя Релея-Бенара у водi виникає

при градiєнтi ≈ 1◦C на 0.5 см [5, с. 306].

Зауважимо, що градiєнт температур у свiтовому океанi не є ста-

лим i суттєво залежить вiд солоностi води [20, с. 14], причому в

загальному випадку необхiдно розглядати термодинамiку двоком-

понентної сумiшi. Результуюча залежнiсть густини морської води

вiд глибини є нелiнiйною i зростає вiд ≈ 1025кг/м3 на поверхнi

до ≈ 1028кг/м3 на великiй глибинi, причому головна змiна гу-
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стини вiдбувається на глибинi вiд ≈ 50 м до ≈ 1 км [93, с. 897].

Вiдносна змiна густини при цьому складає ≈ 0.3%.

Для порiвняння в табл. 2 також наведенi розрахунки для атмо-

сфери Землi. При цьому вiдносна змiна тиску в наближеннi iде-

ального газу визначається з барометричної формули [31, с. 11]

δ p
p

=−µg
RT

h, (66)

де R= 8.31Дж/(моль ·К) — унiверсальна газова стала, µ = 2.9×
×10−2 кг/моль — вiдносна молярна маса повiтря, h = δy — висота

стовпчика повiтря, що розглядається. Для повiтря температурний

коефiцiєнт розширення одержується в наближеннi iдеального газу

з рiвняння Менделєєва-Клапейрона: βT = 1
T ≈ 3.4 · 10−3 K−1 при

T = 20◦C = 293K, а градiєнт температури в атмосферi Землi скла-

дає приблизно 1◦C на 100м [93, с. 899]. Видно, що оскiльки в

iдеальному газi p∼ ρ , то коефiцiєнт k не залежить вiд висоти h,

проте його значення свiдчить про суттєву роль залежностi густини

повiтря вiд температури на вiдмiну вiд води.

Завдяки цьому неоднорiднiсть температури в атмосферi викли-

кає iнтенсивну циркуляцiю повiтря, що є причиною утворення вi-

тру й конвективної нестiйкостi атмосфери, якi вiдiграють вирi-

шальну роль у змiнi погоди й важливi для моделювання клiма-

ту (див. детальнiше [93, с. 899–909]). При цьому динамiка хвиль

на морськiй поверхнi суттєво залежить вiд змiни параметрiв ат-

мосфери. Дослiдженням цих питань займається окремий роздiл

геофiзики — геофiзична гiдродинамiка, головним положенням якої

присвячена монографiя Монiна [20]. У данiй же роботi вважати-

мемо, що атмосфера знаходиться в станi термодинамiчної i меха-

нiчної рiвноваги, щоб зосередитись на вивченнi фундаментальних

властивостей хвиль на водi.
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2.2.5. Атмосферний тиск. У динамiчнiй граничнiй умовi (35)

зроблене припущення, що атмосферний тиск сталий на всiй вiль-

нiй поверхнi. Насправдi ж атмосферний тиск змiнюється з висо-

тою й в наближеннi iдеального газу оцiнюється барометричною

формулою (66). З табл. 2 видно, що для рiзницi висот порядка

10м вiдносна змiна атмосферного тиску складає ≈ 0.1%.

Для строгого врахування змiни атмосферного тиску на вiльнiй

поверхнi також необхiдно зважити на те, що будь-яке збурення

поверхнi призводить до деякого руху повiтря [35, с. 417]. Таким

чином, задачу про рух хвиль на поверхнi рiдини бiльш точно

необхiдно формулювати як задачу на межi роздiлу двох середо-

вищ — рiдини й повiтря. В цьому випадку закон дисперсiї хвиль

у лiнiйному наближеннi має такий вигляд
(
див. [13, с. 442] або

[17, с. 61]
)
:

c2
(

ρ
th(kh)

+
ρ ′

th(kh′)

)
=

(ρ−ρ ′)g
k

,

де ρ ′ i h′ — вiдповiдно густина й вертикальна товщина верхнього

середовища в станi спокою. Якщо вважати h′ → ∞ i ρ ′ ¿ ρ , то

закон дисперсiї записується як

c2≈ c2
0

(
1− (

1+ th(kh)
)ρ ′

ρ

)
, c2

0 =
g
k

th(kh), (67)

де c0 — фазова швидкiсть хвилi при ρ ′ = 0.

З рiвняння Бернуллi (29) змiна тиску δ p, що викликається

змiною фазової швидкостi хвилi на δc, визначається як δ p '
' ρ δ (c2)

/
2. Тодi, враховуючи закон дисперсiї (67), для вiдносної

змiни тиску одержуємо при h→ ∞ максимальну з можливих оцi-

нок:
δ p
p0
' ρ ′c2

0

p0
,

де p0 = 101325Па — атмосферний тиск. Для повiтря ρ ′≈1.29кг/м3

[10, с. 405]. Тодi при λ = 2π м (c0 ≈ 3.13м/с) вiдносна змiна ти-
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ску становить ≈ 0.012%, а при λ ≈ 65м (c0 = 10м/с) вiдповiдно

≈ 0.13%. Змiна тиску внаслiдок руху повiтря при розповсюджен-

нi гравiтацiйних хвиль на водi стає суттєвим (≈ 3%) при фазових

швидкостях порядку 50м/с.

Хоча рух повiтря внаслiдок руху хвиль мало впливає на їх фазо-

ву швидкiсть, атмосфера суттєво впливає на лiнiйний коефiцiєнт

затухання гравiтацiйних хвиль, що у випадку нескiнченної глиби-

ни має вигляд
(
Дор [70], 1978 р.

)

γ ′ = γ +
ρ ′

ρ

(
ν ′

ν

)1
2

(γω)
1
2, ω =

(
gk(ρ−ρ ′)
(ρ +ρ ′)

)1
2

, (68)

де γ = 2νk2 — коефiцiєнт затухання лiнiйних хвиль без врахуван-

ня повiтря. Для системи вода-повiтря ν = 10−6 м2/с, ν ′ = 1.5×
×10−5м2/с, тодi при λ = 2π м коефiцiєнт затухання γ ≈2·10−6 с−1,

а γ ′ ≈ 1.45·10−5 с−1. Вiдповiдно час релаксацiї, за який амплiтуда

хвилi зменшиться вдвiчi, складає τ ≈ 96 год для системи вода–

вакуум i τ ≈ 13год для системи вода–повiтря.

2.2.6. Поверхневий натяг. Викривлення поверхнi рiдини ство-

рює поверхневi напруження, що носять назву поверхневого на-

тягу. Вiдповiднi сили, що спрямованi по дотичнiй до поверхнi,

називаються капiлярними або силами поверхневого натягу. При

збiльшеннi площi елемента поверхнi на δS, його поверхнева ен-

ергiя збiльшується на T δS [17, с. 333]. Коефiцiєнт T називається

коефiцiєнтом поверхневого натягу i залежить вiд характеру обох

середовищ на границi роздiлу i температури [13, с. 444]. На змiну

поверхневої енергiї витрачається робота зовнiшнiх сил тиску. Та-

ким чином, поверхневий натяг призводить до змiни тиску мiж дво-

ма середовищами. Без зменшення загальностi вважатимемо, що

невикривлена границя роздiлу середовищ горизонтальна, а нор-

маль до поверхнi при цьому спрямована вгору. Тодi рiзниця тискiв
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при переходi з нижнього до верхнього середовища визначається з

умови термодинамiчної рiвноваги∫∫

σ

(p− p0)δη dS= T δS, (69)

де δη — вертикальне змiщення поверхнi σ . Видно, що оскiль-

ки δS> 0, то при δη > 0 (поверхня опукла вгору) p > p0, а при

δη < 0 (поверхня опукла вниз) p< p0. Отже, тиск бiльший в тому

середовищi, для якого поверхня опукла.

Нехай y = η(x, z) — рiвняння поверхнi. Тодi її площа визнача-

ється таким поверхневим iнтегралом [4, с. 333]:

S=
∫∫

σ

√
1+η2

x +η2
z dx dz.

Проварiювавши цей функцiонал, отримаємо спiввiдношення мiж

варiацiєю площi поверхнi δSта варiацiєю вертикального змiщення

поверхнi δη . Тодi пiсля пiдстановки δSу формулу (69) остаточно

одержимо

p− p0 =−T
(

∂
∂x

(
ηx√

1+η2
x +η2

z

)
+

∂
∂z

(
ηz√

1+η2
x +η2

z

))
, (70)

або в двовимiрному випадку

p− p0 =−T ∂
∂x

(
ηx√

1+η2
x

)
=−T ηxx

(1+η2
x)

3
2

=−T ∂
∂x

dη
dl

, (71)

де dl =
√

dx2+ dy2 — елемент довжини кривої. Це i є доданок,

який потрiбно додати до лiвої частини динамiчної граничної умо-

ви (35), щоб врахувати поверхневий натяг. Оскiльки при цьому

p = p0, то поверхневий натяг не дає внесок у константу Бернуллi

та спiввiдношення Левi-Чевiтта.

З врахуванням поверхневого натягу лiнiйний закон дисперсiї

має вигляд

c2 =
g
k

th(kh)
(
1+κ

) ⇔ ω2 = gk th(kh)
(
1+κ

)
, (72)
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Рис. 3. Дрiбномасштабнi (капiлярнi) хвилi на морськiй поверхнi
(Середиземноморське узбережжя, Монако).

де величина

κ =
T k2

ρg
=

(
λm

λ

)2

є безрозмiрним коефiцiєнтом поверхневого натягу, а λm = 2π
√

T
ρg

носить назву капiлярної довжини. Видно, що поверхневим натя-

гом можна нехтувати, якщо κ¿ 1, тобто λ À λm. У протилежному

випадку λ ¿ λm рух хвиль на поверхнi рiдини визначається го-

ловним чином поверхневим натягом, а ефектами гравiтацiї можна

нехтувати. Такi хвилi називаються капiлярними [17, с. 342]. Вiдо-

мим прикладом капiлярних хвиль є брижi на водi (див. рис. 3). У

промiжному випадку кажуть про капiлярно-гравiтацiйнi або гравi-

тацiйно-капiлярнi хвилi залежно вiд того, якi ефекти важливiшi.

Для системи вода–повiтря T ≈ 0.074Дж/м2 [33, с. 270], при

цьому λm≈ 1.73см. Вiдносна змiна швидкостi хвилi, що вноситься

поверхневим натягом, дорiвнює
√

1+κ −1 i складає приблизно

0.015%при λ = 1м, 0.004%при λ = 2м, 1.5·10−4% при λ = 10м.

Отже, для метрових хвиль внеском поверхневого натягу в фазову
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швидкiсть хвилi можна з достатньою точнiстю нехтувати. Тим не

менше, в будь-якому випадку поверхневий натяг вiдiграє суттєву

роль для ефектiв на масштабах порядка капiлярної довжини, тобто

на вiдстанях до 0.01÷0.1 м.

2.2.7. Iншi чинники. На завершення оцiнимо радiальну змiну

прискорення в гравiтацiйному полi Землi. Для цього використає-

мо найпростiшу модель — вважатимемо Землю однорiдною кулею.

Прискорення в гравiтацiйному полi однорiдної кулi радiуса R за-

дається таким чином [27, с. 80]:

g = g0
r
R

, r ≤ R; g = g0
R2

r2 , r ≥ R;

де r — вiдстань вiд центра кулi, g0 — прискорення на поверхнi. То-

дi, якщо y = r−R — радiальна вiдстань вiд поверхнi кулi, то змiна

прискорення δg при змiнi радiальної вiдстанi на δy оцiнюється як

δg
g
' δy

R
.

Радiус Землi дорiвнює ≈ 6.35·106 м. Тодi для δy = 200м вiдносна

змiна прискорення в полi тяжiння складає ≈ 0.003%— знехтовна

величина.

В реальних умовах iснує ще багато чинникiв, що впливають

на хвильовий рух морської поверхнi. Зокрема, гравiтацiйнi поля

Мiсяця i Сонця внаслiдок обертання Землi викликають прилив-

нi та вiдливнi хвилi [93, с. 888–892], що описуються приливним

рiвнянням Лапласа [20, с. 66]. Змiна за меридiаном сили Кориолi-

са призводить до повороту напряму природних течiй в гiдросферi

й атмосферi Землi, а хвилi, що при цьому створюються, носять

назву хвиль Россбi-Блiнової [20, с. 261]. На параметри води та-

кож впливають розчиненi в нiй кисень i CO2, що проникають з

атмосфери у виглядi бульбашок, котрi утворюються завдяки руй-
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нуванню й перекиду хвиль
(
див. Баннер i Перегрiн [43]

)
. Оскiль-

ки розчиненi в морськiй водi солi iснують в нiй у виглядi йонiв,

то пiд дiєю зовнiшнього магнiтного поля Землi в такому середо-

вищi утворюються електричнi поля, що призводять до руху ча-

стинок рiдини. Вiдповiднi процеси вивчає магнiтогiдродинамiка(
див. монографiї Монiна [20] та Селезова i Корсунського [32]

)
.

Багатьом iншим явищам на поверхнi океану, таким як сулой, вну-

трiшнi хвилi, “мертва вода”, циркуляцiї Ленгмюра, а також впливу

на хвильовий рух поверхневих плiвок i водоростей, присвячено

книгу Монiна i Красицького [19]. Питанням впливу хвиль на ко-

раблi та морськi споруди присвячено пiдручник Ньюмена [26], а

також оглядовi статтi Лайтхiлла [92] та Фелтiнсена [72].

Незважаючи на рiзноманiтнiсть розглянутих чинникiв, вiдправ-

ною моделлю для дослiдження поверхневих хвильових явищ є ка-

нонiчна модель гiдродинамiки. Хоча ця модель i є iдеалiзованою,

вона, незважаючи на всi спрощення, вiдображає реальнi власти-

востi занадто складної для повного математичного опису фiзич-

ної системи, такої як поверхня океану. Подiбнi моделi складають

основу дослiдження будь-якого фiзичного явища [11, с. 101]. Де-

тальному вивченню розв’язкiв канонiчної моделi гiдродинамiки й

присвячено увесь подальший матерiал.

2.3. Хвилi скiнченної амплiтуди

2.3.1. Канонiчна модель. Безрозмiрнi рiвняння i величини.

Для подальших дослiджень обезрозмiримо рiвняння канонiчної

моделi. Оберемо одиницi довжини r , часу t i маси m так, щоб у

безрозмiрних змiнних kБ = gБ = ρБ = 1. Для цього всi довжини вiд-

нормуємо на величину, обернену до хвильового вектора k, а час —

на величину, обернену до частоти ω0 =
√

gk — лiнiйної частоти

хвилi для нескiнченної глибини. Тодi зв’язок мiж безрозмiрними
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й розмiрними величинами виражається спiввiдношеннями

rБ = rР ·k, hБ = hР ·k, tБ = tР ·ω0, mБ =
k3

ρ
mР,

vБ =
vР

c0
, ∇Б =

∇Р

k
, ΦБ =

k
c0

ΦР, E Б =
k2

ρg
E Р, I Б =

k2

ρω0
I Р,

(73)

де c0 = ω0/k — лiнiйна фазова швидкiсть хвилi у випадку нескiн-

ченної глибини. При цьому λ Б = 2π , ωБ = cБ, θ Б = xБ−cБ · tБ,

∂
∂xБ

=
∂

∂θ Б
.

У безрозмiрних змiнних (вiдповiдний iндекс опускаємо) рiвняння

канонiчної моделi набувають вигляду

Φθθ +Φyy = 0, −h 6 y 6 η(θ); (74)
1
2

((
c−Φθ

)2+Φ2
y

)
+η =B, y = η(θ),

B =
c2

2
+

1
2

Φ2
θ |y=−h+η ;

(75)

(
c−Φθ

)
ηθ +Φy = 0, y = η(θ); (76)

Φy = 0, y =−h. (77)

Дана система рiвнянь при фiксованiй глибинi h визначає невiдо-

мi потенцiал швидкостi Φ(θ , y), профiль вiльної поверхнi η(θ) i

фазову швидкiсть хвилi c залежно лише вiд одного безрозмiрного

параметру — амплiтуди (крутизни) хвилi A= HР/λ Р = HБ/2π (H —

висота хвилi):

A =
η(0)−η(π)

2π
. (78)

З рiвняння Бернуллi (75) одержуємо також iнший вираз

A =
q2(π)−q2(0)

4π
, (79)

де q(0) i q(π) — швидкостi частинок рiдини вiдповiдно на гре-

бенi та впадинi хвилi у власнiй системi вiдлiку хвилi (де хвиля
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нерухома). Нульовий вертикальний рiвень y = 0 обиратимемо на

середньому рiвнi хвилi, так що η = 0.

Коли потенцiал швидкостi й фазова швидкiсть знайденi, траєк-

торiї частинок знаходяться з системи диференцiальних рiвнянь

dx
dt

= Φθ (θ , y) ,
dy
dt

= Φy(θ , y) . (80)

У безрозмiрних змiнних фаза хвилi θ = x− ct є одночасно го-

ризонтальною координатою власної системи вiдлiку хвилi. В цiй

системi вiдлiку поле швидкостi стацiонарне, i траєкторiї частинок

спiвпадають з лiнiями струму, кожна з яких характеризується ста-

лим значенням функцiї струму ψ(θ , y) (див. роздiл 2.1.4). При

цьому лiнiї струму визначаються з рiвнянь

dθ
dt

= Φθ (θ , y)−c,
dy
dt

= Φy(θ , y) . (81)

Горизонтальнi ax й вертикальнi ay прискорення частинок рiдини у

власнiй системi вiдлiку хвилi визначаються спiввiдношеннями

ax =
d2θ
dt2 = Φθθ (Φθ −c)+Φyθ Φy,

ay =
d2y
dt2 = Φyθ (Φθ −c)−Φθθ Φy.

(82)

Потенцiал швидкостi у власнiй системi вiдлiку хвилi познача-

тимемо як φ(θ , y), причому зв’язок з потенцiалом Φ(θ , y) у лабо-

раторнiй системi вiдлiку виражається спiввiдношенням φ(θ , y) =
= Φ(θ , y)− cθ . Потенцiал швидкостi φ(θ , y) i функцiя струму

ψ(θ , y) задовольняють умовам Кошi-Рiмана (21). Тому у влас-

нiй системi вiдлiку хвилi можна ввести комплексний потенцiал

w(ζ ) = φ + iψ , що є аналiтичною функцiєю комплексного аргу-

менту ζ = θ + iy. Як було визначено в роздiлi 2.1.4, площину ζ
називатимемо фiзичною, а площину w — оберненою.

Квадрат швидкостi у власнiй системi вiдлiку хвилi виражається

через комплексний потенцiал таким чином:
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(
c−Φθ

)2+Φ2
y =

∣∣∣∣
dw
dζ

∣∣∣∣
2

, (83)

оскiльки
dw
dζ

=
∂φ
∂θ

+i
∂ψ
∂θ

= φθ −iφy ⇒ (84)

φθ = Re
( dw

dζ

)
, φy =− Im

( dw
dζ

)
.

Величина dw
dζ називається комплексною швидкiстю [17, с. 40]. В

комплексних змiнних рiвняння (81) для лiнiй струму мають вигляд

dζ
dt

=
(

dw
dζ

)∗
. (85)

У лабораторнiй системi вiдлiку визначимо функцiю струму

Ψ(θ , y) так, щоб залишалися справедливими умови Кошi-Рiмана

Φθ = Ψy, Φy =−Ψθ . (86)

Для цього Ψ(θ , y) = ψ(θ , y)+cy. Функцiя W = Φ +iΨ = w+cζ
є комплексним потенцiалом у лабораторнiй системi вiдлiку. Тодi

Φ =
1
2

(W+W∗)≡−ic(R−R∗),

Ψ =
1
2i

(W−W∗)≡ c(R+R∗),
(87)

де для зручностi введено комплексну функцiю R= iW∗
2c , причому

для виконання умов Кошi-Рiмана (86) необхiдно, щоб

Rθ = iRy ⇔ R(θ , y) = R(y+iθ). (88)

Будь-яка комплексна функцiя R, для якої виконується умова (88),

тотожно задовольняє рiвняння Лапласа ∆R = 0. При цьому, вра-

ховуючи спiввiдношення (87), рiвняння Лапласа для потенцiалу

швидкостi ∆Φ = 0 й функцiї струму

∆Ψ = 0 (89)

також задовольняються тотожно.
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Враховуючи спiввiдношення (87) i (88), кiнематична гранична

умова (76) набуває вигляду

d
dθ

(
R(θ , η)+R∗(θ , η)−η

)
= 0

або

Ψ(θ , η)−cη = const= 0 ⇔ ψ(θ , η) = 0. (90)

Останнє рiвняння означає, що вiльна поверхня y = η(θ) є лiнiєю

струму (див. роздiл 2.1.4). Оскiльки функцiя струму визначена з

точнiстю до довiльної сталої, як це випливає з умов Кошi-Рiмана

(86), то i стала iнтегрування constу рiвняннi (90) взагалi є також

довiльною. Проте цю довiльну сталу прийнято обирати так, щоб

на вiльнiй поверхнi функцiя струму ψ = 0
(
див., наприклад, Коук-

лет [62]
)
, звiдки const= 0. При цьому, зафiксувавши const, ми тим

самим однозначно визначаємо функцiю струму.

З граничної умови (77) на днi аналогiчно до кiнематичної гра-

ничної умови випливає, що дно, як i вiльна поверхня, є лiнiєю

струму, тобто ψ(θ , −h) = const. Оскiльки на вiльнiй поверхнi об-

рано ψ = 0, то з формули (20) одержуємо, що const =−Q, де

Q =
2∫

1

(v ·n) dl =

η(θ)∫

−h

(
Φx−c

)
dy (91)

у власнiй системi вiдлiку хвилi є потоком маси через криву, що

з’єднує дно i вiльну поверхню. При цьому потiк не залежить анi

вiд форми кривої (n — її вектор нормалi, dl — елемент довжи-

ни), анi вiд положення початку “1” кривої на днi та кiнця “2” на

вiльнiй поверхнi (див. роздiл 2.1.4). Якщо в усiй областi, зайнятiй

рiдиною, Φx < c (див. роздiл 2.3.4), то Q< 0, i ψ |y=−h> 0, тобто за

умови, що хвиля рухається швидше за частинки рiдини, значення

функцiї струму у власнiй системi вiдлiку хвилi монотонно зростає

вiд нуля на вiльнiй поверхнi до значення |Q| на днi.
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2.3.2. Iнтегральнi спiввiдношення мiж параметрами хвилi.

Енергiя хвилi (вiднесена на одиничну горизонтальну площу, див.

роздiл 2.1.7) в безрозмiрних змiнних виражається як

E = K +U =

1
4π

2π∫

0

η(θ)∫

−h

(
Φ2

θ +Φ2
y

)
dθ dy +

1
4π

2π∫

0

(η2(θ)−η2) dθ . (92)

Вiдповiдно iмпульс хвилi (вiднесений на одиничну горизонтальну

площу) в безрозмiрних змiнних визначається спiввiдношенням

I =
1

2π

2π∫

0

η(θ)∫

−h

Φx dθ dy. (93)

Надалi, коли будемо говорити про енергiю й iмпульс хвилi, слова

“вiднесений на одиничну горизонтальну площу” опускатимемо.

Потiк маси Q i значення функцiї струму на днi виражаються

через iмпульс хвилi I . Враховуючи умови Кошi-Рiмана (86), з фор-

мули (93) одержуємо

I =
1

2π

2π∫

0

( η(θ)∫

−h

Ψy(θ , y) dy

)
dθ = Ψ |y=η(θ) −Ψ |y=−h =

cη− (
ψ |y=−h−ch

)
.

Отже,

Ψ(θ , −h) = cη− I ⇔ ψ(θ , −h) =−Q = c(η +h)− I . (94)

Величина Q0 = c(η +h) за абсолютною величиною є потоком ма-

си, що виникає у власнiй системi вiдлiку внаслiдок її руху вiд-

носно нерухомої лабораторної системи вiдлiку (у власнiй системi

вiдлiку спостерiгачу здається, що рiдина рухається справа налiво

зi швидкiстю c). Повний же потiк маси Q вiдрiзняється вiд “нульо-

вого” потоку Q0 на величину I . Отже, iмпульс хвилi I є одночасно
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потоком маси, що породжується хвилею в напрямi її розповсюдже-

ння. Цей потiк часто називають дрейфовим [20, с. 139], оскiльки

вiн викликаний дрейфом частинок рiдини в напрямi розповсю-

дження хвиль скiнченної амплiтуди (в противагу до хвиль нескiн-

ченно малої амплiтуди, де дрейфу немає), або приповерхневим,

оскiльки дрейфова швидкiсть частинок рiдини швидко спадає з

глибиною [16, с. 524]. На честь Стокса, хто першим встановив цi

властивостi хвиль скiнченної амплiтуди
(
Стокс [157], 1847 р., див.

роздiл 2.3.4
)
, цей потiк також називають стоксовим [33, с. 614].

Оскiльки

−Q = c(η +h)− I = c
(

η +h− I
c

)
≡ cd, (95)

то величина d є глибиною однорiдного потоку, що рухається у

власнiй системi вiдлiку хвилi зi швидкiстю c справа налiво, потiк

маси якого дорiвнює потоку маси хвилi Q. Глибина d називаєть-

ся незбуреною глибиною4 [62, с. 187] i визначає значення функцiї

струму на днi:
ψ |y=−h

c
= d. (96)

При цьому глибина h, визначена вiдносно середнього рiвня хвилi

(η = 0), бiльша за незбурену глибину d на величину

h−d =
I
c

> 0. (97)

Кiнетична енергiя хвилi K виражається через iмпульс хвилi I

(або стоксовий потiк) таким чином:

K =
cI
2

. (98)

Це спiввiдношення вперше встановив Левi-Чивiта
(
1924 р., див.

[96, с. 159]
)
. Вiдтворимо доведення, наведене в роботi Лонге-

Хiггiнса [96] (1975 р.). Розглянемо

4undisturbed depth (англ.)
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K =
1

2λ

λ∫

0

η(θ)∫

−h

(
Φ2

θ +Φ2
y

)
dθ dy =

1
2λ

( λ∫

0

η(θ)∫

−h

((
Φθ −c

)2+Φ2
y

)
dθ dy +

2c

λ∫

0

η(θ)∫

−h

Φθ dθ dy

︸ ︷︷ ︸
2cλ I

−c2

λ∫

0

η(θ)∫

−h

dθ dy

︸ ︷︷ ︸
c2λ (η+h)

)
,

де в безрозмiрних змiнних λ = 2π . Враховуючи, що якобiан пере-

ходу вiд фiзичної площини до оберненої виражається як
∣∣∣∣
∂ (φ , ψ)
∂ (θ , y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
φθ ψθ

φy ψy

∣∣∣∣∣ =
(
Φθ −c

)2+Φ2
y ,

одержуємо

λ∫

0

η(θ)∫

−h

((
Φθ −c

)2+Φ2
y

)
dθ dy =

−cλ∫

0

0∫

cd

dφ dψ = c2λ d,

де межi iнтегрування в оберненiй площинi стають зрозумiлими з

рис. 7 на с. 160. Тодi, враховуючи спiввiдношення (95), приходимо

до потрiбного результату (98).

2.3.3. Розв’язок рiвняння Лапласа в фiзичнiй i оберненiй

площинах. Загальний розв’язок рiвняння Лапласа (74), що задо-

вольняє граничну умову на днi (77), задається розкладом (40), що

в безрозмiрних змiнних має такий вигляд:

Φ(θ , y) =
∞

∑
n=1

(
Cneinθ +C∗n e−inθ

)(
Tneny+T−ne−ny

)
, (99)

Tn =
enh

enh+ e−nh =
1
2

(
1+ th(nh)

)
. (100)
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Враховуючи умови Кошi-Рiмана (86), функцiя струму має вигляд

Ψ(θ , y) = (cη− I) +
∞

∑
n=1

(
iCneinθ −iC∗n e−inθ

)(
Tneny−T−ne−ny

)
, (101)

де стала iнтегрування знаходиться за вiдомим значенням (94)

функцiї струму на днi, зважаючи на те, що (Tne−nh−T−nenh) = 0

для будь-яких n. Тодi комплексний потенцiал W = Φ+iΨ у фiзич-

нiй площинi задається таким розкладом (що є рядом Фур’є перiо-

дичної функцiї комплексного змiнного ζ з перiодом λ = 2π):

W(ζ )
c

= 2iξ0 +2i
∞

∑
n=1

(
ξ ∗n Tne−inζ −ξn T−neinζ

)
,

ξ0 =
1
2

(
η− I

c

)
, (102)

де ξn =
iCn

c
. Для симетричних хвиль коефiцiєнти ξn мають бути

дiйсними внаслiдок умови (41). Комплексний потенцiал у власнiй

системi вiдлiку хвилi задається як

w(ζ )
c

=−ζ +B0+i
∞

∑
n=1

(
B∗n e−inζ − e−2nhBn einζ

)
, (103)

де введено позначення B0 = 2iξ0 , Bn = 2ξnTn.

В оберненiй площинi комплексний потенцiал є незалежною змiн-

ною, i розв’язок задається оберненою функцiєю ζ (w). При цьому

перiоду λ = 2π у фiзичнiй площинi вiдповiдає перiод cλ в обер-

ненiй площинi (див. рис. 7 на с. 160). Розклад функцiї ζ (w) є

оберненим до розкладу (103) i має такий вигляд [62, с. 187]:

ζ (w) =−w
c

+ia0+i
∞

∑
n=1

(
an einw/c− e−2nda∗n e−inw/c

)
,

a0 =
(

η− I
c

)
, (104)

де незбурена глибина d виникає внаслiдок умови на днi (96). При

розв’язку задачi в оберненiй площинi нульовий рiвень y = 0 часто
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обирають на рiвнi незбуреної глибини для того, щоб η = I
/

c, i

вiльний член a0 = 0. Для симетричних хвиль коефiцiєнти an мають

бути дiйсними.

Недолiком розкладiв у фiзичнiй площинi є те, що вiльна по-

верхня — невiдома функцiя, i для неї потрiбно задавати додатко-

ву апроксимацiю, тодi як в оберненiй площинi вiльна поверхня

визначена a priori.

Розклади (103) i (104) представляють точний розв’язок кано-

нiчної задачi у виглядi ряду Фур’є. При безпосереднiх же роз-

рахунках розглядають обрiзанi ряди, що мiстять скiнченне число

членiв — наближенi розв’язки. Коефiцiєнти цих розкладiв знахо-

дяться з граничних умов на вiльнiй поверхнi. При цьому в за-

гальному випадку можливi два варiанти. Перший — у вiдповiд-

них рiвняннях прирiвняти коефiцiєнти при однакових степенях

лiнiйно-незалежних функцiй, за якими проводиться розклад
(
у

розглянутих рядах — це експоненти ein f
)
, i одержати нелiнiй-

ну алгебраїчну систему рiвнянь для невiдомих змiнних — прямий

метод. Другий — обрати певне розбиття вiльної поверхнi — точ-

ки колокацiй, — кiлькiсть яких визначається кiлькiстю невiдомих,

i задовольнити в цих точках граничнi умови точно, що накладе

необхiднi рiвняння на невiдомi коефiцiєнти — метод колокацiй.

Розклади (103) i (104) представляють два рiзнi пiдходи до роз-

в’язку канонiчної задачi гiдродинамiки. Обидва вони були започат-

кованi Стоксом вiдповiдно в 1847 р. у працi [157] (перший метод

Стокса — фiзична площина) i 1880 р. у працi [158] (другий метод

Стокса — обернена площина). Розглянемо дослiдження Стокса.

2.3.4. Стоксовi хвилi. Розв’язком рiвнянь канонiчної моделi

(74)–(77) при A→ 0 є лiнiйна хвиля з η → 0 — хвиля нескiнченно

малої амплiтуди (вiдносно довжини хвилi λ ). Для лiнiйної хвилi
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в безрозмiрних змiнних фазова швидкiсть c = thh (у випадку гли-

бокої води c = 1). Форма вiльної поверхнi лiнiйної хвилi є коси-

нусоїда, швидкiсть частинок рiдини нескiнченно мала порiвняно

з фазовою швидкiстю хвилi: Φθ
c → 0,

Φy
c → 0.

Для хвиль скiнченної амплiтуди (A→/ 0) необхiдно враховувати

нелiнiйнiсть граничних умов. Якщо A¿ 1 (такi хвилi називаються

хвилями малої амплiтуди), то можна розвивати теорiю збурень за

малим параметром A. Так, наприклад, у розкладi (104) необхiдно

вважати an∼ an
1. Для гравiтацiйних хвиль теорiю збурень вперше

побудував Стокс: у 1847 р. — для глибокої води [157], використо-

вуючи розклади в фiзичнiй площинi, а в 1880 р. — для скiнченної

глибини [158], побудувавши розклади в оберненiй площинi, де во-

ни мають значно простiший вигляд.

Стокс вперше встановив такi властивостi хвиль скiнченної ам-

плiтуди.

1. Дисперсiя нелiнiйної хвилi залежить вiд її амплiтуди, а саме для

випадку глибокої води [16, с. 524]

c2 = 1+a2+
5
4

a4+ . . . , (105)

де a — амплiтуда першої гармонiки профiлю хвилi

η = a cosθ +
(

1
2

+
17
24

a2
)

a2cos2θ +

3
8

a3cos3θ +
1
3

a4cos4θ + . . . (106)

Для скiнченної глибини нелiнiйний закон дисперсiї має значно

громiздкiший вигляд
(
див. [35, с. 456]

)
.

2. Хвилi скiнченної амплiтуди спричиняють перенос маси в на-

прямi розповсюдження хвилi (траєкторiї частинок не є замкнени-

ми лiнiями), тобто iмпульс хвилi I 6= 0.

3. З ростом амплiтуди a гребенi хвилi загострюються (хоча i зали-

шаються округлими), а впадини сплощуються.
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Завдяки цим досягненням Стокса однопараметричне сiмейство

розв’язкiв за амплiтудою a (або за параметром A) канонiчної моде-

лi, що наближено описується розкладами (105) i (106) (або подiб-

ними розкладами у випадку скiнченної глибини), одержало назву

хвиль Стокса або стоксових хвиль
(
див. Уiзем [35, с. 453]

)
.

З формули (106) видно, що хвилi Стокса симетричнi як вiд-

носно гребеня (θ = 0), так i вiдносно впадини (θ = π). Для хвиль

малої амплiтуди це довiв Левi-Чивiта [91] (1925 р.), використо-

вуючи метод конформних вiдображень. Пiзнiше Гарабедян [79]

(1965 р.), використовуючи варiацiйнi методи i симетризацiю, по-

казав, що в рамках канонiчної моделi взагалi не iснують несиме-

тричнi хвилi з однаковими гребенями i однаковими впадинами.

Стокс розрахував випадок глибокої води з точнiстю до O(A5) i

одержав результати для скiнченної глибини з точнiстю до O(A3).
Результати Стокса пiдтвердив Релей в працi [141] (1876 р.) i рядi

подальших робiт. Знайти ж наступнi доданки одержаних Стоксом

амплiтудних розкладiв виявилося складним технiчним завданням.

Лише в 1914 р. Уiлтон [175] одержав розклади для глибокої води з

точнiстю до O(A10) (проте з помилками вже у восьмому порядку),

а Де [68] (1955 р.) опублiкував результати для довiльної глиби-

ни з точнiстю до O(A5), що фактично стало межею розрахункiв

вручну. Лише використання комп’ютерної арифметики дозволило

Шварцу [151] (1974 р.) побудувати стоксовi розклади (в оберне-

нiй площинi) для довiльної глибини з безпрецедентною для того

часу точнiстю O(A48), що дало можливiсть дослiдити властивостi

прогресивних хвиль без обмеження на малiсть їх амплiтуди (див.

роздiл 2.3.9).

Зауважимо, що амплiтуднi розклади Стокса незастосовнi для

хвиль на мiлкiй водi, коли величина h
/

λ мала. Причина цьому —

те, що на мiлкiй водi навiть хвилi малої амплiтуди мають кноїдаль-
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ну, а не косинусоїдальну форму. Це вперше встановили Кортевег

i Де Врiз [88] (1895 р.), показавши, що в першому наближеннi

профiль хвилi задається функцiєю [35, с. 452]

η(θ)−η(π) = H cn2
(K (κ)

π
θ

∣∣κ
)

+O(H2), (107)

де H = η(0)−η(π), cn — елiптичний косинус,

K (κ) =

π
2∫

0

(
1−κ2sin2θ

)−1
2 dθ

є повним елiптичним iнтегралом першого роду, його модуль κ зна-

ходиться з трансцендентного рiвняння

κ K (κ)
π

=
(

3H

4h3
0

)1
2

, h0 = h+η(π).

Завдяки формi свого профiлю хвилi на мiлкiй водi було назва-

но кноїдальними. В обраних безрозмiрних змiнних фазова швид-

кiсть таких хвиль у лiнiйному наближеннi має вигляд c=
√

h. Тео-

рiю кноїдальних хвиль вищого порядку розробили Лайтоун [89]

(1960 р.) i Чeппелiр [56] (1962 р.) — вiдповiдно для другого i

третього порядкiв. Нарештi, Фентон [74] (1979 р.) застосував ана-

лiтичнi комп’ютернi розрахунки для одержання розв’язкiв дев’я-

того порядку за параметром H
/

h. Хоча кноїдальнi хвилi на мiлкiй

водi своєю формою суттєво вiдрiзняються вiд стоксових хвиль на

глибокiй водi, що наближено описуються амплiтудним розкладом

(106), цi хвилi з фiзичної точки зору описують один i той же об’-

єкт, тому надалi кноїдальнi хвилi включатимемо в термiн “стоксовi

хвилi”.

2.3.5. Квадратична нелiнiйнiсть рiвняння Бернуллi. З рiв-

няння Бернуллi (75) для швидкостi поверхневих частинок рiдини

у власнiй системi вiдлiку хвилi маємо
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(
Φθ −c

)2 = 2
(
B−η

)−Φ2
y ⇔ Φθ −c=∓

√
2
(
B−η

)−Φ2
y . (108)

Видно, що внаслiдок своєї квадратичностi рiвняння Бернуллi в

загальному випадку допускає як вiд’ємнi, так i додатнi значення

швидкостi частинок на поверхнi рiдини у власнiй системi вiдлiку

хвилi.5 Зокрема, швидкiсть частинки на гребенi хвилi дорiвнює

q(0)≡ (
Φθ |y=η(0) −c

)
=∓

√
2
(
B−η(0)

)
, (109)

оскiльки Φy |y=η(0)= 0. Розглянемо можливi варiанти.

1.
(
Φθ |y=η(θ) −c

)
< 0 для всiх θ . Такi розв’язки включають лi-

нiйнi хвилi, для яких (Φθ − c)→−c < 0, отже, саме вони мають

вiдповiдати сiмейству стоксових хвиль. Якщо умова (Φθ − c) < 0

виконується на вiльнiй поверхнi, то вона виконується й у всiй об-

ластi, що зайнята рiдиною. Дiйсно, з вигляду частинних розв’язкiв

(39) рiвняння Лапласа випливає, що горизонтальна швидкiсть Φθ

при θ = const спадає з ростом вертикальної вiдстанi вiд вiльної

поверхнi, тобто Φθ |y<η(θ) < Φθ |y=η(θ) при фiксованому θ . Таким

чином, для стоксових хвиль

Φθ −c < 0, −h 6 y 6 η(θ), (110)

тобто хвиля рухається швидше за частинки рiдини в усiй обла-

стi, зайнятiй рiдиною. Умову (110) називатимемо умовою регу-

лярностi потоку рiдини, а вiдповiднi хвилi — регулярними. На-

далi пiд стоксовими хвилями розумiтимемо саме такi хвилi, для

яких справджується умова (110), i якi на одному перiодi мають

лише один гребiнь i одну впадину6. Схематичний вигляд сток-

сової хвилi на одному перiодi зображено на рис. 4, при цьому

зв’язок мiж знаками кута нахилу профiлю вiльної поверхнi ηθ до

5На можливiсть додатних швидкостей в рiвняннi Бернуллi (знак “+”) вперше зверну-
ли увагу Лукомський та iн. [121] (2002 р.).

6Iснують також розв’язки канонiчної моделi, що мають гребенi рiзної висоти, — суб-
гармонiчнi хвилi, див. роздiл 2.3.12.
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Рис. 4. Стоксова хвиля.

горизонтальної вiсi та вертикальної складової швидкостi поверх-

невих частинок Φy визначається кiнематичною граничною умо-

вою
(
Φθ −c

)
ηθ = Φy.

З формули (109) видно, що для стоксових хвиль швидкiсть ча-

стинки рiдини на гребенi хвилi зростає вiд значення q(0) = −c

для хвиль нескiнченно малої амплiтуди до граничного значення

q(0) = 0. Хвиля з q(0) = 0, яку називатимемо граничною, вже

не належить до сiмейства стоксових хвиль у розумiннi означен-

ня (110). Умова (Φθ − c) < 0 справедлива в усiй областi, зайня-

тiй рiдиною, за виключенням єдиної точки на гребенi хвилi, де

(Φθ − c) ≡ q(0) = 0. Це є особлива (сингулярна) точка, де потiк

нерухомий у власнiй системi вiдлiку хвилi, — точка застою. По-

дiбнi точки, де швидкiсть потоку обертається в нуль, називають-

ся також критичними [17, с. 38]. З кiнематичної граничної умови

(76) видно, що в точцi поверхнi, де (Φθ − c) = 0 i Φy = 0, похiд-

на ηθ невизначена, тобто має розрив, хоча сам профiль y = η(θ)
неперервний. Отже, якщо на гребенi q(0) = 0, то поверхня хвилi

в точцi θ = 0 утворює кут, де похiдна ηθ має розрив. Такi хвилi

називатимемо гостро-гребеневими.

2.
(
Φθ −c

) |y=η(θ)> 0 для всiх θ .

3. Знакозмiнний випадок. Перехiд вiд гiлки Φθ − c < 0 до гiлки

Φθ − c > 0 може вiдбутися лише в точцi θ = θc, де (Φθ − c) = 0.
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При цьому можливi два варiанти: (i) Φy |θ=θc= 0, тодi абсолютне

значення швидкостi частинки q(θc) = 0, у власнiй системi вiдлiку

хвилi, i θ = θc є критичною (особливою) точкою; (ii) Φy |θ=θc 6= 0,

тодi θ = θc є точкою розгалудження профiлю хвилi, а сам профiль

в околi цiєї точки не є однозначною функцiєю.

Незважаючи на теоретичну можливiсть iснування хвиль, де

швидкостi частинок перевищують фазову швидкiсть хвилi, на да-

ний момент однопараметричне сiмейство стоксових хвиль при

кожному фiксованому h є єдиним достеменно встановленим роз-

в’язком канонiчної моделi з однаковими гребенями i впадинами.

З iншого боку, при врахуваннi поверхневого натягу (див. роздiли

2.2.6 i 2.3.14) iснує одночасно кiлька рiзних сiмейств гравiтацiйно-

капiлярних хвиль, профiлi яких при достатньо великих амплiту-

дах не є однозначними кривими
(
див., наприклад, Дубiан i Ха-

рiф [66]
)
, тобто швидкостi частинок на певних дiлянках вiльної

поверхнi перевищують фазову швидкiсть хвилi. Для випадку ж

чисто гравiтацiйних хвиль Спiлвогель [155] (1970 р.) строго до-

вiв, що за умови аналiтичностi потоку в усiй областi, зайнятiй

рiдиною, профiль хвилi (лiнiя струму ψ = 0) є однозначною функ-

цiєю i не може мати вертикальнi дотичнi в жоднiй точцi.

Таким чином, якщо i можуть iснувати гравiтацiйнi хвилi з

(Φθ − c) > 0, то для цього вони мають мати на вiльнiй поверхнi

критичнi точки, де профiль хвилi утворює кут. Приклад такої кон-

фiгурацiї зображено на рис. 5, при цьому швидкiсть поверхневих

частинок поблизу точки θ = 0 вища за фазову швидкiсть хвилi.

Видно, що наведена хвиля не може мати сталу форму, оскiльки

частинки рiдини перетiкатимуть вiд лiвого гребеня до правого, де

вiдбуватиметься їх накопичення. Це призведе до перекиду, а зна-

чить i руйнування, хвилi. Отже, не може iснувати прогресивних

хвиль сталої форми з q(0) > 0, а умова того, що горизонталь-



152 Роздiл 2. Гравiтацiйнi хвилi на поверхнi рiдини

0)( c

0 0

0y 0y

0)( c0)( c

0

0y

0

0y

Рис. 5. Конфiгурацiя вiльної поверхнi, де поверхневi частинки поблизу
центральної вiсi симетрiї рухаються швидше за саму хвилю. Видно, що

в такому випадку хвиля не зберiгатиме сталу форму.

нi швидкостi частинок рiдини на гребенях перевищують швид-

кiсть самих гребенiв, є традицiйним критерiєм руйнування хвиль

[43, с. 386].

Якому ж розв’язку тодi вiдповiдає знак “+” у формулi (109)?

Єдиним можливим варiантом є такий, що для кожного представ-

ника сiмейства розв’язкiв зi знаком “+” справджуватиметься умо-

ва B− η(0) = 0, тобто q(0) = 0. Таким чином, з рiвняння Бер-

нуллi випливає, що окрiм вiдомого сiмейства стоксових хвиль,

знак “−” у формулi (109), може iснувати друге сiмейство роз-

в’язкiв, знак “+” у формулi (109), причому кожний представник

цього сiмейства має мати особливу (критичну) точку на гребе-

нi, тодi як для сiмейства стоксових хвиль таку властивiсть має

лише гранична хвиля. Це припущення вперше висунули Луком-

ський i Ганджа [122] (2003 р.) з аналiзу одержаного ними ранiше(
Лукомський та iн. [121], 2002 р.

)
другого сiмейства розв’язкiв ка-

нонiчної моделi, названих “нерегулярними” хвилями. Нерегулярнi

хвилi розглянемо в роздiлi 2.3.13, а зараз перейдемо до аналiзу

сiмейства стоксових хвиль.
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2.3.6. Гранична хвиля Стокса. Граничну хвилю q(0) = 0 сi-

мейства хвиль з q(0) < 0 вперше дослiдив Стокс у своїй третiй

iсторичнiй роботi з теорiї хвиль на водi [159]. Стокс показав, що

якщо на гребенi хвилi потiк нерухомий вiдносно самої хвилi, то

гребiнь хвилi утворює гострий 120◦ кут. Вiдтворимо в деталях до-

ведення цього твердження.

З рiвняння (109) випливає, що для хвилi з q(0) = 0 висота гре-

беня над середнiм рiвнем хвилi

η(0) = B =
c2

2
+

1
2

Φ2
x |y=−h. (111)

Оберемо початок власної системи вiдлiку хвилi на її гребенi, тобто

перемiстимо рiвень y = 0 на величину η(0) вгору. В цiй системi

вiдлiку рiвняння Бернуллi (75), записане в термiнах комплексного

потенцiалу, враховуючи спiввiдношення (83), має вигляд
∣∣∣∣
dw
dζ

∣∣∣∣
2

+2Imζ = 0, ζ ∈ Г, (112)

де ζ = θ +i
(
y−η(0)

)≡ r exp(iϕ), Г — рiвняння поверхнi.

Розглянемо комплексний потенцiал потоку, що описується сте-

пеневою функцiєю

w(ζ ) = φ +iψ =Aζ n = |A| rnexp(inϕ +iϕA). (113)

В оберненiй площинi w вiльна поверхня ψ = 0 горизонтальна,

а рiдина займає верхню пiвплощину ψ > 0, де 0 6 arg(w) 6 π .

Якщо n > 1, то вiдображення (113) кожнiй точцi пiвплощини

0 6 arg(w) 6 π однозначно ставить у вiдповiднiсть точку з ку-

тового сектора 0 6 χ 6 π
n , χ = ϕ + ϕA

n , фiзичної площини ζ . От-

же, комплексний потенцiал (113) описує потiк навколо кута π
n .

Нижнiй же пiвплощинi ψ < 0 з π < arg(w) < 2π вiдповiдає сек-

тор π
n < χ < 2π

n . Таким чином, два сектори фiзичної площини

0 6 χ < 2π
n однозначно вiдображаються на всю комплексну пло-

щину w з 0 6 arg(w) < 2π . Обернене ж вiдображення ζ ∼w
1
n не є
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взаємнооднозначним, оскiльки кожнiй точцi 0 6 arg(w) < 2π ком-

плексної площини вiдповiдає одразу набiр рiзних точок площини

ζ — по однiй з кожного сектора 2π
n k6 χ < 2π

n (k+1), k ∈ Z. Якщо

n — цiле, то кiлькiсть таких секторiв дорiвнює n (тодi k= 0, n−1).

Якщо n = p
q — рацiональне (p i q — цiлi), то кiлькiсть секторiв до-

рiвнює p, а площина ζ є рiмановою поверхнею з q листами. Якщо

ж n — iррацiональне, то кiлькiсть секторiв нескiнченна, а площина

ζ є нескiнченнолистною рiмановою поверхнею
(
див. детальнiше

курс теорiї функцiй комплексного змiнного [29, с. 90–103, 154]
)
.

При цьому особлива (сингулярна) точка ζ = 0, де порушується

аналiтичнiсть вiдображення w = ζ n (неперервнiсть похiдних), на-

зивається точкою розгалудження порядку n, оскiльки вона нале-

жить одночасно всiм секторам. Розрiз же площини ζ (лiнiя скле-

ювання рiзних листiв рiманової поверхнi) визначається виразом

χ = 2π
n [n], де квадратнi дужки означають цiлу частину. Знайдемо,

чому дорiвнює показник n для нашої задачi.

Комплексна швидкiсть, вiдповiдна комплексному потенцiалу

(113), має вигляд

dw
dζ

= φθ −iφy = nAζ n−1 = n|A| rn−1exp
(
i(n−1)ϕ +iϕA

)
. (114)

Пiдставляючи даний вираз у рiвняння Бернуллi (112), одержимо

n2|A|2 r2n−2+2r sinϕ = 0, ϕ ∈ Г. (115)

Дане спiввiдношення має справджуватись для будь-яких r > 0,

звiдки

2n−2 = 1 ⇔ n =
3
2
.

Нехай гребiнь хвилi утворює кут 2α , а ребра цього кута зада-

ються рiвняннями ϕ = ±α − π
2 (див. рис. 6а). З умови того, що

поверхня є лiнiєю струму ψ = 0, i враховуючи спiввiдношення

(113), одержимо
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Рис. 6. Локальний 120◦ кутовий потiк
(розрiз комплексної площини заштрихований).

sin

(
3
2

(
+α− π

2

)
+ϕA

)
= 0 ⇒ 3

2

(
+α− π

2

)
+ϕA = π m,

sin

(
3
2

(
−α− π

2

)
+ϕA

)
= 0 ⇒ 3

2

(
−α− π

2

)
+ϕA = π l,

(116)

де m∈ Z, l ∈ Z. Вiднiмаючи цi два рiвняння, одержимо

α =
π
3
,

причому m− l = 1 з умови 0 < α < π
2 . Отже, дiйсно, за умови

q(0) = 0 гребiнь хвилi утворює 120◦ кут. Ребра цього кута зада-

ються рiвняннями ϕ =−π
6 i ϕ =−5π

6 . Тодi з умови (115) маємо

|A|= 2
3
.

Фазу ϕA знаходимо, додавши рiвняння (116) один до одного:

ϕA = π
4 + π m. З умови φθ < 0, враховуючи спiввiдношення (84) i

(114), маємо

cos
(1

2
ϕ +ϕA

)
< 0 ⇒ π

2
+2π (2k−m) < ϕ < 2π +

π
2

+2π (2k−m),

де k ∈ Z. З усiх промiжкiв по k обираємо той, до якого належать

ϕ =−π
6 i ϕ =−5π

6 , звiдки 2k−m=−1, i цiле m має бути обов’яз-
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ково непарним. Отже, з точнiстю до 2π

ϕA =
5π
4

= π +
π
4
.

Таким чином, комплексний потенцiал обтiкання гострого 120◦

кута має вигляд

w(ζ ) =−2
3

r
3
2 exp

(
i

3
2

ϕ +i
π
4

)
=−2

3
ζ

3
2 exp

(
i

π
4

)
= i

2
3

(iζ )
3
2 (117)

або

ζ (w) =−i
( 3

2i
w

)2
3
. (118)

Отже, аналiтична функцiя ζ (w) має сингулярнiсть порядку
2
3
.

Комплексна швидкiсть має вигляд

dw
dζ

=−(
iζ

)1
2 =−

( 3
2i

w
)1

3
. (119)

Вiдповiднi потенцiал швидкостi й функцiя струму виражаються як

φ =−2
3

r
3
2 cos

(3
2

ϕ +
π
4

)
, ψ =−2

3
r

3
2 sin

(3
2

ϕ +
π
4

)
, (120)

а компоненти швидкостi мають вигляд

φθ =−r
1
2 cos

(1
2

ϕ +
π
4

)
, φy = r

1
2 sin

(1
2

ϕ +
π
4

)
, (121)

причому −3π
2 < ϕ < π

2 , а лiнiї ϕ = −3π
2 i ϕ = π

2 є розрiзами

комплексної площини. Вiдповiдний кутовий потiк зображений на

рис. 6б.

Навiвши доведення про гострий 120◦ кут, подiбне до викладе-

ного вище, а також зважаючи на те, що гребенi хвиль малої ам-

плiтуди загострюються з її ростом, як це випливає з наближених

розкладiв виду (106), Стокс висунув такi знаменитi гiпотези [159].

1. Однопараметричне сiмейство хвиль, що при нескiнченно малих

амплiтудах має косинусоїдальну форму, в граничному випадку пря-

мує до гостро-гребеневої конфiгурацiї з кутом 120◦, i такий роз-

в’язок iснує в межах канонiчної задачi. Для обґрунтування Стокс
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[159, с. 227] навiв такi мiркування: “. . . залишається невизначеним

питання, чи може збурення (вiльної поверхнi, — I.Г.) насправдi до-

сягти такої величини, що утворяться гребенi гострої форми, або

ж iснує границя, для якої профiль все ще залишається гладкою

кривою, i за межами якої не може iснувати хвиль осциляторного

безвихрового типу, що розповсюджуються без змiни форми.

Пiсля детальних мiркувань я вiдчуваю, що такої передуючої

границi немає, i ми насправдi можемо наблизитись настiльки, на-

скiльки забажаємо, до конфiгурацiї, де кривизна нескiнченна, а

вершина є точкою, в якiй обидва ребра, що ми щойно розглянули,

утворюють кут 120◦.” Така хвиля називається граничною хвилею

Стокса або хвилею граничної форми [33, с. 628].

2. Профiль граничної хвилi мiж гребенями строго опуклий вниз,

тобто на ньому вiдсутнi точки перегину. Обґрунтування Стокса

[159, с. 227] чисто iнтуїтивнi: “Питання, чи у випадку граничної

форми нахил хвилi до горизонту неперервно зростає вiд впадини

до вершини i врештi решт прямує до 30◦, або, з iншого боку, точки

перегину, що профiль має в загальному випадку, залишаються на

скiнченнiй вiдстанi вiд гребеня навiть при досягненнi граничної

форми так, що при русi вiд впадини до гребеня нахил досягає ма-

ксимуму, пiсля чого вiн починає спадати перед тим, як досягається

вершина, є проблема, яку я не можу з впевненiстю вирiшити, хоча

i мало сумнiваюсь, що перша альтернатива вiрна.”

Наслiдком другої гiпотези Стокса є те, що кут 120◦ є вписаним

при гребенi хвилi граничної форми, тобто профiль граничної хвилi

наближається до кута ззовнi.

3. Гранична хвиля є хвилею максимальної висоти, тобто в межах

канонiчної задачi не iснує хвиль сталої форми, вищих за граничну

хвилю Стокса.

Зауважимо, що доведення Стокса не залежить вiд амплiту-
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ди хвилi, а, отже, не заперечує можливостi iснування гостро-

гребеневих хвиль iншої амплiтуди, нiж гранична хвиля Стокса.

Розв’язок Стокса (117) i (118) справедливий лише в нескiнченно

близькому околi гребеня хвилi, це є тiльки перший член розкладу

навколо кута. Тому одержаний кутовий потiк називають локаль-

ним. Для опису вiльної поверхнi з вiддаленням вiд кута необхiдно

враховувати наступнi члени розкладу. Другий член розкладу нав-

коло особливої точки на гребенi знайшов Грант [80] (1973 р.):

ζ (w) =−i
( 3

2i
w

)2
3 +iγ (−iw)2µ + . . . , (122)

а подальшi доданки у виглядi степеневого ряду по µ розрахував

Нормен [135] (1974 р.)7. Показник µ задовольняє трансцендентне

рiвняння

tgπµ =−2+3µ
3
√

3µ
. (123)

Перший корiнь цього рiвняння µ = 0.73467287. . . . Таким чином,

розклад навколо особливої точки q(0) = 0 не є степеневим (регу-

лярним), а включає iррацiональнi показники, тобто сингулярнiсть,

що утворює точка застою на гребенi, має нерегулярний характер.

Пiзнiше Емiк i Фраєнкель [40] та Маклеод [129] (1987 р.) на основi

аналiзу iнтегрального рiвняння Некрасова (див. роздiл 2.3.8) дали

строге математичне пiдтвердження результатiв Гранта i Нормена.

Грант [80] (1973 р.) також показав, що для всiх хвиль догранич-

ної форми, коли q(0) < 0, особлива точка знаходиться над гребе-

нем хвилi за межами областi, зайнятої рiдиною. При цьому син-

гулярнiсть має порядок 1
2, тобто w ∼ ζ 2, i лiнiї струму в точцi

застою, що в даному випадку стає сiдловою точкою, перетина-

ються пiд кутом 90◦. У хвилi ж граничної форми ця сингулярнiсть

має порядок 2
3, i лiнiї струму перетинаються пiд кутом 120◦. Тому

7У роботах Гранта i Нормена обирається протилежний до нашого напрямок руху
хвиль, тому знаки перед комплексним потенцiалом протилежнi.
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Грант [80] зробив припущення, що неперервний пiдхiд до гранич-

ної хвилi Стокса можливий лише за умови, якщо сингулярнiсть

120◦ утворюється шляхом об’єднання кiлькох сингулярностей 90◦.
Це скорiш за все i є причиною появи iррацiональних степеней у

розкладi (122) навколо кута. Лукомський i Ганджа [122] (2003 р.)

надали перше чисельне пiдтвердження гiпотези Гранта, а строгого

ж математичного обґрунтування цього факту досi немає.

2.3.7. Чисельнi розрахунки граничної хвилi Стокса. Локаль-

ний розв’язок Стокса (118) та розклади Гранта i Нормена (122)

задовольняють рiвняння Лапласа i Бернуллi (112), але не задо-

вольняють асимптотику на днi, що у випадку глибокої води має

вигляд
dw
dζ

=−c, ψ = cd. (124)

Для того, щоб задовольнити цю умову, необхiдно шукати лiнiй-

нi комбiнацiї розв’язкiв навколо кута, або ж будувати наближенi

розклади, що тим чи iншим чином враховують характер сингу-

лярностi навколо гребеня. Виявляється, що це простiше зробити,

якщо вiдобразити смугу, яку займає рiдина в комплекснiй площинi

w, на кiльце одиничного радiусу. Це робить вiдображення

w =−iclnu, u = ρ exp(is). (125)

При цьому потенцiал швидкостi й функцiя струму мають вигляд

φ = cs, ψ =−clnρ. (126)

Тодi рiдина займатиме кругову область, обмежену колами ρ = 1

(поверхня) i ρ = ρ0 = e−d (дно). Гребiнь хвилi має фазу s= 0, а

впадина — s=±π (див. рис. 7). Для нескiнченної глибини ρ0 = 0,

i дно вiдображається в єдину точку u = 0.

У комплекснiй площинi u особлива точка ζ = 0 (w = 0) знахо-

диться в точцi u= 1, i локальний розв’язок Стокса (118), (119) має
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Рис. 7. Пряма i оберненi площини:
а) фiзична площина; б) обернена площина комплексного потенцiалу;

в) обернена площина, вiдображена на кiльце одиничного радiусу.
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вигляд

ζ =−i
(3

2
c(1−u)

)2
3
,

dw
dζ

=−
(3

2
c(1−u)

)1
3
. (127)

Враховуючи цi асимптотики, Мiчелл [134] (1893 р.) у випадку гли-

бокої води запропонував для хвилi, що має на гребенi особливiсть

порядку 2
3, таку апроксимацiю:

dw
dζ

=−c(1−u)
1
3

∞

∑
n=0

bnun. (128)

Асимптотика (124) на днi u = 0 автоматично задовольняється,

якщо покласти b0 = 1. Всi iншi невiдомi коефiцiєнти bn i швид-

кiсть хвилi c знаходяться з системи алгебраїчних рiвнянь пiсля

пiдстановки розкладу (128) в рiвняння Бернуллi (112).

Мiчелл [134] розрахував першi три коефiцiєнти (вважаючи, що

bn ∼ bn
1 ) i одержав c2 ≈ 1.2, тобто швидкiсть хвилi граничної ви-

соти приблизно в 1.09 рази бiльша за швидкiсть лiнiйної хвилi, i

A≈ 0.142. Пiзнiше Хевлок [81] (1919 р.) так само розрахував ще

один (четвертий) коефiцiєнт i одержав A≈ 0.1418. Некрасов [21]

(1919 р.) пiдтвердив результати Мiчелла, розглянувши обернений

розклад8

dζ
dw

=−c−1(1−u)−
1
3

∞

∑
n=0

αnun, α0 = 1. (129)

Розрахунок Мiчелла вдалося суттєво уточнити лише з появою

комп’ютерiв. Ямада [176] (1957 р.) врахував першi дванадцять

коефiцiєнтiв розкладу Некрасова (129) i одержав A≈ 0.1412 (при

цьому Ямада не розв’язував систему рiвнянь точно, а знаходив

коефiцiєнти розкладу методом колокацiй вiльної поверхнi хвилi).

Пiзнiше Ямада i Шиотанi [177] (1968 р.) узагальнили метод на

випадок скiнченної глибини.

8Детальнiше аналiз робiт Мiчелла i Некрасова див. Сретенський [33, с. 630–637].
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Рис. 8. Профiль граничної хвилi Стокса (нескiнченна глибина),
розрахований методом Мiчелла.

Ольфе i Роттмен [136] (1980 р.) формалiзували метод Мiчелла

i одержали загальну систему нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь для

коефiцiєнтiв bn розкладу (128) та фазової швидкостi c:

(3n+2)An− (3n+1)An+1−c−2Fn = 0, n = 0, N , (130)

де N — число врахованих коефiцiєнтiв,

An =
1
2

n

∑
n1=0

Bn1Bn−n1 +
N−n

∑
n1=1

Bn1Bn+n1, Bn =
N−n

∑
n1=0

bn1 bn+n1,

Fn =
18
√

3
π

N

∑
n1=0

(6n1+1)bn1

9(2n+1)2− (6n1+1)2, b0 = 1.

Амплiтуда хвилi A знаходиться з виразу (79), враховуючи спiввiд-

ношення (84):

A = 2
2
3

c2

4π

( N

∑
n=0

(−1)nbn

)2

. (131)

Врахувавши N = 120коефiцiєнтiв, Ольфе i Роттмен [136] одержа-

ли A≈ 0.141061. Результати розрахункiв з бiльшими N наведено в

табл. 3. Вiдповiдний профiль граничної хвилi Стокса зображено на

рис. 8. З табл. 3 видно, що зi збiльшенням N швидкiсть покращен-

ня точностi розкладу Мiчелла погiршується. Причина цьому — те,

що розклади виду (128) не враховують iррацiональних степеней,

вказаних Грантом [80].

Локальну поведiнку навколо гребеня, що описується розкладом
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Таблиця 3
Швидкiсть c та амплiтуда A граничної хвилi Стокса (нескiнченна

глибина), розрахованi з системи рiвнянь (130) метода Мiчелла

N A c

100 0.14106002 1.09227679 b1 = 0.04119

200 0.14106250 1.09228173 b2 = 0.01251

300 0.14106307 1.09228335 b3 = 0.00605

400 0.14106327 1.09228405 b4 = 0.00360

500 0.14106337 1.09228441 b5 = 0.00240

Гранта (122), який у комплекснiй площинi u записується як

ζ (u) =−i
(3

2
c(1−u)

)2
3 +iγ

(
c (1−u)

)2µ
, (132)

можна врахувати за допомогою iншого бiльш загального пiдхо-

ду, що оснований на другому методi Стокса. Загальний розв’язок

рiвняння Лапласа (104) в комплекснiй площинi u за умови симе-

тричностi хвилi має вигляд

ζ (u) = ia0+i lnu+i
∞

∑
n=1

an

(
un− ρ2n

0

un

)
, a0 =

(
η− I

c

)
. (133)

Якщо початок вiдлiку в фiзичнiй площинi ζ обирається на гребе-

нi хвилi, то для хвилi з точкою застою на гребенi маємо η = −B

внаслiдок умови (111). При цьому розклад (133) автоматично за-

довольняє рiвняння Лапласа i граничну умову на днi, котра в ком-

плекснiй формi внаслiдок формули (84) записується як

Im
( dw

dζ

)
= 0, ρ = ρ0 = exp(−d). (134)

Локальну поведiнку бiля кута на гребенi можна врахувати, якщо

скласти суму (лiнiйну комбiнацiю) розкладу (133) i локального

розв’язку поблизу гребеня (132). Дiйсно, у випадку глибокої води

розв’язок Гранта (132) задовольняє граничну умову (134) на днi

u = 0 за умови дiйсностi коефiцiєнта γ . Тодi невiдомi коефiцiєнти
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γ i an лiнiйної комбiнацiї знаходяться з рiвняння Бернуллi, напри-

клад, методом колокацiй, так, щоб задовольнялась асимптотика

(124) на нескiнченнiй глибинi.

Цю iдею запропонував i реалiзував Уiлльямс [173] (1981 р.),

причому одразу для довiльної глибини. При цьому головна про-

блема полягала в тому, що локальний розклад навколо гребеня

(132) в загальному випадку довiльної глибини не задовольняє гра-

ничну умову на днi. Для того, щоб виконати цю умову, Уiлльямс

узагальнив розклад Гранта так, щоб вiн одночасно описував ло-

кальну поведiнку поблизу гребеня i задовольняв граничну умову

на днi. В наших позначеннях цей узагальнений розклад має вигляд

ζ (u) =−i
(3

2
c
)2

3

(
(
1−u

)2
3−

(
1− ρ2

0

u

)2
3

+
(
1−ρ2

0

)2
3

)
+

iγ c2µ

(
(
1−u

)2µ −
(

1− ρ2
0

u

)2µ
+

(
1−ρ2

0

)2µ
)

.

(135)

Те, що гранична умова (134) на днi задовольняється кожним з обох

доданкiв окремо, можна легко показати, якщо знайти похiдну dζ
du i

використати спiввiдношення
du
dζ

= icu
dw
dζ

, (136)

що випливає безпосередньо з означення (125). Зауважимо, що вра-

хування наступних доданкiв до розкладу Гранта, знайдених Нор-

меном [135] у виглядi степеневого ряду по µ , не дало суттєвого

покращення точностi методу.

В такий спосiб Уiлльямс [173] (1981 р.) побудував найточнi-

шу на даний момент чисельну схему розрахунку граничної хвилi

Стокса для довiльної глибини. Зокрема, у випадку глибокої води

Уiлльямс одержав c ≈ 1.09228 i A ≈ 0.141063 та протабулював

профiль хвилi, а також її рiзноманiтнi iнтегральнi характеристики.

Взагалi в роботi Уiлльямса представлено детально протабульованi
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розрахунки для 22рiзних значень глибини. Цим задача чисельного

розрахунку граничної хвилi Стокса була фактично розв’язана.

Зауважимо, що в своїх розрахунках Уiлльямс [173] використав

найменший корiнь µ(1) ≈ 0.73467287трансцендентного рiвняння

Гранта (123). Насправдi ж це рiвняння має нескiнченно багато

коренiв, наступнi з яких є µ(2) ≈ 1.78662878, µ(3) ≈ 2.80248266,

µ(4) ≈ 3.81026852i так далi. Що ж буде одержано, якщо вра-

хувати цi вищi коренi замiсть першого? Залишаємо це пи-

тання вiдкритим.

2.3.8. Математичнi пiдтвердження гiпотез Стокса. Задача

строгого математичного доведення iснування точного розв’язку

канонiчної моделi (74)–(77), що вiдповiдає наближеному розв’яз-

ку Стокса (105)–(106), турбувала математикiв ще тривалий час пi-

сля публiкацiй Стокса. Строге ж математичне обґрунтування зна-

менитих гiпотез Стокса взагалi було дане лише протягом кiлькох

останнiх десятирiч, а строгого доведення того, що гранична хвиля

є хвилею максимальної висоти, досi немає, хоча це i вважається

беззаперечним фактом
(
див. [39, с. 93] i [140, с. 350]

)
.

Розглянемо рiвняння Бернуллi

1
2

q2+y = B, {θ , y} ∈ Гs, (137)

де Гs — рiвняння вiльної поверхнi, а q за абсолютною величиною —

модуль комплексної швидкостi

dw
dζ

=−q e−iϑ . (138)

Оскiльки внаслiдок спiввiдношень (84)

φθ =−q cosϑ , φy =−q sinϑ ⇒ dy
dθ

= tgϑ , (139)

то ϑ є кутом нахилу поверхнi до горизонтальної вiсi. Нехай dl =
=

√
dx2+ dy2 — елемент довжини вiльної поверхнi, тобто l — ду-
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гова змiнна. Тодi

dθ
dl

= cosϑ ,
dy
dl

= sinϑ ;
dφ
dl

=−q ⇒ d
dl

=−q
d

dφ
. (140)

Продиференцiювавши рiвняння Бернуллi (137) по дуговiй змiннiй

l i врахувавши спiввiдношення (140), остаточно одержимо зв’язок

мiж модулем швидкостi й кутом нахилу вiльної поверхнi

d1
3 q3

dφ
= sinϑ , {θ , y} ∈ Гs. (141)

Якщо поверхню хвилi вiдобразити на одиничне коло за допомо-

гою вiдображення (125), то одержане рiвняння набуває вигляду

d1
3 q3

ds
= c sinϑ , ρ = 1, s∈ [−π, π]. (142)

На основi цього рiвняння Некрасов [22] у 1921 р. переформу-

лював канонiчну модель для симетричних хвиль на глибокiй водi

у виглядi iнтегрального рiвняння (що носить його iм’я)

ϑ(s) =
1

3π

π∫

−π

N (s, t)
sinϑ(t)

1
µ +

t∫
0

sinϑ(τ)dτ
dt,

N (s, t) = ln

(
1∣∣2sin
(

s−t
2

)∣∣
)

, (143)

де ϑ(s) — кут нахилу вiльної поверхнi до горизонтальної вiсi в

точцi, що вiдповiдає точцi s∈ [−π, π] на одиничному колi (точ-

ки s= ∓π вiдповiдають двом сусiднiм впадинам хвилi, а s= 0 —

гребеню мiж ними). Параметр 3 6 µ < ∞ визначається спiввiдно-

шенням

µ =
3c

|q(0)|3,

де q(0) — швидкiсть частинки на гребенi у власнiй системi вiдлiку

хвилi, причому для лiнiйних хвиль q(0) = −c i µ = 3, а для гра-

ничної хвилi Стокса q(0) = 0 i µ = ∞
(
див. [24, роздiл 1, §§1–4]

)
.
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У 1922 р. Некрасов [23], використовуючи теорiю нелiнiйних iнте-

гральних рiвнянь, розробив метод доведення збiжностi рядiв. На

основi цих дослiджень вiн показав, що одержане ним iнтегральне

рiвняння має розв’язок при достатньо малих значеннях амплiтуди

хвилi, тобто розклади Стокса є збiжними для хвиль малої амплiту-

ди.9 Узагальнення для скiнченної глибини було завершене Некра-

совим у 1927 р.10 При цьому iнтегральне рiвняння для скiнченної

глибини вiдрiзняється вiд рiвняння (143) лише ядром

N (s, t) = ln

(
1∣∣∣2sn

(
K (κ)

π (s− t)
∣∣κ

)∣∣∣

)
,

K
(√

1−κ2
)

K (κ)
=

2d
π

, (144)

де sn — елiптичний синус, K (κ) — повний елiптичний iнте-

грал першого роду з модулем κ , а d — незбурена глибина; а та-

кож межами змiни параметра µ: 3cth(h) 6 µ < ∞
(
див., напри-

клад, [20, с. 149–156]
)
.

Доведення iснування хвиль малої амплiтуди для глибокої води

також незалежно зробив Левi-Чивiта [91] (1925 р.), використову-

ючи те ж саме рiвняння (142), але не переходячи до iнтегрального

рiвняння. Струiк [160] (1926 р.) узагальнив доведення Левi-Чивiта

на випадок скiнченної глибини
(
див. [33, с. 719–722]

)
.

Красовський [14, 15] у 1960–1961 рр., використовуючи теорiю

додатних операторiв, у загальному випадку довiльної глибини до-

вiв, що для кожного 0 6 β < π
6 iснує розв’язок iнтегрального рiв-

няння Некрасова при деякому значеннi параметра µ такий, що

максимальний нахил профiлю хвилi дорiвнює β . При цьому Кра-

9Ця робота А.I. Некрасова, хоча i була завершена ним у 1922 р. пiд назвою “О волнах
установившегося вида. Глава III”

(
див. [25, с. 51]

)
, але тодi так i не була опублiкована,

а лише представлена на “Першому мiжнародному конгресi з теоретичної i прикладної
механiки” у 1924 р. У повному ж обсязi доведення Некрасова було видане лише в 1951 р.
у його монографiї [24, роздiл 1, §§5–7].

10Результати для скiнченної глибини були представленi Некрасовим у 1927 р. на
“Всеросiйському з’їздi математикiв”

(
див. [25, с. 399]

)
. У повному обсязi ця робота

була знову ж таки видана лише в 1951 р. [24, роздiл 2].
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совський не встановив (i) яким значенням параметра µ в рiвняннi

Некрасова вiдповiдає промiжок 0 6 β < π
6 , i (ii) чи iснують роз-

в’язки з β > π
6 . Нарештi, узагальнивши пiдхiд Красовського, Ке-

дi i Норб’юрi [84] (1978 р.) показали, що для всiх скiнченних µ(
3cth(h) 6 µ < ∞

)
iснує неперервний нетривiальний розв’язок рiв-

няння Некрасова, причому 06 β < π
2 . Цим було остаточно матема-

тично строго доведено iснування сiмейства розв’язкiв канонiчної

моделi з −c 6 q(0) < 0, що вiдповiдає стоксовим хвилям скiнчен-

ної амплiтуди. Нез’ясованим залишалося питання про iснування

граничної хвилi Стокса з q(0) = 0 (µ = ∞).

Знаменита робота Толенда [168] (1978 р.) поклала край сумнi-

вам математикiв. Толенд показав, що (i) iснує нетривiальний роз-

в’язок ϑ (lim)(s) рiвняння Некрасова при µ = ∞, що неперервний

на всьому промiжку [−π, π] за виключенням єдиної точки s = 0

(гребiнь хвилi); (ii) цей розв’язок на промiжку [−π,−ε]∪ [ε, π],
∀ ε > 0, є рiвномiрною границею при µ → ∞ сiмейства розв’яз-

кiв зi скiнченними µ; (iii) якщо розрив функцiї ϑ (lim)(s) скiн-

ченний (тобто профiль вiльної поверхнi неперервний на гребенi),

то lim
s→0+

ϑ (lim)(s) = π
6 . Незалежне i бiльш просте доведення цих

тверджень дав також Маклеод [130] (1979 р.). Єдине, що не бу-

ло доведено в цих двох роботах, — скiнченнiсть розриву функцiї

ϑ (lim)(s) при s= 0. Це остаточно вдалося показати в 1982 р. спiль-

ними зусиллями Емiку, Фраєнкелю i Толенду [38], а також неза-

лежно Плотнiкову [28], чим було остаточно доведено справедли-

вiсть першої знаменитої гiпотези Стокса. Бiльш повний матема-

тичний аналiз вищезгаданих результатiв можна знайти в оглядi

Толенда [169] (1996 р.).

Що стосується другої гiпотези Стокса, то для її доведення зна-

добилося ще два десятирiччя. Лише в новому тисячолiттi Плот-

нiков i Толенд [140] (2004 р.) довели, що рiвняння Некрасова
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при µ = ∞ має розв’язок ϑ (∞)(s) такий, що (i) lim
s→0+

ϑ (∞)(s) = π
6

i (ii) ϑ (∞)(s) монотонно зростає на промiжку [π, 0), тобто профiль

хвилi скрiзь опуклий вниз. Проте питання, чи всi розв’язки рiв-

няння Некрасова при µ = ∞ мають таку властивiсть, залишається

вiдкритим [140, с. 351].

Iснує також другий пiдхiд до теорiї iснування гравiтацiйних

хвиль, оснований на варiацiйних методах. Гарабедян [79] (1965 р.)

показав, що умова мiнiмуму функцiонала енергiї призводить до

iснування перiодичних хвиль сталої форми, хоча i не встановив

iнтервал амплiтуд, для яких екстремальна задача має розв’язок.

Спiлвогель [155] (1970 р.) пiдтвердив теорiю Гарабедяна, довiв-

ши iснування хвиль достатньо малої, але скiнченної амплiтуди.

Бабенко [1] (1987 р.) переформулював варiацiйну задачу у вигля-

дi операторного псевдо-диференцiального рiвняння i строго пока-

зав, що воно має розв’язок при амплiтудах A / 0.013 [2]. Буффонi

та iн. [52] (2003 р.), узагальнивши результати Бабенко, розшири-

ли iнтервал амплiтуд, для яких вiдомо, що екстремальна задача

має точний розв’язок, до A / 0.032. Незважаючи на цi результати,

зрозумiло, що iнтегральне рiвняння Некрасова забезпечує бiльш

загальний пiдхiд до теорiї iснування гравiтацiйних хвиль.

Питання про єдинiсть розв’язку канонiчної моделi й рiвняння

Некрасова для кожного −c 6 q(0) 6 0
(
3cth(h) 6 µ 6 ∞

)
зали-

шається вiдкритим. Наприклад, Емiк [39, с. 93] вiдмiчає: “Рiзно-

манiтнi чисельнi розрахунки. . . показують, що iснує єдине ϑ для

кожного µ > 3, i що амплiтуда хвилi, тобто висота вiд впади-

ни до гребеня, монотонно зростає з ростом µ . (Нажаль, жоден

з цих результатiв не був доведений строго.)”. Чендлер i Грехем

[54, с. 1042] зауважують: “Можливо це i дивує, але досi невiдомо

чи додатний
(
ϑ(s) > 0, — I.Г.

)
розв’язок Стокса єдиний, або ж вiн

бiфуркує до кратних розв’язкiв при збiльшеннi µ (хоча всi розра-
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хунки i показують, що додатний розв’язок єдиний, i бiфуркацiй не-

має).” Також на даний момент невiдомо, чи гранична хвиля Стокса

є єдиним розв’язком рiвняння Некрасова при µ = ∞ [140, с. 351],

тобто чи iснують гостро-гребеневi розв’язки канонiчної задачi, iн-

шi за граничну хвилю Стокса.

2.3.9. Крутi хвилi та методи їх розрахунку. З ростом амплiту-

ди гребенi стоксових хвиль загострюються, а профiль хвилi стає

бiльш крутим (порiвняно з синусоїдальною формою). Це робить

задачу суттєво нелiнiйною, i вже при амплiтудах A' 0.1 кiлькох

доданкiв теорiї збурень, знайдених Стоксом i його послiдовника-

ми, стає недостатньо для правильного опису властивостей хвиль.

Бiльш того, взагалi виникає проблема збiжностi цих малоамплi-

тудних розкладiв. Хвилi з A & 0.1 називатимемо крутими11 або

хвилями великої амплiтуди.

Дослiдження властивостей крутих хвиль стало можливим ли-

ше завдяки виникненню комп’ютерiв (електронно обчислюваль-

них машин), що надало новiтнiй поштовх усiй науцi взагалi й гi-

дродинамiчним задачам зокрема. Одним з перших, хто застосував

новi можливостi для розв’язку рiвнянь канонiчної моделi гiдроди-

намiки, був Чeппелiр [55] (1961 р.). Вiн врахував першi дев’ять

доданкiв (обрiзаний ряд Фур’є) у загальному розв’язку рiвняння

Лапласа (99) i, знайшовши методом колокацiй вiдповiднi коефi-

цiєнти розкладiв, розрахував декiлька профiлiв крутих хвиль при

кiлькох рiзних значеннях глибини, а також порiвняв результати з

розкладами Стокса п’ятого порядку.

Насправдi ж революцiйну роботу зробив Шварц [151] (1974 р.),

побудувавши за допомогою комп’ютерної арифметики стоксовi

розклади для довiльної глибини з точнiстю до O(A48), а для гли-

11steep waves (англ.)
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бокої води з точнiстю до O(A117). Шварц використав другий ме-

тод Стокса в оберненiй площинi u, застосувавши вперше в за-

гальнiй формi розклад (133). Пiдставивши цей розклад у рiвняння

Бернуллi й прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях u,

Шварц одержав нелiнiйну алгебраїчну систему рiвнянь для невi-

домих коефiцiєнтiв an i швидкостi хвилi c. Прямий розв’язок цих

рiвнянь у той час був неможливий, тому Шварц побудував теорiю

збурень, розклавши невiдомi величини в степеневi ряди по малому

параметру ε:

an =
∞

∑
k=0

ankε n+2k, c2 =
∞

∑
k=0

γ k ε2k. (145)

Для розрахунку коефiцiєнтiв ank i γ k було одержано загальнi реку-

рентнi формули.

Обравши спочатку ε = a1 — амплiтуду першої гармонiки, Шварц

[151] встановив, що при достатньо великих значеннях a1 збiжнiсть

амплiтудних розкладiв (145) значно погiршується, i врештi решт

вони розбiгаються. Для того, щоб збiльшити радiус збiжностi ря-

дiв теорiї збурень, Шварц використав Паде-апроксимацiї. Вiн по-

казав, що розбiжнiсть теорiї збурень по амплiтудi першої гармонi-

ки a1 обумовлена тим, що a1 не є монотонною функцiєю висоти

хвилi A i має максимум (у випадку глибокої води при A≈ 0.13)

до того, як досягається гранична висота. Цей максимум i визначає

радiус збiжностi амплiтудних розкладiв. Оскiльки висота хвилi A

монотонно зростає до граничного значення, то збiжнiсть можна

покращити, якщо обрати ε ∼ A, як це i зробив Шварц, поклавши

ε = 2A. Розклади за цим параметром дали можливiсть просунутись

до майже граничних амплiтуд, хоча все одно знадобилося викори-

стання Паде-апроксимацiй для покращення точностi. Для глибокої

води Шварц одержав Amax = 0.1412, що збiглося з розрахунками

Ямади [176] безпосередньо граничної хвилi Стокса.
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Рис. 9. Залежностi фазової швидкостi c стоксових хвиль,
їх повної, потенцiальної i кiнетичної енергiй E, U i K

та iмпульсу I вiд амплiтуди A.

Нарештi, Шварц [151] дав чисельне пiдтвердження результату

Гранта [80], що хвилi дограничної форми мають особливу точку,

яка знаходиться над гребенем хвилi i має сингулярнiсть порядку
1
2, а не 2

3, як у граничної хвилi Стокса.

Лонге-Хiггiнс [96] (1975 р.) у випадку глибокої води перераху-

вав розклади Шварца з параметром ε = 2A в розклади по параме-

тру ε2 = υ = 1− q2(0)q2(π)
c2c2

0
, що, як виявилось, збiгаються швидше.

Тут q(0) i q(π) — швидкостi частинок вiдповiдно на гребенi й впа-

динi хвилi (у власнiй системi вiдлiку хвилi), c0 — фазова швидкiсть

лiнiйної хвилi. Новий параметр υ окрiм кращої збiжностi дає ту

перевагу, що межi його змiни вiдомi завчасно: вiн зростає вiд υ = 0

для лiнiйної хвилi до υ = 1 для хвилi граничної форми. Одержав-

ши розклади з точнiстю O(υ40), Лонге-Хiггiнс виявив, що, подiб-
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но до амплiтуди першої гармонiки, фазова швидкiсть хвилi c, її

повна, потенцiальна i кiнетична енергiї E, U i K та iмпульс I та-

кож не є монотонними функцiями амплiтуди хвилi A, а набувають

максимальних значень i потiм спадають до того, як досягається

гранична амплiтуда. Вiдповiднi залежностi подано на рис. 9 (роз-

рахунок проведено методами звичайних i дробових Фур’є розкла-

дiв, див. роздiл 2.3.10). Таким чином, хвиля максимальної висоти

не є найшвидшою i не має найбiльшу енергiю та iмпульс, як це

вважалося з часiв Стокса. Коуклет [62] (1977 р.) показав, що цей

результат залишається справедливим для всiх значень глибини, за-

стосувавши метод Шварца для побудови розкладiв по параметру

ε2 = 1− q2(0)q2(π)
c4 з точнiстю до O(ε110). Вiн встановив, що ще

багато iнших iнтегральних характеристик хвилi набувають макси-

мальних значень до того, як досягається гранична амплiтуда. Для

глибокої води Коуклет [62] одержав Amax= 0.14105.

Зауважимо, що максимум фазової швидкостi хвилi фактично

вперше одержали Сасакi i Муракамi [150] (1973 р.), проте недо-

статня точнiсть їх розрахункiв не дала авторам смiливiсть ствер-

джувати, що максимум швидкостi дiйсно має мiсце.

Степеневi розклади Шварца [151], Лонге-Хiггiнса [96] i Коукле-

та [62] навiть при використаннi Паде-апроксимацiй стають непри-

датними при пiдходi до граничної висоти. Для розрахунку майже

найвищих хвиль необхiдно розв’язувати повну нелiнiйну алгебра-

їчну систему рiвнянь для коефiцiєнтiв загальних Фур’є розкладiв

(102) у фiзичнiй площинi (перший метод Стокса) або (104) в обер-

ненiй площинi (другий метод Стокса). Перевага останнього поля-

гає в тому, що в оберненiй площинi вiльна поверхня вiдома i зада-

ється горизонтальною лiнiєю ψ = 0. Це надає можливiсть значно

спростити розрахунки. Так, Лонге-Хiггiнс [99] (1978 р.) встановив

простi квадратичнi спiввiдношення мiж коефiцiєнтами an розкла-
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ду (104), що замiнили значно складнiшу алгебраїчну систему ку-

бiчних рiвнянь, яка виникає при безпосереднiй пiдстановцi Фур’є

розкладу (104) в рiвняння Бернуллi. Вiдповiдно метод, що основа-

ний на цих квадратичних спiввiдношеннях, одержав назву метода

Лонге-Хiггiнса i внаслiдок своєї простоти став стандартним мето-

дом розв’язку канонiчної задачi в оберненiй площинi. Детальний

виклад методу даний Лонге-Хiггiнсом у роботах [107] (1984 р.)

i [109] (1985 р.) для нескiнченної глибини та [113] (1988 р.) для

скiнченної глибини. Зауважимо, що метод на основi квадратич-

них спiввiдношень Лонге-Хiггiнса [99] для випадку глибокої води

вперше реалiзував Сеффмен [145] (1980 р.), а для скiнченної гли-

бини — Маклiн [128] (1982 р.).

Лонге-Хiггiнс [96] (1975 р.) також строго довiв спiввiдношення

(що справедливi для довiльної глибини)

dE = d(K +U) = c dI , dL = d(K−U) = I dc, (146)

де L — функцiя Лагранжа. Отже, екстремуми iмпульсу i пов-

ної енергiї спiвпадають, а також екстремуми фазової швидкостi

й функцiї Лагранжа.

Окрiм появи екстремуму фазової швидкостi й iнших iнтеграль-

них характеристик хвилi при пiдходi до граничної висоти проявля-

ється ще один визначальний ефект. Так, Сасакi i Муракамi [150]

(1973 р.) встановили, що для хвиль майже граничної форми ма-

ксимальний кут нахилу ϑ вiльної поверхнi до горизонту поблизу

гребеня перевищує 30◦, хоча, як вiдомо, для граничної хвилi Сток-

са вiн в точностi має дорiвнювати π
6 . Лонге-Хiггiнс i Фокс [98]

(1977 р.) надали пiдтвердження i обґрунтування цього результа-

ту, розробивши асимптотичну теорiю майже найвищих хвиль. Для

цього вони обрали положення нульового рiвня y= 0 так, щоб кон-

станта в правiй частинi рiвняння Бернуллi (35) дорiвнювала нулю.
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Для цього потрiбно покласти

η ≡−L =−
(

c2

2g
+

Φ2
x |y=−h

2g

)
,

тобто перемiстити початок вiдлiку вгору на вiдстань L вiд серед-

нього рiвня хвилi. В цiй системi координат гребiнь хвилi знахо-

диться нижче початку вiдлiку на вiдстанi

l =
q2(0)

2g
, (147)

оскiльки з рiвняння Бернуллi маємо η(0) = −l. Обраний початок

вiдлiку збiгається з гребенем граничної хвилi, де вона має особли-

ву точку i утворює гострий 120◦ кут. При цьому в новiй системi

координат усi хвилi мають рiзнi положення середнього рiвня. Ха-

рактерна довжина l показує, наскiльки кожна хвиля близька до

граничної.

Лонге-Хiггiнс i Фокс [98] поставили задачу знайти форму май-

же найвищих хвиль поблизу гребеня, тобто побудувати локальний

розв’язок, який замiсть того, щоб задовольняти граничну умову

на днi, наближався би при r → ∞ (де r — вiдстань вiд початку

координат до поверхнi хвилi) до локального кута Стокса, що за-

дається двома асимптотами ϑ = ±π
6 . Цей розв’язок i вiдповiдний

потiк рiдини було названо внутрiшнiм. Виявилось, що в безроз-

мiрних змiнних r
/

l такий розв’язок єдиний, i його асимптотич-

на поведiнка (при r À l) визначається комплексною парою коре-

нiв µ ≈ −1
6±0.35715116i того самого трансцендентного рiвнян-

ня (123), що знайшов Грант [80]. (У противагу до дiйсних ко-

ренiв, число яких нескiнченне, рiвняння Гранта має лише єди-

ну пару комплексно спряжених коренiв, звiдки i випливає єди-

нiсть знайденої асимптотики). При цьому Лонге-Хiггiнс i Фокс

одержали трансцендентне рiвняння для дещо iншого параметра

iν = 1
3 + 2µ , i комплекснiй парi коренiв рiвняння Гранта вiдповi-
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дає ν± ≈±0.71430232.

Для того, щоб розрахувати внутрiшнiй потiк на вiдстанях r ∼ l,
Лонге-Хiггiнс i Фокс [98] використали пiдхiд, схожий на метод

Мiчелла (128), i на основi одержаних даних побудували просту

асимптотичну апроксимацiю профiлю внутрiшнього розв’язку, а

саме

cos

(
3
2

(π
2
−ϑ

))
=

3
2

ap

( r
l

)−3
2
cos

(
3
2

ν+ ln
( r

l

)
+bp

)
, (148)

де ap ≈ 0.78 i bp ≈ 0.18 — пiдгоночнi параметри. Видно, що про-

фiль осцилює навколо асимптот ϑ = ±π
6 , причому амплiтуда цих

осциляцiй затухає з ростом r , а максимальний кут нахилу вiльної

поверхнi, як розрахували Лонге-Хiггiнс i Фокс, складає ≈ 30.37◦.
При цьому, оскiльки розв’язок залежить вiд змiнної r

/
l, окiл Mr , в

якому вiдбуваються осциляцiї профiлю, зменшується зi зменшен-

ням характерної довжини l так, що ефект зникає в граничному

випадку l = 0, котрий вiдповiдає хвилi максимальної висоти.

У наступнiй роботi Лонге-Хiггiнс i Фокс [103] (1978 р.) для

випадку глибокої води показали, як одержаний внутрiшнiй потiк

асимптотично зшити з зовнiшнiм потоком, що задовольняє гра-

ничну умову на днi. Цей зовнiшнiй розв’язок було побудовано з

тiєї умови, що вiн має в границi l → 0 задовольняти асимптоти-

ку Гранта (122), а, з iншого боку, асимптотику, що зшивається

з внутрiшнiм розв’язком (148). Значення параметру γ в розкладi

Гранта було пiдiбрано так, щоб вiн максимально точно апрокси-

мував граничну хвилю Стокса, яку Лонге-Хiггiнс i Фокс розраху-

вали, модифiкувавши метод Некрасова (129), хоча це фактично i

не дало покращення точностi порiвняно зi стандартним методом

Мiчелла (128). В результатi зробленої зшивки було отримано про-

стi асимптотичнi формули для розрахунку квадрату фазової швид-

костi, кiнетичної i потенцiальної енергiй, iмпульсу та середнього
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рiвня майже найвищих хвиль. Якщо f — якась з вказаних вели-

чин, то її поведiнка при малих ε = l · k (k — хвильовий вектор)

виражається спiввiдношенням

f = f∗−af ε3cos
(
3ν+ lnε +bf

)
, (149)

де f∗ — граничне значення величини f ; af > 0 i bf — сталi, що

залежать вiд вибору f i визначаються з умов зшивки зовнiшнього

i внутрiшнього розв’язкiв. Зокрема, для квадрату фазової швидко-

стi f = c2 було одержано оцiнку c2∗ = 1.1931, af ≈ 1.18, bf ≈ 2.22.

З виразу (149) видно, що фазова швидкiсть хвилi та її iнтеграль-

нi характеристики при пiдходi до хвилi граничної форми показу-

ють осциляторну поведiнку i мають нескiнченне число локальних

максимумiв i мiнiмумiв затухаючої амплiтуди. Асимптотична по-

ведiнка висоти хвилi iнша:

A = A∗− (2π)−1ε2+aA ε3cos
(
3ν+ lnε +bA

)
, (150)

де пiдгоночнi значення сталих, що розрахували Лонге-Хiггiнс i

Фокс, складають: A∗= 0.14107, aA≈ 0.16, bA≈−1.54. Осциляторна

поведiнка A недостатня, щоб перевищити її монотонне зростання

зi зменшенням ε . Таким чином, гранична гостро-гребенева хвиля

найвища, проте не найшвидша.

Лонге-Хiггiнс i Фокс [103] також показали, що аналiтичне про-

довження поля швидкостi, одержаного в рамках асимптотичної

теорiї майже найвищих хвиль, мiстить сiдлову точку над гребе-

нем хвилi, як це встановив Грант [80].

Зауважимо, що асимптотична теорiя Лонге-Хiггiнса i Фокса в

принципi справедлива для довiльної глибини, проте чисельнi зна-

чення параметрiв було пiдiбрано лише для випадку глибокої води.

Пiзнiше Лонге-Хiггiнс i Фокс [116] (1996 р.) показали, що асим-

птотичнi формули дають точнiшi результати, якщо пiдгоночнi па-

раметри визначати не з умов зшивки (що носять бiльш якiсний,
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нiж кiлькiсний характер), а так, щоб вони якнайкраще апроксиму-

вали зробленi з достатньою точнiстю чисельнi розрахунки майже

найвищих хвиль.

Справедливiсть асимптотичної теорiї Лонге-Хiггiнса i Фокса

пiдтвердив Уiлльямс [174] (1985 р.), узагальнивши свiй метод роз-

рахунку граничної хвилi Стокса
(
Уiлльямс [173], 1981 р.

)
на ви-

падок майже найвищих хвиль. При цьому вiн використав iдею

Гранта про те, що особливiсть порядку 2
3 граничної хвилi утворю-

ється поєднанням кiлькох сингулярностей порядку 1
2. Для широко-

го дiапазону глибин безпосереднiм розрахунком вiн одержав одне

й те ж саме значення ≈ 30.37◦ максимального кута нахилу вiльної

поверхнi, а також розрахував перший мiнiмум фазової швидкостi

хвилi й її iнших iнтегральних характеристик.

Строге математичне доведення того факту, що при пiдходi до

хвилi граничної форми максимальний кут нахилу вiльної поверхнi

до горизонту перевищує 30◦, дав Маклеод [130] (1979 р.), довiвши

для загального випадку довiльної глибини таке твердження. Якщо

ϑ (µ)(s) — послiдовнiсть розв’язкiв iнтегрального рiвняння Некра-

сова (143), що при µ → ∞ прямує до розв’язку ϑ (lim)(s) рiвняння

Некрасова з µ = ∞, то при достатньо великих µ має задовольня-

тись нерiвнiсть

sup
s∈[0, π]

ϑ (µ)(s) >
π
6
.

Пiзнiше Емiк [39] (1987 р.) строго показав, що будь-який додат-

ний розв’язок
(
ϑ(s) > 0

)
рiвняння Некрасова з µ < ∞ задовольняє

оцiнку згори ϑ(s) < 31.15◦.
Емiк [39, с. 93] також вказав, що осциляторна поведiнка профi-

лю хвилi при наближеннi до хвилi граничної форми є нiщо iнше,

як феномен Гiббса
(
див. [41, с. 836–839]

)
, коли розривнi функцiї

або неперервнi функцiї з розривними похiдними апроксимуються
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Рис. 10. Обрiзанi розклади функцiї з розривною похiдною.
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обрiзаними рядами. Коли неперервнi функцiї ϑ (µ)(s) наближають-

ся до розривної функцiї ϑ (lim)(s) при µ →∞, то поведiнка профiлю

бiля гребеня s= 0 для великих µ подiбна збiжностi ряду

f (N)(x) =
1
3

N

∑
n=1

sinn|x|
n

на промiжку (−2π, 2π) до функцiї

f (x) =
π−|x|

6

при N→ ∞ (див. рис. 10). Хоча суми f (N)(x) i сходяться до функ-

цiї f (x), проте феномен Гiббса забезпечує те, що вони осцилюють

навколо π
6 . При збiльшеннi N осциляцiї локалiзуються навколо

точки x= 0, а їх перiод зменшується, проте максимальна амплiтуда

осциляцiй (надвишок поблизу x = 0) залишається майже сталою.

Чендлер i Грехем [54] (1993 р.) для випадку глибокої води

пiдтвердили iснування феномену Гiббса в чисельних розв’язках

рiвняння Некрасова при пiдходi до граничної висоти. Було вста-

новлено, що максимальна амплiтуда осциляцiй Гiббса складає

≈ 30.3787032466◦. При цьому для чисельного розв’язку рiвняння

Некрасова Чендлер i Грехем [54] використали суттєво нерiвномiр-

ну сiтку (з насиченням бiля гребеня хвилi) з максимум N = 1026

точок на iнтервалi s∈ [0, π].
На рис. 11 наведено результати розрахункiв першої похiдної

профiлю вiльної поверхнi ηθ (тангенс кута нахилу до горизон-

тальної вiсi) майже найвищих стоксових хвиль, одержанi методом

дробових Фур’є розкладiв (див. роздiл 2.3.10). Видно, що побли-

зу гребеня нахил вiльної поверхнi дiйсно перевищує 30◦, тобто

|ηθ |> 1√
3
.

Окрiм iнтегрального рiвняння Некрасова одержано ще бага-

то iнших iнтегральних або iнтегро-диференцiальних рiвнянь для

розрахунку прогресивних хвиль. Переважна частина цих рiвнянь
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Рис. 11. Перша похiдна профiлю вiльної поверхнi майже найвищих
стоксових хвиль (тангенс кута нахилу) поблизу гребеня (нескiнченна
глибина). Амплiтуда хвиль складає 99.25%, 99.67%, 99.90%вiд Amax.

виводиться за такою схемою. Оскiльки комплексний потенцiал —

аналiтична функцiя в областi Ω, що зайнята рiдиною, то його зна-

чення в будь-якiй точцi ζ0 всерединi областi G ∈ Ω виражається

через значення на границi Г цiєї областi за допомогою iнтеграла

Кошi [29, с. 48]

w(ζ0) =
1

2πi

∮

Г

w(ζ )
ζ −ζ0

dζ . (151)

У випадку перiодичних хвиль контур Г обирається таким чином,

щоб цiлком охоплювати перiод хвилi вiд дна до вiльної поверхнi:

Г = Гs+Г−+Гb+Г+, де Гs i Гb — дiлянки контура Г, що належать

вiдповiдно вiльнiй поверхнi й дну, а Г+ i Г− — його вертикальнi

бiчнi дiлянки, що з’єднують дно та поверхню i розташованi на вiд-

станi перiоду хвилi одна вiд одної. Iнтеграл по горизонтальному

дну Гb завжди легко розраховується, а iнтеграли по Г+ i Г− взаєм-
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но скорочуються внаслiдок перiодичностi. Таким чином, iнтеграл

Кошi (151) виражає значення комплексного потенцiалу в будь-якiй

точцi ζ0 всерединi рiдини через значення комплексного потенцiа-

лу на вiльнiй поверхнi Гs. Iнтегральне рiвняння одержується, якщо

точку ζ0 обрати на вiльнiй поверхнi. При цьому, хоча iнтеграл Ко-

шi в звичайному розумiннi й розбiгається, значення функцiї w(ζ0)
дорiвнює його подвоєному головному значенню [29, с. 49]. Мето-

ди, що основанi на цiй iдеї, називаються контурно-iнтегральними

i є одними з найточнiших методiв розрахунку поверхневих хвиль.

У багатьох з них замiсть комплексного потенцiалу розглядають-

ся iншi аналiтичнi функцiї, що описують потiк рiдини, наприклад,

комплексна швидкiсть.

Так, Роттмен i Ольфе [144] (1979 р.) одержали iнтегро-дифе-

ренцiальне рiвняння для профiлю хвилi y = η(θ) у фiзичнiй пло-

щинi, а Блур [47] (1978 р.) — для кута нахилу ϑ вiльної поверх-

нi до горизонтальної вiсi. Обидва цi рiвняння окрiм сили тяжiн-

ня враховують також поверхневий натяг. Ранiше Байатт-Смiт [53]

(1970 р.) отримав iнтегральне рiвняння для профiлю хвилi в обер-

ненiй площинi w. Шварц i Ванден-Броуек (1979 р.) у роботах [152]

для нескiнченної глибини (з врахуванням поверхневого натягу) та

[170] для скiнченної глибини одержали iнтегро-диференцiальне

рiвняння для вiльної поверхнi в оберненiй площинi u i вперше

розрахували перший локальний мiнiмум фазової швидкостi та кiне-

тичної i потенцiальної енергiй хвилi. Чен i Сеффмен [57] (1979 р.)

для випадку глибокої води, враховуючи поверхневий натяг, отри-

мали iнтегро-диференцiальне рiвняння для профiлю хвилi в фi-

зичнiй площинi, застосувавши параметризацiю вiльної поверхнi

дуговою змiнною (вiдстань вiд гребеня вздовж поверхнi до її до-

вiльної точки). Пiзнiше Сiммен i Сеффмен [154] (1985 р.) розши-

рили це рiвняння на випадок сталої завихреностi (що вiдповiдає
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Таблиця 4
Екстремуми фазової швидкостi c стоксових хвиль,
розрахованi методом Танаки (нескiнченна глибина)

Екстремум c υ A c

перший max 0.8637 0.138753 1.092951384

перший min 0.9685 0.140920 1.092276839

другий max 0.9927 0.141056 1.092285150

другий min 0.9985 0.141063 1.092285047

iснуванню додаткової сталої течiї або сталого вiтру), а також ви-

користали додаткову параметризацiю, що автоматично зосереджує

чисельну сiтку поблизу гребеня при наближеннi до граничної хви-

лi. Завдяки цьому вдалося значно пiдняти точнiсть розрахункiв.

Зокрема, для граничної хвилi Сiммен i Сеффмен [154] одержали

c≈ 1.092285i A≈ 0.141064, що було дуже близько до розрахункiв

Уiлльямса [173] безпосередньо граничної хвилi Стокса (див. роз-

дiл 2.3.7). Сiльва i Перегрiн [167] (1988 р.) узагальнили iнтегро-

диференцiальне рiвняння Сiммена i Сеффмена на випадок скiн-

ченної глибини, а також використали його для розрахунку хвилi

граничної форми.

Одним з найточнiших i найшвидших контурно-iнтегральних ме-

тодiв є метод Танаки, запропонований ним у роботi [165] (1986 р.)

для поодиноких хвиль i розширений пiзнiше на випадок перiо-

дичних хвиль для довiльної глибини в комп’ютернiй програмi

Stokes_finite.f12 [166]. На основi рiвняння (141), що виражає

зв’язок мiж модулем швидкостi q й кутом нахилу ϑ вiльної по-

верхнi, Танака одержав iнтегральне рiвняння, що визначає залеж-

нiсть мiж функцiєю lnq i кутом ϑ . Параметром рiвняння є вели-

чина

12Автор вдячний професору Мiцухiро Танацi за люб’язно надану копiю цiєї програми.
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υ = 1− q(0)
q(π)

. (152)

Для лiнiйної хвилi υ = 0, а для граничної хвилi υ = 1. Одержане

iнтегральне рiвняння розв’язується методом послiдовних набли-

жень. Для згущення вузлiв чисельної сiтки навколо гребеня, що

докорiнно покращує точнiсть розв’язку, було використано нелiнiй-

не перетворення

φ = φ ′− γ sinϕ ′, 0 6 γ < 1, (153)

яке запропонували ранiше Чен i Сеффмен [58] (1980 р.). Ефект

тим сильнiший, чим параметр γ ближчий до одиницi. Незважа-

ючи на потужнiсть методу, результати розрахункiв перiодичних

хвиль Танака схоже так i не опублiкував. Метод Танаки у випад-

ку глибокої води з величезною точнiстю вже при N = 1000вузлiв

дає другий локальний максимум фазової швидкостi хвилi, а при

N = 3500— її другий локальний мiнiмум13 (див. табл. 4).

За найбiльш же точнi на сьогоднi оцiнки швидкостi й амплi-

туди граничної хвилi можна вважати результати Маклакова [125]

(2002 р.). Вiн також безпосереднiм чисельним розрахунком одер-

жав другий максимум i другий мiнiмум фазової швидкостi й iн-

ших iнтегральних характеристик хвилi, провiвши точнi розрахун-

ки до амплiтуди, що складає 99.99997%вiд граничного значен-

ня, хоча i не протабулював одержанi результати. Для цього Ма-

клаков застосував спецiально розроблену модифiкацiю контурно-

iнтегрального методу, коли для одержання потрiбної точностi вия-

вилось достатньо сiтки з максимум N = 2000точок. При цьому пе-

ревага над методом Танаки полягає в тому, що для одержання тiєї

ж самої точностi необхiдне менше число точок. Далi, Маклаков

використав свої розрахунки для уточнення значень пiдгоночних

параметрiв в асимптотичних формулах (149), (150) Лонге-Хiггiнса

13Автор вдячний Марку Французу за проведення розрахункiв другого мiнiмуму.
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i Фокса для випадку глибокої води, а також розрахував значення

цих сталих для широкого дiапазону глибин, показавши, що асим-

птотичнi формули застосовнi й для випадку скiнченної глибини.

Уточненi асимптотичнi спiввiдношення дали безпрецедентно точ-

нi значення характеристик граничної хвилi, зокрема для глибокої

води c2 = 1.1930866274(c = 1.0922850486) i A = 0.14106348398.

Хоча цi значення i не одержанi прямим розрахунком, є мало сумнi-

вiв, що вони вiрнi.

2.3.10. Методи фiзичної площини. Незважаючи на всю рiзно-

манiтнiсть розглянутих пiдходiв до розрахунку двовимiрних про-

гресивних гравiтацiйних хвиль сталої форми, всi вони використо-

вують метод оберненої площини. Вiн має той недолiк, що розра-

хунок залежностi локальних величин, таких як поле швидкостi,

вiд просторових координат перетворюється в додаткову задачу,

хоча це i не є принциповою складнiстю. Визначальним же є те,

що метод оберненої площини незастосовний до задач розрахун-

ку тривимiрних хвиль, якi в останнє десятирiччя набувають все

вагомiшого значення
(
див., наприклад, огляд Дiаса i Харiфа [69],

1999 р.
)
, оскiльки функцiя струму — суттєво двовимiрне поняття.

Для розрахунку тривимiрних хвиль можуть бути використанi ли-

ше методи фiзичної площини. Тривимiрнi хвилi, що перiодичнi як

вздовж напряму свого розповсюдження, так i вздовж перпендику-

лярного до нього горизонтального напряму, називаються коротко-

гребеневими хвилями14. Перший метод Стокса (99) легко узагаль-

нюється для коротко-гребеневих хвиль, це в загальному виглядi

вперше проробили Робертс i Шварц [143] (1983 р.). Вiдмiннiсть

вiд двовимiрних хвиль полягає в тому, що розклади ведуться не по

однiй, а по двом просторовим змiнним, вiдповiдно виникають по-

14short-crested waves (англ.)
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двiйнi суми, i кiлькiсть невiдомих коефiцiєнтiв квадратично збiль-

шується. Коефiцiєнти обрiзаних рядiв Робертс i Шварц знаходили

методом колокацiй. Зважаючи на можливостi тодiшньої технiки,

було враховано максимум N = 10 гармонiк, що явно недостатньо

для правильного розрахунку крутих хвиль. На сьогоднi швидкiсть

комп’ютерiв зросла на кiлька порядкiв, але навiть цього прогресу

замало, щоб задовольнити квадратичну залежнiсть N2 кiлькостi

невiдомих коефiцiєнтiв — необхiдно покращувати сам метод.

Для двовимiрних хвиль фактично вiдомi лише кiлька загаль-

них реалiзацiй методу фiзичної площини. Це є реалiзацiя Рiнекера

i Фентона [142] (1981 р.) першого методу Стокса, де коефiцiєн-

ти Фур’є розкладу потенцiалу швидкостi розраховуються методом

колокацiй, а також реалiзацiя Жуфiрiї [181] (1987 р.) методу га-

мiльтонiвського формалiзму, що технiчно, але не по сутi, дещо

вiдрiзняється вiд стандартного методу Стокса. Рiнекер i Фентон

проробили розрахунки з точнiстю до N = 64, а Жуфiрiя — до

N = 72, що виявилось достатнiм лише для одержання першого

локального максимуму фазової швидкостi хвилi. Метод Жуфiрiї

не набув подальшого розповсюдження. Недолiком же пiдходу Рi-

некера i Фентона є те, що метод колокацiй має гiршу чисельну

збiжнiсть, нiж прямий метод, коли пiсля пiдстановки розкладiв у

рiвняння руху прирiвнюються коефiцiєнти при однакових степе-

нях лiнiйно-незалежних функцiй. (Це ж саме вiдмiчають Жанг i

Мелвiлл [179] (1987 р.) для методiв в оберненiй площинi.)

Тому Лукомський i Ганджа [6] (2001 р.) та [120] (2002 р.) по-

будували загальну реалiзацiю методу Фур’є розкладiв у фiзичнiй

площинi (перший метод Стокса) на основi явно одержаних спiв-

вiдношень мiж Фур’є коефiцiєнтами потенцiалу швидкостi й про-

фiлю вiльної поверхнi — метод звичайних Фур’є розкладiв. При

цьому обрiзаний розклад Фур’є для потенцiалу швидкостi має ви-
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гляд, див. формулу (102):

R(θ , y) = ξ0 +
N

∑
n=1

(
ξn Tn en(y+iθ)−ξ ∗n T−n e−n(y+iθ)

)
,

ξ0 =
1
2

(
η− I

c

)
, Φ =−ic(R−R∗), (154)

де коефiцiєнти Tn визначаються спiввiдношенням (100). Обрiзаний

ряд Фур’є для профiлю вiльної поверхнi такий:

η(θ) =
M

∑
n=−M

ηn exp(inθ), η−n = η∗n. (155)

Розклади (154), (155) пiдставляються в динамiчну та кiнематичну

граничнi умови (75), (76); прирiвнюються коефiцiєнти при одна-

кових експонентах; одержується система нелiнiйних алгебраїчних

рiвнянь для невiдомих коефiцiєнтiв ξn, ηn та фазової швидкостi c.

Ця система рiвнянь розв’язується чисельно методом Ньютона, ви-

користовуючи швидке перетворення Фур’є для розрахунку гармо-

нiк експоненцiальних функцiй. Для збiжностi методу M має бути

в кiлька разiв бiльшим за N. 15 Коефiцiєнти ξn та ηn в загально-

му випадку комплекснi, для симетричних же хвиль вони дiйснi.

Метод дозволив розрахувати з величезною точнiстю перший ма-

ксимум фазової швидкостi та виявити її перший мiнiмум [120],

обчислення проводились до N = 250, M = 4N включно.

Зауважимо, що розклади в фiзичнiй площинi мають суттєву пе-

ревагу над розкладами в оберненiй площинi в тому, що сингуляр-

нiсть навколо гребеня в оберненiй площинi проявляється сильнi-

ше. Тому для досягнення тiєї ж самої точностi методи фiзичної

площини вимагають врахування значно меншого числа коефiцi-

єнтiв розкладу. Так, наприклад, для розрахунку стоксової хвилi

з A = 0.14092 (99.90% граничної висоти) на глибокiй водi числу

15Використовувати рiзне число мод при обрiзаннi Фур’є рядiв для потенцiалу швид-
костi та профiлю вiльної поверхнi запропонував ранiше Жуфiрiя [181] (1987 р.).
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гармонiк N = 125у розкладi (154) потенцiалу в фiзичнiй площинi

(перший метод Стокса) вiдповiдає N = 16000(!) коефiцiєнтiв у ме-

тодi Лонге-Хiггiнса, що оснований на розкладi (104) в оберненiй

площинi (другий метод Стокса). Чисельна перевага Фур’є розкла-

дiв у фiзичнiй площинi очевидна, хоча тут i необхiдно додатково

шукати апроксимацiю для невiдомого профiлю вiльної поверхнi,

що, звичайно, ускладнює технiчну реалiзацiю методу.

Використання методу звичайних Фур’є розкладiв обмежене тiєю

обставиною, що при збiльшеннi амплiтуди хвилi коефiцiєнти роз-

кладiв (154), (155) спадають з ростом свого номера все повiльнiше

внаслiдок загострення гребеня хвилi. Тому для одержання достат-

ньої точностi при розрахунку майже найвищих хвиль необхiдно

враховувати значно бiльше число коефiцiєнтiв, нiж це дозволяє

навiть найсучаснiша комп’ютерна технiка. Зважаючи на це, Лу-

комський i Ганджа [122] (2003 р.) для випадку нескiнченної гли-

бини запропонували новий спектральний метод фiзичної площи-

ни, оптимiзований для ефективного обчислення крутих хвиль, що

мають загострену форму, — метод дробових Фур’є розкладiв. Iдея

методу полягає у виборi ефективнiшого набору функцiй, по яких

розкладається потенцiал швидкостi. Для цього було використано

метод Ейлера сумування рядiв
(
див. [37, с. 64]

)
. Одержаний роз-

клад потенцiалу швидкостi (для глибокої води) має вигляд

R(θ , y; y0) =
N

∑
n=0

αn(
exp(−y0)−exp(−y−iθ)

)n , (156)

де y0 — вiльний параметр для прискорення збiжностi розкладу по-

тенцiалу швидкостi. При y0 = ∞ розклад (156) перетворюється в

звичайний розклад Фур’є (154). При N = ∞ розклади (156) i (154)

еквiвалентнi (h = ∞) для всiх y0, проте дробовий розклад (156)

при y0 ' 1 збiгається значно швидше. Тому для одержання одна-

кової чисельної точностi дробовий розклад (156) вимагає враху-
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вання значно меншого числа коефiцiєнтiв, нiж звичайний розклад

Фур’є (154). Для прискорення збiжностi розкладу профiлю вiль-

ної поверхнi використано нелiнiйне перетворення горизонтально-

го масштабу

θ(χ ; γ) = χ− γ sinχ , 0 < γ < 1, (157)

що зосереджує чисельний алгоритм на областi гребеня, як це ро-

биться в методi Танаки, формула (153). Тодi в розкладi

η
(
χ; γ

)
=

M

∑
n=−M

η(γ)
n exp(inχ), η(γ)

−n = η(γ)
n , (158)

при γ → 1 для одержання тiєї ж чисельної точностi необхiдно вра-

хувати значно менше число коефiцiєнтiв, нiж у рядi (155). Подаль-

ша процедура аналогiчна методу звичайних Фур’є розкладiв. При

безпосереднiх розрахунках значення вiльних параметрiв y0 i γ ме-

тоду та спiввiдношення мiж числами N i M обираються такими,

щоб загальна чисельна похибка була якнайменша. Перевага точно-

стi методу дробових Фур’є розкладiв над методом звичайних роз-

кладiв Фур’є складає вiд одного до десяти порядкiв залежно вiд

амплiтуди хвилi. Це дозволило суттєво уточнити значення першо-

го мiнiмуму фазової швидкостi, було досягнуто таку ж точнiсть,

що дає метод Танаки (див. табл. 4). Проте, розрахунок наступних

екстремумiв вимагає подальшого вдосконалення методу [122].

Розклади (156), (154) та взагалi будь-яка аналiтична функцiя

R(θ , y) = R(y+iθ) задовольняють рiвняння Лапласа (74) тотож-

но. Останнiй факт був використаний Кламондом [60] (1999 р.) i

[61] (2003 р.) (вiдповiдно для скiнченної та нескiнченної глиби-

ни) для того, щоб ввести принцип ренормалiзацiї, який дозволяє

вiдтворити потенцiал швидкостi в усiй областi потоку за вiдомим

потенцiалом на днi (або на будь-якому iншому рiвнi). Застосував-

ши ренормалiзацiю до першого наближення кноїдальних хвиль на
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мiлкiй водi (107), Кламонд [61] одержав потенцiал швидкостi, що

в точностi збiгається з першим доданком (N = 1) дробового роз-

кладу (156). Це наближення N = 1 Кламонд назвав ренормалiзова-

ною апроксимацiєю кноїдальної хвилi. При цьому навiть перший

доданок розкладу (156) виявився точнiшим за амплiтудну апрок-

симацiю Стокса п’ятого порядку. Кламонд [61] зазначає, що одер-

жанi дробовi апроксимацiї вiдкривають нову парадигму до опису

хвиль на водi.

2.3.11. Траєкторiї та прискорення частинок. У власнiй си-

стемi вiдлiку хвилi частинки рiдини рухаються вздовж лiнiй стру-

му, що описуються рiвняннями (81), — ейлеровий пiдхiд до опису

руху частинок. Зокрема, поверхневi частинки рухаються вздовж

поверхнi хвилi. На експериментi ж за рухом частинок спостерi-

гають у лабораторнiй (нерухомiй вiдносно дна) системi вiдлiку —

лагранжевий пiдхiд до опису руху частинок. В лiнiйних хвилях ча-

стинки рiдини описують елiпси (для глибокої води — кола) з часо-

вим перiодом T = 2π
/√

thh, рiвним часовому перiоду хвилi (див.

роздiл 2.1.9). Хвилi ж скiнченної амплiтуди спричиняють масопе-

ренос у напрямi свого розповсюдження, отже, траєкторiї частинок

у лабораторнiй системi вiдлiку, що описуються рiвняннями (80),

не є замкненими лiнiями. Вигляд цих траєкторiй для хвилi майже

найвищої форми зображено на рис. 12, звiдки також добре видно

рiзницю мiж ейлеровим i лагранжевим пiдходами до однiєї i тiєї ж

задачi (розрахунок проведено методом дробових Фур’є розкладiв,

див. роздiл 2.3.10). Видно, що в лабораторнiй системi вiдлiку по-

верхнева частинка при русi вiд гребеня до гребеня описує лiнiю,

що за своєю формою нагадує циклоїду. Часовий перiод руху ча-

стинки перевищує часовий перiод хвилi, притому тим бiльше, чим

амплiтуда хвилi ближча до граничної. Для граничної хвилi Стокса
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з точкою застою на гребенi час руху частинки вiд гребеня до гре-

беня стає нескiнченним, що за аналогiєю вiдповiдає руху по сепа-

ратрисi математичного маятника, коли для досягнення нестiйкого

положення рiвноваги в найвищий точцi необхiдний нескiнченний

час
(
див., наприклад, Косевич i Ковальов [12, с. 29]

)
.

Детальнiший аналiз траєкторiй частинок в крутих хвилях та

хвилi граничної форми можна знайти в роботах Лонге-Хiггiнса

[104] (1979 р.) та Срокоза [156] (1981 р.). Вiдмiнностям мiж ей-

леровим i лагранжевим пiдходами до опису властивостей поверх-

невих хвиль, включаючи експериментальнi данi, присвячено ро-

боту Лонге-Хiггiнса [111] (1986 р.), а рiзноманiтним характери-

стикам масопереносу в стоксових хвилях — його роботи [112]

(1987 р.) та [113] (1988 р.) (вiдповiдно для нескiнченної та скiн-

ченної глибини). Лонге-Хiггiнс [105] (1980 р.) також дослiдив мо-

мент iмпульсу руху гравiтацiйних хвиль, а в роботi [106] (1983 р.)

виписав вiсiм фундаментальних законiв збереження для безвихро-

вих гравiтацiйних хвиль (енергiя, iмпульс тощо).

Важливою характеристикою руху частинок рiдини є також їх

прискорення, що у власнiй системi вiдлiку хвилi визначаються

спiввiдношеннями (82). Для лiнiйних хвиль, амплiтуда яких a

нескiнченно мала порiвняно з довжиною хвилi λ , прискорення,

як випливає з формул (49) та (82), пропорцiйнi вiдношенню a
/

λ ,

тобто також нескiнченно малi. Для хвилi граничної форми ситу-

ацiя зовсiм iнша. Так, з рiвняння для лiнiй струму в комплекснiй

формi (85) та вигляду комплексної швидкостi навколо кута (119)

випливає, що поблизу гребеня граничної хвилi комплексне при-

скорення частинок має вигляд

d2ζ
dt2 = ax+iay =−1

2

(
ζ
ζ ∗

)1
2

. (159)



2.3. Хвилi скiнченної амплiтуди 193

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.39

0.4

0.41

0.42

0.43

0.44

0.45

0.46

0.47

0.48

0.49

0.5

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

� A � 0.141

� A � 0.14092

� A � 0.1406

� A � 0.14

Θ

a

Рис. 13. Прискорення поверхневих частинок поблизу гребеня стоксових
хвиль майже граничної форми на глибокiй водi, висота хвиль складає
99.25%, 99.67%, 99.90%, 99.95% граничної висоти. Прискорення на

гребенi прямує до значення ≈ 0.388g у власнiй системi вiдлiку хвилi.

Таким чином, навколо кута прискорення частинок a =
√

a2
x +a2

y у

власнiй системi вiдлiку хвилi скрiзь рiвне 1
2 g (у розмiрних змiн-

них) i спрямоване вiд гребеня хвилi. При цьому кожна частинка

рiдини рухається так, як вона рухалася би в центральному полi

сталої напруженостi з центром вiдштовхування на гребенi. Розви-

нення цiєї iдеї дане Лонге-Хiггiнсом у роботi [104] (1979 р.), а

детальний аналiз прискорень частинок у хвилях майже граничної

та граничної форми — у роботi [111] (1986 р.). З вiддаленням вiд

гребеня граничної хвилi прискорення частинок спадає.

Цiкавим є результат для хвиль майже граничної форми. Лонге-

Хiггiнс i Фокс [98] (1977 р.), використовуючи асимптотичну тео-

рiю майже найвищих хвиль, а пiзнiше Уiлльямс [174] (1985 р.)

безпосереднiм розрахунком, показали, що на гребенi майже най-
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вищих хвиль прискорення частинки складає лише ≈ 0.388g (при-

близно це ж значення одержали ранiше Сасакi i Муракамi [150],

1973 р.). При цьому, як видно з рис. 13, максимальне прискорен-

ня поверхневої частинки поблизу гребеня дещо перевищує 0.5g

(розрахунок проведено методом дробових Фур’є розкладiв, див.

роздiл 2.3.10). Це є в точностi прояв того самого ефекту Гiббса,

що спостерiгається при пiдходi до хвилi граничної форми для ма-

ксимального кута нахилу вiльної поверхнi, який при цьому дещо

перевищує 30◦ (див. роздiл 2.3.9).

2.3.12. Нестiйкостi та руйнування хвиль. Майже унiверсаль-

ною властивiстю всiх природних течiй є їх мiнливiсть. Вона ха-

рактерна як для земної атмосфери, де втiлюється в змiнi погоди,

так i в океанi, зокрема на його поверхнi, де виражається в рiзно-

манiтностi й мiнливостi хвильових явищ. Головною причиною ви-

никнення мiнливостi в рiзних за своїми властивостями системах є

розповсюдження нестiйкостей хвильового руху рiдини [34, с. 271].

До цих пiр ми розглянули канонiчну модель гiдродинамiки та її

стацiонарнi розв’язки у виглядi стоксових хвиль. Проте, в реаль-

них умовах i на експериментi неможливо спостерiгати i отримати

строго перiодичнi двовимiрнi хвилi сталої форми. Причина цьо-

му — нестiйкiсть таких хвиль, що виражає фундаментальну вла-

стивiсть нестiйкостi природних течiй. Розв’язки канонiчної моделi

є лише вiдправною точкою для розумiння насправдi нестацiонар-

них процесiв розповсюдження хвиль на поверхнi рiдини.

Нестiйкостi хвиль вiдiграють визначальну роль в перекидi та

руйнуваннi хвиль. Як вже зазначалось, традицiйним критерiєм

руйнування хвиль є умова того, що горизонтальнi швидкостi ча-

стинок рiдини на гребенях перевищують швидкiсть самих гребе-

нiв [43, с. 386]. Це вiдбувається пiсля досягнення хвилi граничної
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форми з точкою застою на гребенi. Проте, вiдомо, що в реаль-

них умовах хвилi починають руйнуватися при менших амплiту-

дах, нiж має мати хвиля граничної форми [19, с. 105]. Однiєю з

причин цього є саме нестiйкостi хвиль, внаслiдок яких критерiй

руйнування може виконатися при амплiтудах, менших за гранич-

ну. Розглянемо вiдомi нестiйкостi гравiтацiйних хвиль.

1. Модуляцiйна нестiйкiсть. Лайтхiлл [94] (1965 р.) та Бенжамiн i

Фейр [44] (1967 р.) показали, що хвилi Стокса малої амплiтуди на

глибокiй водi нестiйкi вiдносно малих часових збурень. Нестiй-

кiсть проявляється в ростi пари бокових компонентiв з частота-

ми ω0±ω ′ та хвильовими векторами k0± k′, що призводить до

часової модуляцiї амплiтуди a = a(x, t) i фази θ = θ(x, t) несу-

чої хвилi (ω0 — частота, k0 — хвильовий вектор основної хвилi).

Цей результат також незалежно одержали Уiзем [172] (1967 р.)

та Захаров [7] (1966 р.) i [8] (1968 р.). Таким чином, модуляцiйна

нестiйкiсть — нестiйкiсть до часової модуляцiї хвиль, що виража-

ється в нестацiонарностi їх розповсюдження. Фейр [73] (1967 р.)

та Бенжамiн [45] (1967 р.) дали експериментальне пiдтвердження

цьому факту. Останнiй також узагальнив результати для випад-

ку скiнченної глибини i показав, що модуляцiйна нестiйкiсть для

хвиль малої амплiтуди зникає при kh/ 1.36, тобто в цьому випад-

ку хвилi стають стiйкими. Цей же результат незалежно одержав

Уiзем [172] (1967 р.).

Модуляцiйна нестiйкiсть не означає, що стоксових хвиль не iс-

нує в природi. Вона показує лише те, що цi хвилi не зберiгають

сталу форму протягом значних часових масштабiв (декiлькох пе-

рiодiв хвиль). Для хвиль малої амплiтуди Лейк та iн. [90] (1977 р.)

як теоретично, так i експериментально показали, що нестiйкi мо-

дуляцiї зростають до деякого максимального значення, а потiм

спадають, при цьому хвиля повертається до майже немодульова-
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ної початкової форми. Такий процес модуляцiй-демодуляцiй пе-

рiодично повторюється в часi. При цьому Лейк та iн. [90] експери-

ментально встановили, що в процесi модуляцiй-демодуляцiй вiд-

бувається зсув частоти несучої хвилi в низькочастотну область —

явище зсуву частоти вниз.

Модуляцiйну нестiйкiсть без обмеження на малiсть амплiтуди

хвиль у випадку глибокої води дослiдив Лайтхiлл [95] (1967 р.).

Вiн встановив, що для достатньо крутих хвиль (при A ≈ 0.11)

модуляцiйна нестiйкiсть зникає — явище рестабiлiзацiї. Лонге-

Хiггiнс [101] (1978 р.) розрахував модуляцiйну нестiйкiсть бiльш

точно на основi точних рiвнянь руху (всi попереднi результати

було одержано з наближених еволюцiйних рiвнянь, таких як нелi-

нiйне рiвняння Шредiнгера, рiвняння Захарова тощо). Вiн встано-

вив, що рестабiлiзацiя для модуляцiй з ω ′ = 0 вiдбувається при

A ≈ 0.110, а повна рестабiлiзацiя системи (для всiх ω ′) — при

A ' 0.124. Пiзнiше Лонге-Хiггiнс [110] (1986 р.) уточнив свої роз-

рахунки i показав, що для вузької смуги частот ω ′ модуляцiйна

нестiйкiсть має мiсце i при бiльших амплiтудах, а повнiстю зни-

кає лише в точцi максимуму повної енергiї (A≈ 0.1366).

Лонге-Хiггiнс i Коуклет [97] (1976 р.) розробили контурно-iн-

тегральний метод для розрахунку еволюцiї нестацiонарних хвиль

в послiдовнi моменти часу — покроково-часовий метод. На осно-

вi цього методу Лонге-Хiггiнс i Коуклет [102] (1978 р.), викори-

ставши в якостi початкової умови модуляцiйно збурену стоксову

хвилю з ω ′ = 1
2ω0 при двох рiзних амплiтудах A≈ 0.08 i A≈ 0.10,

показали, що при цих амплiтудах модуляцiйна нестiйкiсть при-

зводить до перекиду i руйнування хвилi. Мелвiлл [132] (1982 р.)

надав переконливi експериментальнi пiдтвердження цьому факту,

дослiдивши дiапазон амплiтуд A = 0.05÷0.09.

Детальнiший аналiз модуляцiйної нестiйкостi гравiтацiйних
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хвиль й пов’язаних з нею процесiв можна знайти в оглядах Юена

i Лейка [178] (1982 р.) та Дiаса i Харiфа [69] (1999 р.).

2. Супергармонiчна (гребенева) нестiйкiсть. Танака [163] (1983 р.)

для випадку нескiнченної глибини надав чисельнi данi того, що

пiсля досягнення максимуму повної енергiї (A≈ 0.1366) гравiта-

цiйнi хвилi стають нестiйкими вiдносно двовимiрних збурень, якi

мають той же самий перiод, що i незбурена хвиля. Така нестiй-

кiсть носить назву супергармонiчної. Для розрахунку стацiонарних

хвиль, що потiм дослiджувались на стiйкiсть, Танака [163] вико-

ристав модифiкацiю метода оберненої площини, запропоновану

Ямадой (1957 р.). В оберненiй площинi u (де поверхня хвилi вiдо-

бражена на коло одиничного радiусу, див. рис. 7) замiсть рiвняння

Бернуллi (137) розглядається рiвняння (142), що виражає зв’язок

мiж модулем швидкостi q й кутом нахилу ϑ вiльної поверхнi. Роз-

в’язок будується не для функцiї ζ (u), як у другому методi Сток-

са (133) в оберненiй площинi u, а для функцiї Θ(u) = ϑ + i lnq.

Коефiцiєнти розкладу шукаються методом колокацiй. Визначальна

iдея Танаки — це використати додаткове нелiнiйне перетворення

змiнних

ξ =
u+α

1+α u
, −1 < α 6 0, (160)

для згущення точок колокацiй поблизу гребеня хвилi, що карди-

нально пiдвищило точнiсть чисельних розв’язкiв i дозволило ви-

рiшувати питання про їх стiйкiсть з достатньою точнiстю.

Можливiсть iснування супергармонiчної нестiйкостi, знайденої

Танакою, ранiше припустив Лонге-Хiггiнс [100] (1978 р.), проте

недостатня точнiсть його розрахункiв привела до неправильного

висновку, що нестiйкiсть з’являється в точцi максимуму фазової

швидкостi хвилi (A≈ 0.13875). Результат Танаки [163] викликав

гострi суперечки, оскiльки в точцi максимуму енергiї (як i в усiх

iнших точках) не було знайдено бiфуркацiї до нового розв’язку,
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як цього вимагає iснування супергармонiчної нестiйкостi (деталь-

ний пошук точок бiфуркацiй ранiше провели Чен i Сеффмен [58],

1980 р.). Так, Лонге-Хiггiнс [108] (1984 р.) аналiтично показав,

що бiфуркацiя до розв’язку з тим же самим перiодом, якщо во-

на iснує, можлива лише в точках екстремуму фазової швидкостi

хвилi. Це примусило Танаку [164] (1985 р.) детальнiше перегляну-

ти свої розрахунки i пiдтвердити, що в максимумi фазової швид-

костi немає змiни нестiйкостi, а значить i бiфуркацiї до нового

розв’язку. При цьому вiн показав, що в максимумi повної енер-

гiї бiфуркацiя таки вiдбувається, але це лише тривiальна бiфур-

кацiя зсуву фази, що вiдповiдає трансляцiйнiй симетрiї перiодич-

ної хвилi. Нарештi, використовуючи гамiльтонiвський формалiзм,

Сеффмен [149] (1985 р.) строго довiв правильнiсть висновкiв Та-

наки. Бiльш того, Сеффмен показав, що змiна стiйкостi розв’язку

(вiдносно збурень того ж самого перiоду) вiдбувається в кожному

екстремумi повної енергiї хвилi, але при цьому немає бiфуркацiї

до нового розв’язку окрiм простого зсуву фаз. Жуфiрiя i Сефф-

мен [180] (1986 р.) узагальнили цей результат на випадок скiнчен-

ної глибини.

Цi результати означають, що, хоча супергармонiчна нестiйкiсть

i має мiсце, при цьому не вiдбувається неперервного переходу (бi-

фуркацiї) до iншого розв’язку, коли в точцi виникнення нестiйко-

стi новий розв’язок та початковий (нестiйкий) розв’язок вiдрiзня-

ються на нескiнченно малу величину — м’яке збудження. Проте,

не виключається можливiсть жорсткого збудження, коли в точцi

виникнення нестiйкостi новий розв’язок вiдмiнний вiд початково-

го одразу на скiнченну величину. Питання про можливiсть тако-

го жорсткого збудження внаслiдок супергармонiчної нестiйкостi

стоксових хвиль залишається вiдкритим, i в разi позитивної вiд-

повiдi це могло б дати пояснення наступним результатам.
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Так, Джиллiанс [83] (1989 р.) дослiдив форму супергармонiч-

них нестiйкостей стоксових хвиль i показав, що вони призводять

до перекиду i руйнування хвиль. Було зроблене припущення, що

руйнування хвилi — чисто локальне явище поблизу гребеня хвилi

i вiдбувається незалежно вiд потоку рiдини в рештi хвилi. Ранiше

попереднi результати з цього питання одержали Лонге-Хiггiнс i

Коуклет [102] (1978 р.). Маючи на увазi цю iдею, Лонге-Хiггiнс i

Клiвер [114] i Лонге-Хiггiнс та iн. [115] (1994 р.) на основi асим-

птотичної теорiї майже найвищих хвиль показали, що супергармо-

нiчна нестiйкiсть призводить до нестiйкостi гребенiв майже най-

вищих стоксових хвиль — гребенева нестiйкiсть. Лонге-Хiггiнс

i Танака [118] (1997 р.) на основi чисельних розрахункiв за до-

помогою метода Танаки [163] пiдтвердили те, що супергармонiчнi

нестiйкостi стоксових хвиль є насправдi гребеневими нестiйкостя-

ми. Нарештi, Лонге-Хiггiнс i Доммермас [117] (1997 р.) показали,

що гребеневi нестiйкостi призводять до (i) перекиду i руйнуван-

ня хвилi або (ii) неперервного переходу до прогресивної хвилi з

меншою амплiтудою з наступним поверненням до хвилi майже

початкової амплiтуди. Останнiй результат породжує нове питан-

ня: в чому причина цього перехiдного процесу? Вiдповiдi на нього

досi немає, хоча можна висунути припущення, що знайдене явище

викликане появою в чисельнiй схемi Лонге-Хiггiнса i Доммермаса

нерегулярних потокiв (див. роздiл 2.3.13).

3. Субгармонiчна нестiйкiсть. Це нестiйкiсть вiдносно двовимiр-

них збурень, що мають кратну довжину mλ до довжини незбуре-

ної хвилi λ , m — натуральне число. Лонге-Хiггiнс [101] (1978 р.)

у випадку нескiнченної глибини показав, що такi нестiйкостi ви-

никають для достатньо крутих хвиль (A≈ 0.13). Сеффмен [145]

(1980 р.) розрахував пороги субгармонiчних нестiйкостей значно

точнiше, одержавши, що найнижча нестiйкiсть m= 2 виникає при
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Таблиця 5
Пороги субгармонiчних нестiйкостей стоксових хвиль

(нескiнченна глибина)

m A η1

A
(Лонге-Хiггiнс,

1986 р.)

A
(Сеффмен,

1980 р.)

2 0.128903097 0.178018951 0.128903 0.1289

3 0.128815957 0.177970433 0.128816 0.1288

4 0.128703914 0.177907398 0.128704 0.1287

5 0.128612610 0.177855495 0.1286

6 0.128540915 0.177814405 0.128541

7 0.128484088 0.177781629

8 0.128438258 0.177755063 0.128438

9 0.128400642 0.177733170

10 0.128369273 0.177714852 0.1284

A≈ 0.1289, нестiйкiсть m= 3 — при A≈ 0.1288 i так далi. Сефф-

мен провiв розрахунки до m= 150включно, одержавши для цього

випадку порiг нестiйкостi A≈ 0.1280. Лонге-Хiггiнс [109] (1985 р.)

провiв ще точнiший аналiз субгармонiчних нестiйкостей порядку

m = 2 i m = 3, а пiзнiше
(
Лонге-Хiггiнс [110], 1986 р.

)
для гра-

ничної точки m = ∞ одержав A≈ 0.128035, розрахувавши також

пороги нестiйкостей m = 2, 3, 4, 6, 8. Лонге-Хiггiнс [110] також

встановив, що субгармонiчна нестiйкiсть (як i модуляцiйна) повнi-

стю зникає в точцi максимуму повної енергiї (A≈ 0.1366). Точнi

значення порогiв субгармонiчної нестiйкостi до m= 10 включно,

одержанi на основi методу звичайних Фур’є розкладiв (див. роздiл

2.3.10), наведено в табл. 5.

Чен i Сеффмен [58] (1980 р.) у випадку нескiнченної глиби-

ни дослiдили бiфуркацiї, що виникають внаслiдок субгармонiч-

них нестiйкостей стоксових хвиль. Вони надали чисельне свiдоц-
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тво того, що в точках нестiйкостей m= 2 i m= 3 виникають новi

симетричнi стацiонарнi розв’язки канонiчної задачi з перiодами,

що в m разiв бiльшi за перiод нестiйкої стоксової хвилi, — суб-

гармонiчнi хвилi. Цi новi субгармонiчнi розв’язки характеризують-

ся тим, що мають гребенi двох рiзних висот. З ростом амплiтуди

вищi гребенi загострюються, а нижчi залишаються округлої фор-

ми. Субгармонiчнi хвилi граничної форми з m= 2, m= 3 i m= 4

розрахували Ольфе i Роттмен [136] (1980 р.) за допомогою мето-

да Мiчелла. Вони пiдтвердили те, що в граничному випадку вищi

гребенi утворюють гострий 120◦ кут, а нижчi гребенi мають округ-

лу форму. Ванден-Броуек [171] (1983 р.) розрахував субгармонiч-

нi хвилi порядку m= 2 для кiлькох випадкiв скiнченної глибини.

Сiммен i Сеффмен [154] (1985 р.) уточнили розрахунки субгармо-

нiчних хвиль з m = 2, m = 3 i m = 4 для глибокої води, а також

розрахували субгармонiчнi хвилi за наявностi додаткової сталої

завихреностi.

Усi субгармонiчнi бiфуркацiї стоксових хвиль можуть приводи-

ти лише до симетричних субгармонiчних розв’язкiв — це строго

довiв Лонге-Хiггiнс [109] (1985 р.). Жуфiрiя [181] (1987 р.) у ви-

падку нескiнченної глибини показав, що несиметричнi субгармо-

нiчнi хвилi виникають внаслiдок бiфуркацiй руйнування симетрiї

вже субгармонiчних хвиль, i розрахував профiлi цих несиметрич-

них хвиль. Жуфiрiя довiв, що несиметричнi хвилi iснують лише

при m > 6. Жуфiрiя [182] (1987 р.) узагальнив цi результати на

випадок скiнченної глибини.

Математичну теорiю супер- i субгармонiчних бiфуркацiй роз-

робили Буффонi та iн. [50, 51] (2002 р.). Використовуючи теорiю

псевдо-диференцiальних операторiв, вони дали строге математич-

не обґрунтування iснування нескiнченного числа (i) супергармо-

нiчних бiфуркацiй при пiдходi до хвилi граничної висоти, хоча i



202 Роздiл 2. Гравiтацiйнi хвилi на поверхнi рiдини

не встановили, чи цi бiфуркацiї призводять до iснування нових

розв’язкiв; (ii) субгармонiчних бiфуркацiй при достатньо великих

амплiтудах, що призводять до утворення розв’язкiв з кратними пе-

рiодами. Було встановлено, що виникнення субгармонiчних бiфур-

кацiй є неминучим наслiдком iснування граничної хвилi Стокса

[51, с. 245]. Ранiше Баєзенс i Маккай [42] (1992 р.) дали iнтерпре-

тацiю бiфуркацiй стоксових хвиль з точки зору загальної теорiї

гамiльтонiвських динамiчних систем.

Субгармонiчнi хвилi надають просту модель для пояснення

утворення штормових хвиль на морi. Цi хвилi характеризують-

ся тим, що крутому загостреному гребеню, який перекидається,

передує певне число округлих гребенiв значно меншої амплiтуди.

4. Тривимiрна нестiйкiсть. Маклiн та iн. [126] (1981 р.) i Мак-

лiн [127] (1982 р.) на основi точних рiвнянь руху для випадку

нескiнченної глибини показали, що хвилi Стокса при всiх амплi-

тудах нестiйкi до тривимiрних збурень, якi в загальному випадку

мають такий вигляд (як наслiдок теореми Флоке лiнiйної теорiї

стiйкостi):

η̃(θ , z, t) = e−iΩ t ei(pθ+qz)
∞

∑
n=−∞

η̃n einθ +c.c., (161)

де η̃(θ , z, t) — варiацiя стацiонарного профiлю η(θ), c.c. — ком-

плексно спряжене. Було встановлено, що iснують два суттєво рiзнi

класи тривимiрних нестiйкостей. Область нестiйкостi класу I си-

метрична вiдносно точки (p= 0; q= 0) на площинi (p; q). Область

же нестiйкостi класу II симетрична вiдносно точки (p = 1
2; q = 0).

Маклiн [127] вказав, що для лiнiйних хвиль обидва класи нестiй-

костей можна iнтерпретувати як резонансну взаємодiю мiж цугом

несучих хвиль з хвильовим вектором k0 = (1, 0) i частотою ω0 =
|k0|12 та двома хвилями на побiчних частотах ωi = |ki |12, i = 1, 2.
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При цьому умови резонансiв такi:

k1+k2 = Nk0,

ω1+ω2 = Nω0. (162)

Нестiйкостям класу I вiдповiдає k1 = (l + p, q), k2 = (l− p, −q),
N = 2l, l ∈ Z+; нестiйкостям класу II вiдповiдає k1 = (l + p, q),
k2 = (l+1− p, −q), N = 2l+1, l ∈ Z+. Натуральне число l назива-

ється модою нестiйкостi. Iснування резонансу найнижчого поряд-

ку N = 2 ранiше встановив Фiллiпс [139] (1960 р.), а на можливiсть

вищих резонансiв вказав Захаров [8] (1968 р.). Зауважимо також,

що для хвиль малої амплiтуди тривимiрнi нестiйкостi класу I було

одержано ранiше з модельних еволюцiйних рiвнянь: нелiнiйного

рiвняння Шредiнгера
(
Захаров [8], 1968 р.

)
та рiвняння Захарова(

Кроуфорд та iн. [64], 1981 р.
)
.

Виявилось, що всi три види розглянутих вище нестiйкостей є

насправдi частинними випадками найнижчих мод l = 1 тривимiр-

них нестiйкостей класу I i II. Так, Маклiн та iн. [126] показали, що

модуляцiйна нестiйкiсть є частинним випадком q = 0 нестiйкостi

класу I (l = 1). При цьому максимальний iнкремент нестiйкостi

класу I при всiх амплiтудах лежить саме на вiсi q = 0, тобто не-

стiйкiсть класу I є переважно двовимiрною, хоча i включає нену-

льовi значення q, але з меншими iнкрементами. Розрахунки Маклi-

на та iн. [126] (1981 р.) показують, що нестiйкiсть класу I зникає

при A≈ 0.124, хоча бiльш пiзнi розрахунки Лонге-Хiггiнса [110]

(1986 р.) свiдчать про те, що це вiдбувається при бiльшiй амплiту-

дi в точцi максимуму повної енергiї (A≈ 0.1366). Що стосується

нестiйкостi класу II (l = 1), то її максимальний iнкремент завжди

лежить на вiсi p= 1
2, причому q 6= 0. Таким чином, нестiйкiсть кла-

су II суттєво тривимiрна. При малих i помiрних амплiтудах вiсь

q = 0 взагалi знаходиться поза межами областi нестiйкостi класу
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II. При A≈ 0.129 область нестiйкостi класу II дотикається до вiсi

q= 0 в точцi p= 1
2, що в точностi вiдповiдає появi субгармонiчної

нестiйкостi подвоєння перiоду, знайденої вперше Лонге-Хiггiнсом

[101] (1978 р.). При збiльшеннi амплiтуди дiлянка перетину обла-

стi нестiйкостi класу II з вiссю q = 0 розширюється. Проте, мак-

симальний iнкремент нестiйкостi при цьому має мiсце при q 6= 0,

тому тривимiрна нестiйкiсть переважає субгармонiчну.

Якщо порiвняти максимальнi iнкременти нестiйкостей класу I

та II (l = 1), то нестiйкiсть класу I переважає при малих амплi-

тудах, а, починаючи з A≈ 0.10, переважає нестiйкiсть класу II.

Таким чином, при A . 0.10 нестiйкостi стоксових хвиль переваж-

но двовимiрнi, а при A & 0.10 — переважно тривимiрнi. Цей факт

експериментально пiдтвердив Мелвiлл [132] (1982 р.), одержав-

ши порiг переходу вiд двовимiрних до тривимiрних нестiйкостей

при A ≈ 0.098 — майже той самий, що дає теорiя. При цьому

нестiйкостi в обох випадках призводили до кiнцевого переки-

ду хвиль. Експерименти Мелвiлла покривають дiапазон амплiтуд

A = 0.05÷0.102. Су та iн. [161] (1982 р.) також надали експери-

ментальнi спостереження того, що при A≈ 0.10 початково двови-

мiрнi хвилi набували тривимiрних модуляцiй, якi призводили до

перекиду i руйнування гребенiв з наступним утворенням двови-

мiрних хвиль значно (приблизно вдвiчi) меншої амплiтуди.

Точнiсть розрахункiв дозволила Маклiну [127] дослiдити на

стiйкiсть стоксовi хвилi до A ≈ 0.13. Вищi амплiтуди розгляну-

ли Харiф i Рамамонджiарiсоа [85] (1988 р.) та [86] (1990 р.). Було

встановлено, що при збiльшеннi амплiтуди дiлянка перетину обла-

стi нестiйкостi класу II (l = 1) з вiссю q = 0 розширюється до тих

пiр, доки при A≈ 0.1366 одночасно досягає точок (p = 0; q = 0)

i (p = 1; q = 0). Цiле значення p = 1 вiдповiдає супергармонiчнiй

нестiйкостi, а факт виникнення цiєї нестiйкостi в точцi максимуму
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повної енергiї в точностi збiгається з розрахунками Танаки [163]

(1983 р.). Таким чином, супергармонiчна нестiйкiсть є також ча-

стинним випадком нестiйкостi класу II (l = 1). При подальшому

збiльшеннi амплiтуди розширення областi нестiйкостi класу II за

межi точки (p = 1; q = 0) не вiдбувається. При цьому з’ясувалося,

що при A& 0.139iнкремент супергармонiчної нестiйкостi починає

переважати iнкременти всiх iнших нестiйкостей, тобто для майже

граничних амплiтуд нестiйкiсть стоксових хвиль знову стає пе-

реважно двовимiрною.

Харiф i Рамамонджiарiсоа [85] i [86] також розрахували нестiй-

костi класу I та II з модою l = 2. Виявилось, що їм вiдповiда-

ють супергармонiчнi нестiйкостi вищого порядку при A≈ 0.113

та A≈ 0.1356вiдповiдно. Iснування цих нестiйкостей передбачили

ранiше Маккай i Сеффмен [124] (1986 р.), вивiвши на основi теорiї

гамiльтонiвських систем необхiдну умову виникнення спектраль-

ної нестiйкостi гравiтацiйних та гравiтацiйно-капiлярних хвиль.

Тривимiрнi нестiйкостi призводять до утворення нових триви-

мiрних стацiонарних розв’язкiв (подiбно до двовимiрних субгар-

монiчних нестiйкостей). Сеффмен i Юен [146] та [147] (1980 р.)

розрахували такi розв’язки для малих амплiтуд на основi рiв-

няння Захарова, а Мейрон та iн. [131] (1982 р.) й Чен i Сеф-

фмен [59] (1985 р.) — для бiльших амплiтуд на основi точних

рiвнянь руху. Експериментальне дослiдження стацiонарних три-

вимiрних хвиль провiв Су [162] (1982 р.). Детальнiшому аналi-

зу тривимiрних нестiйкостей гравiтацiйних хвиль й стацiонарних

тривимiрних структур, що при цьому утворюються, присвячено

огляди Сеффмена i Юена [148] (1985 р.) та Дiаса i Харiфа [69]

(1999 р.).

Усi викладенi вище результати щодо тривимiрних нестiйкостей

стосуються випадку нескiнченної глибини. Результатiв для скiн-
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ченної глибини значно менше, i всi вони вiдповiдають найнижчiй

модi l = 1. Так, Браянт [49] (1978 р.) дослiдив нестiйкостi класу I

для малих i помiрних амплiтуд. Маклiн [128] (1982 р.) на основi

точних рiвнянь руху розглянув три випадки: d = 2, d = 1 i d = 0.5

(d — незбурена глибина) для дiапазону амплiтуд вiд 0 до ≈ 90%

вiд граничних значень. З’ясувалось, що при дослiджуваних амплi-

тудах випадок d = 2 подiбний до випадку нескiнченної глибини.

Головна вiдмiннiсть полягає в тому, що максимальний iнкремент

нестiйкостi класу I має мiсце при q 6= 0, тобто навiть для хвиль

малої амплiтуди нестiйкiсть переважно тривимiрна (в межах сла-

бонелiнiйної теорiї це ранiше встановили Захаров i Харiтонов [9]

та Беннi i Розкес [46], 1970 р.). Нестiйкiсть класу I стає переважно

двовимiрною (коли максимальний iнкремент має мiсце при q = 0)

пiсля рестабiлiзацiї, проте нестiйкiсть хвиль все одно залишаєть-

ся переважно тривимiрною, оскiльки при амплiтудi рестабiлiзацiї

нестiйкiсть класу II вже має бiльший iнкремент (при малих амплi-

тудах максимальний iнкремент нестiйкостi класу I переважає).

Випадок d = 1 вiдрiзняється тим, що хвилi малої амплiтуди

стiйкi вiдносно двовимiрних модуляцiй, це пiдтверджує результат

Уiзема [172] того, що модуляцiйна нестiйкiсть для хвиль малої

амплiтуди зникає при kh≈ 1.36. Проте хвилi залишаються нестiй-

кими вiдносно тривимiрних модуляцiй класу I i II. Маклiн [128]

також встановив, що у випадку d = 1 двовимiрна модуляцiйна не-

стiйкiсть таки з’являється, але при достатньо великих амплiтудах,

хоча при цьому тривимiрнi нестiйкостi все одно переважають. У

випадку d = 0.5 при малих амплiтудах знову переважають двови-

мiрнi нестiйкостi класу I, але це вже не довгохвильовi модуляцiї

при малих p (як це вiдбувається при модуляцiйнiй нестiйкостi), а

короткохвильовi з p > 1. При збiльшеннi амплiтуди переважаючи-

ми стають тривимiрнi нестiйкостi.
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Випадок d = 2 для майже найвищих хвиль (якi не вдалося з

достатньою точнiстю розрахувати Маклiну) дослiдили Француз

i Харiф [75] (2003 р.). Було виявлено суттєвi вiдмiнностi порiв-

няно з випадком нескiнченної глибини. При збiльшеннi амплiту-

ди пiсля виникнення субгармонiчної нестiйкостi
(
перетин обла-

стi нестiйкостi класу II з вiссю q = 0 в точцi p = 1
2

)
областi не-

стiйкостi класу I i класу II перетинаються (подiбний ефект для

гравiтацiйно-капiлярних хвиль на глибокiй водi ранiше одержали

Жанг i Мелвiлл [179], 1987 р.). При подальшому збiльшеннi ам-

плiтуди область нестiйкостi класу I зменшується i стискається в

точку (p = 1; q = 0), при досягненнi якої повнiстю зникає. При

цьому область нестiйкостi класу II повнiстю займає дiлянку вiсi

q = 0 вiд p = 0 до p = 1, що обумовлює виникнення супергармо-

нiчної нестiйкостi. Це вiдбувається при амплiтудi, яка в точностi

вiдповiдає максимуму повної енергiї, що пiдтверджує аналiтичний

результат Жуфiрiї i Сеффмена [180] (1986 р.).

Таким чином, знайденi суттєвi вiдмiнностi мiж нестiйкостями

хвиль у випадках нескiнченної i скiнченної глибини, й останнiй

вимагає подальшого дослiдження. Також нез’ясованим залишаєть-

ся питання про характер субгармонiчних нестiйкостей вищого по-

рядку m> 2, адже зв’язок субгармонiчних нестiйкостей з триви-

мiрними нестiйкостями встановлено лише для випадку m= 2.

Руйнування хвиль. Окресленi результати, одержанi завдяки ви-

вченню нестiйкостей розв’язкiв канонiчної моделi, обумовили зна-

чний прогрес у розумiннi таких складних фiзичних процесiв як

перекид i руйнування хвиль, але все ж таки їх ще недостатньо

для повного пояснення експериментальних даних та спостере-

жень в реальних умовах. Рiзноманiтним питанням руйнування

хвиль присвячено чимало оглядових i оригiнальних статей, зо-

крема Перегрiн [138] (1983 р.), Бонмарiн [48] (1989 р.), Баннер



208 Роздiл 2. Гравiтацiйнi хвилi на поверхнi рiдини

i Перегрiн [43] (1993 р.), Мелвiлл [133] (1996 р.), Данкен [71]

(2001 р.). Так, розрiзняють два основних види перекиду хвиль —

“пiрнаючий бурун” i “сковзаючий бурун” [138, с. 149]. Пiрнаю-

чий бурун16 характеризується тим, що переважна частина перед-

нього фронту хвилi перекидається, утворюючи потужний чiтко

виражений струмiнь, який падає поблизу основи хвилi, викли-

каючи значний сплеск. У сковзаючому бурунi17 на гребенi утво-

рюється бiла пiна, що сковзає вниз по передньому фронту хвилi.

Спостереження показують, що i в останньому випадку утворен-

ню пiни передує поява локалiзованого бiля гребеня струменя в

напрямi розповсюдження хвилi. Саме пояснення фiзичного меха-

нiзму утворення цього специфiчного струменя на початковiй ста-

дiї перекиду хвилi й складає головну загадку процесу руйнування

хвиль
(
Перегрiн [137], 1981 р.

)
. Частинки рiдини в цьому стру-

менi набувають величезних прискорень, що сягають величини 5g

[43, с. 386]. В обох випадках руйнування хвилi супроводжується

проникненням у воду повiтря у виглядi численних бульбашок, а

також утворенням бриз та сплескiв, якi й формують вiдомi бiлi

баранцi на гребенях хвиль, що перекидаються.

2.3.13. Нерегулярнi хвилi. Лукомський та iн. [121] (2002 р.)

(нескiнченна глибина), [76] (2002 р.) (довiльна глибина) та [78]

(2003 р.) (субгармонiчнi хвилi) надали чисельне свiдоцтво iсну-

вання нового сiмейства наближених розв’язкiв канонiчної моделi

гiдродинамiки, що вiдрiзняються вiд вiдомих стоксових хвиль. Бу-

ло знайдено, що цi новi розв’язки описують потоки з особливою

точкою всерединi областi, що зайнята рiдиною, та розривними

лiнiями струму поблизу гребеня хвилi, при цьому горизонтальнi

швидкостi частинок рiдини навколо гребеня перевищують швид-

16plunging breaker (англ.)
17spilling breaker (англ.)
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Рис. 14. Профiль i лiнiї струму нерегулярного потоку (разом з його
аналiтичним продовженням за межi областi, зайнятої рiдиною)

поблизу гребеня (A = 0.14092, нескiнченна глибина).

кiсть самого гребеня. Внаслiдок цього такi хвилi та потоки бу-

ло названо “нерегулярними” [121]. Амплiтуда нерегулярних хвиль

менша за амплiтуду граничної хвилi Стокса. Приклад нерегуляр-

ного потоку поблизу гребеня хвилi зображено на рис. 14 (розра-

хунок проведено методом дробових Фур’є розкладiв, див. роздiл

2.3.10). Особлива точка O1 знаходиться всерединi областi потоку,

на вiдмiну вiд регулярного потоку в стоксових хвилях, де особлива

точка знаходиться за межами областi, що зайнята рiдиною. Осо-

бливi точки Or i Ol — додатковi особливi точки, iснування яких

передбачив Грант [80] (1973 р.) (див. роздiл 2.3.6). Осциляцiї про-

фiлю хвилi η(θ) поблизу гребеня та його вiдхилення вiд розривної

лiнiї струму ψ = 0, що також має описувати вiльну поверхню, є

наслiдком феномену Гiббса (див. рис. 10), коли розривна функцiя

або функцiя з розривними похiдними апроксимуються обрiзаним

набором неперервних функцiй.
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Iснування наближених розв’язкiв у виглядi нерегулярних хвиль

пiдтвердили Дубiан i Харiф [77] (2002 р.) методом Лонге-Хiггiнса

оберненої площини та Кламонд [61] (2003 р.), використовуючи

свою ренормалiзовану апроксимацiю кноїдальної хвилi. Утворен-

ня розривних лiнiй струму в нерегулярних хвилях нагадує виник-

нення вертикальних струменiв з загостреними кiнцями в стоячих

гравiтацiйних хвилях при переходi за межi граничної висоти, як

нещодавно показав Лонге-Хiггiнс [119] (2001 р.). Потiк, де вiль-

на поверхня розривна, одержав також Дженкiнс [82] (1994 р.) при

побудовi стацiонарної (але несиметричної) апроксимацiї хвилi, що

руйнується.

Подальшi дослiдження
(
Лукомський i Ганджа [122], 2003 р.

)

показали, що особлива точка O1 пропорцiйно до росту чисель-

ної точностi наближається до гребеня хвилi. При цьому область,

де вiдбуваються осциляцiї профiлю (феномен Гiббса), все бiль-

ше локалiзується навколо гребеня, i швидкiсть частинок рiдини

на гребенi зменшується. На основi цих спостережень Лукомський

i Ганджа [122] висунули припущення, що в граничному випадку,

коли чисельна похибка прямує до нуля, особлива точка має пiдня-

тись до гребеня хвилi, швидкiсть частинки рiдини на гребенi має

зменшитись до нуля, а сам гребiнь утворити гострий кут подiбно

до граничної хвилi Стокса. При цьому профiль хвилi збiгатиметь-

ся з лiнiєю струму ψ = 0 на всiй вiльнiй поверхнi.

Таким чином, знайденi наближенi нерегулярнi розв’язки ско-

рiш за все вiдповiдають сiмейству гостро-гребеневих хвиль, що

за своїми властивостями подiбнi до граничної хвилi Стокса, але

мають меншу амплiтуду. На даний момент не можна встановити,

чи такi розв’язки iснують при малих амплiтудах, але для майже

найвищих хвиль при кожнiй амплiтудi схоже iснує два розв’язки

канонiчної моделi: регулярна стоксова хвиля з округлим гребенем
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Рис. 15. Нерегулярний розв’язок, знайдений методом Мiчелла.

та гостро-гребенева хвиля, що наближено описується знайдени-

ми нерегулярними потоками
(
Лукомський та iн. [123], 2004 р.

)
.

Це пiдтверджує припущення, висунуте в роздiлi 2.3.5 при аналiзi

квадратичної нелiнiйностi рiвняння Бернуллi.

На те, що можуть iснувати гостро-гребеневi хвилi, вiдмiннi вiд

граничної хвилi Стокса, вказують також розрахунки, проведенi ме-

тодом Мiчелла (див. роздiл 2.3.7), де особливiсть 120◦ на гребенi

хвилi враховується a priori. Окрiм вiдомих розв’язкiв, що опи-

сують граничну хвилю Стокса (див. рис. 8) та граничнi субгар-

монiчнi хвилi, знайдено ряд нових ранiше невiдомих розв’язкiв.

Один з таких розв’язкiв зображено на рис. 15. Гребiнь наведено-

го розв’язку утворює серцеподiбну бульбашку, яка зменшується з

ростом чисельної точностi (збiльшення N). При цьому амплiту-



212 Роздiл 2. Гравiтацiйнi хвилi на поверхнi рiдини

да хвилi A спадає i вже при N = 400 стає меншою за амплiтуду

граничної хвилi Стокса. Кут α також зменшується з ростом точ-

ностi i прямує до меншого значення, нiж 120◦. Можна зробити

припущення, що при N → ∞ бульбашка стиснеться в єдину точ-

ку, i знайдений розв’язок описуватиме гостро-гребеневу хвилю з

амплiтудою, меншою за граничну хвилю Стокса, i кутом на гре-

бенi, можливо, меншим за 120◦. Остаточне i строге обґрунтування

цiєї гiпотези, а також природа нерегулярних розв’язкiв, вимагають

подальшого дослiдження.

2.3.14. Гравiтацiйно-капiлярнi хвилi. На завершення зроби-

мо зауваження щодо впливу поверхневого натягу на розглянуту

вище теорiю гравiтацiйних хвиль. Як було зазначено в роздiлi

2.2.6, поверхневий натяг вiдiграє суттєву роль для ефектiв на вiд-

станях до 0.01÷ 0.1 м. Тому, хоча для процесу розповсюдження

метрових i довших хвиль поверхневий натяг в цiлому не суттєвий,

для локальних явищ, таких як, наприклад, формування гостро-

гребеневих хвиль, вiн стає визначальним. Так, для гравiтацiйно-

капiлярних хвиль (слабкий вплив поверхневого натягу) замiсть

120◦ кута гребiнь граничної хвилi має бульбашкоподiбну форму,

як показали Дубiан i Харiф [65] (1996 р.), проте цей ефект носить

локальний характер, i гребiнь в цiлому має загострену форму. Це

є наслiдком присутностi другої похiдної профiлю вiльної поверхнi

в граничнiй умовi, див. формулу (71), що згладжує всi особли-

востi. Детальне вивчення гравiтацiйно-капiлярних та капiлярних

хвиль лежить за межами обсягу даного огляду, стан дослiджень

цiєї проблеми добре описали Дубiан i Харiф [66] (1997 р.) (нескiн-

ченна глибина) i Дубiан та iн. [67] (2000 р.) (скiнченна глиби-

на). Бiльш раннi результати розглянутi в оглядi Шварца i Фентона

[153] (1982 р.). Зауважимо лише, що задача про капiлярнi хви-
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лi (без врахування сили тяжiння) має точний розв’язок в термiнах

елiптичних функцiй, як встановили Креппер [63] (1957 р.) (нескiн-

ченна глибина) i Кiннерслi [87] (1976 р.) (скiнченна глибина).

З зазначеного зрозумiло, що правильний опис локальної по-

ведiнки поблизу гребенiв хвиль граничної та майже граничної

амплiтуди вимагає врахування поверхневого натягу, i задача про

120◦ кут у хвилi граничної форми носить скорiше академiчний ха-

рактер. Тим не менше, навiть ця задача має ще ряд невирiшених

питань, на котрих i було зосереджено даний огляд, i без розумiння

яких неможливо з впевненiстю аналiзувати бiльш складнi моделi

розповсюдження хвиль на поверхнi рiдини.

Висновки

У даному оглядi розглянуто канонiчну (найпростiшу) модель

гiдродинамiки для вивчення двовимiрних прогресивних перiодич-

них гравiтацiйних (що розповсюджуються лише пiд дiєю сили тя-

жiння) хвиль сталої форми на поверхнi рiдини довiльної сталої

глибини. Наближення канонiчної моделi такi: (i) рiдина вважа-

ється iдеальною (нехтуються ефекти в’язкостi й теплопровiдно-

стi) i нестисливою; (ii) рух рiдини потенцiальний (безвихровий);

(iii) атмосферний тиск вважається сталим на всiй вiльнiй поверх-

нi та нехтується рух повiтря над рiдиною; (iv) нехтується вплив

поверхневого натягу та оточуючого середовища.

В першому пiдроздiлi в межах наближень канонiчної моделi

одержанi рiвняння руху гравiтацiйних хвиль. Це є рiвняння Ла-

пласа в усiй областi, що зайнята рiдиною; граничнi умови то-

го, що дно i вiльна поверхня є лiнiями струму (остання носить

назву кiнематичної граничної умови); динамiчна гранична умо-

ва, що виражає сталiсть тиску на вiльний поверхнi, — рiвняння

Бернуллi. Визначенню пiдлягають потенцiал швидкостi, профiль
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вiльної поверхнi та фазова швидкiсть хвилi. Параметрами задачi є

амплiтуда (вертикальна вiдстань вiд впадини до гребеня) i довжи-

на хвилi, а також глибина рiдини. Задача ускладнюється такими

факторами: (1) рiвняння Бернуллi суттєво нелiнiйне (квадратичне

за швидкiстю), причому в загальному випадку немає малого пара-

метра; (2) граничнi умови на вiльнiй поверхнi заданi на невiдомiй

границi. Задача не має точного розв’язку в вiдомих функцiях. На

завершення розглянуто лiнiйне наближення, коли амплiтуда хвиль

нескiнченно мала порiвняно з їх довжиною, — хвилi нескiнченно

малої амплiтуди — i одержано їх закон дисперсiї.

В другому пiдроздiлi проаналiзовано наближення канонiчної

моделi. Показано, що модель з достатньою точнiстю застосовна

для опису великомасштабних хвиль метрової i бiльшої довжи-

ни. Ефекти поверхневого натягу стають важливими на масштабах

0.01÷0.1м, а ефекти в’язкостi й теплопровiдностi — на масштабах

до 0.01м. Стисливiстю рiдини можна нехтувати при швидкостях,

значно менших за швидкiсть звуку в рiдинi, а також для глиби-

ни до кiлькох сотень метрiв. Рухом повiтря можна нехтувати при

швидкостях до 10м/с. В цiлому великомасштабнi морськi й оке-

анськi хвилi задовольняють цим умовам i є реальними фiзичними

об’єктами, до яких застосовна теорiя, викладена в данiй роботi.

В третьому пiдроздiлi детально розглянуто вiдомi властивостi

гравiтацiйних хвиль скiнченної амплiтуди, коли не можна нех-

тувати нелiнiйнiстю граничних умов, та методи їх розрахунку. В

безрозмiрних змiнних задача зводиться до пошуку сiмейства дво-

параметричних розв’язкiв за безрозмiрними амплiтудою хвилi та

глибиною рiдини, вiднормованими на довжину хвилi. Для кожного

фiксованого значення глибини достовiрно вiдоме лише одне одно-

параметричне (за амплiтудою хвилi) сiмейство розв’язкiв, що но-

сить назву стоксових хвиль. Швидкiсть частинок рiдини на гребе-
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нi стоксових хвиль при збiльшеннi амплiтуди монотонно зростає

вiд нескiнченно малого значення (порiвняно з фазовою швидкiстю

хвилi) для лiнiйних хвиль до фазової швидкостi хвилi для хвилi

максимальної висоти. В цьому граничному випадку частинки рi-

дини на гребенi хвилi рухаються з тiєю ж швидкiстю, що i сама

хвиля, — утворюється точка застою (особлива точка). При цьому

гребiнь хвилi утворює 120◦ кут — гранична хвиля Стокса. Саме

вивченню властивостей сiмейства стоксових хвиль та методам їх

розрахунку присвячено значну частину третього пiдроздiлу.

Увагу також придiлено новому сiмейству наближених сингуляр-

них розв’язкiв канонiчної моделi — нерегулярним хвилям, що вiд-

мiннi вiд стоксових хвиль. Можливiсть iснування цих розв’язкiв

обумовлене квадратичною нелiнiйнiстю рiвняння Бернуллi. Роз-

глянуто можливiсть того, що нерегулярнi хвилi вiдповiдають сi-

мейству гостро-гребеневих хвиль, якi за своїми властивостями по-

дiбнi до граничної хвилi Стокса, але мають меншу амплiтуду.

Нарештi, окреслено напрямки подальшого розвитку гiдродина-

мiки хвиль на водi, включаючи нестiйкостi хвиль, гравiтацiйно-

капiлярнi та тривимiрнi хвилi.

Автор щиро вдячний своєму науковому керiвнику Василю Пе-

тровичу Лукомському, без настанов, iдейних порад та допомо-

ги якого ця робота не була б написана. Автор висловлює велику

подяку професору Крiстiану Харiфу та Марку Французу за

плiдну спiвпрацю та опiку пiд час свого вiзиту до Iнституту нерiв-

новажних процесiв (Institut de Recherche sur les Phénomènes Hors

Equilibre), Марсель, Францiя, влiтку 2002 року в межах мiжнарод-

ної програми INTAS для молодих вчених, а також за забезпечення

автора переважною частиною з потрiбної для цього огляду лiте-

ратури. Нарештi, моя щира подяка Дiдьє Кламонду за цiкавiсть,
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яку вiн проявив до робiт автора, плiдне обговорення рiзних пи-

тань розповсюдження хвиль на водi та забезпечення автора по-

трiбною лiтературою. Автор вдячний INTAS за трирiчну фiнансо-

ву пiдтримку проекту “Хвилi великої амплiтуди: сильно нелiнiйнi

поверхневi хвилi в океанi”, результатом виконання якого i стала

дана робота.
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