
РОЗДIЛ 1
НЕЛIНIЙНI КОЛИВАННЯ

В. П. Лукомський, I. С. Ганджа

Вступ

ХХ столiття, що минуло, докорiнно змiнило уявлення науки про

оточуючий свiт, вiдкривши в фiзицi й математицi новi горизонти

та напрями дослiджень. Одним з таких напрямкiв є дослiджен-

ня нелiнiйних явищ, що є невiд’ємною ознакою сучасних науко-

вих проблем. Одним з головних типiв нелiнiйного руху, що спо-

стерiгається в природi, є перiодичнi коливання. До них зводять-

ся рiзноманiтнi процеси в багатьох областях фiзики, математики,

бiофiзики, хiмiї тощо, кожного разу пiдкреслюючи особливу роль

коливань. Саме тому дослiдження коливальних процесiв займає

одне з ключових мiсць у сучасному природознавствi. Теоретичне

вивчення перiодичних коливань зводиться до дослiдження вiдпо-

вiдної математичної моделi. Зокрема, коливання з одним степенем

вiльностi, якi розглядатимемо надалi, описуються звичайними ди-

ференцiальними рiвняннями другого порядку.

Класифiкацiї вiдповiдних осциляторних задач присвячено пер-

ший пiдроздiл даної роботи. Для лiнiйних коливань справджується

принцип суперпозицiї, який дозволяє побудувати загальний роз-

в’язок довiльного лiнiйного диференцiального рiвняння. Сучасна

ж фiзика є наукою суттєво нелiнiйних явищ, якi можна описати ли-

ше за допомогою нелiнiйних рiвнянь. Нелiнiйнiсть призводить до

незастосовностi принципу суперпозицiї, разом з усiма основани-



12 Роздiл 1. Нелiнiйнi коливання

ми на ньому методами побудови загального розв’язку. Тому лише

для дуже вузького класу нелiнiйних рiвнянь вдається побудувати

точний розв’язок у вiдомих функцiях. У всiх iнших випадках ви-

користовуються наближенi методи побудови розв’язкiв нелiнiйних

диференцiальних рiвнянь.

Наближенi методи подiляються на чисельнi та аналiтичнi. Ча-

сово-рiзницевi чисельнi методи (Рунге-Кутта, Адамса тощо) за-

стосовнi для розв’язку широкого класу рiвнянь. Вони стали ефек-

тивним засобом з розвитком комп’ютерної технiки. Недолiком чи-

сельних методiв є те, що за набором чисельних даних важко ви-

вчати загальнi закономiрностi розв’язку. Принциповою ж пробле-

мою є те, що згаданi методи спроможнi вiдшукати лише стiй-

кi розв’язки, проте як нестiйкi розв’язки є вкрай важливими для

розумiння природи коливальних процесiв, зокрема, рiзноманiтних

бiфуркацiйних явищ. Внаслiдок цього постає необхiднiсть у роз-

робцi нових аналiтичних методiв побудови наближених розв’язкiв

диференцiальних рiвнянь. Класичнi аналiтичнi методи базуються

на теорiї збурень по малому параметру нелiнiйностi [8]. Одним

з варiантiв методiв збурень є асимптотичнi методи нелiнiйної ме-

ханiки [1], якi дають змогу дослiдити достатньо широкий клас

нелiнiйних коливальних систем, що мають малий параметр нелi-

нiйностi. Такi системи зазвичай називаються слабо нелiнiйними.

Проте сьогоднi постає багато задач, в яких не можна вважати

нелiнiйнiсть малою. Такi задачi втiлюються в сильно (або суттє-

во) нелiнiйнi рiвняння, де нелiнiйнi доданки за своєю величиною

порiвнянi з лiнiйними, або навiть їх переважають. В цьому ви-

падку мають бути застосованi методи зовсiм iншої будови, що не

основанi на припущеннi про малiсть нелiнiйностi. Саме на таких

методах зосереджено другий пiдроздiл роботи. При вивченнi пе-

рiодичних процесiв розв’язок шукають в класi перiодичних функ-
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цiй. Одним з найефективнiших методiв, придатних як для слабо,

так i сильно нелiнiйних рiвнянь, є метод гармонiчного балансу(
див., наприклад, [78, с. 81–93]

)
, який також називають методом

Гальоркiна [6]. В методi гармонiчного балансу перiодичний роз-

в’язок задається у виглядi ряду Фур’є, збiжного незалежно вiд ве-

личини нелiнiйностi, i в якому враховується лише скiнченне (як

правило, незначне) число гармонiк.

При вивченнi квазiгармонiчних коливань, тобто коливань, у

яких амплiтуди гармонiк монотонно (i досить швидко) спадають

з ростом їх номера, використовується метод рiвномiрних розкла-

дiв [50]. У цьому методi пропонується подальший асимптотичний

розклад частоти та амплiтуд гармонiк коливань по малому пара-

метру, пов’язаному не з нелiнiйнiстю, а з вiдношенням амплiтуд

вищих гармонiк до амплiтуди головної гармонiки.

Нарештi, в третьому пiдроздiлi на прикладi осцилятора Дюф-

фiнга з жорсткою нелiнiйнiстю розглянуто явища резонансiв, суб-

гармонiчнi коливання, каскади подвоєння перiоду та хаотичнi ко-

ливання.

1.1. Класифiкацiя осциляторних задач

1.1.1. Вiльнi коливання. Вiльнi незатухаючi коливання вини-

кають в консервативних системах i описуються таким рiвнянням

руху для динамiчної змiнної u (другий закон Ньютона):

ü+
∂V(u)

∂u
= 0, u(0) = x0, u̇(0) = y0, (1)

де V(u) — зовнiшнiй потенцiал. Визначенню пiдлягає частота ко-

ливань ω , тодi як амплiтуда коливань визначається початковою

умовою.

Одним з найпростiших нелiнiйних рiвнянь, що описує вiльнi

коливання в консервативнiй системi, є рiвняння Дюффiнга
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ü+α1 u+α3 u3 = 0. (2)

Випадок α1 > 0, α3 > 0 називається випадком жорсткої нелiнiй-

ностi, а випадок α1 > 0, α3 < 0 — випадком м’якої нелiнiйностi.

Для рiвняння Дюффiнга безпосереднiм iнтегруванням можна явно

одержати точний розв’язок в термiнах елiптичних функцiй Якобi,

який наведено в табл. 1 для всiх можливих значень дiйсних коефi-

цiєнтiв α1, α3.

На вiдмiну вiд лiнiйних коливань, нелiнiйнiсть призводить до

залежностi частоти коливань вiд амплiтуди [50, с. 368]:

ω =
√

α1

(
1+

3α3

2α1
a2− 15α2

3

16α2
1

a4+ . . .

)
,

де a — амплiтуда першої гармонiки коливань (див. табл. 1).

Задачi на вiльнi коливання виникають в багатьох роздiлах фiзи-

ки, зокрема:

1. Гiдродинамiка. Еволюцiя обвiдної цугу хвиль сталої форми в

межах нелiнiйного рiвняння Шредiнгера описується рiвнянням

Дюффiнга з α1 > 0, α3 > 0 [79, с. 16].

2. Нелiнiйна оптика. Квантовий ангармонiчний осцилятор визна-

чає вiдгук нелiнiйного середовища на електромагнiтне випромi-

нювання i також описується рiвнянням Дюффiнга [53].

3. Фiзика твердого тiла. Явище термiчного розширення твердих

тiл обумовлюється нелiнiйнiстю потенцiалу Ленарда-Джонса

V(u) =−u−6+u−12

мiжйонної взаємодiї [5, с. 408].

1.1.2. Вимушенi коливання. Це незатухаючi коливання, що

вiдбуваються в неконсервативних системах за рахунок зовнiшньо-

го джерела енергiї (накачки) i описуються рiвнянням

ü+gu̇+
∂V(u)

∂u
= 2F cosω t, u(0) = x0, u̇(0) = y0, (3)
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Рис. 1. Основний резонанс, гiстерезис та супергармонiчнi резонанси у
вимушеному рiвняннi Дюффiнга (a≡ |u1| — амплiтуда першої гармонiки;
|u3| — амплiтуда третьої гармонiки; N — число гармонiк, враховане в ме-
тодi рiвномiрних розкладiв, див. роздiл 1.2.3; чисельно точний розв’язок:
метод гармонiчного балансу N = 101).

де F i ω — вiдповiдно амплiтуда i частота зовнiшньої перiодичної

сили. Тут ми розглядаємо найпростiший випадок залежностi сили

тертя вiд швидкостi — лiнiйну залежнiсть: Fтр =−gu̇, g = const—

коефiцiєнт тертя. Частота коливань обумовлюється частотою на-

качки ω , а визначенню пiдлягає амплiтуда вимушених коливань.

Спектр коливань в лiнiйному наближеннi складається з єди-

ної частоти, рiвної зовнiшнiй частотi ω . При певних значеннях ω
амплiтуда лiнiйних коливань рiзко зростає. Це явище називаєть-

ся основним резонансом. На вiдмiну вiд лiнiйного випадку, коли

амплiтудно-частотна залежнiсть однозначна, нелiнiйнiсть призво-

дить до неоднозначностi розв’язку, що проявляється в явищi гi-

стерезису. Гiстерезис — рiзка змiна характеристик системи при
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плавнiй змiнi керуючого параметру (наприклад, частоти накачки

ω). Рисунок 1 показує явище гiстерезису для рiвняння Дюффiн-

га в областi основного резонансу (ω & 2). При зменшеннi частоти

ω зовнiшньої сили зi стану 1 до стану 2 вiдбувається перекид

2–4 системи на iншу гiлку розв’язку. При цьому амплiтуда коли-

вань рiзко зростає. Навпаки, при збiльшеннi частоти зi стану 4 до

стану 3 вiдбувається перекид 3–1, який супроводжується рiзким

зменшенням амплiтуди коливань.

Гiстерезис вiдбувається внаслiдок того, що гiлка 2–3 розв’яз-

ку є нестiйкою — вона не реалiзується на практицi. Такi нестiйкi

“гiстерезиснi” стани називатимемо метастабiльними. При збiль-

шеннi частоти ω в точцi 2 виникають двi гiлки розв’язкiв: одна

(2–1) — стiйка, а друга (2–3) — нестiйка (те ж саме вiдбувається

в точцi 3 при зменшеннi частоти). Подiбнi якiснi змiни поведiнки

динамiчної системи називаються бiфуркацiями (що перекладаєть-

ся з латинi як “двi гiлки”) [69, с. 159]. Бiфуркацiя, коли одночасно

виникають новi стiйкий та нестiйкий розв’язки (як це вiдбувається

на рис. 1 в точках 2 i 3), називається бiфуркацiєю згину (або бiфур-

кацiєю сiдло-вузел)1 [69, с. 161–162]. Другий розповсюджений тип

бiфуркацiй — це бiфуркацiя перекиду (або бiфуркацiя вил)2, коли

стiйкий розв’язок втрачає свою стiйкiсть, i при цьому збуджують-

ся два нових стiйких розв’язки [69, с. 162–164].

Нелiнiйнiсть призводить до генерацiї кратних гармонiк з часто-

тами nω — супергармонiк. Вiдповiдно мають мiсце явища супер-

гармонiчних резонансiв, коли вiдбувається рiзке зростання амплi-

туди однiєї з супергармонiк. На рис. 1 супергармонiчний резонанс

третього порядку (третя гармонiка перевищує першу) вiдбувається

в областi частот 1. ω . 1.5. При 0.75. ω . 1 має мiсце супергар-

1fold or saddle-node bifurcation (англ.)
2flip or pitchfork bifurcation (англ.)
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монiчний резонанс п’ятого порядку (п’ята гармонiка перевищує

першу) i так далi.

При певних значеннях керуючих параметрiв можуть також збу-

джуватись субгармонiки на частотах ω/n (вiдповiдно рiзке зро-

стання субгармонiк називається субгармонiчним резонансом). Новi

гармонiки можуть збуджуватись двома рiзними шляхами. Коли в

точцi бiфуркацiї гармонiки мають нульову амплiтуду, то збуджен-

ня називається м’яким, а вiдповiдна бiфуркацiя — суперкритич-

ною (або неперервною). Iнакше, коли при переходi через точку

бiфуркацiї стрибком виникають гармонiки скiнченної амплiтуди,

збудження називається жорстким, а вiдповiдна бiфуркацiя — суб-

критичною (або розривною) [69, с. 160].

Оскiльки рiвняння (3) описує коливання системи пiд дiєю зов-

нiшньої перiодичної сили, його стацiонарнi розв’язки не залежать

вiд початкових умов {x0, y0} (як це має мiсце у випадку вiльних

коливань). Початковi умови визначають лише те, який стацiонар-

ний стан з усiх можливих обере осцилятор по закiнченнi пере-

хiдного руху (при t → ∞). Зауважимо також, що не всi початковi

умови ведуть до перiодичного стацiонарного руху. Загалом у не-

лiнiйних системах iснує три види просторово обмеженого стацiо-

нарного руху: перiодичний, квазiперiодичний та хаотичний [48].

Квазiперiодичний рух виникає в системах, де є двi або бiльше

керуючих частот, вiдношення яких є iррацiональним числом. Це

можуть бути (i) системи з багаточастотною накачкою або (ii) такi

системи з одночастотною накачкою, що допускають граничнi ци-

кли (див. роздiл 1.1.3). Системи виду (3) не допускають граничнi

цикли, тому квазiперiодичний рух в них неможливий. Таким чи-

ном, для рiвняння (3) початковi умови можуть привести лише до

перiодичних або хаотичних коливань.

Хаотичнi коливання (динамiчний хаос) — це обмежений стоха-
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стичний неперiодичний рух у детермiнованих системах, що ха-

рактеризується рядом визначальних ознак [7, 11]:

1. На малих часових масштабах (порiвняних з перiодом накачки)

спектр хаотичного сигналу має шумоподiбний вигляд.

2. Траєкторiя хаотичного руху суттєво залежить вiд початкових

умов. Вiдстань мiж двома траєкторiями збiльшується згiдно закону

∆r(t) = ∆r |t=0 eλ (t) · t, (4)

де величина λ > 0 називається показником Ляпунова. Нескiнчен-

но близькi початковi умови призводять до цiлком рiзних траєкто-

рiй руху. Iншими словами, невизначенiсть (похибка) в початкових

умовах експоненцiально зростає з часом. Це призводить до втрати

системою iнформацiї про початковi умови. Питання накопичення

чисельних помилок при розрахунку хаотичних траєкторiй добре

описанi в роботi [64].

3. Хаотична динамiка зберiгає строгий внутрiшнiй порядок, що

описується фрактальними структурами. Фрактальний об’єкт, що

утворює хаотична система в фазовому просторi {u, u̇}, називаєть-

ся дивним (або хаотичним) атрактором.

Динамiчний хаос є джерелом невпорядкованого руху в повнi-

стю детермiнованих системах. Це означає, що нелiнiйнi диферен-

цiальнi рiвняння можуть мати обмеженi неперiодичнi розв’язки,

що поводять себе випадковим чином, хоча в рiвняннях руху вiд-

сутнi випадковi члени. Мабуть, найвiдомiшим прикладом хаотич-

ного руху є турбулентнiсть в рiдинах. Турбулентнiсть була вiдома

задовго до того, як з’явилося поняття динамiчного хаосу, i зараз

переосмислюється з точки зору хаотичної динамiки [2]. Зрозумi-

ло, що хаотичнi режими є вкрай небажаними при роботi рiзно-

манiтних коливальних механiзмiв, тому необхiднi методи оцiнки

значень параметрiв, при яких можливий хаотичний рух.
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Найбiльш розповсюдженим шляхом переходу до динамiчного

хаосу є нескiнченна послiдовнiсть бiфуркацiй подвоєння перiоду

(збудження субгармонiк вдвiчi меншої частоти) [7, с. 64–65]. На

сьогоднi цей сценарiй переходу до хаосу детально вивчений на

прикладi дискретних вiдображень — значно простiших систем за

диференцiальнi рiвняння виду (3). Одновимiрнi вiдображення за-

даються iтерацiйним процесом

xn+1 = f (xn; µ), (5)

де µ — керуючий параметр. Вiдображення з f = µxn(1−xn) нази-

вається логiстичним. Для таких систем Фейгенбаум [22] (1978 р.)

встановив унiверсальний закон переходу до хаосу. Пiзнiше з’ясу-

валось, що унiверсальнiсть переходу до хаосу спостерiгається для

великої кiлькостi iнших систем
(
Фейгенбаум [23], 1980 р.

)
. Нехай

µn — послiдовнiсть значень керуючого параметра, коли вiдбува-

ються бiфуркацiї подвоєння перiоду. Вiдстань мiж послiдовними

бiфуркацiями наближається до унiверсальної сталої

δ = lim
n→∞

µn−µn−1

µn+1−µn
= 4.6692016091. . . , (6)

що називається числом Фейгенбаума. Стала δ має значення (6) для

всiх одновимiрних вiдображень f (x) з одним, причому локаль-

но квадратичним, максимумом [69, с. 27]. Iнакше δ може прий-

мати й iншi значення (див. http://mathworld.wolfram.com/
FeigenbaumConstant.html). Для коливальних систем, що опи-

суються диференцiальними рiвняннями другого порядку, аналiз

переходу до хаосу вимагає значно бiльших обчислювальних ре-

сурсiв. На сьогоднi вдається розрахувати лише кiлька перших на-

ближень до сталої δ . Зокрема, Ван Дурен [76] (1999 р.) проробив

це для рiвняння Дюффiнга з двоямним потенцiалом, одержавши

δ ≈ 4.66. В роботi [26] для нелiнiйного осцилятора з вимушу-

ючою силою у виглядi дельта-функцiї вiд косинусоїди одержано
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δ ≈ 4.669.

Кiлькiсно вiдрiзнити хаотичний рух вiд перiодичного можна за

знаком показника Ляпунова λ [7, с. 197–199]. Згiдно означення (4)

локальним показником Ляпунова є величина

λ (t) = lim
∆ t→0

(
1
∆t

ln
∆r(t+∆ t)

∆r(t)

)
. (7)

Локальний показник Ляпунова змiнюється з часом. Для кiлькiс-

ної ж характеристики регулярностi
/
хаотичностi руху використо-

вується глобальний показник Ляпунова — усереднений за часом

локальний показник [69, с. 105]:

λ = lim
T→∞

1
T

∫ T

0
λ (t) dt =

1
∆ t

lim
N→∞

1
N

N

∑
n=1

ln
∆r(tn+1)
∆r(tn)

, tn+1− tn = ∆ t. (8)

При λ < 0 рух перiодичний, а при λ > 0 — хаотичний. Значення

λ вiдповiдно визначає степiнь регулярностi
/
хаотичностi руху. На

основi формули (8) iснує дуже простий метод чисельного обчи-

слення показника Ляпунова [69, с. 116–117]:

1. У фазовому просторi обираються довiльна початкова умова

r = r0 та друга початкова умова r = r0+∆r0, розташована на малiй

вiдстанi ∆r0≡ |∆r0| в довiльному напрямi вiд першої. При машин-

нiй точностi 10−16 як правило вистачає ∆r0 = 10−10. Розпочинаєть-

ся цикл n = 1.

2. Через визначений промiжок часу ∆ t (наприклад, перiод виму-

шуючої сили) для кожної початкової умови визначаються поло-

ження системи r = rn та r = rn +∆rn.

3. Положення другої траєкторiї змiнюється з rn + ∆rn на rn +(
∆r0

/
∆rn

)
∆rn. Це є принциповий крок, що на початку кожної iте-

рацiї залишає другу орбiту на вiдстанi ∆r0 вiд першої, але орiєнтує

її в напрямi максимального вiддалення.
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4. Величина ln
(
∆rn

/
∆r0

)
додається до поточного значення серед-

нього (8), i цикл повертається до пункту 2. Розрахунок закiнчуєть-

ся пiсля того, як середнє з достатньою точнiстю застабiлiзується.

Збiжнiсть можна дещо покращити, якщо з середнього виключити

деяке число початкових iтерацiй, де орбiти ще не до кiнця заста-

бiлiзувались на атракторi.

На завершення виокремимо деякi областi фiзики, де часто ви-

никають задачi на вимушенi коливання:

1. Нелiнiйна оптика. Генерацiя кратних гармонiк у нелiнiйному

кристалi пiд дiєю лазерного випромiнювання обумовлена нелiнiй-

нiстю поляризацiї за напруженiстю електричного поля [17, с. 1434].

При цьому найбiльшi iнтенсивностi кратних гармонiк одержують-

ся в областях супергармонiчних резонансiв.

2. Радiоелектронiка. Коливання в електричному колi, що включає

iндуктивнiсть з нелiнiйною кривою намагнiченостi сердечника

[10, с. 131–145].

3. Гiдродинамiка. Найбiльш розповсюджений вiдгук рiдинного ре-

зонатора [59], коли рiдина коливається з власними модами, подiб-

ний до вiдгуку рiвняння Дюффiнга з вимушуючою силою.

1.1.3. Автоколивання. Дiя джерела енергiї на осциляторну си-

стему може вiдiгравати роль “вiд’ємного” тертя, що компенсує

справжнє (додатнє) тертя, викликане дисипативними силами. Не-

затухаючi коливання, що при цьому можуть виникнути, назива-

ються автоколиваннями [1, с. 21–22]. Пiд час автоколивань непе-

рiодичне джерело енергiї вимушує систему перейти до стану ста-

цiонарного перiодичного коливання. Цей стацiонарний стан нази-

вається граничним циклом i характеризується сталою амплiтудою i

фазою незалежно вiд початкових умов. Визначенню пiдлягають як

частота, так i амплiтуда граничного циклу, що ускладнює задачу
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Рис. 2. Граничний цикл рiвняння Ван дер Поля при ε = 1 (N = 2N1+1 —
число гармонiк, враховане в методi рiвномiрних розкладiв, роздiл 1.2.3).

порiвняно з вiльними та вимушеними коливаннями, де один з цих

параметрiв (вiдповiдно або амплiтуда, або частота) вiдомi.

Для того, щоб бути автоколивальною, система має складатись з

чотирьох пiдсистем: 1) осциляторна система; 2) джерело енергiї;

3) додатнiй зворотнiй зв’язок, що забезпечує взаємодiю мiж осци-

ляторною системою та джерелом енергiї, в результатi чого в ос-

циляторнiй системi компенсуються втрати на тертя; 4) обмежувач

амплiтуди, що переводить коливання до стацiонарного стану. Об-

межувач амплiтуди має бути обов’язково нелiнiйним елементом. З

цiєї причини автоколивання завжди описуються нелiнiйними ди-

ференцiальними рiвняннями.

Автоколивання широко розповсюдженi в природi, їх математич-
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нi моделi вивчаються в рiзних галузях науки й технiки, зокрема:

1. Радiоелектронiка. Коливання в ламповому генераторi опису-

ються вiдомим рiвнянням Ван дер Поля [1, с. 23–25]

ü− ε
(
1−u2) u̇+u = 0, (9)

де u — безрозмiрна напруга, ε — стала, що залежить вiд параметрiв

системи. Граничний цикл рiвняння Ван дер Поля зображено на

рис. 2.

2. Бiологiя та екологiя. Модель хижак-жертва, що описує динамiку

популяцiй, у найпростiшому випадку задається рiвняннями Лотки-

Вольтерра [62] {
ẍ1 = k1x1−k2x1x2,

ẍ2 = k2x1x2−k3x2,

де x1 i x2 — вiдповiдно популяцiї жертв та хижакiв.

3. Астрофiзика. Модель радiальної пульсацiї зiрок описується уза-

гальненим рiвнянням Ван дер Поля [13]

ÿ+y =
2βε

3

(
y2+ ẏ2+

3
2β

(
1−y2)ẏ

)
+

2β 2ε2

3

(
7
9

y2+ ẏ2
)

y.

1.2. Методи дослiдження нелiнiйних коливань

1.2.1. Теорiя збурень. Розвинуто багато методiв для пошуку

наближених розв’язкiв нелiнiйних диференцiальних рiвнянь. Бiль-

шiсть з них — це класичнi методи теорiї збурень, що застосовнi ли-

ше до слабо нелiнiйних систем, де нелiнiйнi члени малi порiвня-

но з лiнiйними. Методи збурень включають метод Лiнштедта-Пу-

анкаре, метод усереднення Крилова-Боголюбова-Митропольсько-

го (КБМ), метод багатьох масштабiв тощо [1, 8]. Кожен з них ха-

рактеризується розкладами невiдомих змiнних у степеневi ряди

по малому параметру ε , що зазвичай пропорцiйний до нелiнiйно-

го доданку в рiвняннi руху:
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u(t) =
∞

∑
n=0

u(n)(t) = u(0)(t)+ ε u(1)(t)+ ε2u(2)(t)+ . . . . (10)

Ця процедура приводить до системи лiнiйних диференцiальних

рiвнянь, що розв’язуються послiдовно. Розв’язок u(0)(t) лiнеари-

зованої задачi забезпечує початкове наближення для врахування

малого збурення нелiнiйностi, при цьому можливi рiзнi пiдходи

до знищення виникаючих секулярних членiв. (Секулярнi члени —

це пропорцiйнi до часу нефiзичнi доданки, що призводять до ча-

сової розбiжностi теорiї збурень.)

У методi багатьох масштабiв рух системи роздiляється на швид-

кий й повiльний. Для цього вводяться незалежнi часовi масштаби,

що визначають рiзнi за швидкiстю рухи системи, а саме:

T0≡ t, T1 = ε t, T2 = ε2t, . . . .

Тодi час t вважається функцiєю цих часових масштабiв, i оператор

диференцiювання розкладається в такий степеневий ряд:

d
dt

= D0+ εD1+ ε2D2+ . . . , Dn≡ ∂
∂Tn

.

Розклад похiдної є визначальним кроком методу багатьох масшта-

бiв, оскiльки дозволяє знищити секулярнi доданки в рiвняннях

збурень [8, с. 133–139]. Детальному аналiзу методу багатьох мас-

штабiв присвячено зокрема роботи [36, 37].

У методi КБМ похiднi амплiтуди a першої гармонiки коливань i

фази ψ = ω t+ϕ також розкладаються в степеневi ряди додатково

до розкладу (10):



da
dt

= εA1(a)+ ε2A2(a)+ . . .

dψ
dt

= ω + εB1(a)+ ε2B2(a)+ . . . .

(11)

Розклади (11) припускають, що амплiтуда i фаза повiльно змiню-

ються з часом: ȧ = O(ε), ψ̇ = O(ε). Отже, вони можуть бути усе-
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редненi за перiодом коливань, звiдки визначаються коефiцiєнти An

i Bn, та знищуються секулярностi. Нещодавно було показано, що

методи КБМ та багатьох масштабiв еквiвалентнi [39].

Використання методiв збурень зазвичай обмежене другим на-

ближенням внаслiдок їх громiздкостi та вiдсутностi регулярного

алгоритму отримання вищих наближень. Один з шляхiв узагаль-

нення класичних слабо нелiнiйних методiв для сильно нелiнiй-

них систем був запропонований в роботах [18, 19, 63]. Голов-

на iдея — ввести новий параметр α(ε) замiсть параметра ε ма-

лої нелiнiйностi так, щоб ряди збурень по параметру α(ε) збiга-

лись при будь-яких ε . Таким чином сильно нелiнiйна задача за

параметром ε зводиться до слабо нелiнiйної задачi за параметром

α(ε). У випадку рiвняння Дюффiнга з α1 = 1, α3 = ε параметр

α(ε) = εa2
/
(1+ 3εa2), де a — амплiтуда першої гармонiки [19].

Головним недолiком даного пiдходу є вiдсутнiсть регулярного ал-

горитму знаходження параметру α(ε) в загальному випадку.

1.2.2. Метод гармонiчного балансу. Для вивчення сильно не-

лiнiйних коливань мають застосовуватись методи iншої будови,

нiж методи збурень. Метод гармонiчного балансу мабуть є най-

бiльш простим та ефективним пiдходом для розрахунку стацiо-

нарних перiодичних вiдгукiв сильно нелiнiйних систем. Ознакою

цього методу є те, що вигляд розв’язку задається a priori. Як при-

клад розглянемо вимушенi коливання осцилятора з довiльною по-

лiномiальною нелiнiйнiстю i накачкою на частотi ω:

ü+gu̇+
P

∑
p=1

αp up = 2F cosω t, u(0) = x0, u̇(0) = y0; (12)

де αp, x0, y0 — довiльнi дiйснi сталi; g, F, ω — додатнi дiйснi сталi;

1 6 P < ∞.

Нехай u(0)(t) — деякий стацiонарний перiодичний розв’язок рiв-
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няння (12), що описує коливання, чий перiод рiвний перiоду зов-

нiшньої сили T = 2π
/

ω . Такi коливання називаються супергармо-

нiчними або ультрагармонiчними [10, с. 146], оскiльки окрiм го-

ловної гармонiки на частотi накачки ω вони можуть мiстити лише

гармонiки на частотах, що кратнi ω , — супергармонiки. У методi

гармонiчного балансу цей розв’язок задається у виглядi обрiзаного

ряду Фур’є

u(0)(t) =
N

∑
n=−N

u(0)
n einω t, u(0)

−n≡ u(0)
n
∗
, (13)

де N — номер найвищої гармонiки, що враховується в наближе-

ному розв’язку; (∗) — комплексне спряження; риска згори означає,

що розв’язок стацiонарний — в цьому випадку амплiтуди його гар-

монiк не залежать вiд часу.

Пiсля пiдстановки розкладу (13) в рiвняння руху (12) одержимо

систему нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь для невiдомих коефiцi-

єнтiв u(0)
n :

fn(ω) u(0)
n +

P

∑
p=1

αp
(
u(0)p)

n = Fδ |n|,1, |n|= 0, N, (14)

де fn(ω) =−n2ω2+ignω ,

δn, k =

{
1, n = k,

0, n 6= k,
(15)

є дельтою Кронекера. Система рiвнянь (14) розв’язується чисель-

но, наприклад, методом Ньютона. При цьому рiвняння та невiдомi

зручнiше роздiлити на дiйсну та уявну частини.

Коефiцiєнти
(
u(0)p)

n рекурентно виражаються через коефiцiєн-

ти u(0)
n , використовуючи наступнi спiввiдношення. Нехай функцiї

u(t) i v(t), що мають однаковий перiод, та їх добуток апроксиму-

ються такими обрiзаними рядами Фур’є:
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u(t) =
Nu

∑
n=−Nu

un einω t; v(t) =
Nv

∑
n=−Nv

vn einω t;

u(t) ·v(t) =
Nu+Nv

∑
n=−(Nu+Nv)

(uv)n einω t.

Тодi коефiцiєнти (uv)n виражаються через un i vn, а саме:

u(t) ·v(t) =
Nu

∑
n1=−Nu

Nv

∑
n2=−Nv

un1 vn2 ei(n1+n2)ω t =
∣∣∣∣

n1+n2=n

n2=n−n1

∣∣∣∣ =

Nu

∑
n1=−Nu

n1+Nv

∑
n=n1−Nv

un1 vn−n1 einω t =

Nu+Nv

∑
n=−(Nu+Nv)

(
min(Nu, n+Nv)

∑
n1=max(−Nu, n−Nv)

un1 vn−n1

)
einω t.

При цьому суми переставляються за такою схемою:

Nu

∑
n1=−Nu

n1+Nv

∑
n=n1−Nv

=

Nu

∑
n1=−Nu

Nu+Nv

∑
n=−Nu−Nv

θ
(
(n1+Nv)−n

)
θ
(
n− (n1−Nv)

)
=

Nu+Nv

∑
n=−Nu−Nv

Nu

∑
n1=−Nu

θ
(
(n+Nv)−n1

)
θ
(
n1− (n−Nv)

)
=

Nu+Nv

∑
n=−(Nu+Nv)

min(Nu, n+Nv)

∑
n1=max(−Nu, n−Nv)

, (16)

де

θ(x) =

{
1, x > 0,

0, x < 0,
(17)

є функцiєю Хевiсайда. Отже,

(uv)n =
min(Nu, n+Nv)

∑
n1=max(−Nu, n−Nv)

un1vn−n1, |n|= 0, Nu+Nv. (18)
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Покладаючи v ≡ up−1, p — довiльна цiла додатна степiнь, одер-

жимо рекурентнi спiввiдношення для Фур’є коефiцiєнтiв функцiї

up:

(up)n =
min(N, n+(p−1)N)

∑
n1=max(−N, n−(p−1)N)

un1(u
p−1)n−n1, |n|= 0, pN, (19)

де N = Nu. Спiввiдношення (19) може бути переписане в явному

виглядi:

(up)n =
N+

1

∑
n1=N−1

un−n1 . . .
N+

i

∑
ni =N−i

uni−1−ni . . .

N+
p−1

∑
np−1=N−p−1

unp−2−np−1unp−1, |n|= 0, pN; (20)

N−
i = max

(
ni−1−N, −(p− i)N

)
, N+

i = min
(
ni−1+N, (p− i)N

)
.

Якщо ряд Фур’є записувати через тригонометричнi функцiї, а

не комплекснi експоненти, то вiдповiднi формули для Фур’є коефi-

цiєнтiв добутку двох функцiй (якi стають значно бiльш громiздки-

ми) одержав Льюнг [47] (1991 р.). Зауважимо також, що замiсть

рекурентних формул (19) для розрахунку Фур’є гармонiк функцiй

up через гармонiки функцiї u можна використати швидке перетво-

рення Фур’є, як це роблять ряд авторiв [16, 77].

Система рiвнянь (14) при N → ∞ еквiвалентна диференцiаль-

ному рiвнянню (12), в класi перiодичних неперервних розв’язкiв

з головною гармонiкою на частотi ω (з перiодом T). Чим бiльше

число врахованих гармонiк, тим вища точнiсть апроксимацiї гар-

монiчного балансу. Збiжнiсть методу гарантується теоремою Вей-

єрштрасса [55]: нехай u(t) — неперервна перiодична функцiя з пе-

рiодом T, тодi для будь-якого ε > 0 iснує таке N(ε) i вiдповiдний

йому тригонометричний полiном
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u
(
t, N(ε)

)
= a0+

N(ε)

∑
k=1

(
akcos

2π k
T

t+bksin
2π k
T

t
)
,

що ∣∣u(t)−u
(
t, N(ε)

)∣∣ < ε.

Бiльш того, якщо перiодичний розв’язок — неперервна функцiя,

для якої визначенi всi похiднi в кожнiй точцi iнтервалу [0, T], то

коефiцiєнти ряду (13) задовольняють умовi [55, 56]:

|un|< Mθ n, M > 0, 0 < θ < 1, (21)

тобто верхнi межi для амплiтуд Фур’є гармонiк полiномiально спа-

дають з ростом номера гармонiки. Проте, це не означає, що амплi-

туди гармонiк спадають монотонно. Для того, щоб амплiтуди гар-

монiк спадали монотонно, необхiдне виконання додаткової умови

|un+1|
|un| < 1, n = 1, 2, . . . . (22)

Такi розв’язки називатимемо квазiгармонiчними, оскiльки перша

гармонiка в них домiнуюча. (Для порiвняння: розв’язки, в яких

головна гармонiка переважає вищi гармонiки настiльки, що остан-

нiми можна знехтувати, називаються гармонiчними [10, с. 131] —

вони мiстять лише одну гармонiку.) В областях резонансiв умова

(22) може порушуватись, а саме амплiтуда однiєї або кiлькох ви-

щих гармонiк можуть перевищувати амплiтуду першої гармонiки.

Метод гармонiчного балансу вiдкриває зовсiм iншу парадигму

вивчення вимушених коливальних процесiв, нiж звичайнi часово-

рiзницевi чисельнi методи, такi як методи Рунге-Кутта, Адамса

тощо
(
порiвняльний аналiз рiзних чисельних методiв проведено в

роботi [66]
)
. Часово-рiзницевi методи дозволяють для кожної по-

чаткової умови {x0, y0} знайти один стацiонарний розв’язок рiв-

няння руху (12), при цьому можна виявити лише стiйкi розв’язки.

Для знаходження всiх можливих стацiонарних розв’язкiв потрiб-
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но перебрати величезну кiлькiсть рiзних початкових умов {x0, y0},
кожен раз чекаючи, поки закiнчаться перехiднi процеси, i систе-

ма вийде на стацiонарне коливання. Окрiм незручностi перебору

рiзних початкових умов, головна технiчна проблема — накопичен-

ня з часом чисельних похибок, особливо навколо границь хаотич-

ного руху. Це все значно зменшує шанси знаходження всiх мож-

ливих стацiонарних розв’язкiв при заданих значеннях параметрiв.

Ситуацiя з методом гармонiчного балансу протилежна. Спочатку

знаходяться всi можливi стацiонарнi розв’язки (як стiйкi, так i не-

стiйкi), а лише потiм розраховуються початковi умови, необхiднi

для реалiзацiї кожного зi стiйких розв’язкiв. Нестiйкi розв’язки

використовуються для бiфуркацiйного аналiзу. Це значно спрощує

вивчення можливих коливальних рухiв системи. Зауважимо, що

нестiйкi розв’язки можна одержувати i в межах iншого пiдходу —

методу стрiльби [61, 76].

Одним з недолiкiв методу гармонiчного балансу є те, що роз-

клад (13) не несе iнформацiю про сингулярностi в точному роз-

в’язку. Це призводить до того, що навколо особливих точок коефi-

цiєнти Фур’є з ростом свого номера спадають дуже повiльно, i

для одержання достатньої чисельної точностi необхiдно врахову-

вати занадто велике для практичних розрахункiв число гармонiк.

Тому в роботi [54] був запропонований узагальнений метод гар-

монiчного балансуметод!гармонiчного балансу!узагальнений. Iдея

узагальнення полягає в тому, що перiодичний розв’язок шукається

у виглядi Паде-апроксимацiї з рядами Фур’є в чисельнику i зна-

меннику. Тодi рiвнiсть нулю знаменника дає iнформацiю про ви-

никнення сингулярностей в точному розв’язку. Проте розрахунки

за цiєю схемою виявляються занадто громiздкими для широкого

практичного використання.
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1.2.3. Метод рiвномiрних розкладiв. Процес розв’язку систе-

ми нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь (14) методу гармонiчного ба-

лансу ускладнюється тiєю обставиною, що немає загального ме-

тоду пошуку всiх коренiв таких систем рiвнянь. Найбiльш розпо-

всюдженими чисельними методами є iтерацiйнi (методи Ньютона,

сiчних тощо). Для того, щоб здiйснити iтерацiйний процес, необ-

хiдно задати початкове наближення розв’язку. При цьому завчасно

не вiдомо, чи iтерацiї взагалi збiгатимуться до якогось розв’язку, i

якщо так, то до якого з усiх можливих розв’язкiв.

З огляду на це зручнiше мати справу з одним рiвнянням велико-

го степеня (для якого вибiр початкової умови значно спрощуєть-

ся), нiж з системою багатьох рiвнянь. Запропонований авторами

[49, 50] метод рiвномiрних розкладiвметод!рiвномiрних розкладiв

дозволяє звести рiвняння гармонiчного балансу до одного алге-

браїчного рiвняння. Головною iдеєю є використати умову (22) то-

го, що амплiтуди гармонiк квазiгармонiчного розв’язку монотонно

спадають з ростом свого номера. Це дозволяє використати вiдно-

шення амплiтуд вищих гармонiк до амплiтуди основної першої

гармонiки як формальний малий параметр:

|un+1|
|u1| ≡ |vn+1| ∼ εn,

|u2n+1|
|u1| ≡ |v2n+1| ∼ ε2n. (23)

Параметр ε вводиться лише для того, щоб згрупувати доданки од-

накового порядку. Такi параметри називаються формальними i в

остаточних рiвняннях покладаються рiвними одиницi. Метод рiв-

номiрних розкладiв дозволяє будувати наближенi стацiонарнi пе-

рiодичнi розв’язки у виглядi збiжних рядiв у всiй областi, де такi

розв’язки iснують, i справджується умова квазiгармонiчностi (22),

незалежно вiд величини нелiнiйностi. Саме це i означає термiн

“рiвномiрний”.

Подальша процедура така. Коефiцiєнти un та (up)n розклада-
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ються в степеневий ряд за формальним параметром ε . Якщо роз-

в’язок u(t) мiстить лише непарнi гармонiки, то вiдповiднi розкла-

ди в термiнах вiднормованої функцiї v(t) = u(t)
/

a, a≡ |u1|, мають

вигляд

v2n+1 = v2n+1
1

N1

∑
k=n

v2n+1, k−n ε2k =

ε2n v2n+1
1

(
v2n+1, 0+v2n+1,1 ε2+ . . .

)
, v1, k = δk, 0, (24)

(v2p+1)2n+1 = v2n+1
1

N1

∑
k=max(0, n−p)

(v2p+1)2n+1, p−n+k ε2k, (25)

де 2N1 + 1 = N. Вирази (v2p+1)2n+1, p−n+k є полiномами за коефi-

цiєнтами v2l+1, k′−l, вiдповiднi рекурентнi формули представленi в

роботi [50].

Пiсля пiдстановки розкладiв (24), (25) у систему рiвнянь гармо-

нiчного балансу (14), перегрупування порядку сумування та при-

рiвнювання коефiцiєнтiв при однакових степенях ε2k до нуля одер-

жується система лiнiйних рiвнянь для послiдовного знаходження

всiх коефiцiєнтiв v2n+1, k−n. При цьому нелiнiйним залишається

лише одне рiвняння для знаходження амплiтуди a першої гармо-

нiки. Для рiвняння Дюффiнга (P = 3, α2 = 0) з α1 = α3 = 1 це

рiвняння при N1 = 1 має вигляд

a2

(
(gω)2

(
1+

9a4

(3gω)2+β 2

)2

+

(
ω2−1−3a2+

3a4β
(3gω)2+β 2

)2
)

= F2, (26)

де β =
(
1−9ω2+6a2

)
. При фiксованих g i F рiвняння (26) лег-

ко розв’язується чисельно, тим самим одержується амплiтудно-

частотна залежнiсть a(ω). Її зображено на рис. 1. Для порiвняння

також наведено чисельно точний розв’язок, одержаний методом

гармонiчного балансу при N1 = 50 (максимальна вiдносна похиб-
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ка, формула (68), складає 10−9% при ω = 0.5). Видно, що метод

рiвномiрних розкладiв навiть при N1 = 1 добре збiгається з чи-

сельно точним розв’язком при ω > 2, тобто в областi основного

резонансу.

З iншого боку, з рис. 1 можна бачити, що метод рiвномiрних

розкладiв невiрно вiдтворює область ω < 2, де має мiсце тре-

тiй супергармонiчний резонанс. Це пов’язано з тим, що в областi

третього супергармонiчного резонансу амплiтуда третьої гармонi-

ки перевищує амплiтуду першої гармонiки, i умова квазiгармонiч-

ностi (22) не виконується. Тому в цiй областi третю гармонiку не

можна розкладати в ряд за формальним параметром ε . Отже, для

того, щоб узагальнити метод на випадок супергармонiчних резо-

нансiв, рiвномiрний розклад має проводитись для всiх гармонiк,

окрiм резонансної. Тодi система гармонiчного балансу зведеться

до системи двох рiвнянь — для першої та резонансної гармонiк.

Для випадку третього супергармонiчного резонансу таке узагаль-

нення проведене авторами в роботi [25]. Третiй супергармонiчний

резонанс рiвняння Дюффiнга, розрахований узагальненим мето-

дом рiвномiрних розкладiв, зображено на рис. 3. Зауважимо, що

хоча неузагальнений метод рiвномiрних розкладiв i не застосов-

ний до розрахунку супергармонiчного резонансу, вiн надає цiнну

iнформацiю про те, при яких значеннях параметрiв системи цей

резонанс має мiсце (див. рис. 1).

У випадку вiльних коливань (g= F = 0) залежнiсть ω2(a) одер-

жується в явному виглядi для довiльних a. Зокрема, частотний

розклад для математичного маятника
(
P1 = ∞, α2p+1 = (−1)p

(2p+1)!

)
в

другому наближеннi (N1 = 1) має вигляд [50]:

ω2 =
J1(2a)

a
+

J3(2a)(J2(2a)−J4(2a))
9J1(2a)−a(J0(2a)−J6(2a))

, (27)

де Jn — функцiя Бесселя n-ого порядку. Для порiвняння наведемо
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Рис. 3. Третiй супергармонiчний резонанс рiвняння Дюффiнга.

друге наближення методу КБМ [1, с. 64]:

ω2
II = ω2

I +
2

ω2
I a

∞

∑
n=1

(−1)nJ2n+1(2a)
(2n+1)2−1

, ω2
I =

J1(2a)
a

. (28)

Вираз (27) показує, що рiвномiрний розклад є дробово-рацiональ-

ною апроксимацiєю типу Паде. Ось чому метод може застосову-

ватись до сильно нелiнiйних систем. Бiльш того, навiть у випадку

слабо нелiнiйного математичного маятника чисельне порiвняння

виразiв (27) та (28) свiдчить про велику перевагу методу рiвно-

мiрних розкладiв [50].

Рiвномiрнi розклади застосовнi також до автоколивань [52]. Вiд-

повiдний розрахунок граничного циклу рiвняння Ван дер Поля

наведено на рис. 2.
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1.2.4. Метод гармонiчного балансу. Субгармонiчнi коливан-

ня. При певних значеннях параметрiв рiвняння руху (12) допус-

кає розв’язки з перiодами в m разiв бiльшими за перiод накачки,

m — натуральне число. Такi розв’язки називаються субгармонiч-

ними порядку m, оскiльки мiстять субгармонiки ω
/

m. Вони часто

виникають як результат нестiйкостi супергармонiчних розв’язкiв.

Розглянемо загальну схему дослiдження субгармонiчних коливань

методом гармонiчного балансу.

Нехай стацiонарний розв’язок u(0)(t), представлений розкладом

(13), вiдомий. Функцiю u(0)(t) надалi називатимемо розв’язком ну-

льового рiвня. Вiн задовольняє диференцiальне рiвняння

ü(0) +gu̇(0) +
P

∑
p=1

αp u(0)p
= 2F cosω t. (29)

Нехай u(t) — деякий iнший, не обов’язково стацiонарний, розв’я-

зок рiвняння (12). Позначимо вiдхилення цього розв’язку вiд роз-

в’язку нульового рiвня як v(t):

u(t) = u(0)(t)+v(t). (30)

Пiдстановка розв’язку (30) в початкове рiвняння руху (12), вра-

ховуючи рiвняння (29), приводить до неоднорiдного нелiнiйного

диференцiального рiвняння для вiдхилення v(t):

v̈+gv̇+
P

∑
p=1

(
αp+β (0)

p (t)
)

vp = 0, (31)

де

β (0)
p (t) =

P−p

∑
p1=1

Cp
p+p1

αp+p1 u(0)p1(t), β (0)
P (t)≡ 0, (32)

Cp
p+p1

— бiномiальнi коефiцiєнти.

Нехай v(1)(t; m) — субгармонiчний розв’язок рiвняння (31) з

перiодом mT, m — просте число (m= 2, 3, 5, 7, . . .), T — перiод
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накачки. Тодi функцiя

u(1)(t; m) = u(0)(t)+v(1)(t; m) (33)

є розв’язком початкового рiвняння (12). Такий розв’язок називати-

мемо розв’язком першого рiвня.

Обмежуючись смугою частот Nω , як у розкладi (13), вiдхилен-

ня v(1)(t; m) задаємо таким обрiзаним рядом Фур’є:

v(1)(t; m) =
mN

∑
n=−mN

v(1)
n
m

(t) ei
n
mω t, v(1)

− n
m
(t)≡ v(1)

n
m

∗
(t). (34)

Цiлi степенi vp функцiї v також задаються у виглядi обрiзаних

рядiв Фур’є:

vp(t; m) =
mpN

∑
n=−mpN

(vp) n
m

ei
n
mω t, p = 1, P. (35)

Коефiцiєнти (vp) n
m

рекурентно виражаються через коефiцiєнти v n
m
:

(vp) n
m

=
min((p−1)mN, n+mN)

∑
n1=max(−(p−1)mN, n−mN)

(
vp−1)

n1
m

vn−n1
m

, |n|= 0, mpN. (36)

Пiдстановка розкладiв (34) i (35) в рiвняння (31) приводить до

системи диференцiальних рiвнянь для коефiцiєнтiв v(1)
n
m

(t):

v̈(l1)
n
m

+
(

2i
n
m

ω +g
)

v̇(l1)
n
m

+

N+
n (1; m)

∑
n1=N−n (1; m)

((
f n1

m
+α1

)
δn, n1 +β (l0)

1,
n−n1

m

)
v(l1)

n1
m

+ (37)

P

∑
p=2

N+
n (p; m)

∑
n1=N−n (p; m)

(
αp δn, n1 +β (l0)

p,
n−n1

m

)(
v(l1)p)

n1
m

= 0, |n|= 0, mN;

β (l0)
p, n

m
=

P−p

∑
p1=1

αp+p1 Cp
p+p1

(
u(l0)p1)

n
m
, p = 1, P−1; β (l0)

P, n
m
≡ 0; (38)

f n
m

=−
(nω

m

)2
+ig

nω
m

;
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Рис. 4. Дiаграма каскадiв субгармонiчних станiв. Стани, що мiстять суб-
гармонiки порядку m зображено точками Am. : подвоєння перiоду;

: потроєння перiоду; : множення перiоду в п’ять разiв; :
множення перiоду в сiм разiв.

N−
n (p; m) = max(−mpN, n−m(P− p)N) ,

N+
n (p; m) = min ( mpN, n+m(P− p)N) ;

де в нашому випадку l0 = 0 i l1 = 1. Оскiльки розв’язок нульового

рiвня мiстить лише цiлi гармонiки, то β (0)
p, n

m
= 0, якщо n не крат-

не m. Рiвняння (37) з n кратними m описуть реакцiю розв’язку

нульового рiвня на збудження субгаромнiк порядку m. Для стацiо-

нарних розв’язкiв коефiцiєнти v(1)
n
m

не залежать вiд часу, i система

(37) перетворюється на систему алгебраїчних рiвнянь.

Використаємо описаний принцип побудови стацiонарних роз-

в’язкiв нульового та першого рiвнiв для знаходження стацiонар-

них розв’язкiв наступних рiвнiв. Дiаграму багаторiвневих каска-

дiв субгармонiчних станiв зображено на рис. 4. Точка A1 в цен-

трi кiл вiдповiдає розв’язку нульового рiвня u(0)(t). Його спектр

мiстить лише цiлi гармонiки з головною частотою ω . Розв’яз-
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ки першого рiвня u(1)(t; m) з перiодом mT, m — просте число

(m = 2, 3, 5, 7, . . .), розташованi на першому колi й представле-

нi точками Am. Далi, кожен з станiв першого рiвня Am може бути

розглянутий подiбно до стану нульового рiвня A1 для одержан-

ня станiв другого рiвня, кратнiсть яких є добутком двох простих

чисел. Такi стацiонарнi станi розташованi на другому колi. Анало-

гiчно, стацiонарнi стани, кратнiсть яких є добутком трьох простих

чисел, розташованi на третьому колi, i так далi. В такий спосiб

можна вiдслiдкувати всi можливi стацiонарнi розв’язки рiвняння

руху. Схема не є однозначною. Наприклад, стан другого рiвня A6

можна одержати двома шляхами: A1→ A2→ A6 або A1→ A3→ A6.

Отже, нехай вiдомий стацiонарний розв’язок u(l0)(t; m0) рiвня

l0 з перiодом m0T, m0 є добутком l0 простих чисел. Тодi стацiо-

нарний розв’язок u(l1)(t; m) наступного рiвня l1 = l0+1 з перiодом

mT (m= m0 r , де r — просте число) шукається як вiдхилення вiд

розв’язку u(l0)(t; m0):

u(l1)(t; m) = u(l0)(t; m0)+v(l1)(t; m). (39)

Гармонiки вiдхилення v(l1)(t; m) (пiд “гармонiками” надалi розу-

мiтимемо як гармонiки з цiлими iндексами, так i субгаромнiки з

дробовими iндексами) знаходяться з системи нелiнiйних алгебра-

їчних рiвнянь, що є стацiонарною версiєю системи (37):

N+
n (1; m)

∑
n1=N−n (1; m)

((
fn1

m
+α1

)
δn, n1 +β (l0)

1,
n−n1

m

)
v(l1)

n1
m

+ (40)

P

∑
p=2

N+
n (p; m)

∑
n1=N−n (p; m)

(
αp δn, n1 +β (l0)

p,
n−n1

m

)(
v(l1)p)

n1
m

= 0, |n|= 0, mN;

Коефiцiєнти β (l0)
p, n

m
вiдмiннi вiд нуля тiльки, якщо n кратне r , ос-

кiльки m= m0 r , i визначаються формулою (38).
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1.2.5. Стiйкiсть стацiонарних перiодичних розв’язкiв. Тео-

рiя Флоке. Для аналiзу стiйкостi стацiонарного перiодичного

розв’язку u(l0)(t; m0) рiвняння (12) використовується лiнеаризова-

на версiя рiвняння (31) (куди замiсть розв’язку нульового рiвня

можна пiдставити будь-який iнший стацiонарний розв’язок) для

нескiнченно малої варiацiї v(t) розв’язку u(l0)(t; m0):

v̈+gv̇+β (t)v = 0, β (t) = β (t+T0) = α1+β (l0)
1 (t), (41)

де T0 = 2πm0
/

ω — перiод стацiонарного розв’язку. Рiвняння (41)

називається варiацiйним. Його подальший аналiз оснований на

теорiї Флоке [24] (1883 р.) для лiнiйних диференцiальних рiвнянь

з перiодичними коефiцiєнтами. Викладемо цю теорiю, слiдуючи

Уiттекеру i Ватсону [9, с. 267–269] та Хаясi [10, с. 97–102].

Для зручностi в рiвняннi (41) зробимо замiну

v(t)≡ exp
(
−gt

2

)
η(t), (42)

що дозволяє позбутися доданку з першою похiдною, а саме

η̈ +
(

β (t)− g2

4

)
η = 0. (43)

Нехай η1(t) та η2(t) — два лiнiйно-незалежнi частиннi розв’яз-

ки (не обов’язково дiйснi) рiвняння (43). Тодi будь-який iнший

розв’язок η(t) є їх лiнiйною комбiнацiєю:

η(t) = C1η1(t)+C2η2(t),

де C1 i C2 — довiльнi сталi. Внаслiдок перiодичностi η1(t + T0) i

η2(t+T0) — також розв’язки, отже

η1(t+T0) = C11η1(t)+C12η2(t),

η2(t+T0) = C21η1(t)+C22η2(t),
(44)

де C11, C12, C21, C22 — сталi, що залежать вiд виду розв’язкiв η1(t)
та η2(t). Тодi

η(t+T0) = (C1 ·C11+C2 ·C21) η1(t)+(C2 ·C22+C1 ·C12) η2(t).
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Якщо можна обрати
{

C1 ·C11+C2 ·C21 = kC1,

C2 ·C22+C1 ·C12 = kC2,
(45)

то iснує такий частинний розв’язок рiвняння (43), що

η(t+T0) = kη(t). (46)

Число k називається характеристичним множником. Зробимо за-

мiну

k= eµT0, φ(t) = e−µ t η(t). (47)

Число µ (в загальному випадку комплексне) називається характе-

ристичним показником. Внаслiдок умови (46)

φ(t+T0) = e−µ t−µT0η(t+T0) = e−µ tη(t) = φ(t),

тобто φ(t) — перiодична функцiя з перiодом T0.

Отже, якщо рiвняння (45) мають розв’язок, то iснує частинний

розв’язок рiвняння (43), що має вигляд

η(t) = eµ t φ(t), φ(t+T0) = φ(t). (48)

Вiдповiдний розв’язок варiацiйного рiвняння (41) такий:

v(t) = e(µ−g
2) t φ(t)≡ eiΩ t φ(t), φ(t+T0) = φ(t), (49)

де величина

Ω = i
(g

2
−µ

)
(50)

називається характеристичною частотою. Вираз (49) є головним

результатом теорiї Флоке i називається теоремою Флоке. Стацiо-

нарний розв’язок u(l0)(t; m0) стiйкий, якщо його флуктуацiї v(t)
затухають з часом, тобто ImΩ > 0

(
Re(µ− g

2) < 0
)
. У протилеж-

ному випадку ImΩ < 0 стацiонарний розв’язок нестiйкий.

Система рiвнянь (45) має розв’язок, якщо її визначник рiвний

нулю, а саме
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∣∣∣∣∣
C11−k C21

C12 C22−k

∣∣∣∣∣ = 0. (51)

Знайдемо, якi розв’язки вiдносно k може мати рiвняння (51). Не-

хай деякi розв’язки η1(t) та η2(t) рiвняння (43) задовольняють

початковим умовам

η1(0) = 1, η̇1(0) = 0;

η2(0) = 0, η̇2(0) = 1.
(52)

Оскiльки рiвняння (43) та початковi умови (52) дiйснi, то i функцiї

η1(t) та η2(t) також дiйснi. Вронскiан цих функцiй

W(t) =

∣∣∣∣∣
η1(t) η2(t)
η̇1(t) η̇2(t)

∣∣∣∣∣ = W(0) = 1 6= 0, (53)

як це випливає з формули Остроградського-Лiувiля [12, с. 106],

враховуючи те, що коефiцiєнт при η̇ в рiвняннi (43) рiвний нулю.

Отже, розв’язки η1(t) та η2(t), що задовольняють умовам (52),

лiнiйно-незалежнi й можуть бути обранi в якостi фундаментальної

системи розв’язкiв. Тодi з рiвнянь (44) маємо

η1(T0) = C11, η̇1(T0) = C12;

η2(T0) = C21, η̇2(T0) = C22.

Враховуючи, що W(T0) = 1, рiвняння (53), одержуємо

η1(T0) η̇2(T0)− η̇1(T0)η2(T0) = C11C22−C12C21 = 1.

Тодi рiвняння (51) для k набуває вигляду

k2− (
η1(T0)+ η̇2(T0)

)
k+1 = 0. (54)

З теореми Вiєтта для квадратного рiвняння (54) маємо

1. Якщо k — розв’язок, то k−1 — другий розв’язок. Вiдповiдно,

якщо µ — характеристичний показник, то −µ є другим характери-

стичним показником. Тодi загальний розв’язок рiвняння (43) запи-

сується як

η(t) = C1 eµ t φ(t)+C2 e−µ t ψ(t),
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де φ(t+T0) = φ(t), ψ(t+T0) = ψ(t) — перiодичнi функцiї.

2. Величини

k+k−1 = η1(T0)+ η̇2(T0) ⇔ chµT0 =
1
2

(
η1(T0)+ η̇2(T0)

)

дiйснi, оскiльки η1 та η2, що задовольняють умовам (52), — дiйснi

функцiї.

Розглянемо, якi значення при цьому може приймати комплекс-

ний характеристичний показник µ = µ1+iµ2, де µ1 i µ2 — дiйснi

числа. Величина

chµT0 = cosµ2T0chµ1T0+isinµ2T0shµ1T0

є дiйсною лише за виконання однiєї з трьох умов:

(i) µ — уявне, тобто µ1 = 0. Тодi

ImΩ =
g
2
, ReΩ = µ2,

i розв’язок u(l0)(t; m0) стiйкий (g > 0);

(ii) µ — дiйсне, тобто µ2 = 0. Тодi

ImΩ =
g
2
−µ1, ReΩ = 0.

Розв’язок u(l0)(t; m0) нестiйкий, якщо ImΩ < 0. При цьому спiв-

вiдношення ReΩ = 0 свiдчить про те, що нестiйкий розв’язок ме-

тастабiльний (вiн не реалiзується на практицi, а його нестiйкiсть

не призводить до збудження iншого розв’язку);

(iii)µ — комплексне, але sinµ2T0 = 0 ⇔ µ2 = nπ
/

T0, де n — цiле

число. Тодi

ImΩ =
g
2
−µ1, ReΩ =

nπ
T0

=
nω
2m0

, n∈ Z.

Розв’язок u(l0)(t; m0) нестiйкий, якщо ImΩ < 0. При цьому залеж-

но вiд значення ReΩ можливi два варiанти:

(iiiа) n — непарне. Це є нестiйкiсть вiдносно подвоєння перiоду;
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(iiiб) n — парне. Нестiйкiсть не змiнює перiод розв’язку, а свiд-

чить про збудження нових гармонiк на частотi ω
/

m0 + ReΩ =
2kω

/
m0, k ∈ Z — парних гармонiк (у данiй формулi до частоти

стацiонарного розв’язку ω
/

m0 додається нестiйка частота ReΩ).

Такi нестiйкостi вiдбуваються з розв’язками, що мiстять лише не-

парнi гармонiки (на фазовiй площинi цi розв’язки симетричнi вiд-

носно початку координат). При збудженнi парних гармонiк роз-

в’язок втрачає симетрiю. Тому нестiйкiсть з парним n називається

нестiйкiстю руйнування симетрiї.

Часто замiсть характеристичної частоти (або показника) вико-

ристовують характеристичний множник q ≡ exp(iT ReΩ)
(
див.,

наприклад, [16, 20]
)
. Для нестiйкостей подвоєння перiоду q =−1,

а для нестiйкостей руйнування симетрiї q = +1. Згадаємо також

роботу [73], де теорiю Флоке викладено в матричнiй формi.

У випадку комплексних µ частинний розв’язок (49) варiацiйно-

го рiвняння має вигляд

v(t) = e−(ImΩ) t exp
(iπn

T0
t
)

φ(t), φ(t+T0) = φ(t). (55)

Функцiя exp
(
iπn
T0

t
)

має перiод T0 або 2T0 залежно вiд парностi n.

Якщо цей множник включити в функцiю φ(t), то остання також

матиме перiод T0 або 2T0. Отже, якщо в частинному розв’язку (49)

вважати, що функцiя φ(t) окрiм перiоду T0 може мати перiод 2T0,

то випадок з комплексними µ зведеться до випадку (ii) з дiйсними

µ . Для цього у варiацiю v(t) необхiдно включати гармонiки на ча-

стотах ω
/
(2m0), якi не мiстить стацiонарний розв’язок u(l0)(t; m0).

На цьому виклад теорiї Флоке завершимо. Зауважимо, що тео-

рiя Флоке не допускає жодної можливостi, iншої вiд випадкiв

(i)–(iii). Отже, лiнiйний аналiз на стiйкiсть, яким є теорiя Фло-

ке, не спроможний вiдслiдкувати бiфуркацiї множення перiоду не-

парного порядку. Зважаючи на те, що теорiя Флоке розглядає ли-



46 Роздiл 1. Нелiнiйнi коливання

ше нескiнченно малi варiацiї стацiонарних розв’язкiв, приходимо

до такого висновку. Для систем виду (12) збудження субгармонiк

непарного порядку очiкуємо завжди жорстким, тобто амплiтуди

субгармонiк, що збуджуються в точцi бiфуркацiї, мають одразу

ненульове значення.

1.2.6. Метод гармонiчного балансу. Стiйкiсть розв’язкiв. Ви-

користовуючи результати теорiї Флоке, в межах методу гармо-

нiчного балансу авторами побудовано загальну послiдовну схе-

му дослiдження стацiонарних розв’язкiв на стiйкiсть [51]. Не-

хай u(l0)(t; m0) — стацiонарний перiодичний розв’язок, який по-

трiбно дослiдити на стiйкiсть. Розглянемо варiацiю цього розв’яз-

ку v(l1)(t) (l1 = l0 + 1), яка мiстить субгармонiки v(l1)
n
m

(t) порядку

m = m0. При цьому розв’язок Флоке (49), записаний окремо для

кожної з гармонiк, має вигляд

v(l1)
n

m0
(t) = v(l1)

n
m0

exp(iΩ t), |n|= 0, m0N; (56)

де v(l1)
n/m0

— коефiцiєнти Фур’є перiодичної функцiї φ(t). Лiне-

аризацiя диференцiальних рiвнянь (37) для коефiцiєнтiв v(l1)
n/m(t)

(m= m0), враховуючи вирази (56), приводить до системи 2m0N+1

однорiдних лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
(
−

( n
m0

ω +Ω
)2

+ig
( n

m0
ω +Ω

)
+α1

)
v(l1)

n
m0

+

N+
n (1; m0)

∑
n1=N−n (1; m0)

β (l0)
1,

n−n1
m0

v(l1)
n1
m0

= 0, |n|= 0, m0N; (57)

де l1 = l0 +1, коефiцiєнти β (l0)
1, n/m0

та межi сумування N±
n визнача-

ються формулою (38). Характеристичнi частоти Ω знаходяться з

умови рiвностi нулю визначника цiєї системи рiвнянь.

Стацiонарний розв’язок u(l0)(t; m0) нестiйкий, якщо уявна ча-

стина якоїсь з характеристичних частот Ωn (n = 1, 2m0N+1) вия-



1.2. Методи дослiдження нелiнiйних коливань 47

виться вiд’ємною вiдповiдно до випадкiв (ii) та (iii) теорiї Флоке.

Дана схема дозволяє встановити всi види нестiйкостей, включа-

ючи нестiйкостi подвоєння перiоду та руйнування симетрiї, ви-

користовуючи варiацiї лише тих гармонiк, що мiстяться в стацiо-

нарному розв’язку. Зауважимо, що нестiйкiсть руйнування симе-

трiї можлива лише у випадку, коли стацiонарний розв’язок мiс-

тить тiльки непарнi гармонiки. Для цього m0 має бути непарним,

β (l0)
1, n/m0

6= 0 лише для непарних n, i система (57) мiститиме тiльки

рiвняння з непарними n. Тодi нестiйкостi подвоєння перiоду має

передувати нестiйкiсть руйнування симетрiї.

При безпосереднiх розрахунках обчислення визначника систе-

ми лiнiйних рiвнянь (57) є чисельно неефективним. Значно бiльш

ефективним є переформулювати цю систему у виглядi задачi на

власнi значення. Для цього систему диференцiальних рiвнянь (37)

другого порядку спочатку потрiбно звести до системи диференцi-

альних рiвнянь першого порядку, ввiвши новi змiннi

w(l1)
n
m

(t)≡ v̇(l1)
n
m

(t).

Лiнеаризацiя одержаної системи рiвнянь першого порядку, врахо-

вуючи теорему Флоке

v(l1)
n
m

(t) = v(l1)
n
m

exp(iΩ t), w(l1)
n
m

(t) = w(l1)
n
m

exp(iΩ t),

приводить до задачi на власнi значення для λ =−iΩ:

iΩv(l1)
n
m
−w(l1)

n
m

= 0, |n|= 0, mN,

N+
n (1; m)

∑
n1=N−n (1; m)

((
f n1

m
+α1

)
δn, n1 +β (l0)

1,
n−n1

m

)
v(l1)

n1
m

+ (58)

(
iΩ+2i

n
m

ω +g
)

w(l1)
n
m

= 0, |n|= 0, mN,

де m= m0 i fn/m =−(
n
/

m
)2ω2+ig

(
n
/

m
)
ω .

При великих N i m пошук всiх власних значень системи (58)
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також виявляється чисельно нереалiзовною задачею. Але знахо-

дити всi характеристичнi частоти i не потрiбно. Наприклад, для

нестiйкостей подвоєння перiоду спектр характеристичних частот

має вигляд

Ωn =± nω
2m0

−iε, n∈ Z+.

Число ε одне й те ж для всiх Ωn. Тому для встановлення стiйкостi
/

нестiйкостi достатньо знайти лише одну характеристичну часто-

ту Ωn, наприклад, найменшу n = 1. Це можна зробити таким чи-

ном. Рiвняння (57) є системою 2m0N + 1 однорiдних рiвнянь для

2m0N+2 невiдомих: v(l1)
n/m0

(|n|= 0, N), вiдносно яких рiвняння лi-

нiйнi, та Ω, вiдносно якої рiвняння нелiнiйнi. Оскiльки система

однорiдна, то одне з v(l1)
n/m0

залишається довiльним. Нехай це буде

v(l1)
0 . Вiднормуємо кожне з рiвнянь на v(l1)

0 , ввiвши новi змiннi

V n
m0
≡ v(l1)

n
m0

/
v(l1)

0 .

Виключивши таким чином довiльну змiнну, одержимо нелiнiйне

рiвняння (n = 0) для визначення Ω:

−Ω2+igΩ+C = 0, (59)

C = α1+ f0+β (l0)
1, 0 +

N+
0 (1; m0)

∑′

n1=N−0 (1; m0)

β (l0)
1,− n1

m0

V n1
m0

,

та систему 2m0N лiнiйних неоднорiдних рiвнянь для змiнних Vn/m0
:

(
−Ω2+

(
ig−2

n
m0

ω
)

Ω+
(
α1+ f n

m0

))
V n

m0
+

N+
n (1; m0)

∑′

n1=N−n (1; m0)

β (l0)
1,

n−n1
m0

V n1
m0

=−β (l0)
1, n

m0
, |n|= 1, m0N; (60)

де ∑′
означає суму за виключенням нульового iндекса.

При заданiй початковiй умовi Ω = Ω(0) рiвняння (59) розв’язу-

ється методом Ньютона, при цьому на кожнiй iтерацiї додатково
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розв’язується система лiнiйних рiвнянь (60). Якщо Ω — розв’язок

квадратного рiвняння (59), то внаслiдок теореми Вiєтта величина

(ig−Ω) — також розв’язок. Таким чином, рiвняння (59) має два

сiмейства розв’язкiв, що мiстять всю необхiдну iнформацiю про

стiйкiсть стацiонарного розв’язку:

Ω(1)
n =± nω

2m0
−iε, Ω(2)

n =± nω
2m0

+i(g+ ε), n∈ Z. (61)

Розв’язок нестiйкий, якщо ε > 0 або g+ε < 0. При цьому непарнi n

свiдчать про нестiйкiсть подвоєння перiоду, парнi n (n 6= 0) — про

нестiйкiсть руйнування симетрiї, а n = 0 — про метастабiльний

розв’язок.

1.2.7. Амплiтудне виродження субгармонiчних розв’язкiв.

Рiвняння руху (12) допускає перетворення перiодичностi

u→ u, t→ t+kT, k∈ Z, (62)

де T = 2π
/

ω — перiод накачки. Нехай u(t; m) — деякий субгармо-

нiчний розв’язок з перiодом mT (m= 1 вiдповiдає ультрагармонiч-

ному розв’язку). Тодi внаслiдок перiодичностi (62) рiвняння руху

допускає цiле сiмейство m субгармонiчних розв’язкiв однакового

порядку:

u(t; m|k) = u(t+kT; m), k = 0, m−1. (63)

Для всiх розв’язкiв у кожному сiмействi гармонiки з однаковим

номером мають однаковi амплiтуди, але рiзнi фази:

un
m
(t |k) = un

m
(t |0) ei2π kn/m, k = 0, m−1. (64)

Таким чином, субгармонiчнi розв’язки порядку m є m-кратно ви-

родженими за амплiтудою, незалежно вiд способу їх збудження.

Умова перiодичностi (62) надає чудовий метод дослiдження ви-

мушених коливань, використовуючи перерiзи Пуанкаре
(
див., на-

приклад, [7, с. 56–64]
)
. Положення розв’язку на фазовiй площинi
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фiксується з часовим iнтервалом довжиною T, починаючи з мо-

менту t = 0. Побудований таким чином часовий перерiз фазової

площини (що i носить назву перерiзу Пуанкаре) для стацiонарного

перiодичного розв’язку порядку m складається з m точок. Кожна з

цих точок є початковою умовою для реалiзацiї одного з розв’язкiв

сiмейства (63).

1.3. Регулярнi та хаотичнi вимушенi коливання на
прикладi осцилятора Дюффiнга

Даний пiдроздiл присвятимо конкретному прикладу вивчення

вимушених коливань, що описуються рiвнянням Дюффiнга (P= 3,

α2 = 0) з жорсткою нелiнiйнiстю:

ü+0.2u̇+u+u3 = 2F cosω t. (65)

При фiксованiй амплiтудi накачки F = 20 будемо дослiджувати,

як коливання залежать вiд зовнiшньої частоти ω . Викладене далi

дослiдження було розпочате авторами в роботi [51].

Зауважимо, що вимушеним коливанням осцилятора Дюффiн-

га присвячено чимало iнших робiт. Проте бiльшiсть з них зосе-

реджено на рiвняннi з м’якою нелiнiйнiстю [41, 63, 75, 34, 20] або

двоямним потенцiалом [40, 58, 31, 21, 71, 60, 42, 35, 43, 16, 76].

Сюди ж можна вiднести роботи [70, 44, 72, 45] по дослiдженню

рiвняння (12), коли воно одночасно мiстить квадратичну i кубiчну

нелiнiйностi (α1 > 0, α2 > 0, α3 > 0). Це рiвняння зводиться до

рiвняння Дюффiнга з α2 = 0, але з додатковим сталим членом у

вимушуючiй силi.

Рiвнянню з жорсткою нелiнiйнiстю присвячено значно менше

робiт. Можна згадати роботу Хассана i Бартона [38], якi дослiджу-

вали супергармонiчнi резонанси третього i другого порядкiв у рiв-

няннi (65) з F = 10. Випадок F = 25 розглядали Крюков та iн. [3]
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(супергармонiчнi резонанси третього i другого порядкiв) та Крю-

ков i Середович [4] (каскад подвоєння перiоду A1→A2→A4→A8,

результуючий хаотичний атрактор, а також жорстке збудження

субгармонiк m = 3). До рiвнянь з жорсткою нелiнiйнiстю можна

також вiднести рiвняння Дюффiнга з нульовим лiнiйним членом

(α1 = 0, α3 > 0), для якого детальний чисельний аналiз хаотич-

них коливань провiв Уеда [74] (1979 р.) (тому це рiвняння часто

називають його iменем). Деякi спроби аналiтичного дослiджен-

ня рiвняння Уеди були проробленi в роботi [70], проте одержанi

результати занадто наближенi для адекватного пояснення причин

хаотичного руху. Супергармонiчний резонанс третього порядку та

субгармонiчний резонанс порядку 1
3 в рiвняннi Уеди вивчався в

роботi [63].

Складнiсть рiвнянь з жорсткою нелiнiйнiстю полягає в тому,

що тут субгармонiчнi коливання виникають в областi супергар-

монiчних резонансiв i тому вимагають значно бiльших чисельних

зусиль, нiж у випадку осциляторiв з м’якою нелiнiйнiстю або дво-

ямним потенцiалом, де субгармонiчнi коливання виникають вже

в областi основного резонансу [14, с. 454–456]. Саме тому для

подальшого дослiдження i обрано осцилятор з жорсткою нелiнiй-

нiстю.

1.3.1. Симетрiя розв’язкiв рiвняння руху з парним потенцi-

алом. Рiвняння руху (65) (i взагалi будь-яке рiвняння (12) з парним

потенцiалом V(u), α2p = 0) допускає таке перетворення симетрiї:

u→−u, t→ t+
T
2

+kT, k∈ Z, (66)

де T = 2π
/

ω . В цьому випадку для кожного субгармонiчного роз-

в’язку u(t; m) взагалi iснує два сiмейства розв’язкiв: (63) та

û(t; m|k) =−u(t+T
/

2+kT; m), k = 0, m−1. (67)
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Зауважимо, що сiмейства u(t; m|k) та û(t; m|k) представляють

єдине сiмейство, якщо розв’язок u(t; m) симетричний, тобто

u(t; m) =−u(t+mT
/

2; m).

Для цього m має бути непарним, i розв’язок u(t; m) має мiстити

лише непарнi гармонiки. Iнакше розв’язок u(t; m) несиметричний,

i (67) приводить до нового сiмейства розв’язкiв û(t; m|k), зсуну-

тих по фазi вiдносно розв’язкiв сiмейства u(t; m|k). На фазовiй

площинi симетричнiсть розв’язку виражається в симетрiї його фа-

зового портрету вiдносно початку координат.

1.3.2. Супергармонiчнi резонанси. Найпростiшим стацiонар-

ним розв’язком рiвняння (65) є симетричний ультрагармонiчний

розв’язок, який мiстить лише непарнi гармонiки з головною часто-

тою, що рiвна частотi накачки ω (перiод коливань рiвний перiоду

зовнiшньої сили). Такий розв’язок нульового рiвня позначатимемо

як ũ(0)(t) (тильда означає, що розв’язок стацiонарний i мiстить ли-

ше непарнi гармонiки). Для випадку F = 10 амплiтудно-частотну

залежнiсть розв’язку ũ(0)(t) наведено на рис. 1, а область третього

супергармонiчного резонансу — на рис. 3.

Амплiтудно-частотнi залежностi розв’язку ũ(0)(t) при F = 20 зо-

бражено на рис. 5. Розв’язок одержано методом гармонiчного ба-

лансу при N = 50. Максимальна вiдносна похибка розв’язку

Er =
1

2F
sup

t

∣∣ ü+0.2u̇+u+u3−2F cosω t
∣∣ (68)

при N = 50 складає ≈ 10−7%. Цього достатньо для одержання

всiх порогiв нестiйкостi, що розглядатимуться далi, з абсолют-

ною точнiстю 10−14. В областi 7–8 амплiтуда третьої гармонiки

перевищує амплiтуду першої гармонiки. Це є третiй супергар-

монiчний резонанс. Дiлянка розв’язку 7–8 нестiйка з характери-

стичною частотою Ω = 0− iε, ε > 0, — це метастабiльний роз-
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Рис. 5. Третiй та другий супергармонiчнi резонанси у вимушеному рiв-
няннi Дюффiнга ü+0.2u̇+u+u3 = 40cosω t (метод гармонiчного балансу
N = 50); “2”: ω = 2.254632, “3”: ω = 2.355914; “7”: ω = 1.331029, “8”: ω =
1.508186; “9”: ω = 1.2180617130628; “1”: ω = 2.5882299235018, “6”: ω =
1.4055253605896; “4”: ω = 1.9494606578385, “5”: ω = 1.4353185134997.

в’язок. У вузькiй смузi частот 6–1 мiж третiм супергармонiч-

ним резонансом i основним резонансом розв’язок ũ(0)(t) стає не-

стiйким внаслiдок бiфуркацiї руйнування симетрiї. Вiдповiдна ха-

рактеристична частота Ω = ±ω −iε, ε > 0, вказує на те, що но-

вий стацiонарний розв’язок має мiстити гармонiки на частотах

(2n− 1)ω + ReΩ = 2nω , тобто парнi гармонiки. Згiдно класифi-

кацiї, наведеної на рис. 4, такий розв’язок нульового рiвня позна-

чаємо як u(0)(t).
Пороги збудження розв’язку u(0)(t) в точностi вiдповiдають

порогам нестiйкостi “1” i “6” розв’язку ũ(0)(t). З амплiтудно-

частотних залежностей розв’язку u(0)(t), наведених на рис. 5, вид-

но, що в областi 2–3 амплiтуда другої гармонiки перевищує амплi-
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туду першої гармонiки. Це є другий супергармонiчний резонанс.

На дiлянцi 2–3 розв’язок метастабiльний. В областi 5–4 мiж тре-

тiм та другим супергармонiчними резонансами розв’язок u(0)(t)
стає нестiйким внаслiдок бiфуркацiї подвоєння перiоду. Вiдповiд-

на характеристична частота Ω =±ω
2 −iε, ε > 0, вказує на те, що

новий стацiонарний розв’язок має мiстити субгармонiки другого

порядку.

Зауважимо, що смуга частот 1–6 — не єдина область, де збуджу-

ються парнi гармонiки. Наступна така смуга знаходиться мiж об-

ластями третього та п’ятого супергармонiчних резонансiв i розпо-

чинається в точцi “9”. Вiдповiдно в областi частот навколо ω ≈ 1

має мiсце четвертий супергармонiчний резонанс.

1.3.3. Каскади подвоєння перiоду та хаотичнi коливання.

Кризи хаотичних атракторiв. Нехай u(l0)(t; m0) — деякий ста-

цiонарний розв’язок рiвня l0, що мiстить субгармонiки поряд-

ку m0. При певних значеннях параметрiв рiвняння цей розв’язок

може стати нестiйким вiдносно збудження субгармонiк порядку

2m0 внаслiдок бiфуркацiї подвоєння перiоду. Область нестiйко-

стi визначається з умови ε > 0 для характеристичних частот (61).

В разi нестiйкостi наступний стацiонарний розв’язок u(l1)(t; 2m0)
(l1 = l0+1) у каскадi подвоєння перiоду має такий вигляд:

u(l1)(t; 2m0) = u(l0)(t; m0)+v(l1)(t; 2m0) =
m0N

∑
n=−m0N

(
u(l0)

n
m0

+v(l1)
n

m0

)
e
i n

m0
ω t +

m0N−1

∑
n=−m0N

v(l1)
n

m0
+ 1

2m0

e
i( n

m0
+ 1

2m0
)ω t =

2m0N

∑
n=−2m0N

u(l1)
n

2m0
e
i n

2m0
ω t

. (69)

Коефiцiєнти v(l1)
n/2m0

(|n|= 0, 2m0N
)

знаходяться з системи алгебра-

їчних рiвнянь (40).
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Рис. 6. Амплiтудно-частотнi залежностi резонансних субгармонiк у каска-
дi подвоєння перiоду стацiонарних розв’язкiв рiвняння ü+0.2u̇+u+u3 =
40cosω t (метод гармонiчного балансу N = 50).

Нестiйкiсть стацiонарного розв’язку нульового рiвня u(0)(t) в

областi 4–5 на рис. 5 призводить до збудження стацiонарного роз-

в’язку першого рiвня u(1)(t; 2), що мiстить субгармонiки друго-

го порядку. Залежнiсть амплiтуди |u(1)
5/2| вiд частоти ω зображе-

но на рис. 6. Лiвий ω l та правий ωr пороги збудження розв’язку

u(1)(t; 2) в точностi вiдповiдають порогам нестiйкостi розв’язку

u(0)(t). Субгармонiка 5
2 має найбiльшу амплiтуду з усiх iнших суб-

гармонiк. У такiй ситуацiї говорять про субгармонiчний резонанс

порядку 5
2.

Розв’язок u(1)(t; 2) нестiйкий вiдносно подальшого подвоєння

перiоду майже при всiх частотах, окрiм невеликих смуг навколо

порогiв свого збудження. В областi нестiйкостi розв’язку u(1)(t; 2)
збуджується стацiонарний розв’язок другого рiвня u(2)(t; 4), що

мiстить субгармонiки четвертого порядку, i так далi. Таким чи-
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Таблиця 2
Лiвi ω(n)

l та правi ω(n)
r пороги нестiйкостей у каскадi подвоєння

перiоду на рис. 6, ширини частотних смуг ∆ω(n) = ω(n)−ω(n−1)

стiйких розв’язкiв та їх вiдношення δ (n) = ∆ω(n−1)/∆ω(n)

Бiфуркацiя n ω(n)
l ∆ω(n)

l δ (n)

1T → 2T 1 1.4353185134997

2T → 4T 2 1.4425645048229 0.0072459913232

4T → 8T 3 1.4439127652460 0.0013482604231 5.374

8T → 16T 4 1.4441969925243 0.0002842272783 4.744

16T → 32T 5 1.4442582059436 0.0000612134193 4.643

32T → 64T 6 1.4442713417160 0.0000131357724 4.660

Бiфуркацiя n ω(n)
r ∆ω(n)

r δ (n)

1T → 2T 1 1.9494606578385

2T → 4T 2 1.8205235456734 −0.1289371121651

4T → 8T 3 1.7885178115691 −0.0320057341043 4.029

8T → 16T 4 1.7802471852717 −0.0082706262974 3.870

16T → 32T 5 1.7783484514327 −0.0018987338390 4.356

32T → 64T 6 1.7779343550305 −0.0004140964022 4.585

ном одержується каскад A1 → A2 → A4 → A8 → A16 → A32 → . . .

подвоєння перiоду. Вiдповiднi амплiтудно-частотнi залежностi ре-

зонансних субгармонiк зображено на рис. 6. Видно, що збудження

субгармонiк у каскадi подвоєння перiоду м’яке. Всi одержанi роз-

в’язки стiйкi лише у вузьких частотних смугах навколо порогiв

збудження, при цьому ширина цих смуг зменшується з ростом m.

Вiдношення ширин цих частотних смуг, розраховане в табл. 2, дає

кiлька перших наближень до числа Фейгенбаума (6).3

3Частину даних для табл. 2 та рис. 6 розрахував Салiй Ростислав Ярославович пiд час
виконання дипломної роботи магiстра “Субгармонiчнi нестiйкостi та перехiд до хаосу
при вимушених коливаннях осцилятора Дюффiнга з жорсткою нелiнiйнiстю” (Київський
нацiональний унiверситет iм. Тараса Шевченка, 2004 р., наук. кер. Лукомський В.П.).
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Таблиця 3
Точки згущення порогiв збудження субгармонiчних розв’язкiв у

каскадах подвоєння перiоду з табл. 2 згiдно оцiнок за формулою (70)

n ω(∞)
l ω(∞)

r

3 1.44422 1.77795

4 1.4442729 1.77737

5 1.4442750 1.77778

6 1.4442749 1.77782

Розрахунок субгармонiчних розв’язкiв вищого порядку усклад-

нюється тiєю обставиною, що необхiдно розв’язувати величезне

число алгебраїчних рiвнянь (при m= 32 та N = 50 — це 3201дiйс-

не рiвняння). Проте з табл. 2 вже можна достатньо точно оцiнити

границю, до якої прямують пороги збудження субгармонiчних роз-

в’язкiв вищих порядкiв — точку згущення. Внаслiдок спiввiдно-

шення Фейгенбаума (6) ширини частотних смуг ∆ω(n) утворюють

послiдовнiсть, близьку до геометричної прогресiї зi знаменником

δ−1, причому чим вище n, тим з бiльшою точнiстю. Тому, вико-

ристовуючи формулу суми геометричної прогресiї i покладаючи

на кожному кроцi δ = δ (n), для точки згущення можна наближено

записати

ω(∞) ≈ ω(n) +
∆ω(n)

δ (n)−1
. (70)

Значення, розрахованi за цiєю формулою, представлено в табл. 3.

Таким чином, за умови, що каскад подвоєння перiоду про-

довжуватиметься до нескiнченностi, субгармонiчнi розв’язки по-

рядку m= 2n, n = 1, ∞ є всi нестiйкими при ω(∞)
l . ω . ω(∞)

r . В

цiй областi частот слiд очiкувати iснування хаотичних атракторiв.

Зауважимо, що каскад подвоєння перiоду може бути i скiнченним,

тодi в областi збудження субгармонiчних розв’язкiв хаотичнi ко-

ливання не вiдбуватимуться. Так, при F = 10 збуджуються лише
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субгармонiки порядку m= 2, якi виявляються стiйкими при всiх

частотах [51]. У рiвняннi iснує порiг по F , коли каскад подвоєння

перiоду стає нескiнченним, i мають мiсце хаотичнi коливання.

Одержанi результати пiдтверджується безпосереднiм чисель-

ним розв’язком рiвняння (65), використовуючи метод Рунге-Кутта

четвертого порядку. При цьому необхiднi початковi умови забез-

печуються розв’язками, одержаними методом гармонiчного балан-

су. Це є значно бiльш ефективним, нiж простий перебiр великого

числа початкових умов для того, щоб потрапити в область при-

тягання субгармонiчного розв’язку. При цьому чим точнiше за-

данi початковi умови, тим менший час витрачається на перехiд-

ний нестацiонарний рух до того, як осцилятор застабiлiзується на

стацiонарному розв’язку. Крок методу Рунге-Кутта обирався так,

щоб абсолютна точнiсть чисельного розв’язку не була меншою

за 10−10. Перерiзи Пуанкаре одержаних стацiонарних чисельних

розв’язкiв наведено на рис. 7 для каскаду, коли частота накачки

збiльшується вiд ω = 1.44, та на рис. 8 для каскаду, коли частота

накачки спадає вiд ω = 1.85.

Внаслiдок симетрiї (66) рiвняння руху завжди iснує два рiзних

сiмейства несиметричних розв’язкiв: u(t; m|k) та û(t; m|k), фор-

мули (63) та (67) вiдповiдно. Тому субгармонiчнi розв’язки парно-

го порядку (вони завжди несиметричнi) на рис. 7 та 8 представленi

двома рiзними перерiзами (перерiзи Пуанкаре розв’язкiв з одного

й того ж сiмейства однаковi). Видно, що субгармонiчнi розв’яз-

ки другого порядку iснують при ω = 1.44 (рис. 7) та ω = 1.85

(рис. 8). При збiльшеннi
/
зменшеннi частоти цi розв’язки стають

нестiйкими, а збуджуються субгармонiчнi розв’язки з подвоєним

перiодом 4T, якi зображено при ω = 1.443та ω = 1.81, при цьому

кожна точка на початкових перерiзах роздвоюється. Аналогiчно

утворюються субгармонiчнi розв’язки ще вищих порядкiв, перерi-
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зи яких зображено на рис. 7 та 8 при ω = 1.444 та ω = 1.785 (8-й

порядок); ω = 1.4442та ω = 1.78 (16-й порядок).

Пiсля подальшого збiльшення
/
зменшення частоти одержують-

ся хаотичнi атрактори, наведенi при ω = 1.445(рис. 7) та ω = 1.77

(рис. 8). Протягом часового iнтервалу ∆ t = 105T, для якого прово-

дились обчислення, цi розв’язки неперiодичнi. При цьому на кож-

нiй з вказаних частот внаслiдок симетрiї (66) рiвняння руху iснує

два рiзних хаотичних атрактори, якi мають несиметричнi фазо-

вi портрети. Тому такi атрактори називатимемо несиметричними.

Про те, що наведенi розв’язки є дiйсно хаотичними атракторами, а

не субгармонiчними розв’язками високого порядку m= 2n, n > 16

(2n > 105), свiдчать значення показника Ляпунова, розрахованого

за формулою (8) вказаним пiсля неї методом. Так, для хаотичного

атрактора при ω = 1.445одержано λ = 0.066±0.002> 0 (довжина

часового ряду при усередненнi складала ∆ t = 105T). Для порiв-

няння субгармонiчний розв’язок 4-ого порядку при ω = 1.443має

λ = −0.075±0.002, субгармонiчний розв’язок 8-ого порядку при

ω = 1.444— λ =−0.025±0.002, субгармонiчний розв’язок 16-ого

порядку при ω = 1.4442 — λ = −0.0015± 0.0002. Появi кожно-

го зi знайдених хаотичних атракторiв має передувати нескiнченна

послiдовнiсть бiфуркацiй подвоєння перiоду (якщо б ця послiдов-

нiсть зупинилась на деякому субгармонiчному розв’язку високого

порядку, який був би стiйкий, то саме на нього, а не на хаотичний

атрактор, вийшли би коливання).

Таким чином, при ω = 1.445
/

ω = 1.77 iснує нескiнченне число

нестiйких субгармонiчних розв’язкiв з перiодами 2nT, n = 1, ∞.

Саме це i є причиною такого “дивного” перерiзу Пуанкаре, що

утворює хаотичний атрактор. Система коливається помiж нескiн-

ченним числом нестiйких перiодичних орбiт i внаслiдок їх не-

стiйкостi не може застабiлiзуватися на жоднiй з них. При цьому
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Рис. 7. Перший каскад подвоєння перiоду (лiвi пороги нестiйкостей на
рис. 6), що складається зi стацiонарних субгармонiчних розв’язкiв по-
рядку 2n рiвняння ü+ 0.2u̇+ u+ u3 = 40cosω t i веде до хаотичного ру-
ху. Чисельнi розв’язки одержано методом Рунге-Кутта четвертого по-
рядку. Представлено такi перерiзи Пуанкаре: ω = 1.44 — 2T-розв’язки;
ω = 1.443— 4T-розв’язки; ω = 1.444— 8T-розв’язки; ω = 1.4442— 16T-
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розв’язки; ω = 1.445— несиметричнi хаотичнi атрактори. Перерiзи з пер-
шого та другого стовпчикiв вiдповiдають двом рiзним сiмействам не-
симетричних розв’язкiв (67), що зсунутi по фазi один вiдносно iншого,
вiдповiднi початковi умови — u(0) = 5.075; u̇(0) = −0.7 та u(0) = 5.49;
u̇(0) = −1. Останнi два перерiзи в першому стовпчику представляють
симетричний хаотичний атрактор при ω = 1.45 та його збiльшену ча-
стину, який утворюється внаслiдок кризи, коли два несиметричнi хао-
тичнi атрактори об’єднуються в один при 1.4451< ω < 1.4452. Остан-
нi два рисунки в другому стовпчику представляють перерiз Пуанкаре та
Фур’є спектр симетричного ультрагармонiчного розв’язку, що спiвiснує
з представленим хаотичним атрактором, вiдповiднi початковi умови —
u(0) = 1.57; u̇(0) =−2.



62 Роздiл 1. Нелiнiйнi коливання

3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.1 4.2 4.3 4.4

�1.75

�1.5

�1.25

�1

�0.75

�0.5

�0.25

u

u

.

ω = 1.85

3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5

�1.75

�1.5

�1.25

�1

�0.75

�0.5

�0.25

u

u

.

ω = 1.81

3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5

�1.75

�1.5

�1.25

�1

�0.75

�0.5

�0.25

u

u

.

ω = 1.785

3.6 3.7 3.8 3.9 4 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5

�1.75

�1.5

�1.25

�1

�0.75

�0.5

�0.25

u

u

.

ω = 1.78

5 5.05 5.1 5.15 5.2 5.25 5.3

�2

0

2

4

6

8
u

u

.

ω = 1.85

5 5.05 5.1 5.15 5.2 5.25 5.3

�2

0

2

4

6

8
u

u

.

ω = 1.81

5 5.05 5.1 5.15 5.2 5.25 5.3

�2

0

2

4

6

u

u

.

ω = 1.785

5 5.05 5.1 5.15 5.2 5.25 5.3

�2

0

2

4

6

8
u

u

.

ω = 1.78

Рис. 8. Другий каскад подвоєння перiоду (правi пороги нестiйкостей на
рис. 6), що складається зi стацiонарних субгармонiчних розв’язкiв по-
рядку 2n рiвняння ü+ 0.2u̇+ u+ u3 = 40cosω t i веде до хаотичного ру-
ху. Чисельнi розв’язки одержано методом Рунге-Кутта четвертого по-
рядку. Представлено такi перерiзи Пуанкаре: ω = 1.85 — 2T-розв’язки;
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ω = 1.81 — 4T-розв’язки; ω = 1.785 — 8T-розв’язки; ω = 1.78 — 16T-
розв’язки; ω = 1.77 — несиметричнi хаотичнi атрактори, кожний з яких
складається з двох окремих дуг; ω = 1.758 — несиметричнi хаотичнi
атрактори, кожний з яких складається з однiєї дуги (вони утворюються
внаслiдок кризи при 1.758< ω < 1.759). Перерiзи з першого та другого
стовпчикiв вiдповiдають двом рiзним сiмействам несиметричних розв’яз-
кiв (67), що зсунутi по фазi один вiдносно iншого, вiдповiднi початковi
умови — u(0) = 3.8; u̇(0) = −0.7 та u(0) = 5.25; u̇(0) = −2. Два перерiзи
в останньому рядку представляють симетричнi хаотичнi атрактори при
ω = 1.75 та ω = 1.7, що утворюються внаслiдок кризи, коли два несиме-
тричнi хаотичнi атрактори об’єднуються в один при ω ≈ 1.755.
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хаотичний атрактор займає ту ж саму частину фазового просто-

ру, що i нестiйкi субгармонiчнi орбiти, повторюючи їх контури.

Демонстрацiю цього факту наведено на рис. 9. Видно, що нестiй-

ка субгармонiчна орбiта 16-ого порядку в точностi знаходиться на

хаотичних атракторах. Те ж саме стосується всiх iнших нестiй-

ких орбiт порядку m= 2n, n = 1, ∞. Про таку природу хаотичних

атракторiв говорять, що вони щiльно заповненi нестiйкими перiо-

дичними орбiтами4 [69, с. 128, 146–147]. Кожна точка на хаотич-

ному атракторi нескiнченно близька до однiєї з нестiйких перiо-

дичних орбiт, але всi цi орбiти утворюють множину мiри нуль.

В термiнах нестiйких перiодичних орбiт виражаються рiзноманiт-

нi статистичнi та ергодичнi характеристики атракторiв [15, 32].

Iснують рiзноманiтнi чисельнi методи встановлення цих нестiй-

ких орбiт як у випадку, коли рiвняння руху вiдоме, так i в бiльш

складному випадку, коли заданi лише експериментальнi часовi ря-

ди [46, 67, 68, 65, 57]. Коли рiвняння руху вiдоме, то порiвняно з

цими методами технiка гармонiчного балансу надає значно бiльш

простий i послiдовний шлях встановлення нестiйких перiодичних

орбiт, що пiдтверджує рис. 9.

При подальшому збiльшеннi частоти, починаючи з ω = 1.445,

обидва несиметричнi хаотичнi атрактори на рис. 7 пiсля досяг-

нення порогу при 1.4451< ω < 1.4452раптово утворюють єдиний

атрактор (але при цьому їх перерiзи не перетинаються), що займає

значно бiльшу область у фазовому просторi. Перерiз Пуанкаре та-

кого атрактора наведено на рис. 7 при ω = 1.45. Подiбнi явища

раптової якiсної змiни хаотичного атрактора називаються криза-

ми. Цей термiн ввели Гребоджi та iн. [27] (1982 р.) при вивчен-

нi хаотичних атракторiв на прикладi логiстичного вiдображення.

Ширший аналiз криз атракторiв у рiзних системах зроблено цими

4dense in unstable periodic orbits (англ.)
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= 1.445 

= 1.77 

Рис. 9. Природа хаотичних атракторiв що утворюються внаслiдок нескiн-
ченного каскаду подвоєння перiоду: ω = 1.445 — хаотичний атрактор
з рис. 7 (лiвi пороги нестiйкостей), ω = 1.77 — хаотичний атрактор з
рис. 8 (правi пороги нестiйкостей); × — нестiйкий стацiонарний розв’язок
u(4)(t; 16) (метод гармонiчного балансу з N = 50).

авторами в бiльш пiзнiй роботi [31]. Причиною кризи хаотичних

атракторiв є їх зiткнення з незалежною нестiйкою перiодичною

орбiтою, це питання розглянемо в роздiлi 1.3.4.

Зауважимо, що перехiд вiд регулярного до хаотичного руху при

ω(∞)
l < ω < 1.445значно бiльш складний, нiж зазначено вище. Так,
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при ω = 1.4446обидва несиметричнi хаотичнi атрактори склада-

ються з двох окремих дуг, при ω = 1.4444— з чотирьох окремих

дуг, при ω = 1.4443— з вiсьми окремих дуг, i так далi. Ця послi-

довнiсть хаотичних атракторiв i вiдповiдних криз, коли вiдбува-

ється об’єднання дуг, вимагає окремого подальшого вивчення.

Поведiнка хаотичних атракторiв при ω < ω(∞)
r аналогiчна. Так,

при ω = 1.77 хаотичнi атрактори складаються з двох окремих дуг

(рис. 8). При зменшеннi частоти пiсля досягнення порогу при

1.758< ω < 1.759 вiдбувається криза, i окремi дуги кожного з

несиметричних атракторiв раптово об’єднуються в одну (але при

цьому самi дуги не перетинаються). Обидва несиметричнi хаотич-

нi атрактори, що при цьому утворюються, зображено на рис. 8

при ω = 1.758. Цi два несиметричнi атрактори об’єднуються в

один великий хаотичний атрактор внаслiдок наступних криз при

1.755< ω < 1.757. (При цьому при ω = 1.756 вiдбувається пере-

хiдний хаотичний рух, див. роздiл 1.3.4, до субгармонiчного роз-

в’язку 28-ого порядку. Це питання також вимагає подальшого до-

слiдження.) Перерiзи Пуанкаре великого об’єднаного хаотичного

атрактора наведено на рис. 8 при ω = 1.75 i ω = 1.7.

На рис. 10, 11 показано, як внаслiдок кризи змiнюються спектр

та фазовий портрет хаотичних атракторiв. Видно, що фазовий пор-

трет атракторiв при ω = 1.445 i ω = 1.77 несиметричний, вiдпо-

вiдно їх спектр мiстить явно вираженi парнi гармонiки, а спектр

атракторiв при ω = 1.77 — ще й субгармонiки другого порядку.

Це вiдповiдає тому, що перерiз Пуанкаре атракторiв при ω = 1.77

складається з двох дуг, а при ω = 1.445 — з однiєї дуги. Всi iншi

гармонiки присутнi на малих часових масштабах у виглядi шуму,

який поступово зникає при збiльшеннi часового iнтервалу спо-

стереження ∆ t (для побудови спектрiв використовувалось швид-

ке перетворення Фур’є). Спектр єдиного об’єднаного атрактора,
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що утворюється пiсля кризи (чи послiдовностi кiлькох криз), мiс-

тить лише чiтко вираженi непарнi гармонiки. Парнi гармонiки та

субгармонiки присутнi тiльки у виглядi шуму i поступово зни-

кають при збiльшеннi часового iнтервалу спостереження. Таким

чином, представленi при ω = 1.45 i ω = 1.7 хаотичнi атрактори

є симетричними в тому смислi, що їх спектр на великих часо-

вих масштабах мiстить лише непарнi гармонiки. Вiдповiдно фазо-

вий портрет цих атракторiв також в середньому симетричний (вiн

займає симетричну вiдносно початку координат область фазово-

го простору). Отже, розглянутi кризи хаотичних атракторiв можна

розглядати як вiдновлення симетрiї коливань, що була втрачена

пiд час руйнування симетрiї ультрагармонiчного розв’язку ũ(0)(t)
при ω ≈ 1.4055 (збiльшення частоти) та ω ≈ 2.5882 (зменшення

частоти), точки “6” та “1” на рис. 5.

З перерiзiв Пуанкаре ω = 1.75 i ω = 1.7 на рис. 8 добре видно,

що при ω = 1.75, близькiй до критичної частоти, коли вiдбува-

ється криза об’єднання атракторiв, осцилятор переважну частину

часу знаходиться в межах фазового простору, який при ω = 1.77

займали обидва несиметричнi хаотичнi атрактори, i лише iнко-

ли вiдбувається перехiд вiд одного атрактора до iншого. Така по-

ведiнка називається перемежованiстю5 [69, с. 106, 177–179]. Пi-

сля зменшення частоти до ω = 1.7 час цього перехiдного руху

значно збiльшується, i область хаотичного атрактора стає значно

бiльш рiвномiрно заповненою.

На завершення зауважимо, що хаотичнi атрактори в iнтервалi

частот ω(∞)
l < ω < 1.508187спiвiснують разом з ультрагармонiч-

ним розв’язком ũ(0)(t), крива 9–8 на рис. 5, перерiз Пуанкаре якого

зображено на рис. 7 при ω = 1.45. Однi початковi умови ведуть до

хаотичного руху, а iншi — до перiодичного.

5intermittency (англ.)
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Рис. 10. Змiна спектру та фазового портрету хаотичних коливань у рiв-
няннi ü+ 0.2u̇+ u+ u3 = 40cosω t внаслiдок кризи двох несиметричних
хаотичних атракторiв, зображених на рис. 7.
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Рис. 11. Змiна спектру та фазового портрету хаотичних коливань у рiв-
няннi ü+0.2u̇+u+u3 = 40cosω t внаслiдок послiдовностi криз двох не-
симетричних хаотичних атракторiв, зображених на рис. 8.
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1.3.4. Субгармонiчнi коливання. Жорстке збудження. Пере-

хiдний хаос. Як було зазначено в роздiлi 1.2.5, жорстке збуджен-

ня субгармонiчних коливань не може бути передбачене в межах

лiнiйної теорiї стiйкостi. Тому знаходження стацiонарних розв’яз-

кiв, що збуджуються жорстко, — значно бiльш складна задача, нiж

пошук розв’язкiв, що збуджуються м’яко. Єдина пiдказка — шу-

кати жорстке збудження субгармонiк у тiй же областi параметрiв

системи, де вiдбувається м’яке збудження.

Нехай u(0)(t) — стацiонарний розв’язок нульового рiвня. Тодi

стацiонарний розв’язок u(l1)(t; m) рiвня l1, що збуджується жорст-

ко, можна шукати у виглядi

u(l1)(t; m) = u(0)(t)+v(l1)(t; m) =
N

∑
n=−N

(
u(0)

n +v(l1)
n

)
einω t+

N−1

∑
n=−N

m−1

∑
n1=1

v(l1)
n+n1

m
ei(n+n1

m )ω t =
mN

∑
n=−mN

u(l1)
n
m

ei
n
mω t. (71)

Коефiцiєнти v(l1)
n/m

(|n| = 0, mN
)

знаходяться з системи алгебраїч-

них рiвнянь (40). При практичних розрахунках для того, щоб по-

трапити на новий розв’язок, необхiдно перебрати певну кiлькiсть

початових наближень для коефiцiєнтiв v(l1)
n/m. Найбiльш ефектив-

ним при цьому є варiювати початковi наближення лише для одно-

го коефiцiєнта, наприклад, v(l1)
1/m, а початковi наближення для всiх

iнших коефiцiєнтiв покладати рiвними нулю.

Результати розрахункiв представлено на рис. 12, 13, 14, 15.6 Для

того, щоб розрiзняти рiзнi субгармонiчнi розв’язки однакового по-

рядку в рiзних каскадах розв’язкiв, введено додатковi позначення.

Так, у розв’язку u(l,R)(t; m) другий верхнiй iндекс R, який запису-

6Частину цих розрахункiв провiв Салiй Ростислав Ярославович пiд час виконання ди-
пломної роботи магiстра “Субгармонiчнi нестiйкостi та перехiд до хаосу при вимушених
коливаннях осцилятора Дюффiнга з жорсткою нелiнiйнiстю” (Київський нацiональний
унiверситет iм. Тараса Шевченка, 2004 р., наук. кер. Лукомський В.П.).
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Рис. 12. Жорстке збудження симетричного субгармонiчного розв’язку
третього порядку, який мiстить лише непарнi гармонiки, з подальшим
м’яким збудженням парних субгармонiк третього порядку та подвоєн-
ням перiоду до субгармонiчного розв’язку шостого порядку в рiвняннi
ü+ 0.2u̇+ u+ u3 = 40cosω t (метод гармонiчного балансу N = 50). Для
кожного розв’язку наведено амплiтудно-частотну залежнiсть найбiльшої
за амплiтудою субгармонiки. Областi збудження розв’язкiв:

ũ(1)(t; 3) − ω ∈ [1.377349, 1.913055],
u(1, II)(t; 3) − ω ∈ [1.384746, 1.582541],
u(2, III)(t; 6) − ω ∈ [1.386565, 1.561860],

подальше подвоєння перiоду — ω ∈ [1.386950, 1.557688].

ватимемо римськими цифрами, означає порядковий номер цього

розв’язку в каскадi розв’язкiв, якому вiн належить. Розв’язок з iн-

дексом I завжди збуджується жорстко — вiн є першим розв’язком

у каскадi. Всi наступнi розв’язки з iндексами II, III, IV, . . . збу-

джуються м’яко в результатi нестiйкостей попереднiх розв’язкiв.

На рис. 12 зображено амплiтудно-частотну залежнiсть резо-

нансної субгармонiки 7
3 симетричного розв’язку ũ(1)(t; 3), який



72 Роздiл 1. Нелiнiйнi коливання

1.4 1.45 1.5 1.55 1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

|un |

|| )I,1(

3

7u

|| )II,2(

6

13u || )III,3(

12

27u

– ’

–  ( )

–  ( )

Рис. 13. Жорстке збудження несиметричного субгармонiчного розв’язку
третього порядку, який одразу мiстить як непарнi, так i парнi гармонiки,
з подальшим каскадом подвоєння перiоду в рiвняннi ü+ 0.2u̇+ u+ u3 =
40cosω t (метод гармонiчного балансу N = 50). Для кожного розв’язку
наведено амплiтудно-частотну залежнiсть найбiльшої за амплiтудою суб-
гармонiки. Областi збудження розв’язкiв:

u(1, I)(t; 3) − ω ∈ [1.430160, 1.958183],
u(2, II)(t; 6) − ω ∈ [1.431078, 1.952356],

u(3, III)(t; 12) − ω ∈ [1.431371, 1.950481],
подальше подвоєння перiоду — ω ∈ [1.431437, 1.950067].

мiстить лише непарнi гармонiки. Видно, що розв’язок збуджу-

ється жорстко. Одержаний розв’язок двозначний. Його аналiз на

стiйкiсть показує, що нижня гiлка скрiзь метастабiльна, а верхня

гiлка при ω ∈ [1.384746, 1.582541] нестiйка вiдносно збудження

парних гармонiк. Точно в цiй областi вже м’яко збуджується ста-

цiонарний розв’язок u(1, II)(t; 3), який мiстить парнi гармонiки. Вiн

представлений на рис. 12 субгармонiкою 8
3. Розв’язок u(1, II)(t; 3)

стiйкий лише у вузьких частотних смугах навколо порогiв свого



1.3. Регулярнi та хаотичнi коливання 73

1.4 1.45 1.5 1.55 1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

|un |

|| )1(

7

15
~
u

|| )1(

5

11
~
u

– ’

–  ( )

–  ( )

–  ( )

|| )1(

5

12u

Рис. 14. Жорстке збудження симетричних субгармонiчних розв’язкiв п’я-
того та сьомого порядкiв та несиметричного субгармонiчного розв’язку
п’ятого порядку в рiвняннi ü+ 0.2u̇+ u+ u3 = 40cosω t (метод гармо-
нiчного балансу N = 50). Для кожного розв’язку наведено амплiтудно-
частотну залежнiсть найбiльшої за амплiтудою субгармонiки. Обла-
стi збудження розв’язкiв: ũ(1)(t; 5) — ω ∈ [1.426870, 1.923931], подаль-
ше збудження парних гармонiк — ω ∈ [1.427316, 1.914368]; ũ(1)(t; 7) —
ω ∈ [1.431706, 1.932641], подальше збудження парних гармонiк — ω ∈
[1.431761, 1.932226]; u(1)(t; 5) — ω ∈ [1.444408, 1.797964], подальше по-
двоєння перiоду — ω ∈ [1.444445, 1.796900].

збудження — на рештi частот вiн нестiйкий вiдносно подвоєння

перiоду. В областi цiєї нестiйкостi збуджується наступний розв’я-

зок u(2, III)(t; 6), представлений на рис. 12 субгармонiкою 15
6 . Цей

розв’язок також нестiйкий вiдносно подальшого подвоєння перiо-

ду майже при всiх частотах, окрiм невеликих смуг навколо порогiв

свого збудження.

Жорстко можуть збуджуватись не лише симетричнi розв’язки,

якi мiстять тiльки непарнi гармонiки. Так, на рис. 13 зображено
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амплiтудно-частотну залежнiсть резонансної субгармонiки 7
3 неси-

метричного розв’язку u(1, I)(t; 3), який одразу мiстить як непарнi,

так i парнi гармонiки, i збуджується жорстко. Проте на вiдмiну вiд

симетричного розв’язку ũ(1)(t; 3), розв’язок u(1, I)(t; 3) стiйкий ли-

ше у вузьких частотних смугах навколо порогiв свого збудження.

При всiх iнших частотах вiдбувається подвоєння перiоду, i м’яко

збуджується розв’язок u(2, II)(t; 6), представлений на рис. 13 суб-

гармонiкою 13
6 . Вiн у свою чергу також нестiйкий вiдносно подво-

єння перiоду майже при всiх частотах, що призводить до збуджен-

ня наступного розв’язку u(3, III)(t; 12), що представлений на рис. 13

субгармонiкою 27
12, i так далi.

На рис. 14 представлено амплiтудно-частотнi залежностi резо-

нансних субгармонiк деяких iнших субгармонiчних розв’язкiв не-

парного порядку, що збуджуються жорстко, а саме: симетричнi

субгармонiчнi розв’язки п’ятого та сьомого порядкiв та несиме-

тричний субгармонiчний розв’язок п’ятого порядку. Зрозумiло, що

рiвняння скорiш за все має безлiч iнших субгармонiчних розв’яз-

кiв ще вищих порядкiв, якi також збуджуються жорстко. Деталь-

нiше вивчення цих розв’язкiв залишимо на майбутнє.

Нарештi, жорстко можуть збуджуватись i субгармонiчнi роз-

в’язки парного порядку. Так, на рис. 15 представлено амплiтудно-

частотнi залежностi резонансних субгармонiк розв’язкiв шостого

u(2, I)(t; 6) та дванадцятого u(3, I)(t; 12) порядкiв, що збуджуються

жорстко. Вони стiйкi лише в дуже вузьких частотних смугах нав-

коло порогiв свого збудження.

Зауважимо, що всi знайденi розв’язки, якi збуджуються жорст-

ко, двозначнi, причому одна з гiлок завжди метастабiльна при

всiх частотах. Схоже, що це є унiверсальною властивiстю суб-

гармонiчних розв’язкiв, що збуджуються жорстко.

Знайденi розв’язки надають можливiсть зрозумiти причину кри-
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Рис. 15. Жорстке збудження субгармонiчних розв’язкiв шостого та два-
надцятого порядкiв у рiвняннi ü+0.2u̇+u+u3 = 40cosω t (метод гармо-
нiчного балансу N = 50). Для кожного розв’язку наведено амплiтудно-
частотну залежнiсть найбiльшої за амплiтудою субгармонiки. Областi
збудження розв’язкiв: u(2, I)(t; 6) — ω ∈ [1.385718, 1.563361],

подальше подвоєння перiоду — ω ∈ [1.385742, 1.563356];
u(3, I)(t; 12) — ω ∈ [1.4316284, 1.949996],

подальше подвоєння перiоду — ω ∈ [1.4316299, 1.949988].

зи при 1.4451< ω < 1.4452, коли два несиметричнi хаотичнi

атрактори на рис. 7 об’єднуються в єдиний значно бiльший за

розмiрами атрактор. На рис. 16 зображено обидва несиметричнi

хаотичнi атрактори при ω = 1.4451 та єдиний симетричний хао-

тичний атрактор при ω = 1.4452 з двома його збiльшеними ча-

стинами, де мiстяться дуги, якi були окремими атракторами при

ω = 1.4451. Видно, що криза вiдбувається тодi, коли кожний з

обох несиметричних хаотичних атракторiв на фазовiй площинi

одночасно стикається з вiдповiдним нестiйким стацiонарним роз-

в’язком u(3, I)(t; 12) (їх також два внаслiдок симетрiї (66) рiвняння
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1.4451 t = 10
5
T

Рис. 16. Криза, при якiй два несиметричнi хаотичнi атрактори об’єдну-
ються в один, при цьому розмiр атрактора на фазовiй площинi рiзко збiль-
шується. Хаотичнi атрактори розраховано методом Рунге-Кутта четвер-
того порядку, а нестiйкi стацiонарнi розв’язки — методом гармонiчного
балансу з N = 50: ω = 1.4451 — два несиметричнi хаотичнi атрактори,
ω = 1.4452— симетричний хаотичний атрактор та двi його збiльшенi ча-
стини, де мiстяться дуги, якi були окремими атракторами при ω = 1.4451;
+ — пара розв’язкiв u(3, I)(t; 12), O — розв’язок ũ(1)(t; 5), M — розв’язок
ũ(1)(t; 7), ♦ — пара розв’язкiв u(1)(t; 5), ? — пара розв’язкiв u(2, I)(t; 6),
• — пара розв’язкiв u(2, III)(t; 6). Несиметричнi розв’язки завжди iснують
парами внаслiдок симетрiї (66) рiвняння руху, але окремi позначення для
таких розв’язкiв не введено.
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руху, проте на рис. 16 окремi позначення для таких розв’язкiв не

введено). При цьому пара нестiйких розв’язкiв u(3, I)(t; 12) (а та-

кож всi iншi нестiйкi розв’язки в обох каскадах, що ця пара роз-

в’язкiв розпочинає) додаються до множини нестiйких розв’язкiв,

що складають хаотичний атрактор. (Це є нестiйкi субгармонiч-

нi розв’язки порядку 2n, n = 1, ∞, див. рис. 9, розв’язки порядку

5·2n, n= 0, ∞, котрi, як видно з рис. 16, також мiстяться на хаотич-

них атракторах при ω = 1.4451, а, можливо, й iншi, ще не знайденi

нами, розв’язки). Це i призводить до розширення атрактора.

Картина на рис. 16 ще не зовсiм повна. Хоча нестiйкий роз-

в’язок u(3, I)(t; 12) очевидно вiдповiдає за кризу, вiн ще не пояс-

нює, чому обидва атрактори об’єднуються в один. Жодний з зо-

бражених на рис. 16 i на даний момент знайдених нами розв’яз-

кiв не вiдповiдає за безпосереднє об’єднання атракторiв. Можна

лише припустити, що за це вiдповiдають нестiйкi розв’язки, якi

мiстяться в каскадах, що розпочинаються симетричними розв’яз-

ками ũ(1)(t; 5) i ũ(1)(t; 7), або субгармонiчними розв’язками ще

вищого непарного порядку. Видно, що за утворення великого за

розмiрами атрактора скорiш за все також вiдповiдають нестiйкi

розв’язки u(2, I)(t; 6) i u(2, III)(t; 6) та наступнi за ними розв’язки

у вiдповiдних каскадах. Побудова остаточної картини вимагає до-

даткових дослiджень.

Зауважимо, що подiбний до вказаного нами механiзм кризи, ко-

ли вiдбувається об’єднання хаотичних атракторiв, описаний в ро-

ботах [33, 31] на прикладi вимушених коливань математичного

маятника. Що стосується хаотичних атракторiв на рис. 8, то при-

чиною їх криз є якiсь iншi, ще не знайденi нами, нестiйкi розв’яз-

ки. Це питання також вимагає подальшого дослiдження.

Наприкiнцi розглянемо детальнiше, як розв’язок ũ(1)(t; 3) з

рис. 12, який є стiйким у досить широкiй смузi частот, впливає
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на iснування хаотичних атракторiв. Для цього спочатку дослiди-

мо каскад субгармонiчних розв’язкiв, що розпочинається з роз-

в’язку ũ(1)(t; 3) при ω . 1.58, та результуючi хаотичнi атрактори.

На рис. 17 представлено результати чисельних розрахункiв ме-

тодом Рунге-Кутта четвертого порядку, при цьому необхiднi по-

чатковi умови забезпечуються розв’язками, одержаними методом

гармонiчного балансу. Видно, що при ω = 1.59 iснує симетричний

субгармонiчний розв’язок третього порядку. Його спектр мiстить

лише непарнi гармонiки. Пiсля зменшення частоти цей розв’язок

стає нестiйким, i при ω = 1.57 iснує вже пара несиметричних суб-

гармонiчних розв’язкiв третього порядку, якi мiстять як непарнi,

так i парнi гармонiки (несиметричнi розв’язки завжди iснують по-

парно внаслiдок симетрiї (66) рiвняння руху). При подальшому

зменшеннi частоти цi розв’язки стають нестiйкими, а збуджуються

субгармонiчнi розв’язки з подвоєним перiодом 6T, якi зображено

при ω = 1.56, i так далi.

При 1.556< ω < 1.557 вiдбувається перехiд до хаотичного ру-

ху. На рис. 17 при ω = 1.553 зображено два несиметричнi хао-

тичнi атрактори, кожний з яких складається з трьох окремих дуг.

При 1.552< ω < 1.553вiдбувається криза, в результатi якої обид-

ва несиметричнi хаотичнi атрактори раптово об’єднуються в єди-

ний симетричний атрактор, що також складається з трьох окре-

мих дуг (тут є вiдмiннiсть вiд кризи на рис. 8). Такий хаотич-

ний атрактор на рис. 17 зображено при ω = 1.55. Нарештi, при

1.548< ω < 1.549 вiдбувається наступна криза, i всi три дуги ра-

птово поєднуються. Симетричний хаотичний атрактор, що в ре-

зультатi утворюється, зображено на рис. 17 при ω = 1.54.

Таким чином, хаотичнi коливання в рiвняннi (65) з F = 20 iсну-

ють при 1.4443. ω . 1.556 (границi лiвих порогiв нестiйкостей

на рис. 6, табл. 3, та правих порогiв нестiйкостей на рис. 12). При
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Рис. 17. Каскад подвоєння перiоду, що розпочинається з симетричного
субгармонiчного розв’язку третього порядку, який збуджується жорст-
ко. Каскад складається зi стацiонарних субгармонiчних розв’язкiв по-
рядку 3 · 2n рiвняння ü+ 0.2u̇+ u+ u3 = 40cosω t i веде до хаотичного
руху. Чисельнi розв’язки одержано методом Рунге-Кутта четвертого по-
рядку. Представлено такi перерiзи Пуанкаре: ω = 1.59 — симетричний
3T-розв’язок (його спектр мiстить лише непарнi гармонiки); ω = 1.57 —
несиметричнi 3T-розв’язки; ω = 1.56 — 6T-розв’язки; ω = 1.553 — неси-
метричнi хаотичнi атрактори, кожний з яких складається з трьох окремих
дуг. Перерiзи з першого та другого стовпчикiв вiдповiдають двом рiзним
сiмействам несиметричних розв’язкiв (67), що зсунутi по фазi один вiд-
носно iншого, вiдповiднi початковi умови — u(0) = 4.75; u̇(0) = −10 та
u(0) = 5.13; u̇(0) = −6. Два перерiзи в останньому рядку представля-
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ють симетричнi хаотичнi атрактори при ω = 1.55 та ω = 1.54. Хаотич-
ний атрактор при ω = 1.55, що також складається з трьох окремих дуг,
утворюється внаслiдок кризи, коли два несиметричнi хаотичнi атракто-
ри об’єднуються в єдиний атрактор при 1.552< ω < 1.553. Хаотичний
атрактор при ω = 1.54, де всi дуги вже об’єднанi, утворюється внаслiдок
наступної кризи при 1.548< ω < 1.549.

ω & 1.557 iснують лише стiйкi субгармонiчнi розв’язки порядку

3 · 2n. Що ж вiдбувається з хаотичними атракторами, що утво-

рюються при ω . 1.777 (границя правих порогiв нестiйкостей на

рис. 6, табл. 3)? При 1.6216 ω . 1.777хаотичнi атрактори спiвiс-

нують зi стiйким розв’язком ũ(1)(t; 3), при цьому однi початковi

умови ведуть до хаотичного руху, а iншi — до перiодичного. При

1.62< ω < 1.621хаотичнi коливання раптово зникають (без обер-

неного каскаду подвоєння перiоду, як це зазвичай вiдбувається), i

при 1.5825426 ω . 1.62 всi початковi умови ведуть лише до стiй-

кого розв’язку ũ(1)(t; 3). Це є прикладом так званого перiодичного

вiкна в областi хаотичних коливань [69, с. 28].
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Рис. 18. Руйнування хаотичного атрактора, що вiдбувається внаслiдок
його зiткнення з нестiйким метастабiльним субгармонiчним розв’язком
ũ(1)(t; 3) i супроводжується перехiдним хаосом. Хаотичнi атрактори роз-
раховано методом Рунге-Кутта четвертого порядку (початковi умови —
u(0) = 5.25; u̇(0) =−2), а субгармонiчнi стацiонарнi розв’язки — методом
гармонiчного балансу з N = 50: M — нестiйкий метастабiльний розв’язок
ũ(1)(t; 3) (нижня гiлка на рис. 12), O — стiйкий розв’язок ũ(1)(t; 3) (верхня
гiлка на рис. 12).
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Причиною раптового руйнування хаотичного атрактора при

1.62 < ω < 1.621 є його зiткнення з нестiйким метастабiльним

розв’язком ũ(1)(t; 3) (нижня гiлка на рис. 12). Це добре видно з

рис. 18. При ω = 1.621 хаотичний атрактор спiвiснує зi стiйким

розв’язком ũ(1)(t; 3) (верхня гiлка на рис. 12), при цьому нестiйкий

метастабiльний розв’язок ũ(1)(t; 3) (нижня гiлка на рис. 12) ще ле-

жить за межами хаотичного атрактора. При ω = 1.62 вже iснують

лише залишки хаотичного атрактора. Осцилятор, що в початковий

момент часу знаходиться в областi фазового простору, яку займав

при ω = 1.621 хаотичний атрактор, ще деякий час (у наведено-

му розрахунку ∆ t≈ 1200T) поводить себе хаотичним чином доти,

доки не потрапить в область притягання метастабiльного розв’яз-

ку ũ(1)(t; 3). (Область притягання розв’язку — це всi тi початковi

умови, якi ведуть до цього розв’язку.) Як тiльки це вiдбуваєть-

ся, осцилятор вiдштовхується нестiйкою метастабiльною орбiтою

i потрапляє в область притягання стiйкого розв’язку ũ(1)(t; 3), на

якому врештi-решт i стабiлiзуються коливання. Хаотична поведiн-

ка осцилятора до того моменту часу, коли вiдбувається перехiд до

стiйкого перiодичного розв’язку, називається перехiдним хаосом7

[69, с. 173]. Зрозумiло, що тривалiсть перехiдного хаосу залежить

як вiд початкових умов, так i вiд точностi чисельних розрахун-

кiв, самого чисельного методу тощо. Проте усереднена тривалiсть

перехiдного хаосу зменшується з вiддаленням вiд критичної ча-

стоти, при якiй вiдбувається руйнування атрактора, так що при

ω = 1.619вже нiякого перехiдного хаосу не спостерiгається.

Описане раптове руйнування хаотичного атрактора, що супро-

воджується перехiдним хаосом, є рiзновидом криз атракторiв. Це

явище вперше детально описали i пояснили Гребоджi, Отт i Йоркi

[27] (1982 р.) на прикладi логiстичного вiдображення, див. також

7transient chaos (англ.)



84 Роздiл 1. Нелiнiйнi коливання

ряд бiльш пiзнiх робiт [28, 29, 30, 31] цiєї команди авторiв. Ними

було також встановлено, що поблизу критичного порогу, при яко-

му вiдбувається руйнування атрактора, усереднена за початковими

умовами тривалiсть перехiдного хаосу для великого числа систем

задовольняє закону

〈τ〉 ∼ |p− pc|−γ , γ > 0, (72)

де p — параметр системи, що змiнюється, pc — його критичне зна-

чення. Величина γ називається критичним показником. У деяких

системах спостерiгається також суперперехiдний хаос, усереднена

тривалiсть якого задовольняє закону

〈τ〉 ∼ exp
(|p− pc|−γ), γ > 0. (73)

Висновки

У першiй частинi даного роздiлу зроблено класифiкацiю коли-

вальних задач та зосереджено увагу на їх зв’язку з iншими роз-

дiлами фiзики, а також проаналiзовано роль нелiнiйностi в теорiї

коливань. Розглянуто вiльнi, вимушенi та автоколивання. Для пов-

ноти матерiалу слiд би було розглянути ще й параметричнi коли-

вання. Сподiваємось, що це вдасться зробити в майбутньому.

У другiй частинi головну увагу придiлено методам пошуку на-

ближених розв’язкiв сильно нелiнiйних коливальних задач, а саме

методам гармонiчного балансу та рiвномiрних розкладiв. На осно-

вi методу гармонiчного балансу викладено загальну послiдовну

схему дослiдження вимушених коливань, що описуються звичай-

ними диференцiальними рiвняннями другого порядку з довiльною

полiномiальною нелiнiйнiстю. Зроблено класифiкацiю можливих

субгармонiчних розв’язкiв. Теорiю Флоке стiйкостi перiодичних

розв’язкiв адаптовано для аналiзу стiйкостi апроксимацiй гармо-

нiчного балансу у випадку довiльного числа врахованих гармонiк.
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Третю частину присвячено вивченню вимушених коливань у

рiвняннi Дюффiнга з жорсткою нелiнiйнiстю. Розглянуто явища

супергармонiчних резонансiв третього та другого порядкiв. Розра-

ховано каскади подвоєння перiоду (м’яке збудження субгармонiк

парного порядку) та знайдено першi кiлька наближень числа Фей-

генбаума. Одержано також субгармонiчнi розв’язки непарних та

парних порядкiв, що збуджуються жорстко. Детально дослiджено

хаотичнi коливання. Описано природу хаотичних атракторiв, яви-

ща криз хаотичних атракторiв та перехiдний хаос.

Автори висловлюють велику подяку професору Крiстiану

Харiфу та Марку Французу за забезпечення нас потрiбною

лiтературою.
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