
Íàöiîíàëüíà àêàäåìiÿ íàóê Óêðà¨íè

Iíñòèòóò ôiçèêè

Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà

ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó

Ñòîëÿðîâ �âãåí Âîëîäèìèðîâè÷

ÓÄÊ 53.01; 535.3

Äèñåðòàöiÿ

Òðàíñïîðò ôîòîíiâ ó îäíîâèìiðíèõ õâèëåâîäàõ

òà íåàäiàáàòè÷íà ìîëåêóëÿðíà äèíàìiêà

01.04.05 � îïòèêà, ëàçåðíà ôiçèêà

Ïîäà¹òüñÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê.

Äèñåðòàöiÿ ìiñòèòü ðåçóëüòàòè âëàñíèõ äîñëiäæåíü. Âèêîðèñòàííÿ iäåé, ðåçóëüòàòiâ i

òåêñòiâ iíøèõ àâòîðiâ ìàþòü ïîñèëàííÿ íà âiäïîâiäíå äæåðåëî.

�. Â. Ñòîëÿðîâ

Íàóêîâèé êåðiâíèê: ×óìàê Îëåêñàíäð Îëåêñàíäðîâè÷,

äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê

Êè¨â � 2020





Per aspera ad astra.





3

ÀÍÎÒÀÖIß

Ñòîëÿðîâ �.Â. Òðàíñïîðò ôîòîíiâ ó îäíîâèìiðíèõ õâèëåâî-

äàõ òà íåàäiàáàòè÷íà ìîëåêóëÿðíà äèíàìiêà. � Êâàëiôiêàöiéíà íà-

óêîâà ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ

íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.04.05 � îïòèêà, ëàçåðíà ôiçèêà. � Iíñòèòóò ôiçèêè

ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2020.

Â ðîáîòi âèâ÷à¹òüñÿ äèíàìiêà ðîçñiÿííÿ ôîòîííèõ òà ÿäåðíèõ õâèëüî-

âèõ ïàêåòiâ íà êâàíòîâèõ âèïðîìiíþâà÷àõ ó îäíîâèìiðíèõ õâèëåâîäàõ òà

íà ïåðåòèíàõ içîåíåðãåòè÷íèõ ïîâåðõîíü ó ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ.

Äîñëiäæåíî âçà¹ìîäiþ õâèëüîâîãî ïàêåòó â êîãåðåíòíîìó ñòàíi ç äâî-

ðiâíåâèì àòîìîì (êóáiòîì) ó îäíîâèìiðíîìó õâèëåâîäi. Îòðèìàíî ðiâíÿííÿ

åâîëþöi¨ íàñåëåíîñòi çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà. Ïîêàçàíî, ùî õàðàêòåð çáó-

äæåííÿ êóáiòà çàëåæèòü âiä ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëü-

ñi. Äîñëiäæåíî ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ðîçñiÿëîñü íà

êóáiòi. Âñòàíîâëåíî, ùî çà âåëèêî¨ ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíî-

ìó iìïóëüñi ïðîéäåíå âèïðîìiíþâàííÿ ìà¹ ñóïåðïóàññîíiâñüêó ñòàòèñòèêó,

à âiäáèòå ìîæå áóòè ÿê ñóá- òàê i ñóïåðïóàññîíiâñüêèì (â çàëåæíîñòi âiä

âåëè÷èíè ïàðàìåòðà çâ'ÿçêó ìiæ êóáiòîì òà õâèëåâîäîì).

Äëÿ îïèñó ðîçñiÿííÿ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ ó îäíî- òà äâîôîòîííèõ ñòàíàõ

íà êóáiòi âèêîðèñòàíî ìåòîä ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ôîòîííî¨ ãóñòèíè ó ôàçîâî-

ìó (êîîðäèíàòíî-iìïóëüñíîìó) ïðîñòîði. Öÿ îïåðàòîðíà ôóíêöiÿ ¹ àíàëî-

ãîì êëàñè÷íî¨ ìiêðîñêîïi÷íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó â ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi. Ïî-

êàçàíî, ùî ïiñëÿ ðîçñiÿííÿ îäíîôîòîííîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó éîãî ñåðåäíÿ

ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó íàáóâà¹ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ó ïåâíèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî
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ïðîñòîðó íàâiòü çà óìîâè ïîçèòèâíî¨ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó. Îòðè-

ìàíî àíàëiòè÷íi âèðàçè äëÿ ïðîñòîðîâî¨ ãóñòèíè ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü,

òà äëÿ ¨õ ãóñòèíè â iìïóëüñíîìó ïðîñòîði (ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië). Ïîêàçà-

íî, ùî ñïåêòð âiäáèòîãî âèïðîìiíþâàííÿ âóæ÷èé, íiæ ñïåêòð ïðîéäåíîãî.

Îòæå, êóáiò äi¹ ÿê ñïåêòðàëüíèé ôiëüòð äëÿ ôîòîííèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ.

Ó âèïàäêó äâîôîòîííîãî âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ

ç äâîõ iäåíòè÷íèõ ïðîñòîðîâî ðîçäiëåíèõ îäíîôîòîííèõ iìïóëüñiâ, îòðè-

ìàíî òà ÷èñåëüíî ðîçâ'ÿçàíî ðiâíÿííÿ ðóõó, ùî îïèñóþòü åâîëþöiþ ôî-

òîííî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ó ôàçîâîìó ïðîñòîði. Ïîêàçàíî, ùî òóò îáëàñòi

âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ðîçñiÿíîãî âèïðîìiíþâàííÿ âèíèêà-

þòü ëèøå ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ñèëè âçà¹ìîäi¨ àòîìà ç õâèëåâîäîì òà âiä-

ñòàíi ìiæ îäíîôîòîííèìè êîìïîíåíòàìè âõiäíîãî iìïóëüñó. Ïîêàçàíî, ùî

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ òà äèñïåðñiÿ êiëüêîñòi ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ çàëåæàòü íå

ëèøå âiä ñèëè âçà¹ìîäi¨ òà âiäñòàíi ìiæ âõiäíèìè iìïóëüñàìè, àëå é âiä

ñïåêòðàëüíî¨ øèðèíè îñòàííiõ.

Äëÿ îïèñó åâîëþöi¨ äâîôîòîííîãî õâèëüîâîãî ïàêåòà â îäíîâèìiðíî-

ìó õâèëåâîäi, çâ'ÿçàíîìó ç ðåçîíàòîðîì òà êóáiòîì, âèêîðèñòàíà çàëåæíà

âiä ÷àñó õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñèñòåìè. Îòðèìàíî òà ðîçâ'ÿçàíî (àíàëiòè÷íî

òà ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè) ñèñòåìó ðiâíÿíü ðóõó àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé, ùî

îïèñóþòü êâàíòîâèé ñòàí ñèñòåìè. Öå äà¹ çìîãó äîñëiäèòè ìîäèôiêàöiþ

ñïåêòðó õâèëüîâîãî ïàêåòà ïiä ÷àñ âçà¹ìîäi¨ iç ñèñòåìîþ ðåçîíàòîð-êóáiò

òà ÷àñîâó äèíàìiêó çáóäæåííÿ îñòàííüî¨. Ïîêàçàíî, ùî éìîâiðíiñòü çíà-

õîäæåííÿ äâîõ çáóäæåíü ó ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò iñòîòíî çìåíøó¹òüñÿ

ó ïîðiâíÿííi ç âèïàäêîì ðåçîíàòîðà, âiä'¹äíàíîãî âiä êóáiòà. Öå îçíà÷à¹

ôîòîííó áëîêàäó öi¹¨ ïiäñèñòåìè. Ïîêàçàíî, ùî ñïåêòð õâèëüîâîãî ïàêå-

òà, ÿêèé ðîçñiÿâñÿ íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò, âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñïåêòðà

âõiäíîãî ïàêåòó. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä Øìiäòà, ïîêàçàíî, ùî ñòàí ðîç-

ñiÿíèõ ôîòîíiâ ¹ çàïëóòàíèì, ùî ÿêiñíî âiäðiçíÿ¹ éîãî âiä ñåïàðàáåëüíîãî

ñòàíó âõiäíèõ ôîòîíiâ.
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Â ðîáîòi ðîçãëÿíóòî äèñïåðñíå ç÷èòóâàííÿ ñòàíó êóáiòà çà äîïîìîãîþ

ôîòîäåòåêòîðà â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó îäíîôîòîííîãî âèìiðþþ÷îãî iìïóëü-

ñó. Âèêîðèñòàííÿ îäíîôîòîííèõ iìïóëüñiâ äà¹ çìîãó óíèêíóòè ïîìèëîê

ç÷èòóâàííÿ, ùî ìîæóòü ç'ÿâëÿòèñÿ âíàñëiäîê íåîðòîãîíàëüíîñòi êîãåðåí-

òíèõ ñòàíiâ, ÿêi çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ç÷èòóâàííÿ. Çâ'ÿçîê êóáiòà

òà ðåçîíàòîðà îïèñó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì Ðàái. Øâèäêîîñöèëþþ÷i äîäàíêè

â ãàìiëüòîíiàíi âçà¹ìîäi¨ êóáiòà òà ðåçîíàòîðà ââàæàþòüñÿ çáóðåííÿì. �õ

ìîæíà âèêëþ÷èòè, âèêîðèñòàâøè óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿì. Öå ïðèçâîäèòü

äî ïîÿâè çñóâó Áëîõà-Çi åðòà ÷àñòîòè ðåçîíàòîðà. Ïîêàçàíî, ÿê öåé çñóâ

ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîêðàùåííÿ åôåêòèâíîñòi ç÷èòóâàííÿ. Äëÿ îïèñó

äèíàìiêè ñèñòåìè âèêîðèñòàíi ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ îïåðàòîðiâ òà õâèëüîâà

ôóíêöiÿ ñèñòåìè.

Ìîäåëþâàííÿ íåàäiàáàòè÷íèõ ïðîöåñiâ ó ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ ¹ âà-

æëèâèì iíñòðóìåíòîì òåîðåòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ôîòîiíäó-

êîâàíèõ ïðîöåñiâ òàêèõ, ÿê ïðîñòîðîâà ëîêàëiçàöiÿ åêñèòîíiâ, ïåðåíîñ åíåð-

ãi¨ òà çàðÿäó â ôîòîñèíòåòè÷íèõ êîìïëåêñàõ òà â ñèñòåìàõ ôîòîâîëüòà¨êè.

Â ðîáîòi ïðåäñòàâëåíî íîâèé ïiäõiä äî îïèñó ñêîðåëüîâàíî¨ åëåêòðîííî-

ÿäåðíî¨ äèíàìiêè â ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ. Ââîäèòüñÿ åôåêòèâíèé ãàìiëü-

òîíiàí, ÿêèé îïèñó¹ ïåðåõîäè ìiæ àäiàáàòè÷íèìè åëåêòðîííèìè ðiâíÿìè òà

êâàíòîâi ôëóêòóàöi¨ íàâêîëî êëàñè÷íèõ òðà¹êòîðié ðóõó ÿäåð. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è öåé ãàìiëüòîíiàí òà ôîðìàëiçì îïåðàòîðà ãóñòèíè, îòðèìàíî ðiâ-

íÿííÿ åâîëþöi¨ íàñåëåíîñòåé åëåêòðîííèõ àäiàáàòè÷íèõ ðiâíiâ òà ðiâíÿííÿ

ðóõó ÿäåð. Ïîêàçàíî, ùî â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó ñèëüíî¨ äåêîãåðåíöi¨, öi

ðiâíÿííÿ ñòàþòü ìàðêiâñüêèìè. Òàêîæ äîñëiäæåíî ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ íà-

ñåëåíîñòåé åëåêòðîííèõ ðiâíiâ ó íåìàðêiâñüêîìó ðåæèìi. Âèêîðèñòîâóþ÷è

çàïðîïîíîâàíèé òåîðåòè÷íèé ïiäõiä, ñòâîðåíî àëãîðèòì äëÿ ìîäåëþâàííÿ

íåàäiàáàòè÷íèõ ïðîöåñiâ ó ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ.
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ABSTRACT

Stolyarov E.V. Photon transport in one-dimensional waveguides

and non-adiabatic molecular dynamics. –– Manuscript.

Thesis for the Candidate of Science in Physics and Mathematics (Doctor of

Philosophy) degree in speciality 01.04.05 — optics, laser physics. –– Institute

of Physics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Kyiv, 2020.

The thesis concerns the dynamics of scattering of photonic and nuclear

wave packets on quantum emitters in one-dimensional waveguides and cross-

ings of potential energy surfaces in molecular systems.

The interaction of the coherent-state wave packet with a two-level atom

(qubit) in a one-dimensional waveguide is studied. The evolution equation

for the qubit excited state population is derived. It is demonstrated that the

qubit excitation depends on the average photon number in the ingoing pulse.

Statistics of the radiation scattered off the qubit is studied. It is found that for

a large number of photons in the ingoing pulse, the transmitted radiation is

described by the superpoissonian statistics, while the reflected radiation can

feature either sub- or superpoissonian statistics depending on the coupling

strength between the qubit and the waveguide.

The photon density distribution function in phase (coordinate-momentum)

space is used for the description of the scattering of single- and two-photon

wave packets on a qubit. This operator function is analogous to the classical

microscopic distribution function in statistical physics. It is demonstrated

that the average phase-space distribution function of the scattered single-

photon wave packet acquires negative values in specific regions of phase space

even in the case of the positive initial distribution. Analytical expressions for

spatial and momentum-space (spectral) distributions of the scattered pho-

tons are derived. The spectrum of the reflected radiation is shown to be

narrower than that of the transmitted radiation. Therefore, the qubit acts
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as a spectral filter for the ingoing photonic wave packets.

In the case of the two-photon ingoing wavepacket constituted by a pair

of identical spatially-separated single-photon pulses, the equations of motion

governing the evolution of the photon phase-space distribution function are

derived and solved numerically. It is demonstrated that for the two-photon

ingoing wave packet, the regions of negative values of the photon distribution

function emerge only for specific values of the qubit-waveguide coupling and

the distance between the single-photon components of the ingoing pulse. It is

shown that the average number of scattered photons and its variance depends

not only on the qubit-waveguide coupling strength and the distance between

the single-photon ingoing pulses but also on the bandwidth of the latter.

The time-dependent wavefunction of the system is employed for the de-

scription of the two-photon wave packet evolution in a one-dimensional waveg-

uide coupled to a resonator-qubit system. The set of equations of motion gov-

erning the probability amplitudes, which describe the quantum state of the

system, is derived and solved both analytically and numerically. This allows

investigating a modification of the spectrum of the wave packet in the course

of its interaction with the resonator-qubit system as well as the excitation

dynamics of the latter. It is demonstrated that the probability of finding two

excitations in the resonator-qubit system is significantly reduced compared

to the case of the resonator uncoupled from the qubit. This indicates the

photon blockade in this subsystem. It is shown that the spectrum of the

wave packet scattered from the resonator-qubit system is different from the

spectrum of the ingoing wave packet. Using the Schmidt decomposition, it is

shown that the scattered photons are entangled in contrast to the separable

state of the ingoing photons.

Dispersive readout of the qubit state using the photodetector in the ul-

timate limit of the single-photon probe pulse is considered. The use of

single-photon states allows one to avoid readout errors arising due to the
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non-orthogonality of coherent states, which are routinely used for readout.

Coupling between the qubit and the resonator is described by the Rabi Hamil-

tonian. Fast-oscillating terms in the qubit-resonator coupling Hamiltonian

are treated as a perturbation. They are eliminated using the unitary trans-

formation resulting in the Bloch-Siegert shift in the resonator frequency. It is

demonstrated that this shift could be used for the improvement of the readout

efficiency. The evolution equations for the operators and the wavefunction

were used for the description of the system dynamics.

Modeling the non-adiabatic processes in molecular systems is a requi-

site tool for the theoretical study of various photoinduced processes such as

exciton localization, charge transfer in photosynthetic complexes and photo-

voltaic systems. The effective Hamiltonian, describing transitions between

electronic adiabatic levels and quantum fluctuations along the classical nu-

clear trajectories, is introduced. The evolution equations governing the elec-

tronic occupation numbers and the nuclear degrees of freedom were derived

using this Hamiltonian and the density operator formalism. It is shown

that these equations become Markovian in the case of strong decoherence.

Equations of motion for the electronic occupations were studied in the non-

Markovian regime as well. The algorithm for modeling the non-adiabatic

molecular dynamics is implemented using the proposed theoretical approach.

Key words : waveguide quantum electrodynamics, two-level atom, qubit,

Jaynes-Cummings model, entangled states, non-adiabatic molecular dynam-

ics, adiabatic states, detailed balance.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ðîçóìiííÿ ïðîöåñiâ âçà¹ìîäi¨ ñâiòëà òà ìàòåði¨

íà êâàíòîâîìó ðiâíi ¹ âêðàé âàæëèâèì äëÿ áàãàòüîõ ñôåð äîñëiäæåíü, òà-

êèõ ÿê íàíîôîòîíiêà, êâàíòîâi îá÷èñëåííÿ òà êâàíòîâà êðèïòîãðàôiÿ, à

òàêîæ ëàçåðíà ñïåêòðîñêîïiÿ, ôîòîôiçèêà òà ôîòîõiìiÿ. Ñó÷àñíèé ðiâåíü

òåõíîëîãié äà¹ çìîãó ïðàöþâàòè çi ñâiòëîì òà ìàòåði¹þ íà ðiâíi îäèíî÷íèõ

ôîòîíiâ òà îêðåìèõ êâàíòîâèõ âèïðîìiíþâà÷iâ. Òàêèìè âèïðîìiíþâà÷àìè

ìîæóòü áóòè îêðåìi àòîìè òà ìîëåêóëè, öåíòðè çàáàðâëåííÿ â êðèñòàëàõ, à

òàêîæ àòîìîïîäiáíi (atom-like) ñèñòåìè, òàêi ÿê íàïiâïðîâiäíèêîâi êâàíòîâi

òî÷êè òà øòó÷íi àòîìè íà êîíòàêòàõ Äæîçåôñîíà.

Ôîòîíè ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü äëÿ îáìiíó êâàíòîâîþ iíôîðìàöi¹þ

ìiæ âóçëàìè êâàíòîâèõ ìåðåæ, â ÿêèõ öÿ iíôîðìàöiÿ ìîæå àáî çáåðiãàòèñü,

àáî îáðîáëÿòèñü òà ïåðåäàâàòèñü íà iíøi âóçëè [1]. Âóçëè ç'¹äíóþòüñÿ õâè-

ëåâîäàìè (ìiêðîõâèëüîâèìè ÷è îïòè÷íèìè), ÿêi çàáåçïå÷óþòü îáìií ôîòî-

íàìè ó êâàíòîâié ìåðåæi ìàéæå áåç âòðàò. Ó õâèëåâîäàõ âèïðîìiíþâàííÿ

ëîêàëiçó¹òüñÿ â ïîïåðå÷íié (äî íàïðÿìêó ïîøèðåííÿ) ïëîùèíi, ôîðìóþ÷è

åôåêòèâíèé (êâàçi)-îäíîâèìiðíèé åëåêòðîìàãíiòíèé êîíòèíóóì äëÿ ôîòî-

íiâ, ùî ïîøèðþþòüñÿ. Çàâäÿêè åôåêòó Ïàðñåëëà [2], â òàêîìó ìîäèôiêî-

âàíîìó åëåêòðîìàãíiòíîìó îòî÷åííi ïîñèëþ¹òüñÿ âçà¹ìîäiÿ ìiæ ñâiòëîì òà

ìàòåði¹þ [3]. Ñèëüíà âçà¹ìîäiÿ ìiæ ñâiòëîì òà êâàíòîâèìè âèïðîìiíþâà-

÷àìè äà¹ çìîãó çäiéñíþâàòè øâèäêó òà òî÷íó ïåðåäà÷ó êâàíòîâîãî ñòàíó

ìiæ ïîëåì òà âèïðîìiíþâà÷åì, ùî ¹ âàæëèâèì äëÿ ðåàëiçàöi¨ îäíî- òà áàãà-

òîêóáiòíèõ êâàíòîâèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié [11]. Ñòðiìêèé ïðîãðåñ ó ñòâîðåí-

íi òà êîíòðîëi ðiçíîìàíiòíèõ õâèëåâîäíèõ ñèñòåì [3] òà åêñïåðèìåíòàëüíà

äåìîíñòðàöiÿ äåòåðìiíiñòè÷íèõ äæåðåë îäíî- òà áàãàòîôîòîííèõ ñòàíiâ ó

ìiêðîõâèëüîâîìó [4, 5, 6, 7] òà îïòè÷íîìó [8, 9, 10] ñïåêòðàëüíèõ äiàïàçîíàõ
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âêàçóþòü íà ïåðñïåêòèâíiñòü õâèëåâîäíèõ ñèñòåì ÿê àïàðàòíî¨ ïëàòôîðìè.

Íà öié ïëàòôîðìi ìîæíà ñòâîðþâàòè i îêðåìi ïðèñòðî¨, i êîìïëåêñíi ñèñòå-

ìè êâàíòîâî¨ îáðîáêè iíôîðìàöi¨. Òàêèé òåõíîëîãi÷íèé ïîñòóï ñòèìóëþ¹

òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ õâèëåâîäíèõ ñèñòåì òà ìîæëèâèõ íàïðÿìiâ ¨õíüîãî

çàñòîñóâàííÿ. Íàïðèêëàä, çàïðîïîíîâàíî äåêiëüêà àðõiòåêòóð äëÿ ðåàëiçà-

öi¨ óíiâåðñàëüíèõ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü [12, 13] íà áàçi õâèëåâîäíèõ ñèñòåì.

Äî òîãî æ, âèâ÷åííÿ ôîòîííîãî òðàíñïîðòó â õâèëåâîäàõ ç êâàíòîâèìè

âèïðîìiíþâà÷àìè ìà¹ ùå é ôóíäàìåíòàëüíèé àñïåêò, îñêiëüêè òàêi ñèñòå-

ìè ¹ ïðèêëàäîì ñèñòåì ç ñèëüíèìè ìiæ÷àñòèíêîâèìè êîðåëÿöiÿìè. Çàâ-

äÿêè (êâàçi)-îäíîâèìiðíié ãåîìåòði¨ òà ïîñèëåííþ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ôîòîíàìè

òà âèïðîìiíþâà÷àìè ç'ÿâëÿþòüñÿ ñèëüíi ìiæôîòîííi êîðåëÿöi¨. Öi êîðå-

ëÿöi¨ ñïðè÷èíþþòü óòâîðåííÿ çàïëóòàíèõ (entangled) [14, 15] òà çâ'ÿçàíèõ

[16, 17, 18] ôîòîííèõ ñòàíiâ, ãåíåðàöiþ ñóá- òà ñóïåðïóàññîíiâñüêîãî ñâi-

òëà [19, 20, 21, 22] òà áàãàòîôîòîííèõ ñòàíiâ [23, 24, 25]. Îñòàííiìè ðîêàìè

ñôîðìóâàâñÿ íîâèé íàïðÿì êâàíòîâî¨ îïòèêè � êâàíòîâà åëåêòðîäèíàìiêà

â õâèëåâîäi (waveguide quantum electrodynamics) [3], ÿêèé îõîïëþ¹ øèðî-

êèé ñïåêòð çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ iç âçà¹ìîäi¹þ ñâiòëà òà êâàíòîâèõ âèïðîìi-

íþâà÷iâ ó îäíîâèìiðíèõ õâèëåâîäàõ.

Äëÿ âèâ÷åííÿ ôîòîôiçè÷íèõ òà ôîòîõiìi÷íèõ ïðîöåñiâ [26, 27], à òàêîæ

áàãàòüîõ çàäà÷ ëàçåðíî¨ ñïåêòðîñêîïi¨ òà ìàòåðiàëîçíàâñòâà [28, 29] âêðàé

âàæëèâèì ¹ íàÿâíiñòü åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ ñèìóëÿöi¨ íåàäiàáàòè÷íî¨ äèíà-

ìiêè â ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ. Çàçâè÷àé äëÿ îïèñó ab initio ìîëåêóëÿðíî¨

äèíàìiêè âèêîðèñòîâóþòü íàáëèæåííÿ Áîðíà-Îïïåíãàéìåðà [30]. Ñóòü öüî-

ãî íàáëèæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çàâäÿêè ñóòò¹âié ðiçíèöi â ìàñàõ ÿäåð òà

åëåêòðîíiâ, ¨õíÿ äèíàìiêà ìîæå ðîçãëÿäàòèñü îêðåìî. Îäíàê ó ôîòîiíäó-

êîâàíèõ ïðîöåñàõ, òàêèõ ÿê, íàïðèêëàä, ïåðåíîñ åíåðãi¨ òà çàðÿäó â ôîòî-

ñèíòåòè÷íèõ êîìïëåêñàõ òà â ñèñòåìàõ ôîòîâîëüòà¨êè [26, 27, 29, 31], ñòàíè

ÿäåð òà åëåêòðîíiâ ìîæóòü ñòàòè çàïëóòàíèìè. Òîäi íàáëèæåííÿ Áîðíà-

Îïïåíãàéìåðà ïåðåñòà¹ ïðàöþâàòè i íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè òî÷íiøi



18

ìåòîäè äëÿ îïèñó íåàäiàáàòè÷íî¨ åëåêòðîííî-ÿäåðíî¨ äèíàìiêè â ìîëåêó-

ëÿðíèõ ñèñòåìàõ [32, 33]. Âèêîðèñòàííÿ ïîâíiñòþ êâàíòîâèõ ïiäõîäiâ äëÿ

ìîäåëþâàííÿ ñèñòåì, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç âåëèêî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê (íà-

ïðèêëàä, îðãàíi÷íèõ ìîëåêóë) ïîòðåáó¹ çíà÷íèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ

i â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ïðàêòè÷íî íåìîæëèâå. Òîìó äëÿ ìîäåëþâàííÿ ìî-

ëåêóëÿðíèõ ñèñòåì âèêîðèñòîâóþòü çìiøàíi êâàíòîâî-êëàñè÷íi (quantum-

classical) ïiäõîäè [33, 34, 35]. Îñíîâíà iäåÿ öèõ ìåòîäiâ ïîëÿãà¹ ó òîìó,

ùî åâîëþöiÿ ÿäåðíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi îïèñó¹òüñÿ êëàñè÷íèìè (íüþòî-

íiâñüêèìè) ðiâíÿííÿìè ðóõó. Äèíàìiêà åëåêòðîííî¨ ïiäñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ

êâàíòîâîìåõàíi÷íî, íàïðèêëàä, ìåòîäàìè çàëåæíîãî âiä ÷àñó ôóíêöiîíàëó

ãóñòèíè [36].

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Ðîáîòà âèêîíóâàëàñü ó âiääiëi òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè Iíñòèòóòó ôiçèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè. Äîñëiäæåííÿ, ÿêi ñêëàäàþòü îñíîâíèé çìiñò äèñåðòàöi¨, âèêîíó-

âàëèñü ó ðàìêàõ òàêèõ áþäæåòíèõ òåì:

• 1.4.1. ÂÖ/138 ¾Íàíîôiçèêà êâàíòîâîðîçìiðíèõ òà íèçüêîâèìiðíèõ

ñòðóêòóð, ó òîìó ÷èñëi íà ïîâåðõíi òâåðäîãî òiëà, â ìåòàëîîðãàíi-

÷íèõ, ïîëiìåðíèõ òà ðiäêîêðèñòàëi÷íèõ ñèñòåìàõ, ìîëåêóëÿðíà íà-

íîåëåêòðîíiêà¿ (� äåðæ. ðå¹ñò. 0107U002165);

• 1.4.1. Â/133 ¾Îïòè÷íi òà òðàíñïîðòíi âëàñòèâîñòi íåëiíiéíèõ i ïðî-

ñòîðîâî îáìåæåíèõ ñèñòåì¿ (�äåðæ. ðå¹ñò. 0107U002349);

• 1.4. Â/161 ¾ßâèùà ïåðåíîñó i äèñèïàöi¨ â íåëiíiéíèõ òà îáìåæåíèõ

ñåðåäîâèùàõ¿ (� äåðæ. ðå¹ñò. 0112U003150);

• 1.4. ÂÖ/156 ¾Äîñëiäæåííÿ êîíäåíñîâàíèõ ñèñòåì íà íàíîìåòðîâîìó

ðiâíi ç ìåòîþ ç'ÿñóâàííÿ ðîçìiðíèõ ôiçè÷íèõ åôåêòiâ, ðîçðîáëåííÿ

ôiçè÷íèõ îñíîâ íîâèõ åëåêòðîííèõ i iîííèõ òåõíîëîãié¿ (� äåðæ.

ðå¹ñò. 0112U002509);

• 1.4. Â/183 ¾Ðåëàêñàöiéíi òà ðîçìiðíi ÿâèùà â ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ
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ñåðåäîâèùàõ¿ (� äåðæ. ðå¹ñò. 0117U002613);

• 1.4. ÂÖ/188 ¾Ôóíäàìåíòàëüíi ïðîöåñè, ùî âèçíà÷àþòü âëàñòèâîñòi

íîâiòíiõ ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ òà ìàòåðiàëiâ äëÿ åëåêòðîíiêè, îïòîåëå-

êòðîíiêè, ôîòîíiêè òà ñïiíòðîíiêè¿ (� äåðæ. ðå¹ñò. 0117U002612);

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòà äîñëiäæåííÿ ïîëÿãàëà ó âè-

â÷åííi âçà¹ìîäi¨ ôîòîííèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ ç ëîêàëiçîâàíèìè êâàíòî-

âèìè âèïðîìiíþâà÷àìè, òàêèìè ÿê äâîðiâíåâèé àòîì (êóáiò) òà ñèñòåìà

ðåçîíàòîð-êóáiò, â îäíîâèìiðíîìó åëåêòðîìàãíiòíîìó ñåðåäîâèùi, ÿêå ðå-

àëiçóþòüñÿ ó õâèëåâîäàõ. Ùå îäíà ç îñíîâíèõ öiëåé ðîáîòè ïîëÿãàëà â

ïîáóäîâi íîâîãî òåîðåòè÷íîãî ïiäõîäó äëÿ îïèñó åëåêòðîííî-ÿäåðíî¨ äèíà-

ìiêè â ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ, ÿêèé ïîñëiäîâíî âðàõîâóâàâ áè êîðåëÿöiéíi

åôåêòè òà ÿâèùå äåêîãåðåíöi¨. Çàäàííÿ äîñëiäæåííÿ ïîëÿãàëî ó âèâåäåííi

ðiâíÿíü åâîëþöi¨ ñòàíó ñèñòåìè, ðîçðîáöi ÷èñëîâèõ àëãîðèòìiâ òà ïðîâå-

äåííi ñèìóëÿöié, ÿêi á äàëè âè÷åðïíó iíôîðìàöiþ ùîäî äèíàìiêè ðîçñiÿííÿ

õâèëüîâèõ ïàêåòiâ (ôîòîííèõ ÷è ÿäåðíèõ) íà êâàíòîâèõ âèïðîìiíþâà÷àõ â

îäíîâèìiðíié ãåîìåòði¨ ÷è ó âèïàäêó ïåðåòèíó içîåíåðãåòè÷íèõ ïîâåðõîíü

ó ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ.

Îá'¹êòàìè äîñëiäæåííÿ ¹: ôîòîííi õâèëüîâi ïàêåòè, ùî ïîøèðþþòüñÿ

â îäíîâèìiðíèõ õâèëåâîäàõ; ëîêàëiçîâàíi êâàíòîâi âèïðîìiíþâà÷i (äâîðiâ-

íåâèé àòîì ÷è ñèñòåìà ðåçîíàòîð-êóáiò), ùî âçà¹ìîäiþòü çi ñâiòëîì â îäíî-

âèìiðíîìó õâèëåâîäi; ëîêàëiçîâàíi ÿäåðíi õâèëüîâi ïàêåòè, åâîëþöiÿ ÿêèõ

âèçíà÷à¹òüñÿ içîåíåðãåòè÷íèìè ïîâåðõíÿìè âiäïîâiäíèõ ìîëåêóëÿðíèõ ñè-

ñòåì; åëåêòðîííi àäiàáàòè÷íi ðiâíi.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹: 1) ïðîñòîðîâi, ñïåêòðàëüíi, òà ñòàòèñòè-

÷íi õàðàêòåðèñòèêè åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, ÿêå ðîçñiþ¹òüñÿ

íà âèïðîìiíþâà÷àõ ó îäíîâèìiðíèõ õâèëåâîäàõ; 2) åâîëþöiÿ ñòàíó âèïðî-

ìiíþâà÷à ïiä ÷àñ âçà¹ìîäi¨ ç ôîòîííèì õâèëüîâèõ ïàêåòîì; 3) ïðîñòîðîâà

òà ÷àñîâà åâîëþöiÿ ÿäåðíèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ òà ÷àñîâà äèíàìiêà íàñåëå-
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íîñòåé àäiàáàòè÷íèõ åëåêòðîííèõ ðiâíiâ ó ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ðîáîòà ìà¹ òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Â íié âè-

êîðèñòîâóâàëèñü ÿê àíàëiòè÷íi, òàê i ÷èñëîâi ìåòîäè ðîçðàõóíêiâ. Äëÿ àíà-

ëiòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó áiëüøîñòi ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,

ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ â ðîáîòi, âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ Ëàïëàñà. Ðîçâ'ÿçîê äåÿêèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çäiéñíþâàâñÿ

çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ òàêèõ ÿê ìåòîä Åéëåðà òà ñiìåéñòâî ìåòîäiâ

Ðóí å-Êóòòè.

Âçà¹ìîäiÿ àòîìà ç ïîëåì îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ãàìiëüòîíiàíiâ Ðà-

ái òà Äæåéíñà-Êàììií ñà. Íàáëèæåíà äiàãîíàëiçàöiÿ ãàìiëüòîíiàíiâ çäié-

ñíþ¹òüñÿ âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü òèïó Øðiôôåðà-

Âîëüôôà. Äëÿ îïèñó åâîëþöi¨ ïðîñòîðîâî-÷àñîâèõ òà ñïåêòðàëüíèõ õàðà-

êòåðèñòèê ñâiòëà âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïiäõîäè ðiâíÿíü Ãàéçåíáåðãà òà ôóí-

êöi¨ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ ó (ôàçîâîìó) êîîðäèíàòíî-iìïóëüñíîìó ïðîñòîði.

Íåàäiàáàòè÷íà äèíàìiêà ìîëåêóë äîñëiäæó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ çìiøàíî-

ãî êâàíòîâî-êëàñè÷íèé ïiäõîäó, â ÿêîìó åëåêòðîííi ïåðåõîäè îïèñóþòüñÿ

âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìàëiçì îïåðàòîðà ãóñòèíè, à ðóõ ÿäåð ïî içîåíåðãåòè-

÷íèì ïîâåðõíÿì îïèñó¹òüñÿ êëàñè÷íèìè ðiâíÿííÿìè ðóõó.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

ïðåäñòàâëåíi òàêi íîâi ðåçóëüòàòè:

1. Ïðè ðîçñiÿííi õâèëüîâîãî ïàêåòó â êîãåðåíòíîìó ñòàíi íà îäèíî÷íîìó

äâîðiâíåâîìó àòîìi (êóáiòi) â îäíîâèìiðíîìó õâèëåâîäi, ïðîäåìîíñòðî-

âàíî ïåðåõîäè ìiæ ñóá- òà ñóïåð-ïóàññîíiâñüêîþ ñòàòèñòèêîþ âèïðîìi-

íþâàííÿ, ùî âiäáèëîñü âiä àòîìà, â çàëåæíîñòi âiä ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi

ôîòîíi ó âõiäíîìó iìïóëüñi òà ïàðàìåòðà çâ'ÿçêó ìiæ àòîìîì òà ìîäîþ

õâèëåâîäà.

2. Ïîêàçàíî, ùî ïiñëÿ ðîçñiÿííÿ ôîòîíà íà îäèíî÷íîìó äâîðiâíåâîìó àòîìi

(êóáiòi), ôîòîííà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó â êîîðäèíàòíî-iìïóëüñíîìó (ôàçî-
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âîìó) ïðîñòîði (ñêðiçü ïîçèòèâíà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó) íàáóâà¹

âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Òàêà ïîâåäiíêà ¹ ïðîÿâîì êîðåëÿöi¨ ìiæ ñòàíàìè ïî-

ëÿ òà êóáiòà.

3. Äëÿ îïèñó ïðîöåñó ðîçñiÿííÿ ôîêiâñüêèõ ñòàíiâ íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-

êóáiò ó õiðàëüíîìó (îäíîíàïðàâëåíîìó) õâèëåâîäi îòðèìàíi òî÷íi àíà-

ëiòè÷íi âèðàçè àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé, ÿêi îïèñóþòü åâîëþöiþ ïîâíîãî

êâàíòîâîãî ñòàíó ñèñòåìè õâèëåâiä-ðåçîíàòîð-àòîì ó âèïàäêó îäíî- òà

äâîôîòîííîãî âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó. Òàêîæ îòðèìàíî àñèìïòîòè-

÷íi (äîâãî÷àñîâi) ðîçâ'ÿçêè.

4. Ïîêàçàíî, ùî ïðè çáóäæåííi ñèñòåìè ðåçîíàòîð-àòîì îäíîôîòîííèì õâè-

ëüîâèì ïàêåòîì, ñïåêòð âèõiäíîãî âèïðîìiíþâàííÿ iäåíòè÷íèé ñïåêòðó

âõiäíîãî, òîäi ÿê ó âèïàäêó âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó ó äâîôîòîííîìó

ôîêiâñüêîìó ñòàíi ñïåêòð âèïðîìiíþâàííÿ ìîäèôiêó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi

ðîçñiÿííÿ íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-àòîì.

5. Ïîêàçàíî, ùî ïàðà ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëàñü íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-àòîì,

çíàõîäèòüñÿ â ÷àñòîòíî-çàïëóòàíîìó (frequency-entangled) ñòàíi.

6. Ïðîäåìîíñòðîâàíî ïåðåâàãè òà ôóíäàìåíòàëüíi îáìåæåííÿ äèñïåðñíîãî

ç÷èòóâàííÿ êóáiòà âèìiðþþ÷èì ñèãíàëîì ó îäíîôîòîííîìó ñòàíi.

7. Ïîêàçàíî, ùî çñóâ Áëîõà-Çi åðòà ÷àñòîòè ðåçîíàòîðà ìîæíà âèêîðèñòà-

òè äëÿ çáiëüøåííÿ êîíòðàñòó ç÷èòóâàííÿ êóáiòà.

8. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìàëiçì îïåðàòîðà ãóñòèíè, ïîáóäîâàíî íîâèé ïiä-

õiä äî îïèñó êîðåëüîâàíî¨ åëåêòðîííî-ÿäåðíî¨ äèíàìiêè.

9. Çàïðîïîíîâàíî ìîäèôiêàöiþ àëãîðèòìó ¾ñòðèáêiâ ïîâåðõîíü iç íàéìåí-

øîþ êiëüêiñòþ ïåðåìèêàíü¿ (fewest switches surface hopping, FSSH) äëÿ

ìîäåëþâàííÿ íåàäiàáàòè÷íî¨ ìîëåêóëÿðíî¨ äèíàìiêè òà ïðîäåìîíñòðî-

âàíî éîãî åôåêòèâíiñòü íà íàáîði òåñòîâèõ çàäà÷ J. C. Tully.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ïðîäåìîíñòðîâà-

íå â ðîáîòi ÿâèùå ìîäèôiêàöi¨ ñïåêòðó òà iíäóêîâàíå ÷àñòîòíå çàïëóòó-
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âàííÿ ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü íà ëîêàëiçîâàíîìó âèïðîìiíþâà÷i â îäíîâè-

ìiðíîìó õâèëåâîäi, ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñü äëÿ ñòâîðåííÿ ñïåêòðàëüíèõ

ôiëüòðiâ, ÷àñòîòíèõ êîíâåðòîðiâ, òà äæåðåë ïàð ÷àñòîòíî-çàïëóòàíèõ ôî-

òîíiâ (áiôîòîíiâ) ç ðåãóëüîâàíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Íîâèé àëãîðèòì ìîäåëþâàííÿ íåàäiàáàòè÷íî¨ åëåêòðîííî-ÿäåðíî¨ äèíà-

ìiêè, ïðåäñòàâëåíèé â öié ðîáîòi, â ïî¹äíàííi ç âæå iñíóþ÷èìè ïðîãðàìíè-

ìè ïàêåòàìè äëÿ ðîçðàõóíêó åëåêòðîííèõ ñòàíiâ ìîëåêóë, ìîæíà âèêîðè-

ñòàòè äëÿ ìîäåëþâàííÿ ôîòîiíäóêîâàíèõ ïðîöåñiâ ó ñêëàäíèõ ìîëåêóëàõ

òà ìîëåêóëÿðíèõ êîìïëåêñàõ. Òàêi ñèìóëÿöi¨ ìîæóòü âèÿâèòè íîâi øëÿõè

ïîêðàùåííÿ åôåêòèâíîñòi ôîòîåëåìåíòiâ òà íàäàòè íîâó iíôîðìàöiþ ùîäî

ïðîöåñiâ ó ôîòîñèíòåòè÷íèõ êîìïëåêñàõ.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ðåçóëüòàòè, ÿêi ñêëàäàþòü îñíîâíèé

çìiñò äèñåðòàöi¨, îïóáëiêîâàíi â ñòàòòÿõ [20, 21, 15, 37, 38]. Ðîáîòà [15] îïó-

áëiêîâàíà áåç ñïiâàâòîðiâ. Ñòàòòi [20, 21, 37, 38] îïóáëiêîâàíi â ñïiâàâòîð-

ñòâi. Â íèõ äèñåðòàíò áðàâ áåçïîñåðåäíþ ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi çàäà÷, ðîçðîá-

öi ìåòîäiâ ¨õíüîãî ðîçâ'ÿçêó, ïðîâåäåííi ðîçðàõóíêiâ, îáãîâîðåííi òà iíòåð-

ïðåòàöi¨ ðåçóëüòàòiâ, òà íàïèñàííi ñòàòåé. Óñi ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ ðîçðà-

õóíêiâ ó ðîáîòàõ [20, 21] òà àíàëiòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ ó ñòàòòi [21] îòðèìàíi

àâòîðîì. Â ñòàòòi [37] àâòîð îòðèìàâ óñi ÷èñåëüíi òà àíàëiòè÷íi ðåçóëü-

òàòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ìîäåëi, ùî âðàõîâó¹ ïàðñåëiâñüêèé ðîçïàä êóáiòà. Â

ðîáîòi [38] àâòîð ïðîãðàìíî ðåàëiçóâàâ çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì, îòðèìàâ

óñi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè òà çðîáèâ ÷àñòèíó âèêëàäîê. Àâòîð çàïðîïîíóâàâ

âèêîðèñòàòè ðîçêëàä Øìiäòà äëÿ àïðîêñèìàöi¨ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî çíà÷íî ïðèñêîðèëî ðîç-

ðàõóíêè.

Àïðîáàöiÿ ìàòåðiàëiâ äèñåðòàöi¨. Ìàòåðiàëè ðîáîòè äîïîâiäàëèñü

íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ âiääiëó òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè Iíñòèòóòó ôiçèêè ÍÀÍ

Óêðà¨íè, 39-é Ïiäñóìêîâié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ Iíñòèòóòó ôiçèêè ÍÀÍ
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Óêðà¨íè (2014 ð.), òà ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ:

• International Conference for Young Scientists Low Temperature Physics

(ICYS LTP2012), 14–18 May 2012, Kharkiv, Ukraine.

• 13-th International Young Scientists Conference Optics and High Tech-

nology Material Science (SPO2012), 25–28 October 2012, Kyiv, Ukraine;

• 3-rd Young Scientists Conference Modern Problems of Theoretical

Physics, 23–26 October 2012, Kyiv, Ukraine.

• 13-th Kharkiv Young Scientists Conference on Radiophysics, Elec-

tronics, Photonics and Biophysics, 4–7 December 2012, Kharkiv, Ukraine.

• 3-rd International Conference for Young Scientists Low Temperature

Physics (ICYS LTP2013), 3–7 June 2013, Kharkiv, Ukraine.

• International School & Conference on Nanoscience and Quantum Trans-

port (nanoQT-2016), 8–14 October 2016, Kyiv, Ukraine.

• APS March Meeting 2020, 2–6 March 2020, Denver, USA.

Ñòðóêòóðà äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç àíîòàöi¨, âñòóïó,

ï'ÿòè ðîçäiëiâ îñíîâíî¨ ÷àñòèíè, âèñíîâêiâ, ÷îòèðüîõ äîäàòêiâ, ïåðåëiêó ïî-

ñèëàíü, òà äîäàòêó ç ïåðåëiêîì ïóáëiêàöié àâòîðà. Îñíîâíà ÷àñòèíà äèñåð-

òàöi¨ ìiñòèòü 29 ðèñóíêiâ òà 1 òàáëèöþ. Çàãàëüíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü

195 ñòîðiíîê. Êîæåí iç ðîçäiëiâ äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, îñíîâíî¨

÷àñòèíè, â ÿêié âèêëàäåíî ðåçóëüòàòè, òà âèñíîâêiâ. Â Ðîçäiëi 1 ïðåäñòàâ-

ëåíî ðåçóëüòàòè, îïóáëiêîâàíi â ñòàòòi [20]. Ðîçäië 2 ìiñòèòü ðåçóëüòàòè,

îïóáëiêîâàíi â ñòàòòÿõ [20] òà [21]. Ðåçóëüòàòè, ïðåäñòàâëåíi â Ðîçäiëi 3,

îïóáëiêîâàíi â ðîáîòi [15]. Ðîçäië 4  ðóíòó¹òüñÿ íà ÷àñòèíi ðåçóëüòàòiâ,

îïóáëiêîâàíèõ ó ñòàòòi [37] (×àñòèíà VII òà Äîäàòîê C). Çìiñò Ðîçäiëó 5

ñêëàäàþòü ðåçóëüòàòè, îïóáëiêîâàíi â ñòàòòi [38].
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ÐÎÇÄIË 1

ÄÂÎÐIÂÍÅÂÈÉ ÀÒÎÌ Ó ÎÄÍÎÂÈÌIÐÍÎÌÓ ÕÂÈËÅÂÎÄI

1.1 Âñòóï

Çàâäÿêè ñâî¨é ãðàíè÷íî ìîæëèâié øâèäêîñòi ïîøèðåííÿ òà íåõòîâíî

ìàëié âçà¹ìîäi¨ îäèí ç îäíèì1, ôîòîíè ðîçãëÿäàþòüñÿ â ðîëi ïåðåíîñíèêiâ

êâàíòîâî¨ iíôîðìàöi¨, ÷è ìîáiëüíèõ êóáiòiâ (�ying qubits), ìiæ âiääàëåíè-

ìè âóçëàìè â êâàíòîâèõ ìåðåæàõ [1]. Õâèëåâîäíi ñòðóêòóðè ìîæíà âèêîðè-

ñòîâóâàòè ÿê êâàíòîâi êàíàëè, îñêiëüêè âîíè çäàòíi çàáåçïå÷èòè ïåðåäà÷ó

ñèãíàëiâ íà âåëèêi âiäñòàíi ìàéæå áåç âòðàò. Çàâäÿêè ïîïåðå÷íié ëîêàëi-

çàöi¨ åëåêòðîìàãíiòíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, ó õâèëåâîäàõ ïîñèëþ¹òüñÿ âçà¹-

ìîäiÿ ìiæ ñâiòëîì òà âèïðîìiíþâà÷àìè, íàïðèêëàä, êâàíòîâèìè òî÷êàìè

÷è øòó÷íèìè àòîìàìè íà äæîçåôñîíiâñüêèõ êîíòàêòàõ. Êâàçiîäíîâèìið-

íà ãåîìåòðiÿ ñèñòåìè òàêîæ ïðèçâîäèòü äî iíòåðôåðåíöi¨ ìiæ ïîëåì, ÿêå

çáóäæó¹ âèïðîìiíþâà÷, òà ïîëåì ÿêå öåé îá'¹êò ïåðåâèïðîìiíþ¹. Â ðîáî-

òàõ [39, 40] òåîðåòè÷íî ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî â îäíîâèìiðíîìó õâèëåâîäi

êâàíòîâèé âèïðîìiíþâà÷, íàïðèêëàä, äâîðiâíåâèé àòîì, çàëåæíî âiä éîãî

ïàðàìåòðiâ, ìîæå àáî ïðîïóñêàòè, àáî æ ïîâíiñòþ âiäáèâàòè âõiäíèé ôîòîí.

Çàâäÿêè öüîìó, ñèñòåìà õâèëåâiä�àòîì ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê áàçîâèé åëåìåíò

äëÿ ñòâîðåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ïðèñòðî¨â ïðèçíà÷åíèõ äëÿ êîãåðåíòíîãî êîí-

òðîëþ ïîøèðåííÿ âèïðîìiíþâàííÿ, òàêèõ ÿê, íàïðèêëàä, îïòè÷íi äiîäè òà

òðàíçèñòîðè [41], îäíîôîòîííi ïåðåìèêà÷i [42, 43] òà ðîóòåðè [44, 45, 46].

Öi ïðèñòðî¨ ¹ âàæëèâèìè êîìïîíåíòàìè äëÿ ïîáóäîâè ñèñòåì êâàíòîâî¨

îáðîáêè iíôîðìàöi¨.

1Ôîòîí-ôîòîííå ðîçñiÿííÿ åêñïåðèìåíòàëüíî ñïîñòåðiãàëîñü ëèøå äëÿ âèñîêîåíåðãåòè÷íèõ ôîòîíiâ
(γ-êâàíòiâ). Äëÿ ôîòîíiâ îïòè÷íèõ ÷è íèæ÷èõ ÷àñòîò òàêi ïðîöåñè íå ñïîñòåðiãàëèñü.
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Ðèñ. 1.1. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ ñèñòåìè îäíîâèìiðíèé õâèëåâiä�
äâîðiâíåâèé àòîì (êóáiò).

Âèâ÷åííÿ âçà¹ìîäi¨ ñâiòà ç êâàíòîâèìè âèïðîìiíþâà÷àìè â îäíîâèìið-

íîìó åëåêòðîìàãíiòíîìó îòî÷åííi ïî÷íåìî ç ðîçãëÿäó íàéïðîñòiøî¨ ìî-

äåëüíî¨ ñèñòåìè � äâîðiâíåâîãî àòîìà (êóáiòà), ÿêèé âçà¹ìîäi¹ ç åëåêòðî-

ìàãíiòíèì ïîëåì, ùî ïîøèðþ¹òüñÿ â îäíîâèìiðíîìó õâèëåâîäi. Îñíîâíèé

òà çáóäæåíèé ñòàíè àòîìà ïîçíà÷àòèìåìî, âiäïîâiäíî, ÿê |g〉 òà |e〉. Ñõåìà-
òè÷íå çîáðàæåííÿ ñèñòåìè õâèëåâiä�êóáiò ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1.1.

1.2 Ðåàëiçàöi¨ êâàíòîâî¨ åëåêòðîäèíàìiêè ó õâèëåâîäi

Êâàíòîâà åëåêòðîäèíàìiêà ó õâèëåâîäi, çîêðåìà ñèñòåìà õâèëåâiä-êóáiò,

ÿêà ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ ó öüîìó òà íàñòóïíîìó ðîçäiëàõ, ìîæå ðåàëiçîâóâà-

òèñü ó íèçöi ôiçè÷íèõ ñèñòåì, íàïðèêëàä, òàêèõ ÿê ìiêðîõâèëüîâi òðàíñìi-

ñiéíi ëiíi¨ [47], ôîòîííîêðèñòàëi÷íi õâèëåâîäè [48], òà îïòè÷íi íàíîâîëîêíà

[49]. Ïåðåëiê îñíîâíèõ ïëàòôîðì äëÿ ðåàëiçàöi¨ êâàíòîâî¨ åëåêòðîäèíàìiêè

ó õâèëåâîäi ïðåäñòàâëåíèé ó Òàáëèöi 1.1. Ó öié òàáëèöi äëÿ êîæíî¨ ñèñòå-

ìè òàêîæ íàâåäåíi òèïîâi äiàïàçîíè çíà÷åíü ôàêòîðà Ïàðñåëëà (Purcell

factor) äîñÿãíóòi â åêñïåðèìåíòi. Ôàêòîð Ïàðñåëëà P = Γ/Γng � öå âiäíî-

øåííÿ øâèäêîñòi ðåëàêñàöi¨ çáóäæåíîãî ñòàíó âèïðîìiíþâà÷à Γ çà ðàõóíîê

ñïîíòàííîãî âèïðîìiíþâàííÿ ó õâèëåâiä òà øâèäêîñòi ðåëàêñàöi¨ Γng ó iíøi

(íåõâèëåâîäíi) êàíàëè, íàïðèêëàä, ðîçñiÿííÿ ó âiëüíèé ïðîñòið àáî ïîãëè-

íàííÿ â ìàòåðiàëi. Ïðè P � 1, îáìií çáóäæåííÿìè ìiæ ìîäîþ õâèëåâîäó òà
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Òàáëèöÿ 1.1
Ïðèêëàäè åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðåàëiçàöié êâàíòîâî¨

åëåêòðîäèíàìiêè ó õâèëåâîäàõ.

Òèï õâèëåâîäà Âèïðîìiíþâà÷ P

îïòè÷íå íàíîâîëîêíî õîëîäíi àòîìè [50, 51] ∼ 0.1

ôîòîííîêðèñòàëi÷íèé
õâèëåâiä

íàïiâïðîâiäíèêîâi
êâàíòîâi òî÷êè
[52, 53]

∼ 1− 50

òðàíñìiñiéíà ëiíiÿ íàäïðîâiäíi àòîìè
[54, 55]

∼ 10− 102

âèïðîìiíþâà÷åì äîìiíó¹ íàä ïðîöåñàìè ïîãëèíàííÿ òà ðîçñiÿííÿ âèïðîìi-

íþâàííÿ ó íåõâèëåâîäíi ìîäè. Êîðîòêî ðîçãëÿíåìî îñîáëèâîñòi çàçíà÷åíèõ

âèùå ôiçè÷íèõ ñèñòåì.

Ìiêðîõâèëüîâi òðàíñìiñiéíi ëiíi¨. Îäíi¹þ ç íàéáiëüø ïåðñïåêòèâíèõ àð-

õiòåêòóð äëÿ ðåàëiçàöi¨ êâàíòîâî¨ åëåêòðîäèíàìiêè ó õâèëåâîäi ¹ ìiêðî-

õâèëüîâi íàäïðîâiäíi åëåêòðè÷íi êîëà [47]. Ìiêðîõâèëüîâi òðàíñìiñiéíi ëi-

íi¨ äiþòü ÿê õâèëåâîäè, à êâàíòîâi âèïðîìiíþâà÷i ïðåäñòàâëåíi øòó÷íè-

ìè àòîìàìè, ÿêi ¹ êâàíòîâèìè åëåêòðè÷íèìè êîëàìè ç äæîçåôñîíiâñüêèìè

êîíòàêòàìè [56]. Äæîçåôñîíiâñüêèé êîíòàêò ¹ íåëiíiéíèì åëåìåíòîì, ùî

äîäà¹ àíãàðìîíiçì åíåðãåòè÷íîìó ñïåêòðó ñèñòåìè. Àíãàðìîíiçì ïîòðiáåí

äëÿ ñòâîðåííÿ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì (êóáiòiâ), ÿêi ¹ áàçîâèì åëåìåíòîì êâàí-

òîâîãî êîìï'þòåðà. Âàæëèâîþ îñîáëèâiñòþ íàäïðîâiäíèõ ñèñòåì ¹ ìîæëè-

âiñòü äèíàìi÷íîãî êîíòðîëþ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè, òàêèõ ÿê ÷àñòîòè ïåðåõî-

äiâ øòó÷íèõ àòîìiâ òà êîíñòàíòè çâ'ÿçêiâ. Äî òîãî æ, ìîæíà ñòâîðþâàòè

âèïðîìiíþâà÷i çi ñòðóêòóðîþ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ òà ïåðåõîäiâ, ÿêi íåìî-

æëèâi ó ðåàëüíèõ àòîìiâ. Â îñòàíí¹ äåñÿòèëiòòÿ â ñèñòåìà íà íàäïðîâiäíèõ

êâàíòîâèõ êîëàõ ïðîäåìîíñòðîâàíî îñíîâíi êâàíòîâi àëãîðèòìè [57, 58, 59],

ïðîòîêîëè êâàíòîâî¨ êîðåêöi¨ ïîìèëîê [60, 61, 62], à òàêîæ ¾êâàíòîâà ïå-

ðåâàãà¿ (quantum supremacy) [63]. Ïîòî÷íèé ðiâåíü òåõíîëîãié äà¹ çìîãó
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ñòâîðþâàòè ñêëàäíi ñèñòåìè ç äåñÿòêàìè êóáiòiâ ðîçìiùåíèõ íà îäíîìó

÷iïi [64]. Öi ñèñòåìè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ñòâîðåííÿ êâàíòîâèõ ñè-

ìóëÿòîðiâ äëÿ âèâ÷åííÿ, íàïðèêëàä, ïîâåäiíêè áàãàòî÷àñòèíêîâèõ ñèëüíî

êîðåëüîâàíèõ ñèñòåì [65, 66, 67] òà êàëiáðóâàëüíèõ ïîëiâ [68, 69].

Ôîòîííîêðèñòàëi÷íi õâèëåâîäè. Ôîòîííi êðèñòàëè � öå ñòðóêòóðè, â ÿêèõ

ïîêàçíèê çàëîìëåííÿ çìiíþ¹òüñÿ â ïðîñòîði ïåðiîäè÷íî, ùî ïðèçâîäèòü äî

âèíèêíåííÿ ôîòîííèõ çàáîðîíåíèõ çîí (photonic bandgap) [70]. Îïòè÷íèé

õâèëåâiä ìîæíà ñòâîðèòè ó ïëàíàðíèõ ôîòîííîêðèñòàëi÷íèõ ñòðóêòóðàõ, â

ÿêi ìîæíà iìïëàíòóâàòè íàïiâïðîâiäíèêîâi êâàíòîâi òî÷êè [71] àáî öåíòðè

çàáàðâëåííÿ [72, 73]. Ïîáëèçó ãðàíèöi äîçâîëåíî¨ ôîòîííî¨ çîíè ãðóïîâà

øâèäêiñòü ôîòîíiâ â òàêèõ ñòðóêòóðàõ çìåíøó¹òüñÿ. Òàêèé ðåæèì ïîøè-

ðåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîâiëüíå ñâiòëî (slow light) [74]. Çìåíøåííÿ ãðóïîâî¨

øâèäêîñòi ôîòîíiâ ïðèçâîäèòü äî ïîñèëåííÿ âçà¹ìîäi¨ ñâiòëà ç âèïðîìi-

íþâà÷àìè. Ñóòò¹âèé ïðîãðåñ ó ñòâîðåííi ôîòîííîêðèñòàëi÷íèõ ñèñòåì ç

êâàíòîâèìè òî÷êàìè òà öåíòðàìè çàáàðâëåííÿ ðîáèòü öi ñèñòåìè ïåðñïå-

êòèâíîþ åêñïåðèìåíòàëüíîþ ïëàòôîðìîþ äëÿ ñòâîðåííÿ êîìïîíåíòiâ äëÿ

ñèñòåì êâàíòîâî¨ îáðîáêè iíôîðìàöi¨.

Îïòè÷íi íàíîâîëîêíà. Îïòè÷íi íàíîâîëîêíà (nano�bers) ¹ îäíèì ç òèïiâ

îïòè÷íèõ âîëîêîí, â ÿêèõ äiëÿíêà âîëîêíà âèòÿãíóòà òà çâóæåíà äî äià-

ìåòðó ìåíøîãî çà äîâæèíó õâèëi ñâiòëà [49]. Àòîìè, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ái-

ëÿ ïîâåðõíi òàêîãî âîëîêíà ìîæóòü ñèëüíî âçà¹ìîäiÿòè ç åâàíåñöåíòíèì

(evanescent) ïîëåì ìîäè íàíîâîëîêíà. Ãðàäi¹íò åâàíåñöåíòíîãî ïîëÿ ìî-

æíà âèêîðèñòàòè äëÿ ñòâîðåííÿ îïòè÷íî¨ ïàñòêè çäàòíî¨ óòðèìóâàòè àòî-

ìè ïîáëèçó íàíîâîëîêíà [75]. Â ðîáîòàõ [76, 77, 78] åêñïåðèìåíòàëüíî ïðî-

äåìîíñòðîâàíi ðiçíîìàíiòíi ñõåìè îïòè÷íîãî óòðèìóâàííÿ àòîìiâ áiëÿ íà-

íîâîëîêîí. Öi ìåòîäè âiäêðèâàþòü íîâi øëÿõè äëÿ ïî¹äíàííÿ àíñàìáëiâ

óëüòðàõîëîäíèõ àòîìiâ òà îïòè÷íèõ íàíîâîëîêîí. Òàêi ñèñòåìè ìîæóòü âè-

êîðèñòîâóâàòèñü, íàïðèêëàä, äëÿ ñòâîðåííÿ îïòè÷íî¨ ïàì'ÿòi [79].
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1.3 Ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè

Ñèñòåìà õâèëåâiä�äâîðiâíåâèé àòîì ìîäåëþ¹òüñÿ òàêèì ãàìiëüòîíiàíîì

[80]:

Ĥ =

Ĥ0︷ ︸︸ ︷
Ĥw + Ĥa +ĤI. (1.1)

Äîäàíîê Ĥ0 îïèñó¹ âiëüíó åâîëþöiþ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîðiâíå-

âîãî àòîìà (êóáiòà), ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì Ĥa, òà îäíîâèìiðíîãî

õâèëåâîäà, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì Ĥw. Ãàìiëüòîíiàí êóáiòà çàïè-

ñó¹òüñÿ ÿê [81]

Ĥa = ~ωa σ+σ−, (1.2)

äå ωa � ÷àñòîòà ïåðåõîäó ìiæ ðiâíÿìè àòîìà. Îïåðàòîðè σ+ = |e〉〈g| òà
σ− = |g〉〈e| ¹, âiäïîâiäíî, îïåðàòîðàìè ïiäâèùåííÿ (raising) òà ïîíèæåííÿ

(lowering) ñòàíó êóáiòà. Öi îïåðàòîðè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ìàòðèöi (îïåðà-

òîðè) Ïàóëi ÿê σ± = 1
2 (σx ± iσy) òà σ+σ− = 1

2 (σz + 1).

Õâèëåâiä ìîäåëþ¹òüñÿ êîíòèíóóìîì íåçàëåæíèõ áîçîííèõ ìîä, ÿêi îïè-

ñóþòüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì [81]

Ĥw = ~
∞∫

−∞

dp ωpb
†
pbp, (1.3)

äå bp (b†p) îïåðàòîð çíèùåííÿ (íàðîäæåííÿ) çáóäæåííÿ (ôîòîíà) ç õâèëüî-

âèì âåêòîðîì p òà ÷àñòîòîþ ωp â õâèëåâîäi. Öåé îïåðàòîð çàäîâîëüíÿ¹

êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì [bp, b
†
p′

]
= δ(p− p′) òà [bp, bp′] = 0.

Çâ'ÿçîê ìiæ ìîäàìè õâèëåâîäó òà êóáiòîì îïèñó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì

äèïîëüíî¨ âçà¹ìîäi¨

ĤI = ~
∞∫

−∞

dpgp
(
b†pe
−ipxa + bpe

ipxa
)

(σ− + σ+) , (1.4)
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äå xa � êîîðäèíàòà àòîìà. Êîíñòàíòà âçà¹ìîäi¨ ìiæ êóáiòîì òà ïîëåì õâè-

ëåâîäó gp âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê gp = dge
√
ωp/(4π~ε0A), äå dge = 〈g|D̂|e〉 � ìà-

òðè÷íèé åëåìåíò åëåêòðè÷íîãî äèïîëüíîãî ïåðåõîäó êóáiòà, A � ïëîùà ïî-

ïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ìîäè âèïðîìiíþâàííÿ. Â ïîäàëüøîìó, äëÿ ñêîðî÷åííÿ

çàïèñó, àëå íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ðîçãëÿäó, ââàæàòèìåìî, ùî êóáiò ðîç-

òàøîâàíèé â òî÷öi xa = 0.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ ωp çàëåæèòü âiä êîí-

êðåòíî¨ ôiçè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨ õâèëåâîäó òà ìîæå áóòè íåëiíiéíèì. Îäíàê, òå-

îðåòè÷íèé àíàëiç âçà¹ìîäi¨ ôîòîíiâ ç êâàíòîâèìè âèïðîìiíþâà÷àìè ó õâè-

ëåâîäi ñïðîùó¹òüñÿ, ÿêùî çðîáèòè íèçêó ïðèïóùåíü. Ïî-ïåðøå, çàçâè÷àé

÷àñòîòà ïåðåõîäó àòîìà ωa òà öåíòðàëüíà ÷àñòîòà çáóäæóþ÷îãî iìïóëüñó

ω0 ¹ âåëè÷èíàìè îäíîãî ïîðÿäêó ωa ∼ ω0. Ïî-äðóãå, ñïåêòðàëüíà øèðèíà

(bandwidth) γ0 âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó, ÿê ïðàâèëî, çíà÷íî ìåíøà, íiæ

éîãî öåíòðàëüíà ÷àñòîòà γ0 � ω0. Òîìó, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ëèøå âóçüêó

äiëÿíêó ÷àñòîò ôîòîíiâ ïîáëèçó ω0 òà âiäïîâiäíi õâèëüîâi âåêòîðè ïîáëèçó

±p0, ÿê ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíî íà Ðèñ. 1.2. Îòæå, ìîæåìî çàïèñàòè ëiíåàðè-

çîâàíå äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ [82]2:

ωp≈p0 ≈ ω0 + vg(p− p0) ≡ ωlp,

ωp≈p0 ≈ ω0 − vg(p− p0) ≡ ωrp.
(1.5)

Ìîäè ç õâèëüîâèìè âåêòîðàìè ïîáëèçó p0 âiäïîâiäàþòü ôîòîíàì, ÿêi ïî-

øèðþþòüñÿ ó õâèëåâîäi çëiâà íàïðàâî (left-to-right). Íàçâåìî òàêi ìîäè

l-ìîäàìè. Òîäi ÿê ìîäè ç õâèëüîâèìè âåêòîðàìè ïîáëèçó −p0, ùî âiäïîâiä-

àþòü ïîøèðåííþ ôîòîíiâ ñïðàâà íàëiâî (right-to-left), íàçâåìî r-ìîäàìè.

Ãàìiëüòîíiàí (1.3) ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ÿê [82]

2Ïîäiáíèé ïðèéîì òàêîæ øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ôiçèöi êîíäåíñîâàíèõ ñåðåäîâèù, íàïðèêëàä,
äëÿ îïèñó çáóäæåíü ó ëàòòiíæåðiâñüêié ðiäèíi (Luttinger liquid) [83].
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Ðèñ. 1.2. Ëiíåàðèçàöiÿ äèñïåðñi¨ õâèëåâîäà. Äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ
õâèëåâîäà ωp ïîêàçàíî ÷åðâîíîþ øòðèõîâîþ ëiíi¹þ, ñèíi ñóöiëüíi ëiíi¨ ïî-
êàçóþòü ëiíåàðèçîâàíi äèñïåðñiéíi ñïiââiäíîøåííÿ â îêîëèöÿõ õâèëüîâèõ
âåêòîðiâ ±p0, ÿêi âiäïîâiäàþòü ÷àñòîòi ω0 = ω±p0.∫

dp ωp b
†
pbp ≈

∫
p≈p0

dp ωlpl
†
plp,∫

dp ωp b
†
pbp ≈

∫
p≈−p0

dp ωrpr
†
prp,

(1.6)

äå µ†p (µp) � îïåðàòîð íàðîäæåííÿ (çíèùåííÿ) ôîòîíà ç õâèëüîâèì âåêòî-

ðîì p â µ-ìîäi (µ ∈ {l, r}). Êîìóòàöiéíié ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ öèõ îïåðàòî-
ðiâ òàêi: [µp, ν

†
p′] = δ(p− p′)δµ,ν òà [µp, νp′] = 0, äå µ, ν ∈ {l, r}.

Îñêiëüêè äîìiíóþ÷èé âíåñîê â iíòåãðàëè ïî õâèëüîâèì âåêòîðàì â (1.6)

äàþòü ëèøå âóçüêi ñìóãè õâèëüîâèõ âåêòîðiâ ïîáëèçó ±p0, òî ìåæi ií-

òåãðóâàííÿ ïî õâèëüîâèì âåêòîðàì â ãàìiëüòîíiàíi ìîæíà ðîçøèðèòè äî

(−∞,+∞). Âðàõîâóþ÷è öi ìiðêóâàííÿ, ãàìiëüòîíiàí Ĥw ïåðåïèøåòüñÿ ó

òàêîìó âèãëÿäi3

Ĥw =

∫
dp
(
ωlp l

†
p lp + ωrp r

†
p rp
)
. (1.7)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íîâi ôîòîííi îïåðàòîðè, ãàìiëüòîíiàí âçà¹ìîäi¨ ĤI çàïè-

3Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó äàëi â iíòåãðàëàõ ïî õâèëüîâèì âåêòîðàì ôîòîíiâ îïóñêàòèìåìî ìåæi iíòå-
ãðóâàííÿ

∫∞
−∞ dp→

∫
dp. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî íàäàëi ââàæàòèìåìî ~ = 1, à îòæå, iìïóëüñè òà åíåðãi¨

âèìiðÿòèìóòüñÿ, âiäïîâiäíî, â îäèíèöÿõ õâèëüîâîãî âåêòîðà òà ÷àñòîòè.
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øåòüñÿ ó âèãëÿäi

ĤI = g

∫
dp
[
(l†p + r†p)σ− + σ+(lp + rp)

]
. (1.8)

Â öüîìó ãàìiëüòîíiàíi çðîáëåíî íàáëèæåííÿ îáåðòîâî¨ õâèëi (rotating-wave

approximation) çíåõòóâàâøè øâèäêîîñöèëþþ÷èìè äîäàíêàìè g(l†p + r†p)σ+

òà g(lp + rp)σ−. Öå íàáëèæåííÿ ïðàöþ¹ çà óìîâè, êîëè ÷àñòîòà êóáiòà ωa

áëèçüêà äî ÷àñòîòè çáóäæóþ÷îãî âèïðîìiíþâàííÿ ω0, òîáòî |ωa−ω0| � ωa+

ω0, òà íàáàãàòî áiëüøà çà øâèäêiñòü ñïîíòàííîãî âèïðîìiíþâàííÿ àòîìà â

õâèëåâiä Γ� ωa.

Îòæå, ïîâíèé ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi ìà¹ âèãëÿä

Ĥ =

∫
dp
∑
µ=l,r

ωµp µ
†
pµp + ωa σ+σ− + g

∫
dp
∑
µ=l,r

[
µ†pσ− + σ+µp

]
. (1.9)

Ìîäåëüíèé ãàìiëüòîíiàí (1.9) çáåðiãà¹ êiëüêiñòü çáóäæåíü â ñèñòåìi, îñêiëü-

êè
[
N̂ex, Ĥ

]
= 0, äå N̂ex � îïåðàòîð ïîâíî¨ êiëüêîñòi çáóäæåíü â ñèñòåìi. Öåé

îïåðàòîð âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê N̂ex =
∫

dp
[
l†p lp + r†p rp

]
+ σ+ σ−. Îòæå äèíàìiêà

ñèñòåìè ìîæå åêâiâàëåíòíî îïèñóâàòèñü òàêèì ãàìiëüòîíiàíîì

Ĥ →Ĥ − ω0 N̂ex

= vg

∫
dp p

[
l†p lp − r†p rp

]
+ ∆a σ+σ−

+ g

∫
dp
[
(l†p + r†p)σ− + σ+(lp + rp)

]
,

(1.10)

äå ∆a = ωa − ω0.
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1.4 Ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ îïåðàòîðiâ ñèñòåìè

1.4.1 Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ôîòîííèõ çìiííèõ

Ãàìiëüòîíiàí (1.10) ïîðîäæó¹ ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ôîòîííèõ îïåðàòîðiâ

lp(t) òà rp(t) òàêîãî âèäó:

(∂t + i vg p) lp = −i g σ−, (1.11à)

(∂t − i vg p) rp = −i g σ−. (1.11á)

Ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ïàðè ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä

lp(t) = l̃p(t)− i g

t∫
t0

dτ e−i vg p (t−τ) σ−(τ), (1.12à)

rp(t) = r̃p(t)− i g

t∫
t0

dτ ei vg p (t−τ) σ−(τ), (1.12á)

äå ââàæà¹ìî, ùî t > t0. Îïåðàòîðè l̃p òà r̃p âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

l̃p(t) = lp(t0) e−i vg p (t−t0), r̃p(t) = rp(t0) ei vg p (t−t0). (1.13)

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîðè l̃p(t) òà r̃p(t) çàäîâîëüíÿþòü òàêèì êîìóòàöié-

íèì ñïiââiäíîøåííÿì:[∫
dp l̃p(t), σ−(t′)

]
=

[∫
dp r̃p(t), σ−(t′)

]
= 0, t > t′. (1.14)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ l̃p(t) = l̃p(t
′) e−i vg p (t−t′), îäíî-

÷àñîâèé êîìóòàòîð [lp, σ−] = 0 òà ðiâíÿííÿ (1.12à), îòðèìó¹ìî òàêèé ðå-
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çóëüòàò [∫
dp l̃p(t), σ−(t′)

]
=

∫
dp e−i vg p (t−t′) [lp(t

′), σ−(t′)]

+ i g

∫
dp e−i vg p (t−t′)

t′∫
0

dτ e−i vg p (t′−τ) [σ−(τ), σ−(t′)]

= i g

∫
dp

t′∫
0

dτ e−i vg p (t−τ) [σ−(τ), σ−(t′)]

= i
2πg

vg
[σ−(t), σ−(t′)] θ(t′ − t),

(1.15)

äå θ(t) � ñòóïií÷àñòà ôóíêöiÿ Ãåâiñàéäà. Ïðèñóòíiñòü θ-ôóíêöi¨ ó îñòàííüî-

ìó äîäàíêó â (1.14) ïîêàçó¹, ùî âèðàç çëiâà äîðiâíþ¹ íóëþ ïðè t > t′. Ïðè

t = t′ ìà¹ìî [σ−(t), σ−(t′)] = 0, ùî äîâîäèòü (1.14). Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì

îòðèìà¹ìî âèðàç[∫
dp r̃p(t), σ−(t′)

]
= i

2πg

vg
[σ−(t), σ−(t′)] θ(t′ − t), (1.16)

ç ÿêîãî âèïëèâà¹ äðóãèé êîìóòàòîð â (1.14).

1.4.2 Ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ àòîìíèõ îïåðàòîðiâ

Âèêîðèñòîâóþ÷è ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè (1.10) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó

äëÿ îïåðàòîðà ïîíèæåííÿ ñòàíó êóáiòà σ−:

(∂t + i ∆a)σ− = ig σz

∫
dp (lp + rp) . (1.17)

Ïiäñòàíîâêà âèðàçiâ (??) òà (1.12á) â ïðàâó ÷àñòèíó öüîãî ðiâíÿííÿ äà¹

òàêèé ðåçóëüòàò (
∂t + i ∆a +

Γ

2

)
σ− = ig σz β, (1.18)
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äå Γ = 4π g2/vg. Â (1.18) ââåäåíî íîâèé îïåðàòîð β(t) =
∫

dp
[
l̃p(t) + r̃p(t)

]
.

Ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.18) çàïèñó¹òüñÿ ÿê

σ−(t) = σ̃−(t)− ig

t∫
t0

dτe−(i∆a+Γ/2)(t−τ) σz(τ) β̃p(τ), (1.19)

äå σ̃−(t) = σ−(t0)e
−(i∆a+Γ/2)(t−t0). Îïåðàòîð σ+σ− çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ ðó-

õó òàêîãî âèäó

(∂t + Γ)σ+σ− = i gβ†σ− + H. c.. (1.20)

Ç öüîãî ðiâíÿííÿ ÿâíî âèäíî, ùî ïàðàìåòð Γ � öå øâèäêiñòü ñïîíòàííîãî

ðîçïàäó çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà. Ïiäñòàíîâêà (1.19) â ðiâíÿííÿ (1.20) äà¹

(∂t + Γ)σ+σ− = −g2

t∫
t0

dτ
[
e(i∆a−Γ/2)(t−τ)β†(τ)σz(τ)β(t) + H. c.

]
. (1.21)

1.5 Âçà¹ìîäiÿ êóáiòà ç õâèëüîâèì ïàêåòîì ó êîãåðåíòíîìó

ñòàíi

Ðîçãëÿíåìî âçà¹ìîäiþ êóáiòà, ÿêèé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t0 çíà-

õîäèòüñÿ â îñíîâíîìó ñòàíi, ç îïòè÷íèì iìïóëüñîì (õâèëüîâèì ïàêåòîì)

ó êîãåðåíòíîìó ñòàíi. Ââàæà¹ìî, ùî â ñèñòåìi íåìà¹ òåïëîâèõ çáóäæåíü.

Òàêå ïðèïóùåííÿ ìîæíà çðîáèòè, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ êðèòåðié kBT � ~ωa,

äå Ts � òåìïåðàòóðà ñèñòåìè, kB � ñòàëà Áîëüöìàíà.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ áàãàòîìîäîâîãî êîãåðåíòíîãî ñòàíó [85],

ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè çàïèøåìî ó òàêîìó âèãëÿäi

|Ψ{A}〉 = exp

{∫
dp
[
Apl†p(t0)−A∗plp(t0)

]}
|∅〉, Ap =

√
N0 ξp, (1.22)

äå N0 � ñåðåäíÿ êiëüêiñòþ ôîòîíiâ ó âõiäíîìó õâèëüîâîìó ïàêåòi, |∅〉 =
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|0〉l|0〉r|g〉 � öå ñòàí ñèñòåìè áåç çáóäæåíü (âàêóóìíèì ñòàíîì). Ñòàí |Ψ{A}〉
¹ âëàñíèì ñòàíîì îïåðàòîðà çíèùåííÿ ôîòîíà ó l-ìîäi õâèëåâîäó

lp(t0)|Ψ{A}〉 = Ap|Ψ{A}〉. (1.23)

Ôóíêöiÿ ξp ¹ ðîçïîäiëîì àìïëiòóäè éìîâiðíîñòi çíàõîäæåííÿ ôîòîíà ç õâè-

ëüîâèì âåêòîðîì p. Öåé ðîçïîäië òàêîæ íàçèâàþòü ñïåêòðàëüíîþ ôóíêöi-

¹þ ðîçïîäiëó (spectral distribution function) õâèëüîâîãî ïàêåòà [86]. Ìè ìî-

äåëþ¹ìî ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië âõiäíîãî iìïóëüñó ξp ãàóññîâîþ ôóíêöi¹þ

ξp =
4

√
w2

π
exp

(
−w

2

2
p2 − ipx0

)
,

∫
dp|ξp|2 = 1, (1.24)

äå w � ïðîñòîðîâà øèðèíà âõiäíîãî iìïóëüñó, x0 � ïî÷àòêîâà (â ìîìåíò ÷àñó

t = t0) êîîðäèíàòà öåíòðó õâèëüîâîãî ïàêåòó. Ââàæàòèìåìî, ùî x0 < 0,

òîáòî õâèëüîâèé ïàêåò ¾íàëiòà¹¿ íà êóáiò çëiâà, òà |x0| � w. Îñòàííÿ óìîâà

çàáåçïå÷ó¹ òå, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó êóáiò íå ¾âiä÷óâà¹¿ âõiäíîãî

iìïóëüñó. Ââàæà¹ìî, ùî ñïåêòðàëüíà øèðèíà âõiäíîãî iìïóëüñó γ0 ∼ vg/w

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó γ0 � ω0, îñêiëüêè öÿ óìîâà âèêîðèñòîâóâàëàñü äëÿ

ïîáóäîâè ãàìiëüòîíiàíó (1.9), ÿêèì îïèñó¹òüñÿ äèíàìiêà ñèñòåìè.

1.5.1 Äèíàìiêà çáóäæåííÿ êóáiòà

Óñåðåäíåííÿ ðiâíÿííÿ (1.21) ïî ïî÷àòêîâîìó ñòàíó ñèñòåìè |Ψ{A}〉 äà¹
òàêå ðiâíÿííÿ ðóõó

(∂t + Γ)〈σ+σ−〉 = −2g2N0Ξ(t)

t∫
t0

dτQ(t− τ)Ξ∗(τ)〈σz(τ)〉, (1.25)
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äå Q(t) = cos(∆at)e
−Γt/2. Ôóíêöiÿ Ξ(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Ξ(t) =

∫
dpe−ivgpt ξp. (1.26)

Äëÿ ãàóññîâîãî ñïåêòðà (1.24) ìà¹ìî

Ξ(t) =
4

√
4π

w2
exp

{
− 1

2w2
[x0 + vg(t− t0)]2

}
. (1.27)

Äëÿ âèâåäåííÿ ðiâíÿííÿ (1.25), âèêîðèñòàíî âëàñòèâiñòü (1.23). Îñêiëüêè â

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó êóáiò çíàõîäèâñÿ â îñíîâíîìó ñòàíi, òî ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ äëÿ ðiâíÿííÿ ðóõó (1.25) ¹ 〈σ+σ−〉|t0 = 0.

Ðîçãëÿíåìî ðåçîíàíñíèé âèïàäîê ∆a = 0, êîëè ÷àñòîòà êóáiòà çáiãà-

¹òüñÿ ç öåíòðàëüíîþ ÷àñòîòîþ õâèëüîâîãî ïàêåòó. Ó öüîìó ðåæèìi âçà¹-

ìîäiÿ ìiæ êóáiòîì òà ïîëåì õâèëåâîäó íàéñèëüíiøà. Ïðè ∆a = 0, iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (1.25) ìîæíà ïåðåòâîðèòè íà äèôåðåíöiàëüíå. Çà-

ñòîñîâóþ÷è îïåðàòîð ∂t äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíÿííÿ (1.25), îòðèìó¹ìî òàêèé

ðåçóëüòàò

Dt〈σ+σ−〉 = 2N0g
2Ξ2(t). (1.28)

Äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Dt çàäà¹òüñÿ ÿê

Dt ≡ ∂2
t +

[
3Γ

2
+
t− te
τ 2

p

]
∂t +

[
Γ2

2
+ Γ

t− te
τ 2

p

+ 4N0g
2Ξ2(t)

]
, (1.29)

äå te = t0 + |x0|/vg âiäïîâiäà¹ ìîìåíòó ÷àñó, êîëè öåíòð õâèëüîâîãî ïàêåòó
äîñÿãà¹ òî÷êè õâèëåâîäó, â ÿêié ðîçòàøîâàíèé êóáiò, ïàðàìåòð τp = w/vg �

öå òðèâàëiñòü âõiäíîãî iìïóëüñó.

ßêùî âõiäíèé iìïóëüñ äîâãèé, Γτp � 1, ìîæå ðåàëiçóâàòèñü êâàçiñòà-

öiîíàðíèé ðåæèì çáóäæåííÿ êóáiòà, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

〈σ+σ−〉qs ≈
1

2

[
1 +

πΓ

2vgN0Ξ2(t)

]−1

. (1.30)
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Ðèñ. 1.3. Âïëèâ ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi N0 íà äè-
íàìiêó íàñåëåíîñòi êóáiòà äëÿ Γτp = 1. Ðåøòà ïàðàìåòðiâ òàêi: ∆a = 0,
x0/w = −10. ×àñ âèìiðþ¹òüñÿ â îäèíèöÿõ òðèâàëîñòi âõiäíîãî iìïóëüñó τp.

Ç öüîãî âèðàçó âèïëèâà¹, ùî ïðè iíòåíñèâíîìó çáóäæåííi êóáiòà, òîáòî ïðè

vgN0Ξ
2(t)� Γ, ìà¹ìî 〈σ+σ−〉qs → 1/2. Ïîáëèçó êâàçiñòàöiîíàðíîãî çíà÷åí-

íÿ 〈σ+σ−〉qs ¹ çàòóõàþ÷i êîëèâàííÿ âåëè÷èíè 〈σ+σ−〉. ßêùî ïðåäñòàâèòè íà-
ñåëåíiñòü çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà ÿê 〈σ+σ−〉 = 〈σ+σ−〉qs + δ〈σ+σ−〉, òî âiä-
õèëåííÿ δ〈σ+σ−〉 âiä ñòàöiîíàðíîãî çíà÷åííÿ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (1.28),

ÿêå â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó äîâãèõ âõiäíèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ íàáóâà¹ òàêî-

ãî âèäó

D̃tδ〈σ+σ−〉 = 0, (1.31)

äå îïåðàòîð D̃t âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

D̃t ≡ ∂2
t +

3Γ

2
∂t +

[
Γ2

2
+ 4N0g

2Ξ2(t)

]
. (1.32)

Äëÿ äîâãèõ âõiäíèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ, çàëåæíiñòþ ôóíêöi¨ Ξ(t) âiä ÷àñó

ìîæíà çíåõòóâàòè Ξ(t) ≈ (Ξ = const). Ó òàêîìó ðàçi, ìîæíà ïðåäñòàâèòè

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.31) ó âèãëÿäi δ〈σ+σ−〉 ∼ eλt, ùî äà¹ ðiâíÿííÿ íà λ

òàêîãî âèäó

λ2 +
3Γ

2
λ+ 4N0g

2Ξ2 +
Γ2

2
= 0. (1.33)
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Ðiâíÿííÿ (1.33) ïîêàçó¹, ùî îñöèëÿöi¨ íàñåëåíîñòi çáóäæåíîãî ðiâíÿ êóáiòà

〈σ+σ−〉 çàòóõàþòü çi øâèäêiñòþ ∼ 3Γ/4. Îñöèëþþ÷èé õàðàêòåð çáóäæåííÿ

êóáiòà ïðè âçà¹ìîäi¨ ç iìïóëüñîì ó êîãåðåíòíîìó ñòàíi ïðîiëþñòðîâàíî íà

Ðèñ. 1.3, ÿêèé äåìîíñòðó¹ çàëåæíiñòü äèíàìiêè íàñåëåíîñòi êóáiòà âiä ñåðå-

äíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi. Îá÷èñëåííÿ äåìîíñòðóþòü, ùî

îñöèëÿöi¨ íàñåëåíîñòi çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà ñòàþòü êðàùå âèðàæåíèìè

ïðè çáiëüøåííi ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi.

1.5.2 Ïðîñòîðîâà ãóñòèíà âèïðîìiíþâàííÿ

Äëÿ àíàëiçó åâîëþöi¨ ïðîñòîðîâî¨ ãóñòèíè ôîòîíiâ â ïðîöåñi ðîçñiÿííÿ

íà êóáiòi, ââåäåìî îïåðàòîðè l(x, t) òà r(x, t), ÿêi ¹ îïåðàòîðàìè çíèùåííÿ

ôîòîíà â òî÷öi x â l- òà r-ìîäi, âiäïîâiäíî. Öi îïåðàòîðè âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

µ(x, t) =
1√
2π

∫
dp ei p x µp(t), µ ∈ {l, r}, (1.34)

òà çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíîìó ñïiââiäíîøåííþ [µ(x), µ†(x′)] = δ(x−x′).
Ïiäñòàíîâêà âèðàçiâ (1.12à) òà (1.12á) â ðiâíÿííÿ (1.34) äà¹ òàêi ðåçóëü-

òàòè

l(x, t) = l̃(x, t)− i
√

2π
g

vg
σ−(t− x

vg
) θ(x) θ(t− x

vg
), (1.35à)

r(x, t) = r̃(x, t)− i
√

2π
g

vg
σ−(t+

x

vg
) θ(−x) θ(t+

x

vg
), (1.35á)

äå ïîçíà÷åííÿ •̃ îçíà÷à¹ âiëüíó åâîëþöiþ îïåðàòîðà •. Ïðîñòîðîâà ãóñòèíà
ôîòîíiâ â µ-ìîäi âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

%̂µ(x, t) = µ†(x, t)µ(x, t), µ ∈ {l, r}. (1.36)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç (1.35à), îòðèìà¹ìî òàêå ðiâíÿííÿ äëÿ ïðîñòîðî-
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Ðèñ. 1.4. Ãóñòèíà ôîòîíiâ ó êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði ïðè ðîçñiÿííi õâè-
ëüîâîãî ïàêåòó ó êîãåðåíòíîìó ñòàíi: (a) N0 = 0.1 � ÷îðíà ñóöiëüíà ëiíiÿ,
N0 = 0.5 � ÷åðâîíà øòðèõîâà ëiíiÿ, òà N0 = 1 � ñèíÿ øòðèõïóíêòèíà ëiíiÿ;
(á) N0 = 10 � ÷îðíà ñóöiëüíà ëiíiÿ, N0 = 25 � ÷åðâîíà øòðèõîâà ëiíiÿ, òà
N0 = 50 � ñèíÿ øòðèõïóíêòèíà ëiíiÿ (÷àñòèíà iìïóëüñó, ùî âiäáèëàñü, ïî-
êàçàíà ó âñòàâöi). Ïàðàìåòðè Γτp = 1, x0/w = −10, òà ∆a = 0 âèêîðèñòàíi
äëÿ ðîçðàõóíêó âñiõ êðèâèõ.

âî¨ ãóñòèíè ôîòîíiâ â l-ìîäi:

〈%̂l(x, t)〉 = 〈%̃l(x, t)〉

−
(

Γ

2vg
〈σ+σ−〉t−x/vg +

1

vg
∂t〈σ+σ−〉t−x/vg

)
θ(x)θ(x− t

vg
).

(1.37)

Ïàðà äîäàíêiâ ó äóæêàõ â ôîðìóëi (1.37) îïèñóþòü, âiäïîâiäíî, âiäãóê (ïå-

ðåâèïðîìiíåííÿ) êóáiòà òà iíòåðôåðåíöiþ âõiäíîãî ïîëÿ òà ïîëÿ, ÿêå êóáiò

ïåðåâèïðîìiíèâ. Ïðîñòîðîâà ãóñòèíà ôîòîíiâ â r-ìîäi âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

〈%̂r(x, t)〉 =
Γ

2vg
〈σ+σ−〉t+x/vgθ(−x)θ(t+

x

vg
). (1.38)

Ðiâíÿííÿ (1.38) îïèñó¹ âiäáèòòÿ âèïðîìiíþâàííÿ êóáiòîì. Ìîæíà ïîìi-

òèòè, ùî ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië òi¹¨ ÷àñòèíè âèïðîìiíþâàííÿ, ÿêà âiäáè-

ëàñü âiä êóáiòà, âèðàæà¹òüñÿ ñóòî ÷åðåç íàñåëåíiñòü éîãî çáóäæåíîãî ñòàíó

〈σ+σ−〉.
Äëÿ îá÷èñëåííÿ 〈%̂l,r(x, t)〉 ðiâíÿííÿ (1.28) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ÷èñåëüíî. Äëÿ
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÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (1.28) âèêîðèñòîâó¹ìî

ôóíêöiþ NDSolve ñèñòåìè êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðè Mathematica. Ðåçóëü-

òàòè îá÷èñëåíü ïîêàçàíi íà Ðèñ. 1.4. Óñi ðîçðàõóíêè íà Ðèñ. 1.4 ïðîâåäåíi

äëÿ ìîìåíòó ÷àñó t = |x0|/vg + 1/Γ + 10τp.

Äëÿ N0 ∼ 1, ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè, ìà¹ âèðàæåíå

çàãëèáëåííÿ. Öå çàãëèáëåííÿ âèíèêà¹ çàâäÿêè iíòåðôåðåíöi¨ âõiäíîãî ïî-

ëÿ òà ïîëÿ, ÿêå ïåðåâèïðîìiíèâ êóáiò. Ïðè çáiëüøåííi ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi

ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi, öåé ïðîâàë çíèêà¹. Ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië âè-

ïðîìiíþâàííÿ, ùî âiäáèëîñü âiä êóáiòà, ñòà¹ îñöèëþþ÷èì [äèâiòüñÿ âñòàâêó

íà Ðèñ. 1.4(á)]. Öå âiäáóâà¹òüñÿ çàâäÿêè îñöèëÿöiÿì íàñåëåíîñòi êóáiòà, ÿêi

ïðîäåìîíñòðîâàíi ó ïîïåðåäíié ÷àñòèíi.

1.5.3 Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü

Iíòåãðóâàííÿ (1.36) ïî êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîðó äà¹ îïåðàòîðè ïîâíî¨

êiëüêîñòi ôîòîíiâ â µ-ìîäi â ìîìåíò ÷àñó t:

N̂µ(t) =

∫
dx %̂µ(x, t). (1.39)

Ïiäñòàíîâêà ó öå îçíà÷åííÿ âèðàçiâ (1.36) òà (1.35) äà¹ òàêèé ðåçóëüòàò

N̂µ(t) =

t∫
t0

dτ

[
Γ

2
σ+σ− + ig

∫
dp(σ+µ̃p − µ̃†pσ−)

]
τ

. (1.40)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1.39), ñåðåäíþ êiëüêiñòü ôîòîíiâ, ùî ïðî-

éøëè òà ùî âiäáèëèñü, ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç âiäïîâiäíi ðîçïîäiëè ïðîñòî-

ðîâî¨ ãóñòèíè ôîòîíiâ ó l- òà r-ìîäàõ ÿê

Nr ≡ 〈N̂r(t)〉 =

0∫
−∞

dx 〈%̂r(x, t)〉, (1.41)
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Nl ≡ 〈N̂l(t)〉 =

∞∫
0

dx 〈%̂l(x, t)〉. (1.42)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (1.38) òà (1.37), óìîâó (1.44), à òàêîæ âëàñòè-

âiñòü r̃p|Ψ{A}〉 = 〈Ψ{A}|r̃†p = 0, ïðèõîäèìî äî òàêîãî ðåçóëüòàòó:

Nr(t) =
Γ

2

t∫
t0

dτ〈σ+σ−〉τ , (1.43à)

Nl(t) = vg

t∫
t0

dτ〈%̃l[vg(t− τ), t]〉 −Nr. (1.43á)

Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ Nr òà Nl îáèðàâñÿ ìîìåíò ÷àñó t = t∞,

êîëè ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ ìiæ êóáiòîì òà âèïðîìiíþâàííÿì âæå çàâåðøèâñÿ

òà àòîì ïîâåðíóâñÿ â ñâié îñíîâíèé ñòàí 〈σ+σ−〉|t=t∞ = 0. Öåé ìîìåíò ÷àñó

çàäîâîëüíÿ¹ òàêié óìîâi

t∞ � t0 + τp +
1

Γ
+
|x0|
vg
. (1.44)

Öiêàâîþ îñîáëèâiñòþ ¹ òå, ùî çà óìîâè (1.44) äîäàíîê −∂t〈σz〉/2vg, ÿêèé
âèçíà÷à¹ ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië õâèëüîâîãî ïàêåòó, ùî ïðîéøîâ êóáiò, íå

äà¹ âíåñêó ïðè îá÷èñëåííi ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè Nl,

îñêiëüêè 〈σ+σ−〉|t=t0 = 〈σ+σ−〉|t>t∞ = 0.

Äëÿ îöiíêè âåðõíüî¨ ãðàíèöi ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ, ùî âiäáèëèñü,

Nr, âèêîðèñòà¹ìî ðiâíÿííÿ (1.41) òà òîé ôàêò, ùî êóáiò (äâîðiâíåâèé àòîì)

íå ìîæå ìiñòèòè áiëüøå îäíîãî ñáóäæåííÿ 〈σ+σ−〉 < 1. Öå äà¹ îöiíêó êiëü-

êîñòi ôîòîíiâ, ùî âiäáèëèñü, Nr 6 Γτp/2. ßê áà÷èìî, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ Nr

íå çàëåæèòü âiä ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi N0 òà ìî-

æå áóòè ìàëèì íàâiòü ïðè N0 � 1. Îòæå, êîíòðîëþþ÷è ïàðàìåòðè çâ'ÿçêó

êóáiòà ç õâèëåâîäîì, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè êóáiò ÿê äæåðåëî õâèëüîâèõ
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ïàêåòiâ, ùî ìiñòÿòü äåêiëüêà ôîòîíiâ.

1.5.4 Ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ðîç-

ñiÿëîñü â ïðîöåñi âçà¹ìîäi¨ ç êóáiòîì, âèêîðèñòà¹ìî äèñïåðñiþ (variance)

êiëüêîñòi ôîòîíiâ 〈δN̂ 2
µ〉 ≡ 〈(N̂µ − Nµ)2〉, äå µ ∈ {l, r}. Âèêîðèñòîâóþ÷è

ñïiââiäíîøåííÿ (1.39) òà (1.34), à òàêîæ ðiâíÿííÿ ðóõó (1.21), ìîæíà ïîêà-

çàòè, ùî â àñèìïòîòè÷íîìó âèïàäêó äîâãèõ ÷àñiâ åâîëþöi¨ ñèñòåìè (1.44)

âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ N̂l + N̂r ≡ Ñl. Îòæå äèñïåðñiþ êiëüêîñòi ôî-

òîíiâ â l-ìîäi äëÿ äîâãèõ ÷àñiâ åâîëþöi¨ ñèñòåìè (t > t∞) ìîæíà âèçíà÷èòè

ÿê 〈δN̂ 2
l 〉∞ = 〈(Ñl− N̂r)

2〉∞− (Ñl−Nr)
2, äå iíäåêñ∞ ïîêàçó¹, ùî âåëè÷èíà

áåðåòüñÿ â àñèìïòîòèöi äîâãèõ ÷àñiâ åâîëþöi¨ ñèñòåìè, òîáòî ïðè t∞.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó ðîçãëÿäàòèìåìî ðåçîíàíñíèé âèïà-

äîê âçà¹ìîäi¨ êóáiòà ç õâèëüîâèì ïàêåòîì ∆a = 0. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç

(1.40) çíàõîäèìî òàêå ðiâíÿííÿ äëÿ 〈N̂ 2
r 〉:

〈N̂ 2
r 〉 =

Γ2

4

t∫
t0

dτ

t∫
t0

dτ ′ 〈σ+(τ)σ−(τ)σ+(τ ′)σ−(τ ′)〉

+
ivΓ2

8πg

t∫
t0

dτ

t∫
t0

dτ ′
∫

dp 〈σ+(τ ′)r̃p(τ
′)σ+(τ)σ−(τ)− H. c.〉

+
vΓ

4π

t∫
t0

dτ

t∫
t0

dτ ′
∫

dp

∫
dp′ 〈σ+(τ)r̃p(τ)r̃†p′(τ

′)σ−(τ ′)〉.

(1.45)

Ðîçãëÿíåìî îñòàííié äîäàíîê â ðiâíÿííi (1.45). Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíî-

øåííÿ

r̃p(τ)r̃†p′(τ
′) = r̃†p′(τ

′)r̃p(τ) + δ(p′ − p)eivgp(τ
′−τ), (1.46)
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êîìóòàòîð (1.15), òà âëàñòèâiñòü ïî÷àòêîâîãî ñòàíó ôîòîíiâ

r̃p|∅〉 = 〈∅|r̃†p = 0, (1.47)

öåé äîäàíîê ìîæíà ïåðåïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

vΓ

4π

t∫
t0

dτ

t∫
t0

dτ ′
∫

dp

∫
dp′ 〈σ+(τ)r̃p(τ)r̃†p′(τ

′)σ−(τ ′)〉 =
Γ

2

t∫
t0

dτ〈σ+σ−〉|τ .

(1.48)

Ïîäiáíèì ÷èíîì ìîæíà ñïðîñòèòè òðåòié äîäàíîê â ðiâíÿííi (1.45). Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è âèðàçè (1.46), (1.47), òà (1.15), îòðèìà¹ìî òàêi ñïiââiäíîøåííÿ4:∫
dp r̃p(τ

′)σ+(τ)σ−(τ)|Ψ〉 = i
2πg

v
[σ−(τ ′), σ+(τ)σ−(τ)]|Ψ〉θ(τ − τ ′), (1.49)∫

dp 〈Ψ|σ+(τ)σ−(τ)r̃†p(τ
′) = i

2πg

v
〈Ψ|[σ+(τ ′), σ+(τ)σ−(τ)]θ(τ − τ ′). (1.50)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (1.49) òà (1.50) ìà¹ìî

ivΓ2

8πg

t∫
t0

dτ

t∫
t0

dτ ′
∫

dp [〈σ+(τ ′)r̃p(τ
′)σ+(τ)σ−(τ)〉 − H. c.]

=
Γ2

4

t∫
t0

dτ

τ∫
t0

dτ ′ [2〈σ+(τ ′)σ+(τ)σ−(τ)σ−(τ ′)〉

−〈σ+(τ)σ−(τ)σ+(τ ′)σ−(τ ′)− σ+(τ ′)σ−(τ ′)σ+(τ)σ−(τ)〉] .

(1.51)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè âèðàçiâ (1.48) òà (1.51) â ðiâíÿííÿ (1.45) âîíî íàáóâà¹

òàêîãî âèãëÿäó

〈N̂ 2
r 〉 =

Γ2

2

t∫
t0

dτ

τ∫
t0

dτ ′〈S(τ, τ ′)〉+Nr, (1.52)

4Ïîäiáíi ñïiââiäíîøåííÿ îòðèìàíi òàêîæ â äîäàòêó äî ñòàòòi [87].
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äå S(τ, τ ′) = σ+(τ ′)σ+(τ)σ−(τ)σ−(τ ′). Êîðåëÿòîð 〈S(τ, τ ′)〉 îïèñó¹òüñÿ ðiâ-

íÿííÿì ðóõó

Dτ〈S(τ, τ ′)〉 = 2N0g
2Ξ2(τ)〈σ+(τ ′)σ−(τ ′)〉, (1.53)

ÿêå îòðèìó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî ðiâíÿííÿ (1.28).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà S(τ, τ ′) òà ñïiââiäíîøåííÿ (σ+)2 =

(σ−)2 = 0, îòðèìà¹ìî ïî÷àòêîâó óìîâó äëÿ êîðåëÿòîðà 〈S(τ, τ ′)〉:

〈S(τ, τ ′)〉
∣∣
τ=τ ′

= ∂τ〈S(τ, τ ′)〉|τ=τ ′ = 0. (1.54)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (1.28) òà (1.53) äà¹ çìîãó îá÷èñëèòè âåëè÷èíó 〈N̂ 2
r 〉.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ 〈δN̂ 2
l 〉 òðåáà âèçíà÷èòè íå òiëüêè 〈N̂ 2

r 〉, àëå é êîðåëÿòîð
〈ÑlN̂r〉. Îñòàííié îïèñó¹òüñÿ òàêèì ðiâíÿííÿì

〈ÑlN̂r〉 = Γ

t∫
t0

dτ〈Ñl(t)σ+(τ)σ−(τ)〉. (1.55)

Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ êîðåëÿòîðà 〈Ñl(t)σ+(τ)σ−(τ)〉, ÿêèé âèíèê â (1.55), ìà¹
òàêèé âèãëÿä

Dτ〈Ñl(t)σ+(τ)σ−(τ)〉 = 2N0g
2Ξ2(τ) [N0 − 〈σz(τ)〉] . (1.56)

Ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

Ñl(t)σ+(τ)σ−(τ)〉|τ=t0 = ∂τ〈Ñl(t)σ+(τ)σ−(τ)〉|τ=t0 = 0. (1.57)

Ñòàòèñòèêà ôîòîíiâ, ùî âiäáèëèñü âiä êóáiòà, âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðøèì äî-

äàíêîì ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (1.52). ßêùî çíà÷åííÿ öüîãî äîäàíêó âiä-

ìiííå âiä N 2
r , òî ôîòîíè, ùî âiäáèëèñü, âæå íå îïèñóþòüñÿ ïóàññîíiâñüêîþ
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Ðèñ. 1.5. Çàëåæíiñòü äèñïåðñi¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ, ùî âiäáèëèñü, âiä ñåðå-
äíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó õâèëüîâîìó ïàêåòi äëÿ ðiçíèõ Γ. Ñóöiëü-
íi ëiíi¨ � çíà÷åííÿ 〈δN̂ 2

r 〉 îòðèìàíå ÷èñëîâèì ðîçâ'ÿçàííÿì ðiâíÿíü (1.53)
òà (1.56). Øòèõîâàíi ëiíi¨ � äèñïåðñiÿ ïðè ïóàññîíiâñüêié ñòàòèñòèöi ôî-
òîíiâ. Ïàðàìåòðè ñèñòåìè òàêi: ∆a = 0, x0/w = −10, (à) Γτp = 1/10, (á)
Γτp = 1/2, (â) Γτp = 1, òà (ã) Γτp = 10.

ñòàòèñòèêîþ. Ðèñóíêè 1.5(a) òà 1.5(á) ïîêàçóþòü ïåðåõîäè âiä ñóáïóàññî-

íiâñüêî¨ äî ñóïåðïóàññîíiâñüêî¨ ñòàòèñòèêè äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü ñåðåäíüî¨

êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi òà øâèäêîñòi ñïîíòàííîãî ðîçïàäó

çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà â õâèëåâiä5. Ðèñóíêè 1.5(â) òà 1.5(â) äåìîíñòðó-

þòü, ùî ïðè çáiëüøåííi Γ, äèñïåðñiÿ êiëüêîñòi âiäáèòèõ ôîòîíiâ ñòà¹ ïðè

áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ N0 ìåíøîþ çà ¨õíþ ñåðåäíþ êiëüêiñòü 〈δN̂ 2
r 〉 < Nr.

Öå âiäïîâiäà¹ ñóáïóàññîíiâñüêié ñòàòèñòèöi. Îòæå, êîíòðîëþþ÷è âçà¹ìîäiþ

ìiæ êóáiòîì òà ìîäîþ õâèëåâîäó, ìîæíà êîíòðîëþâàòè ñòàòèñòèêó âèïðî-

ìiíþâàííÿ, ùî âiäáèëîñü âiä êóáiòà. Öå îçíà÷à¹, ùî äâîðiâíåâèé àòîì ìî-

æíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê ðåãóëüîâàíå äæåðåëî ñóá- ÷è ñóïåðïóàññîíiâñüêî-

ãî ñâiòëà. Ïðè N0 � 1 ñòàòèñòèêà âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ïðîéøëî, ïîäiáíà

äî ñòàòèñòèêè âõiäíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, òîáòî âîíî ¹ ìàéæå êîãåðåíòíèì.

5Äî àíàëîãi÷íèõ âèñíîâêiâ äiéøëè òàêîæ àâòîðè ñòàòòi [22].
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Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî äâîðiâíåâèé àòîì ìîæå ïîãëèíóòè òiëüêè îäíå

çáóäæåííÿ (ôîòîí), òîáòî ¹ íåëiíiéíîþ ñèñòåìîþ ç íàñè÷åííÿì. ×åðåç öå,

ëèøå íåâåëèêà êiëüêiñòü ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi ïîãëèíàþòüñÿ òà ïå-

ðåâèïðîìiíþ¹òüñÿ êóáiòîì.

1.6 Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ïðîöåñ ðîçñiÿííÿ õâèëüîâîãî ïàêåòà â êîãå-

ðåíòíîìó ñòàíi íà äâîðiâíåâîìó àòîìi (êóáiòi) â îäíîâèìiðíîìó õâèëåâîäi.

Ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî õàðàêòåð çáóäæåííÿ êóáiòà çàëåæèòü âiä ñåðåäíüî¨

êiëüêîñòi ôîòîíiâ N0 ó âõiäíîìó õâèëüîâîìó ïàêåòi. Ïðè çáiëüøåííi N0 ÷à-

ñîâà çàëåæíiñòü íàñåëåíîñòi çáóäæåíîãî ðiâíÿ êóáiòà íàáóâà¹ îñöèëþþ÷îãî

õàðàêòåðó. Ïðè N0 � 1 ÷àñòîòà îñöèëÿöié íàñåëåíîñòi ïðîïîðöiéíà
√
N0.

Òàêîæ äîñëiäæåíî ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ðîçñiÿëîñü

ïiñëÿ âçà¹ìîäi¨ ç êóáiòîì. Âñòàíîâëåíî, ùî ïðè N0 � 1 âèïðîìiíþâàííÿ,

ÿêå ïðîéøëî êóáiò, ìà¹ ñóïåðïóàññîíiâñüêó ñòàòèñòèêó, òîäi ÿê âèïðîìiíþ-

âàííÿ, ùî âiäáèëîñü ìîæå ìàòè ÿê ñóá- òà i ñóïåðïóàññîíiâñüêó ñòàòèñòèêó

çàëåæíî âiä ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi òà çâ'ÿçêó êó-

áiòà ç ìîäîþ õâèëåâîäó.
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ÐÎÇÄIË 2

ÐÎÇÑIßÍÍß ÎÄÍÎ- ÒÀ ÄÂÎÔÎÒÎÍÍÈÕ ÕÂÈËÜÎÂÈÕ

ÏÀÊÅÒIÂ ÍÀ ÊÓÁIÒI: ÏIÄÕIÄ ÔÓÍÊÖI� ÐÎÇÏÎÄIËÓ Â

ÔÀÇÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐI

2.1 Âñòóï

Âèâ÷åííÿ âçà¹ìîäi¨ ìiæ êâàíòîâèìè âèïðîìiíþâà÷àìè, íàïðèêëàä, àòî-

ìàìè, òà âèïðîìiíþâàííÿì íà ðiâíi îêðåìèõ ôîòîíiâ ó îäíîâèìiðíié ãåî-

ìåòði¨ ¹ âàæëèâîþ çàäà÷åþ, ÿêà ïðèâåðíóëà äî ñåáå çíà÷íó óâàãó [3, 88].

Äîñëiäæåííÿ òàêèõ ñèñòåì ¹ âàæëèâèì, ïî-ïåðøå, ç òî÷êè çîðó ôóíäà-

ìåíòàëüíîãî ðîçóìiííÿ ïðîöåñiâ âçà¹ìîäi¨ ñâiòëà òà ìàòåði¨ íà êâàíòîâîìó

ðiâíi â ñèñòåìàõ ç ïîíèæåíîþ ðîçìiðíiñòþ. Ïî-äðóãå, õâèëåâîäíi ñèñòåìè

ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ïåðñïåêòèâíà ïëàòôîðìà äëÿ ñòâîðåííÿ ïðèñòðî¨â ïðè-

çíà÷åíèõ äëÿ êîíòðîëþ ïîøèðåííÿ ôîòîíiâ.

Ðîçñiÿííÿ îäíîôîòîííèõ ñòàíiâ íà äâîðiâíåâîìó àòîìi (êóáiòi) â îäíî-

âèìiðíîìó õâèëåâîäi ðîçãëÿäàëîñü ó ðîáîòàõ J.-T. Shen òà S. Fan [39, 89].

Âèêîðèñòîâóþ÷è ãàìiëüòîíiàí ó êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði òà àíçàòö Áå-

òå (Bethe ansatz), âîíè îïèñàëè ðîçñiÿííÿ ìîíîõðîìàòè÷íèõ ôîòîíiâ íà

êóáiòi òà îòðèìàëè âèðàçè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ âiäáèòòÿ òà ïðîïóñêàííÿ. Iç

öèõ ðåçóëüòàòiâ âèïëèâà¹, ùî çàâäÿêè êâàíòîâié iíòåðôåðåíöi¨, ìîíîõðî-

ìàòè÷íèé ôîòîí ïîâíiñòþ âiäáèâà¹òüñÿ âiä äâîðiâíåâîãî àòîìà, ÿêùî éîãî

÷àñòîòà ó ðåçîíàíñi ç ÷àñòîòîþ àòîìíîãî ïåðåõîäó. Ðîçñiÿííÿ îêðåìèõ ôî-

òîíiâ íà àòîìi âèâ÷àëîñü òàêîæ çà äîïîìîãîþ òåîði¨ ðîçñiÿííÿ Ëiïïìàíà-

Øâiíãåðà. Öåé ïiäõiä âèêîðèñòîâóâàâñÿ â ðîáîòàõ [90, 91] äëÿ âèâåäåííÿ

îäíîôîòîííî¨ ìàòðèöi ðîçñiÿííÿ (S-ìàòðèöi). Â ðîáîòi [80] àâòîðè ïðîäå-

ìîíñòðóâàëè çâ'ÿçîê ìiæ S-ìàòðèöåþ òà ôîðìàëiçìîì ¾âõiä-âèõiä¿ (input-
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output formalism). Ïiäõiä õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ äëÿ äîñëiäæåííÿ ïðîñòîðîâî-

÷àñîâî¨ äèíàìiêè ðîçñiÿííÿ îäíîôîòîííèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ íà äâîðiâíå-

âîìó àòîìi çàñòîñîâóâàâñÿ â ðîáîòi [92].

Ðîçñiÿííÿ äâî- òà áàãàòîôîòîííèõ ñòàíiâ ñâiòëà íà êâàíòîâèõ âèïðî-

ìiíþâà÷àõ ñòàíîâèòü áiëüø ñêëàäíó çàäà÷ó. Ïðè ðîçñiÿííi áàãàòîôîòîí-

íèõ ñòàíiâ íà êâàíòîâèõ âèïðîìiíþâà÷àõ, íàïðèêëàä, äâîðiâíåâèõ àòîìàõ,

âèíèêàþòü ïðîñòîðîâi òà ÷àñîâi êîðåëÿöi¨ ìiæ ðîçñiÿíèìè ôîòîíàìè [14,

93, 94, 95], à òàêîæ ôîðìóþòüñÿ áàãàòîôîòîííi çâ'ÿçàíi ñòàíè [16, 17, 18].

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ðîçñiÿííÿ áàãàòîôîòîííèõ ñòàíiâ íà äâîðiâíåâèõ àòîìàõ

ó õâèëåâîäíié ãåîìåòði¨ çàñòîñîâóâàëàñü íèçêà ïiäõîäiâ êâàíòîâî¨ òåîði¨

ïîëÿ, òàêèõ ÿê àíçàòö Áåòå [93, 94], òåîðiÿ ðîçñiÿííÿ Ëiïìàíà-Øâiíãåðà

[90], ðiçíîìàíiòíi äiàãðàìíi òåõíiêè [97, 98, 99, 100, 101, 102]. Îêðiì öüîãî,

òàêîæ âèêîðèñòîâóâàëèñü ïiäõîäè êiíåòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (master equation)

[95, 103], ôîðìàëiçì îïåðàòîðiâ ¾âõiä-âèõiä¿ [80], òà ïiäõiä õâèëüîâî¨ ôóí-

êöi¨ [104, 105, 106].

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ïðîäîâæèìî âèâ÷åííÿ âçà¹ìîäi¨ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ

ç äâîðiâíåâèì àòîìîì (êóáiòîì) ó îäíîâèìiðíîìó õâèëåâîäi òà ðîçãëÿíå-

ìî äèíàìiêó ðîçñiÿííÿ îäíî- òà äâîôîòîííèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ. Ñèñòåìó

õâèëåâiä-êóáiò îïèñó¹ìî âèêîðèñòîâóþ÷è ãàìiëüòîíiàíîì (1.9) âèïèñàíèì

òà îá ðóíòîâàíèì ó Ðîçäiëi 1.3. Äëÿ îïèñó åâîëþöi¨ õâèëüîâîãî ïàêåòó âè-

êîðèñòà¹ìî îïåðàòîð ðîçïîäiëó ãóñòèíè ôîòîíiâ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði [107]

â ïðåäñòàâëåííÿ Ãàéçåíáåðãà.

2.2 Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ãóñòèíè ôîòîíiâ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî âèâ÷åííÿ ðîçñiííÿ îäíî- òà äâîôîòîííèõ õâèëüî-

âèõ ïàêåòiâ íà êóáiòi, äàìî âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ãóñòèíè ôîòîíiâ

ó ôàçîâîìó ïðîñòîði òà äîñëiäèìî ¨¨ îñíîâíi âëàñòèâîñòi. Ïiä ôàçîâèì ïðî-

ñòîðîì ìè ðîçóìi¹ìî (x, p)-ïðîñòið � ïðîñòið êîîðäèíàò òà õâèëüîâèõ âå-
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êòîðiâ (iìïóëüñiâ) ôîòîíà. Ôóíêöiÿ (îïåðàòîð) ðîçïîäiëó ãóñòèíè ôîòîíiâ

ó ôàçîâîìó ïðîñòîði âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê [107]:

f̂(r,p, t) =
1

(2π)3

∫
dk e−ik·rÂ†p+k/2Âp−k/2, (2.1)

äå A†p(Ap) � îïåðàòîð íàðîäæåííÿ (çíèùåííÿ) ôîòîíà ç õâèëüîâèì âåêòî-

ðîì p. Âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà (2.1) àíàëîãi÷íî ôóíêöiÿì ðîçïîäiëó äëÿ êâà-

çi÷àñòèíîê (íàïðèêëàä, åëåêòðîíiâ ÷è ôîíîíiâ), ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ôi-

çèöi êîíäåíñîâàíîãî ñòàíó [108]. Îñêiëüêè ðîçãëÿäà¹òüñÿ (êâàçi)îäíîâèìiðíà

ãåîìåòðÿ, òî â ïîäàëüøîìó âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ãó-

ñòèíè ôîòîíiâ ó îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, ÿêà çàïèñó¹òüñÿ ÿê

f̂(x, p, t) =
1

2π

∫
dk e−ikxÂ†p+k/2Âp−k/2, (2.2)

Ó ïîäàëüøîìó íàçèâàòèìåìî îïåðàòîð ðîçïîäiëó ãóñòèíè ôîòîíiâ ó ôàçî-

âîìó ïðîñòîði f̂(x, p, t) ïðîñòî ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ.

Âèïèøåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ f̂(x, p, t). Ií-

òåãðóâàííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ïî (êîíôiãóðàöiéíîìó) ïðîñòîðó äà¹ îïåðà-

òîð ãóñòèíè ôîòîíiâ ó iìïóëüñíîìó (÷àñòîòíîìó) ïðîñòîði (ñïåêòð):∫
dx f̂(x, p, t) = A†p(t)Ap(t) ≡ n̂(p, t). (2.3)

Iíòåãðóâàííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ïî iìïóëüñàì (õâèëüîâèì âåêòîðàì) ôîòî-

íiâ äà¹ îïåðàòîð ïðîñòîðîâî¨ ãóñòèíè ôîòîíiâ∫
dp f̂(x, p, t) = %̂(x, t). (2.4)

Iíòåãðàë âiä ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ïî âñüîìó ôàçîâîìó (x, p)-ïðîñòîðó âiäïî-
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âiäà¹ îïåðàòîðó êiëüêîñòi ôîòîíiâ:∫
dx

∫
dp f̂(x, p, t) =

∫
dx%̂(x, t) =

∫
dpn̂(p, t) = N̂ph(t). (2.5)

Iç öèõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ó ôàçîâîìó ïðîñòîði

ìiñòèòü iíôîðìàöiþ i ïðî ïðîñòîðîâi, i ïðî ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè

õâèëüîâîãî ïàêåòó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó (2.2) òà ðiâíÿííÿ (1.12),

çàïèøåìî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ ó µ-ìîäi õâèëåâîäà âèðàæåíó ÷åðåç

îïåðàòîðè äâîðiâíåâî¨ ñèñòåìè i âõiäíîãî ïîëÿ:

fµ(x, p, t) =
1

2π

∫
dke−ikx

µ̃†p+k/2 + ig

t∫
t0

dτei(ωµp−ωa)(t−τ)σ+(τ)


×

µ̃p−k/2 − ig

t∫
t0

dτe−i(ωµp−ωa)(t−τ)σ−(τ)

 .
(2.6)

2.3 Ðîçñiÿííÿ îäíîôîòîííîãî iìïóëüñó íà êóáiòi

Ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè âõiäíèé õâèëüîâèé ïàêåò ìiñòèòü ëèøå îäèí

ôîòîí. Â òàêîìó âèïàäêó, ñòàí ñèñòåìè â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t0 çàäà-

¹òüñÿ ÿê

|1l〉 =

∫
dpαp l

†
p(t0)|∅〉, (2.7)

äå |∅〉 = |0〉l|0〉r|g〉 � âàêóóìíèé ñòàíó ñèñòåìè � ñòàí, â ÿêîìó ó õâè-

ëåâîäi íåìà¹ çáóäæåíü (ôîòîíiâ), à êóáiò çíàõîäèòüñÿ â îñíîâíîìó ñòàíi

|g〉. Ïîñëóãîâóþ÷èñü ìiðêóâàííÿìè, íàâåäåíèìè ó Ðîçäiëi 1.5, çíåõòó¹ìî

íàÿâíiñòþ òåïëîâèõ çáóäæåíü ó ñèñòåìi. Ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië âõiäíîãî
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(�) (б)

Ðèñ. 2.1. Ãåîìåòðiÿ ñèñòåìè, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ: (à) ó âèïàäêó îäíîôîòîí-
íîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó, éîãî öåíòð â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t0 ðîçòà-
øîâàíèé â òî÷öi x0 < 0; (á) ó âèïàäêó äâîôîòîííîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó,
öåíòðè îäíîôîòîííèõ ïàêåòiâ, ÿêi éîãî óòâîðþþòü, â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò
÷àñó ðîçòàøîâàíi â òî÷êàõ x0 < 0 òà x0 − L, L > 0. Êóáiò ðîçòàøîâàíèé â
òî÷öi xa = 0.

îäíîôîòîííîãî iìïóëüñó αp çàäà¹ìî ÿê

αp =
4

√
w2

π
exp

(
−w

2

2
p2 − ipx0

)
, (2.8)

äå ïàðàìåòð w âèçíà÷à¹ ïðîñòîðîâó øèðèíó âõiäíîãî iìïóëüñó. ßê i â Ðîç-

äiëi 1.5, ââàæà¹ìî, ùî (γ0 = vg/w)� ω0.

Äëÿ ñòàíó |1l〉 òà ãàóññîâîãî ñïåêòðàëüíîãî ðîçïîäiëó àìïëiòóäè éìî-

âiðíîñòi (2.8), ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ â ìîìåíò ÷àñó

t0 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

〈1l|fl(x, p, t0)|1l〉 =
1

π
exp

[
−(x− x0)

2

w2
− w2p2

]
. (2.9)

Äî ìîìåíòó, êîëè õâèëüîâèé ïàêåò ïî÷íå âçà¹ìîäiÿòè ç êóáiòîì â îñíîâ-

íîìó ñòàíi |g〉, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ åâîëþöiîíó¹ ÿê

〈1l|fl(x, p, t)|1l〉 =
1

π
exp

[
−Xl(t)

2

w2
− w2p2

]
, (2.10)

äå Xl(t) = x − x0 − vg(t − t0). Âèðàç (2.10) îïèñó¹ ïðîñòîðîâèé ïåðåíîñ

öåíòðà ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó çi øâèäêiñòþ vg.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié ðîçïîäiëó 〈1l|fl(x, p, t)|1l〉 â îáëàñòi ïðîñòîðó
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vg(t− t0) > −x0, âèêîðèñòà¹ìî óñåðåäíèìî ðiâíÿííÿ (2.6) ïî ñòàíó |1l〉, ùî
äà¹ òàêèé ðåçóëüòàò:

〈1l|fl(x, p, t)|1l〉 =
w

2π
√
π

∫
dke−ikXl(t)e−w

2(p2+k2/4)

×
[
1− Γ

2

Γ/2 + ikvg
(∆a − pvg)2 − (kvg − iΓ)2/4

]
.

(2.11)

Ùîá îòðèìàòè ðiâíÿííÿ (2.11) âèêîðèñòàíî ñïiââiäíîøåííÿ

σ−(t)|1l〉 =
[
〈1l|σ+(t)

]†
= −ig

t∫
t0

dτe−(i∆a+Γ/2)(t−τ)A(τ)|∅〉,
(2.12)

äå ôóíêöiÿ A(t) =
∫

dpe−ivgptαp. Äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðîçïîäiëó αp ãàóññî-

âîãî âèäó (2.8), iíòåãðóâàííÿ â (2.12) ìîæíà ïðîâåñòè àíàëiòè÷íî, ùî äà¹

òàêèé ðåçóëüòàò

σ−(t)|1l〉 = − ig
4
√
π3w2

vg
exp

[
−Γ̃

2

(
t− |x0|

vg
−

Γ̃τ 2
p

4

)]

×

{
erf

[
1√
2

(
Γ̃τp

2
+
|x0|
w

)]
− erf

[
1√
2

(
Γ̃τp

2
+
|x0| − vgt

w

)]}
,

(2.13)

äå Γ̃ = Γ − 2i∆a. Âèðàç (2.12) âèïëèâà¹ ç ðiâíÿííÿ (1.19) òà âëàñòèâîñòi

îäíîôîòîííîãî ñòàíó |1l〉:

l̃p(t)|1l〉 = A(t)|∅〉, r̃p(t)|1l〉 = 0. (2.14)

Ïðè âèâåäåííi âèðàçó (2.11) òàêîæ ââàæà¹ìî, ùî ïðîéøëî äîñòàòíüî ÷àñó

äëÿ òîãî, ùîá êóáiò ïîâåðíóâñÿ ó ñâié îñíîâíèé ñòàí |g〉, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà (1.44).
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Iíòåãðóâàííÿ ïî âñiì êîîðäèíàòàì â ðiâíÿííi (2.11) äà¹ ðîçïîäië ñïå-

êòðàëüíî¨ ãóñòèíè (ñïåêòð) ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè êóáiò:

〈1l|n̂l(p, t)|1l〉 =

√
w2

π
e−w

2p2
[
1− Γ2/4

(∆a − pvg)2 + Γ2/4

]
. (2.15)

Äðóãèé äîäàíîê â äóæêàõ îïèñó¹ ïðîöåñ ðåçîíàíñíîãî âiäáèòòÿ ôîòîíà. Ç

ðiâíÿííÿ (2.15) ìîæíà ïîáà÷èòè, ùî 〈1l|n̂l(p, t)|1l〉 = 0 ïðè ∆a = pvg. Öåé

ðåçóëüòàò îçíà÷à¹, ùî ÷àñòèíà õâèëüîâîãî ïàêåòà ç õâèëüîâèìè âåêòîðàìè

p ≈ ∆a/vg âiäáèâà¹òüñÿ âiä êóáiòà, òîáòî îñòàííié äi¹ ÿê êâàíòîâèé ðåæå-

êòîðíèé ôiëüòð (band-stop �lter) äëÿ ôîòîíiâ. Ç ðiâíÿííÿ (2.15) òàêîæ

âèïëèâà¹, ùî ïðè ∆a 6= 0 ñïåêòð ÷àñòèíè âèïðîìiíþâàííÿ, ÿêå ïðîéøëî

êóáiò, ñòà¹ àñèìåòðè÷íèì âiäíîñíî òî÷êè p = 0.

Ãóñòèíà ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè êóáiò, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

〈1l|%̂l(x, t)|1l〉 =
1√
πw2

∣∣∣∣e−X2
l (t)/2w2 − i

wΓ

2
√

2π
G[X(t)]

∣∣∣∣2 , (2.16)

äå ôóíêöiÿ G(x) çàïèñó¹òüñÿ ÿê

G(x) =

∫
dp

e−ipx−w2p2/2

∆a − pvg + iΓ/2
. (2.17)

Ç ðiâíÿííÿ (2.16) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîðîòêèõ âõiäíèõ iìïóëüñiâ Γτp � 1

âíåñîê äîäàíêó, ÿêèé ìiñòèòü G(x), ¹ íåõòîâíèì íåçàëåæíî âiä çíà÷åííÿ

∆a, à îòæå, ìàéæå âåñü îäíîôîòîííèé õâèëüîâèé ïàêåò ïðîõîäèòü êóáiò áåç

âiäáèòòÿ. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó äîâãèõ âõiäíèõ iìïóëüñiâ Γτp � 1, âè-

ðàç äëÿ ïðîñòîðîâîãî ðîçïîäiëó ôîòîííî¨ ãóñòèíè (2.16) ìîæíà íàáëèæåíî

çàïèñàòè ÿê

〈1l|%̂l(x)|1l〉 ≈
1√
πw2

e−X
2(t)/w2

∣∣∣∣1− Γ

Γ− 2i∆a

∣∣∣∣2 . (2.18)
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(a) (б)

Ðèñ. 2.2. Ðîçïîäiëè ãóñòèíè ôîòîíiâ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði 〈1l|fl(x, p, t)|1l〉
(x > 0) òà 〈1l|fr(x, p, t)|1l〉 (x < 0) äëÿ Γ = 1, ∆a = 0, òà x0 = −10.
Ðîçïîäiëè îá÷èñëþâàëèñü ïðè t = 20 òà t0 = 0. Âåëè÷èíè x, p, t, òà Γ
íàâåäåíî â îäèíèöÿõ w, 1/w, τp, òà 1/τp, âiäïîâiäíî.

Â ðåçîíàíñíîìó âèïàäêó ∆a = 0 âèðàç â ïðàâié ÷àñòèíi îáåðòà¹òüñÿ â íóëü,

ùî âiäïîâiäà¹ ïîâíîìó âiäáèòòþ ôîòîíà. Äëÿ |∆a| � Γ ç (2.18) îòðèìà¹ìî

〈1l|%̂l(x, t)|1l〉 ≈
1√
πw2

e−X
2(t)/w2

, (2.19)

ùî îçíà÷à¹ ìàéæå ïîâíå ïðîõîäæåííÿ ôîòîíà. Öåé ðåçóëüòàò ïîÿñíþ¹òüñÿ

çìåíøåííÿì âçà¹ìîäi¨ ìiæ êóáiòîì òà õâèëüîâèì ïàêåòîì ïðè |∆a| � Γ.

Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âiäáèòèõ ôîòîíiâ ìà¹ òàêèé âèãëÿä

〈1l|fr(x, p, t)|1l〉 =
wΓ2

8π
√
π

∫
dke−ikXr(t)

e−w
2(p2+k2/4)

(∆a + pvg)2 − (kvg + iΓ)2/4
, (2.20)

äå Xr(t) = x+ x0 + vg(t− t0).
Íà Ðèñ. 2.2 ïîêàçàíi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ 〈1l|fl,r(x, p, t)|1l〉,

îá÷èñëåíi äëÿ ðiçíèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü äåìîí-

ñòðóþòü, ùî íà âiäìiíó âiä âñþäè ïîçèòèâíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âõiäíîãî

õâèëüîâîãî ïàêåòó (2.9), ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè êóáiò,

〈fl(x, p, t)〉, ìà¹ îáëàñòü âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Öå îçíà÷à¹, ùî ôiçè÷íà âåëè-

÷èíà 〈fl,r(x, p, t)〉 � öå, ñòðîãî êàæó÷è, ðîçïîäië ãóñòèíè êâàçiéìîâiðíî-
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Ðèñ. 2.3. Ðîçïîäië ãóñòèíè ôîòîíiâ ó iìïóëüñíîìó ïðîñòîði ïðè (a,á) ∆a = 0
òà (â,ã) ∆aτp = 0.5. Ðåøòà ïàðàìåòðiâ òàêi æ, ÿê íà Ðèñ. 2.2.

ñòi (à íå éìîâiðíîñòi) çíàõîäæåííÿ ôîòîíà ó ïåâíié òî÷öi ôàçîâîãî (x, p)-

ïðîñòîðó. Âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèíèêàþòü ÷åðåç iíòåðôå-

ðåíöiþ âõiäíîãî ïîëÿ òà ïîëÿ, ÿêå ïåðåâèïðîìiíèâ êóáiò. Çàçíà÷èìî, ùî

âçà¹ìîäiÿ ìiæ àòîìîì òà ôîòîíîì ¹ íàéáiëüø åôåêòèâíîþ ïîáëèçó çíà÷åíü

õâèëüîâîãî âåêòîðà p = 0, äå âèêîíóþòüñÿ óìîâè ðåçîíàíñó. ßê ïîêàçàíî

íà Ðèñ. 2.2, ìiíiìóì ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè êóáiò, ñïîñòå-

ðiãà¹òüñÿ ñàìå ïðè öüîìó çíà÷åííi p. Íà âiäìiíó âiä öüîãî, ¾êðèëà¿ ïî÷à-

òêîâîãî ðîçïîäiëó ïðîõîäÿòü êóáiò áåç iñòîòíèõ çìií. Ïîÿâó âiä'¹ìíèõ çíà-

÷åíü ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ïðîÿâ

àíòèêîðåëÿöi¨ ìiæ ñòàíîì êóáiòà òà ñòàíîì ïîëÿ õâèëåâîäà. Êîëè êóáiò ó

çáóäæåíîìó ñòàíi |e〉, òîáòî ïîãëèíóâ ôîòîí, ïîëå õâèëåâîäó áóäå ó âàêóóì-
íîìó ñòàíi, îñêiëüêè iíøèõ çáóäæåíü â ñèñòåìi íåìà¹. ßêùî êóáiò ïåðåáóâà¹

â îñíîâíîìó ñòàíi |g〉, òî â õâèëåâîäi çíàõîäèòüñÿ ôîòîí.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (2.20) îòðèìà¹ìî âèðàçè äëÿ ïðîñòîðîâîãî
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òà iìïóëüñíîãî (ñïåêòðàëüíîãî) ðîçïîäiëiâ ôîòîíiâ, ùî âiäáèëèñü:

〈%̂r(x, t)〉 =
wΓ2

8π
√
π
|Φ[−Xr(t)]|2 , (2.21)

〈n̂r(p, t)〉 =
wΓ2

4
√
π

e−w
2p2

(∆a + pvg)2 + Γ2/4
. (2.22)

Ðåçóëüòàòè, ïîêàçàíi íà Ðèñ. 2.3, äåìîíñòðóþòü î÷iêóâàíó çàêîíîìið-

íiñòü � ïðè çðîñòàííi çâ'ÿçêó ìiæ êóáiòîì òà õâèëåâîäîì (ïîëåì), âiäáèòòÿ

ïîñèëþ¹òüñÿ. ßê âèäíî ç Ðèñ. 2.3(â) òà 2.3(ã), ïðè ∆a > 0, ñïåêòðè ¹ àñèìå-

òðè÷íèìè âiäíîñíî òî÷êè p = 0. Öÿ àñèìåòðiÿ âèíèêà¹ ÷åðåç òå, ùî òiëüêè

÷àñòèíè õâèëüîâîãî ïàêåòó ç õâèëüîâèìè âåêòîðàìè p > 0 ìîæóòü áóòè â

ðåçîíàíñi ç ÷àñòîòîþ ïåðåõîäó êóáiòà, à îòæå, ìàþòü íàéáiëüøó éìîâiðíiñòü

âiäáèòèñü. Öå ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ÿê ëîêàëüíèé ìiíiìóì ó ñïåêòði òi¹¨ ÷àñòèíè

õâèëüîâîãî ïàêåòó, ùî ïðîéøëà, 〈1l|n̂l(p)|1l〉 òà âiäïîâiäíèé ìàêñèìóì ó

ñïåêòði âèïðîìiíþâàííÿ, ùî âiäáèëîñü, 〈1l|n̂r(p)|1l〉. Äëÿ ∆a < 0, ïîäiáíi

ãðàôiêè ìîæíà îòðèìàòè ôîðìàëüíîþ çàìiíîþ p íà −p íà Ðèñ. 2.3(â) òà

2.3(ã).

2.4 Ðîçñiÿííÿ äâîôîòîííîãî iìïóëüñó íà êóáiòi

Ðîçãëÿíåìî ðîçñiÿííÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó, ÿêèé ìiñòèòü äâà ôîòîíà. ßê

i ó âèïàäêó âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó â îäíîôîòîííîìó ñòàíi, ââàæà¹ìî,

ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó (t = t0) êóáiò çíàõîäèòüñÿ ó îñíîâíîìó ñòàíi

|g〉, à õâèëüîâèé ïàêåò ïîøèðþ¹òüñÿ çëiâà íàïðàâî ÿê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.1.
Âõiäíèé äâîôîòîííèé õâèëüîâèé ïàêåò ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îäíîôîòîííèõ

ïàêåòiâ, ÿêi îïèñóþòüñÿ ñòàíàìè |1α〉 òà |1β〉, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ÿê:

|1α〉 =

∫
dpαp l

†
p(t0) |∅〉 ≡ a†α|∅〉, (2.23à)
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|1β〉 =

∫
dp βp l

†
p(t0) |∅〉 ≡ a†β|∅〉, (2.23á)

äå ôóíêöi¨ αp òà βp � íîðìîâàíi îäíîôîòîííi ñïåêòðàëüíi ðîçïîäiëè. Íàäàëi

ââàæàòèìåìî, ùî ñïåêòðàëüíi ðîçïîäiëè αp òà βp ñïiââiäíîñÿòüñÿ ÿê

βp = αp ei pL. (2.24)

Â òàêîìó ðàçi, ðîçïîäiëè ïðîñòîðîâî¨ ãóñòèíè ôîòîíiâ ó ñòàíàõ |1α,β〉 ïîâ'ÿçàíi
ÿê 〈1β|%̂l(x, t0)|1β〉 = 〈1α|%̂l(x+L, t0)|1α〉. Ç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèäíî, ùî

β- òà α-ïàêåòè ìàþòü îäíàêîâèé ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië òà çìiùåíi îäèí âiä

îäíîãî íà âiäñòàíü L.

Òàêîæ êîðèñíî çàïèñàòè, ÿê îïåðàòîðè l̃p òà r̃p äiþòü íà îäíî- òà äâî-

ôîòîííi ñòàíè |1α,β〉 òà |2αβ〉. Âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ öèõ îïåðàòî-

ðiâ (1.12), à òàêîæ âèçíà÷åííÿ îäíîôîòîííèõ (2.23) i äâîôîòîííèõ ñòàíiâ

(2.28), îòðèìà¹ìî òàêi ñïiââiäíîøåííÿ∫
dp l̃p(t)|1α〉 = A(t)|∅〉,

∫
dp l̃p(t)|1β〉 = B(t)|∅〉, (2.25)

∫
dp l̃p(t)|2〉 = ν [A(t)|1β〉+B(t)|1α〉] (2.26)

òà

r̃p(t)|2〉 = r̃p(t)|1α〉 = r̃p(t)|1β〉 = 0. (2.27)

Ïîäi¹ìî îïåðàòîðàìè a†α òà a†β íà âàêóóìíèé ñòàí |∅〉 òà îòðèìà¹ìî

äâîôîòîííèé ñòàí

|2αβ〉 = ν a†β a
†
α|∅〉, ν =

1√
1 + |χ|2

. (2.28)

Ïàðàìåòð χ =
∫

dpα∗p βp îïèñó¹ ïåðåêðèòòÿ îäíîôîòîííèõ ñòàíiâ (2.23à)

òà (2.23á). Ïðè L = 0, êîíñòàíòà ν ñòà¹ ðiâíîþ 1/
√

2, i âèçíà÷åííÿ äâîôî-

òîííîãî ñòàíó (2.28) çáiãà¹òüñÿ ç âèçíà÷åííÿì áàãàòîìîäîâîãî n-ôîòîííîãî
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ôîêiâñüêîãî ñòàíó [85]:

|nξ〉 =
1√
n!

(a†ξ)
n|∅〉, aξ ≡

∫
dp ξpap. (2.29)

Ââàæàòèìåìî, ùî âõiäíi iìïóëüñè ìàþòü ãàóññîâèé ñïåêòð (2.8). Ó òà-

êîìó ðàçi, ïðîñòîðîâà ãóñòèíà äëÿ îäíîôîòîííèõ êîìïîíåíò âõiäíîãî iì-

ïóëüñó âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

〈1α|%̂l(x, t0)|1α〉 =
1

w
√
π

e−(x−x0)2/w2

,

〈1β|%̂l(x, t0)|1β〉 =
1

w
√
π

e−(x+L−x0)2/w2

.
(2.30)

Ïðîñòîðîâà ãóñòèíà äëÿ äâîôîòîííîãî âõiäíîãî ñòàíó |2αβ〉 ìà¹ òàêèé âè-

ãëÿä

〈2αβ|%̂l(x, t0)|2αβ〉 =
ν2

w
√
π

[
e−(x−x0)2/w2

+ e−(x+L−x0)2/w2

+2e−L
2/2w2

e−(x−x0+L/2)2/w2
]
,

(2.31)

äå ν = 1/
√

1 + e−L2/w2. Ïðè âåëèêèõ L êîåôiöi¹íò ν2 ïðÿìó¹ äî îäèíèöi, à

îñòàííié äîäàíîê ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ â (2.31) çíèêà¹. Îòæå, âõiäíå ïîëå

ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äâà íåçàëåæíèõ îäíîôîòîííèõ iìïóëüñè.

2.4.1 Äèíàìiêà êóáiòà

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (1.20) òà (1.18), à òàêîæ âèçíà÷åííÿ ïî÷àòêî-

âîãî ñòàíó ñèñòåìè (2.28) îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêi îïèñóþòü äèíà-

ìiêó çáóäæåííÿ êóáiòà1:

(∂t + Γ) 〈σ+ σ−〉 = i g [A∗(t)〈1β|σ−|2〉+B∗(t)〈1α|σ−|2〉] + c. c., (2.32à)

1Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó íàäàëi îïóñêàòèìåìî iíäåêñ αβ ó ïîçíà÷åííi ñòàíó |2αβ〉.
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Ðèñ. 2.4. Äèíàìiêà çáóäæåííÿ êóáiòà: (à) Γ = 3γ0/4 (ñèíÿ ñóöiëüíà ëiíiÿ),
Γ = γ0/4 (÷îðíà ïóíêòèðíà ëiíiÿ), Γ = 5γ0 (÷åðâîíà ïóíêòèðíà ëiíiÿ);
(á) |∆a| = γ0/4 (ñèíÿ ñóöiëüíà ëiíiÿ), |∆a| = γ0 (÷îðíà ïóíêòèðíà ëiíiÿ),
|∆a| = 5γ0 (÷åðâîíà ïóíêòèðíà ëiíiÿ); (â) L = w (ñèíÿ ñóöiëüíà ëiíiÿ),
L = 2w (÷îðíà ïóíêòèðíà ëiíiÿ), L = 5w (÷åðâîíà ïóíêòèðíà ëiíiÿ).(
∂t + i ∆a +

Γ

2

)
〈1α|σ−(t)|2〉 = 2 i g ν 〈1α|σ+(t)|∅〉 [A(t) 〈∅||σ−(t)|1β〉

+B(t) 〈∅||σ−(t)|1α〉]− i g ν [χA(t) +B(t)] ,

(2.32á)

äå ôóíêöi¨ A(t) =
∫

dp e−i vg p t αp òà B(t)
∫

dp e−i vg p t βp. Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ

ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà 〈1β|σ−(t)|2〉 ìîæíà îòðèìàòè âçà¹ìíîþ çìiíîþ iíäå-

êñiâ α íà β òà A(t) íà B(t) ó ðiâíÿííi (2.32á). ßâíèé âèðàç äëÿ 〈∅|σ−|1α,β〉
âèïëèâà¹ ç ðiâíÿíü (1.18) òà (2.25) òà ìà¹ òàêèé âèãëÿä

〈∅|σ−(t)|1α〉 = −i g

t∫
0

dτ e−(i ∆a+Γ/2)(t−τ)A(τ). (2.33)

Ðiâíÿííÿ äëÿ 〈∅|σ−(t)|1β〉 îòðèìó¹òüñÿ çìiíîþ A(t) íà B(t). Äëÿ çðó÷íîñòi

ââàæàòèìåìî, ùî t0 = 0.

Åâîëþöiÿ íàñåëåíîñòi çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà 〈σ+ σ−〉 = (〈σz〉 + 1)/2

äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ Γ, ∆a òà L ïîêàçàíà íà Ðèñ. 2.4. Îá÷èñëå-

ííÿ ïîêàçóþòü, ùî íàéáiëüøå çáóäæåííÿ êóáiòà äîñÿãà¹òüñÿ êîëè L = 0

òà ñïåêòðàëüíà øèðèíà âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòà γ0 = vg/w áëèçüêà äî

øâèäêîñòi ñïîíòàííîãî ðîçïàäó çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà γ0 ∼ Γ. Çìåí-
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øåííÿ ÷è çáiëüøåííÿ Γ ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî êóáiò çáóäæó¹òüñÿ ìåíø

åôåêòèâíî. Öi ðåçóëüòàòè ïðîäåìîíñòðîâàíi íà Ðèñ. 2.4(a). Çáiëüøåííÿ âå-

ëè÷èíè |∆a| ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ åôåêòèâíîñòi çáóäæåííÿ êóáiòà, ùî
ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.4(á). Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó |∆a| � Γ éìîâiðíiñòü çíà-

õîäæåííÿ êóáiòà ó çáóäæåíîìó ñòàíi |e〉 ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Ðèñóíîê 2.4(â)

ïîêàçó¹ ÿê äèíàìiêà íàñåëåíîñòi çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà çìiíþ¹òüñÿ äëÿ

ðiçíèõ çíà÷åíü âiäñòàíi L ìiæ îäíîôîòîííèìè ïàêåòàìè. Äëÿ L < vg/Γ ÷àñ,

ïðîòÿãîì ÿêîãî êóáiò ïåðåáóâà¹ ó çáóäæåíîìó ñòàíi |e〉, çáiëüøó¹òüñÿ ïðè

çáiëüøåííi L, îäíàê, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ íàñåëåíîñòi çáóäæåíîãî ðiâíÿ

ïàäà¹. Ïîäàëüøå çáiëüøåííÿ L ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ÷àñîâà çàëåæíiñòü

íàñåëåíîñòi çáóäæåíîãî ñòàíó íàáóâà¹ äâîïiêîâî¨ ñòðóêòóðè. Ïðè L� vg/Γ

ïîâåäiíêà êóáiòà âiäïîâiäà¹ çáóäæåííþ äâîìà íåçàëåæíèìè îäíîôîòîííè-

ìè õâèëüîâèìè ïàêåòàìè, îñêiëüêè ïåðåä òèì, ÿê äðóãèé ôîòîí äîñÿãíå

êóáiòà, îñòàííié ìà¹ äîñòàòíüî ÷àñó ùîá çðåëàêñóâàòè òà ¾çàáóòè¿ ïðî ïåð-

øèé ôîòîí. Ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíi íà Ðèñ. 2.4 äåìîíñòðóþòü ìîæëèâiñòü

êîíòðîëþ ñòàíó êóáiòà ðåãóëþâàííÿì âçà¹ìîäi¨ ìiæ àòîìîì òà ïîëåì õâè-

ëåâîäó òà ïàðàìåòðàìè âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó.

2.4.2 Åâîëþöiÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó ó ôàçîâîìó ïðîñòîði

Âèêîðèñòîâóþ÷è (1.34) îïåðàòîð ðîçïîäiëó ôîòîíiâ ó l-ìîäi ìîæíà ïðåä-

ñòàâèòè ó òàêîìó âèãëÿäi

f̂l(x, p, t) =
1

2 π

∫
dξ ei p ξ l†(x+ ξ/2, t) l(x− ξ/2, t). (2.34)

Ïiäñòàíîâêà âèðàçó (1.35à) â (2.34) òà âðàõóâàííÿ ñïiââiäíîøåíü

l̃(x, t)|2〉 =
ν√
2π

[
A(t− x

vg
) |1β〉+B(t− x

vg
) |1α〉

]
, (2.35à)

r̃(x, t)|2〉 = 0, (2.35á)
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äà¹ òàêèé âèðàç äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ ó l-

ìîäi õâèëåâîäà:

〈f̂l(x, p, t)〉 = 〈f̃l(x, p, t)〉

+
Γ

2 π

2x/vg∫
−2x/vg

dτ e−i vg p τ 〈σ+(t′ +
τ

2
)σ−(t′ − τ

2
)〉
∣∣∣
t′=t−x/vg

− i
g ν

2π

2x/vg∫
2(x/vg−t)

dτ ei vg p τ A∗(t′ − τ

2
)〈1β|σ−(t′ +

τ

2
)|2〉
∣∣∣
t′=t−x/vg

− i
g ν

2π

2x/vg∫
2(x/vg−t)

dτ ei vg p τ B∗(t′ − τ

2
) 〈1α|σ−(t′ +

τ

2
)|2〉
∣∣∣
t′=t−x/vg

+ i
g ν

2 π

2x/vg∫
2(x/vg−t)

dτ e−i vg p τ A(t′ − τ

2
)〈2|σ+(t′ +

τ

2
)|1β〉

∣∣∣
t′=t−x/vg

+ i
g ν

2 π

2x/vg∫
2(x/vg−t)

dτ e−i vg p τ B(t′ − τ

2
)〈2|σ+(t′ +

τ

2
)|1α〉

∣∣∣
t′=t−x/vg

.

(2.36)

Ïåðøèé äîäàíîê ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (2.36) îïèñó¹ âiëüíå ïîøè-

ðåííÿ âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòà. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó

〈f̃l(x, p, t)〉 äëÿ ñïåêòðàëüíèõ ðîçïîäiëiâ âõiäíèõ iìïóëüñiâ (2.24) òà (2.8)

âèðàæà¹òüñÿ ÿê

〈f̃l(x, p, t)〉 =
ν2

π
e−p

2 w2
[
e−X

2(t)/w2

+ e−[X(t)+L]2/w2

+2 cos(pL) e−L
2/4w2

e−[X(t)+L/2]2/w2
]
,

(2.37)

äå X(t) = x− x0 − vg t. Iíòåãðóâàííÿ 〈f̃l(x, p, t)〉 ïî õâèëüîâèì âåêòîðàì p

äà¹ ðîçïîäië ãóñòèíè ôîòîíiâ ó êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði (2.31).
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Äðóãèé òà òðåòié äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (2.36) âèíèêàþòü

÷åðåç âçà¹ìîäiþ ìiæ âõiäíèì õâèëüîâèì ïàêåòîì òà êóáiò. Öi äîäàíêè âiä-

ìiííi âiä íóëÿ òiëüêi â îáëàñòi ïðîñòîðó x > 0. Ìåæi iíòåãðóâàííÿ âñòà-

íîâëþþòüñÿ θ-ôóíêöiÿìè â ðiâíÿííÿõ (1.35à) òà (1.35á). Äðóãèé äîäàíîê â

ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó (2.36) îïèñó¹ l-ìîäó ïîëÿ, ÿêå ïåðåâèïðîìiíèëîñü êó-

áiòîì. Òðåòié äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó (2.36) îïèñó¹ iíòåðôåðåíöiþ

âõiäíîãî ïîëÿ òà ïîëÿ, ÿêå ïåðåâèïðîìiíèâ êóáiò.

Îïåðàòîð ðîçïîäiëó ôîòîíiâ ó r-ìîäi, f̂r(x, p, t), îòðèìó¹òüñÿ çàìiíîþ l

íà r ó âèðàçi (2.34). Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (1.35á) òà (2.35á), îòðèìà¹ìî

ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ 〈f̂r(x, p, t)〉 òàêîãî âèãëÿäó

〈f̂r(x, p, t)〉 =
Γ

2 π

−2x/vg∫
2x/vg

dτ ei vg p τ 〈σ+(t′ +
τ

2
)σ−(t′ − τ

2
)〉
∣∣∣
t′=t+x/vg

. (2.38)

Öåé ðîçïîäië íåíóëüîâèé â îáëàñòi x < 0 òà çáiãà¹òüñÿ ç äðóãèì äîäàíêîì

ó ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó (2.36), äå vg çàìiíåíî íà −vg çàâäÿêè ñèìåòði¨

ñèñòåìè.

Ç ðiâíÿíü (2.36) òà (2.38) âèïëèâà¹, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó ôî-

òîíiâ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði òðåáà îá÷èñëèòè êîðåëÿòîð 〈σ+(t)σ−(t′)〉 òà ìà-
òðè÷íi åëåìåíòè 〈1α,β|σ−(t)|2〉. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (1.18), îòðèìà¹-

ìî ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ êîðåëÿòîðà 〈σ+(t)σ−(t′)〉:(
∂t − i ∆a +

Γ

2

)
〈σ+(t)σ−(t′)〉 = igν [A∗(t)〈1β|+B∗(t)〈1α|]σ−(t′)|2〉

− 2igν A∗(t)〈1β|σ+(t)|∅〉〈∅||σ−(t)σ−(t′)|2〉

− 2igν B∗(t)〈1α|σ+(t)|∅〉〈∅||σ−(t)σ−(t′)|2〉.

(2.39)

Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà 〈∅|σ−(t)σ−(t′)|2〉 ìà¹ òàêèé âè-
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(�) (б)

(в) (г)

Ðèñ. 2.5. Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ ó ôàçîâîìó ïðîñòîði ïiñëÿ âçà¹ìî-
äi¨ õâèëüîâîãî ïàêåòó ç êóáiòîì äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ Γ òà L.
Îá÷èñëåííÿ ïðîâåäåíî äëÿ ðåçîíàíñíîãî âèïàäêó ∆a = 0 òà ïðè t =
(10w + |x0|)/vg, x0 = −10w. Ðåøòà ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè òàêi: (a) Γ = γ0,
L = 0; (á) Γ = γ0, L = 2w; (â) Γ = γ0, L = 5w; (ã) Γ = 2γ0, L = 0.

ãëÿä(
∂t + i ∆a +

Γ

2

)
〈∅|σ−(t)σ−(t′)|2〉 = − igν [A(t) 〈∅|σ−(t′)|1β〉

+B(t) 〈∅|σ−(t′)|1α〉] .
(2.40)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü σ−(t)|1α,β〉 = [〈1α,β|σ+(t)]† òà ñïiââiäíîøåííÿ

σ−(t)|1α,β〉 = 〈∅|σ−(t)|1α,β〉|∅〉, 〈1α,β|σ+(t) = 〈∅|σ−(t)|1α,β〉∗〈∅|, (2.41)

îòðèìà¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿíü (2.39) òà (2.40). Ïîêàæåìî çâiäêè áåðó-
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òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2.41) âèêîðèñòàâøè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.18). Âðàõî-

âóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ σ−(t)|0〉 = σ̃−(t)|1α,β〉 = 0 òà ðiâíÿííÿ (1.19), îòðè-

ìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò

σ−(t)|1α〉 =

Cα(t)︷ ︸︸ ︷
−i g

t∫
t0

dτ e−(i ∆a+Γ/2)(t−τ)A(τ) |∅〉. (2.42)

Âiäïîâiäíèé âèðàç äëÿ ñòàíó σ−(t)|1β〉 ìîæíà îòðèìàòè çàìiíîþ A(t) íà

B(t) â (2.42). Îòæå, äiÿ îïåðàòîðà σ−(t) íà îäíîôîòîííèé ñòàí |1α,β〉 ïî-
ðîäæó¹ âàêóóìíèé ñòàí |∅〉: σ−(t)|1α,β〉 = Cα,β(t)|∅〉, äå ìíîæíèê Cα,β(t)

âèðàæà¹òüñÿ ÿê (2.42). Öå îçíà÷à¹, ùî ñòàí σ−(t)|1α,β〉 ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ÿê

σ−(t)|1α,β〉 = 〈∅|0|σ−(t)|1α,β〉|∅〉, (2.43)

äå 〈∅|σ−(t)|1α,β〉 ≡ Cα,β(t).

Â (2.39) ââàæà¹ìî, ùî t > t′. Äëÿ t < t′ ìîæíà âèêîðèñòàòè ñïiââiäíî-

øåííÿ 〈σ+(t′)σ−(t)〉 = 〈σ+(t)σ−(t′)〉∗. Ïðè t = t′ ìà¹ìî 〈σ+(t)σ−(t′)〉|t=t′ =

〈σ+ σ−〉|t òà 〈∅|σ−(t)σ−(t′)|2〉|t=t′ = 0.

Ðèñóíîê 2.5 äåìîíñòðó¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ ïiñëÿ âçà¹ìîäi¨ ç

êóáiòîì äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ L òà Γ. Íà âiäìiíó âiä óñþäè ïîçè-

òèâíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âõiäíîãî ïàêåòó (2.37), ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ôîòî-

íiâ, ùî ïðîéøëè êóáiò (x > 0), ìà¹ âèðàæåíèé ¾ïðîâàë¿, â ÿêîìó ôóíêöiÿ

ðîçïîäiëó ìîæå íàáóâàòè âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó ðîç-

ñiÿííÿ îäíîôîòîííèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ, ÿêèé âèâ÷àâñÿ ó ÷àñòèíi 2.3, öÿ

îñîáëèâiñòü ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ âèíèêà¹ âíàñëiäîê àíòè-êîðåëÿöi¨

ìiæ ñòàíàìè ïîëÿ õâèëåâîäà òà ñòàíîì êóáiòà. Ó ðàçi, êîëè îäíîôîòîííi

êîìïîíåíòè âõiäíîãî äâîôîòîííîãî iìïóëüñó (2.28) ñèëüíî ïåðåêðèâàþòüñÿ

(L < 2w), ¾ïðîâàë¿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ¹ ìåíø âèðàæåíèì ïîðiâíÿíî ç âè-

ïàäêîì îäíîôîòîííîãî âõiäíîãî ñòàíó. Ïðè çáiëüøåííi Γ âiä'¹ìíi îáëàñòi
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Ðèñ. 2.6. Ðîçïîäië ïðîñòîðîâî¨ ãóñòèíè ôîòîíiâ, ùî âiäáèëèñü âiä êóáiòà
(ñóöiëüíi ñèíi ëiíi¨) òà ïðîéøëè (øòðèõîâi ÷åðâîíi ëiíi¨). Ðåøòà ïàðàìåòðiâ
ñèñòåìè òàêi æ ÿê íà Ðèñ. 2.5.

ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó çíèêàþòü, òîäi ÿê äëÿ âõiäíîãî îäíîôîòîííîãî ñòàíó òà-

êi îáëàñòi âèíèêàþòü çà áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü Γ. Ïðè÷èíà öüîãî ¾îáìiëiííÿ¿

îáëàñòi âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ó äâîôîòîííîìó âèïàäêó ïðè

çáiëüøåííi Γ âíåñîê äîäàíêó, ÿêèé îïèñó¹ ïðîöåñ ïåðåâèïðîìiíåííÿ êóáiòà

ó âèðàçi (2.36), ïî÷èíà¹ ïåðåâàæàòè âíåñîê iíòåðôåðåíöiéíîãî äîäàíêó.

2.4.3 Ïðîñòîðîâà ãóñòèíà òà ñïåêòð ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïðîñòîðîâî¨ ãóñòèíè ôîòîíiâ 〈%̂l,r(x, t)〉 ìîæíà îòðè-
ìàòè âèêîðèñòàâøè ñïiââiäíîøåííÿ (2.4), ùî îäðàçó äà¹ òàêèé âèðàç

〈%̂l,r(x, t)〉 =

∫
dp 〈f̂l,r(x, p, t)〉 (2.44)

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåííÿ 〈%̂l,r(x, t)〉 ïîêàçàíi íà Ðèñ. 2.6. Îá÷èñëåííÿ ïîêà-

çóþòü ïîâåäiíêó àíàëîãi÷íó âèïàäêó âõiäíîãî îäíîôîòîííîãî õâèëüîâîãî

ïàêåòó � éìîâiðíiñòü âiäáèòòÿ çáiëüøó¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííi øâèäêîñòi ñïî-
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íàííîãî ðîçïàäó çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà Γ àáî çìåíøåííi äîâæèíè âõi-

äíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó w [87, 16, 20]. Öå ¹ íàñëiäêîì òîãî, ùî çáiëüøåííÿ

âçà¹ìîäi¨ ìiæ êóáiòîì òà õâèëåâîäîì (àáî çáiëüøåííÿ äîâæèíè âõiäíîãî

õâèëüîâîãî ïàêåòó) ïðèçâîäèòü äî áiëüø âèðàæåíî¨ äåñòðóêòèâíî¨ iíòåð-

ôåðåíöi¨, ÿêà ïðèçâîäèòü äî çáiëüøåííÿ âiäáèòòÿ.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ çàñòîñîâíi òàêîæ äëÿ ïîÿñíåííÿ îñîáëèâîñòåé

ñïåêòðà âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ðîçñiÿëîñü íà êóáiòi. Äëÿ ëiíiéíîãî äèñïåðñié-

íîãî ñïiââiäíîøåííÿ õâèëåâîäà ìà¹ìî çàëåæíiñòü ìiæ õâèëüîâèì âåêòîðîì

(iìïóëüñîì) ôîòîíà òà éîãî ÷àñòîòîþ: p = ±(ω−ω0)/vg, äå çíàê ¾+¿/¾−¿
âiäïîâiäà¹ l/r-ìîäi. Ó òàêîìó ðàçi, ðîçïîäië ñïåêòðàëüíî¨ ãóñòèíè (ñïåêòð)

ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

〈n̂l,r(ω, t)〉 =

∫
dx 〈f̂l,r(x,±(ω − ω0)/vg, t)〉.

Ðèñóíîê 2.7 äåìîíñòðó¹ ñïåêòðè âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ðîçñiÿëîñü, äëÿ ði-

çíèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè. Ñïåêòð âèïðîìiíþâàííÿ êóáiòà ó õâèëåâîäi ìà¹

ìàêñèìóì íà ÷àñòîòi ωa òà øèðèíó ëiíi¨ Γ. Íàéáiëüøîãî çáóäæåííÿ âåðõ-

íüîãî ðiâíÿ êóáiòà |e〉 òà ìàêñèìàëüíîãî âiäáèòòÿ ôîòîíiâ ìîæíà äîñÿãòè

çà óìîâè ðåçîíàíñó ω0 = ωa. Ó ðàçi, ÿêùî ñïåêòðàëüíà øèðèíà âõiäíî-

ãî õâèëüîâîãî ïàêåòó áiëüøà çà øèðèíó ëiíi¨ ñïîíòàííîãî âèïðîìiíþâàííÿ

êóáiòà, òiëüêi êîìïîíåíòè õâèëüîâîãî ïàêåòó ç ÷àñòîòàìè áëèçüêèìè äî ðå-

çîíàíñó ω−ω0 = ∆a âçà¹ìîäiþòü ç êóáiòîì íàéáiëüøå. Òîäi ÿê ñïåêòðàëüíi

êîìïîíåíòè õâèëüîâîãî ïàêåòà ç ÷àñòîòàìè âiääiëåíèìè âiä ÷àñòîòè êóáiòà

ωa ïîøèðþþòüñÿ ìàéæå áåç âçà¹ìîäi¨ ç êóáiòîì. Öèì ïîÿñíþ¹òüñÿ òå, ùî

ñïåêòð âiäáèòîãî âèïðîìiíþâàííÿ ìà¹ ìàêñèìóì íà ÷àñòîòi ω − ω0 = ∆a

òà øèðèíó Γ, òîäi ÿê ñïåêòð âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ïðîéøëî êóáiò, ìà¹ âè-

ðàæåíèé ëîêàëüíèé ìiíiìóì íà ÷àñòîòi ω − ω0 = ∆a. Äëÿ ∆a = 0 ñïåêòðè

âèïðîìiíþâàííÿ, ùî âiäáèëîñü òà ïðîéøëî, ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî òî-

÷êè ω− ω0 = 0, à äëÿ ∆a 6= 0 ñïåêòðè ñòàþòü àñèìåòðè÷íèìè, ÿê ïîêàçàíî
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Ðèñ. 2.7. Ñïåêòðè âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ïðîéøëî (÷åðâîíi ïóíêòèðíi ëiíi¨)
òà âiäáèëîñü (ñèíi ñóöiëüíi ëiíi¨). Ïàðàìåòðè, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ
îá÷èñëåíü òàêi: (à) Γτp = 1/2, L = 0, ∆a = 0; (á) Γτp = 1, L = 0, ∆a = 0;
(â) Γτp = 1, L = 10w, ∆a = 0; (ã) Γτp = 1/2, L = 0, ∆a = γ0/5. Ðåøòà
ïàðàìåòðiâ çáiãàþòüñÿ ç òèìè, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ îá÷èñëåíü íà
Ðèñ. 2.6.

íà Ðèñ. 2.7. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ó âèïàäêó âõiäíîãî äâîôîòîííîãî õâè-

ëüîâîãî ïàêåòó (îêðiì ãðàíè÷íîãî âèïàäêó L � w) ñïåêòðàëüíà ãóñòèíà

ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè êóáiò, 〈n̂l(ω)〉 íå îáåðòà¹òüñÿ â íóëü ïðè ω−ω0 = ∆a,

òîäi ÿê ó âèïàäêó îäíîôîòîííîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó ñïåêòðàëüíà ãóñòèíà

âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ïðîéøëî, ìà¹ íóëüîâå çíà÷åííÿ íà öié ÷àñòîòi [20]. Òà-

êà âiäìiííiñòü âèíèêà¹ ÷åðåç òå, ùî äâîðiâíåâèé àòîì íå ìîæå ïîãëèíóòè

áiëüøå îäíîãî ôîòîíà â îäèí ìîìåíò ÷àñó, òîáòî ¹ êâàíòîâîþ íåëiíiéíîþ

ñèñòåìîþ ç íàñè÷åííÿì.

2.4.4 Ñòàòèñòèêà ôîòîíiâ

Ôëóêòóàöi¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó ñâiòëi, ùî ðîçñiÿëîñü íà êóáiòi, ìîæíà

îïèñàòè çà äîïîìîãîþ äèñïåðñi¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ 〈δN̂ 2
µ〉 = 〈(N̂µ− 〈N̂µ〉)2〉,
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µ ∈ {l, r}. Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî äîâãi ÷àñè åâîëþöi¨ ñèñòåìè, êîëè âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà (1.44). Çà öi¹¨ óìîâè, ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi, â ÿêîìó

êóáiò ïîâåðíóâñÿ ó îñíîâíèé ñòàí |g〉, à ôîòîíè ïîøèðþþòüñÿ ó õâèëåâî-

äi ÿê âiëüíi çáóäæåííÿ. Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü â l òà r

ìîäè, ïîâ'ÿçàíà ñïiââiäíîøåííÿì

〈N̂l〉 = 〈N̂0〉 − 〈N̂r〉, (2.45)

äå N̂0 = N̂l(t = 0) � îïåðàòîð êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó õâèëüîâîìó

ïàêåòi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (2.45) òà âëàñòèâiñòü ïî÷àòêîâîãî

ñòàíó ôîòîíiâ 〈δN 2
0 〉 = 0, îòðèìà¹ìî, ùî 〈δN̂ 2

l 〉 = 〈δN̂ 2
r 〉. Äëÿ îá÷èñëåííÿ

〈δN̂ 2
r 〉 ìà¹ìî âèçíà÷èòè 〈N̂ 2

r 〉 òà 〈N̂r〉. Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü âiäáèòèõ ôîòîíiâ

〈N̂r〉 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê 〈N̂r〉 =
∫

dx
∫

dp 〈f̂r(x, p)〉. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ
(2.38), îòðèìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò:2

〈N̂r〉 =
Γ

2

t∫
0

dτ 〈σ+σ−〉τ , (2.46)

äå 〈σ+σ−〉 îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (2.32à). Äëÿ N̂ 2
r ìîæåìî âèêîðèñòàòè òàêå

ïðåäñòàâëåííÿ

N̂ 2
r =

∫
dx1

∫
dx2 r

†(x1) r
†(x2) r(x2) r(x1) + N̂r (2.47)

Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (1.35á) òà (2.35á) îòðèìà¹ìî

〈N̂ 2
r 〉 =

Γ2

2

t∫
0

dτ

τ∫
0

dτ ′ 〈σ+(τ ′)σ+(τ)σ−(τ)σ−(τ ′)〉+ 〈N̂r〉.

2Iäåíòè÷íèé âèðàç îòðèìàíî ó Ðîçäiëi 1.5.3 � ðiâíÿííÿ (1.43à).
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(a)
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1.0

1.5

2.0

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

(б) (в)

Ðèñ. 2.8. Çàëåæíiñòü äèñïåðñi¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü íà êóáiòi
(ñóöiëüíi ÷îðíi ëiíi¨) òà ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ, ùî âiäáèëèñü (øòðèõî-
âi ñèíi ëiíi¨) òà ïðîéøëè (øòðèõ-ïóíêòèðíi ÷åðâîíi ëiíi¨), âiä Γ äëÿ ðiçíèõ
çíà÷åíü L ó âèïàäêó ∆a = 0: (à) L = 0, (á) L = 2w, òà (â) L = 5w.

Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêå ñïiââiäíîøåííÿ

σ−(t)σ−(t′)|2〉 = 〈∅|σ−(t)σ−(t′)|2〉|∅〉. (2.48)

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàçè (1.14), (2.26) òà (2.27), ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ñòàíó

σ−(t)σ−(t′)|2〉 ïðè t > t′ ìà¹ òàêèé âèãëÿä(
∂t + i ∆a +

Γ

2

)
σ−(t)σ−(t′)|2〉 = 2i g νσ+(t)σ−(t)σ−(t′) [A(t)|1β〉+B(t)|1α〉]

− igνσ−(t′) [A(t)|1β〉+B(t)|1α〉] .

(2.49)

Ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ çàïèñó¹òüñÿ ÿê

σ−(t)σ−(t′)|2〉 = igν

t∫
t′

dτ e−(i ∆a+Γ/2)(t−τ)σz(τ)σ−(t′) [A(τ)|1β〉+B(τ)|1α〉] .
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Çàâäÿêè ñïiââiäíîøåííþ (2.43) òà âëàñòèâîñòi σ+ σ−|∅〉 = 0 îòðèìà¹ìî

σ−(t)σ−(t′)|2〉 = −igν

t∫
t′

dτ e−(i∆a+Γ/2)(t−τ) [A(τ)Cβ(t′) +B(τ)Cα(t′)] |∅〉,

(2.50)

ç ÷îãî âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ (2.48). Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.48), îòðèìà¹ìî

äëÿ 〈N̂ 2
r 〉 òàêèé âèðàç

〈N̂ 2
r 〉 =

Γ2

2

t∫
0

dτ

τ∫
0

dτ ′ |〈∅|σ−(τ)σ−(τ ′)|2〉|2 + 〈N̂r〉, (2.51)

äå ìàòðè÷íèé åëåìåíò 〈∅|σ−(t)σ−(t′)|2〉 îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (2.40).

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü, ïðåäñòàâëåíi íà Ðèñ. 2.8, ïîêàçóþòü, ùî ïðè

çáiëüøåííi çâ'ÿçêó êóáiòà ç ìîäîþ õâèëåâîäó, ñåðåäíÿ êiëüêiñòü âiäáèòèõ

ôîòîíâ çáiëüøó¹òüñÿ. Òàêà çàêîíîìiðíiñòü ñòà¹ áiëüø âèðàæåíîþ ïðè çáiëü-

øåííi âiäñòàíi ìiæ îäíîôîòîííèìè êîìïîíåíòàìè âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïà-

êåòó L. Äèñïåðñiÿ êiëüêîñòi âiäáèòèõ âiä êóáiòà ôîòîíiâ ¹ ìåíøîþ çà ¨õíþ

ñåðåäíþ êiëüêiñòü ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ Γ òà L, ùî âêàçó¹ íà ñóáïóàññîíiâ-

ñüêó ñòàòèñòèêó. Ôîòîíè, ùî ïðîéøëè êóáiò, ìîæóòü ìàòè ÿê ñóïåð- òàê i

ñóáïóàññîíiâñüêó ñòàòèñòèêó çàëåæíî âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ Γ òà L.

2.5 Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ðîçñiÿííÿ îäíî- òà äâîôîòîííèõ õâèëüîâèõ

ïàêåòiâ íà äâîðiâíåâîìó àòîìi (êóáiòi) â îäíîâèìiðíîìó õâèëåâîäi. Äëÿ

îïèñó åâîëþöi¨ õâèëüîâîãî ïàêåòó âèêîðèñòàíî ïiäõiä ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó

ôîòîíiâ ó ôàçîâîìó (x, p)-ïðîñòîði. Ìè îòðèìàëè òà ðîçâ'ÿçàëè çàìêíåíó

ñèñòåìó ðiâíÿíü ðóõó, ÿêi îïèñóþòü åâîëþöiþ òàêèõ âåëè÷èí ÿê íàñåëåíiñòü

çáóäæåíîãî ðiâíÿ êóáiòà, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ òà êiëüêiñòü ôîòîíiâ

ó l- òà r-ìîäi ó äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó. Ìè âèçíà÷èëè, ùî âíàñëiäîê àí-
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òèêîðåëÿöi¨ ìiæ ñòàíàìè ïîëÿ õâèëåâîäó òà êóáiòà óòâîðþ¹òüñÿ ëîêàëüíèé

ìiíiìóì (¾ïðîâàë¿) ó ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè êóáiò. Ó

âèïàäêó îäíîôîòîííîãî âõiäíîãî iìïóëüñó öåé ¾ïðîâàë¿ ïðè áóäü-ÿêèõ ïà-

ðàìåòðàõ ñèñòåìè äîñÿãà¹ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü. Îòæå, ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ôî-

òîíiâ ¹ ðîçïîäiëîì ãóñòèíè êâàçiéìîâiðíîñòi çíàõîäæåííÿ ôîòîíà ó òî÷öi

(x, p)-ïðîñòîðó. Ó âèïàäêó âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó ó äâîôîòîííîìó ñòà-

íi òàêîæ óòâîðþ¹òüñÿ ¾ïðîâàë¿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè.

Îäíàê îáëàñòü âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âèíèêàþòü ëèøå ïðè

ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà çâ'ÿçêó êóáiòà ç ìîäîþ õâèëåâîäó g òà âiäñòàíi

ìiæ îäíîôîòîííèìè êîìïîíåíòàìè âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó L. Ðîçïîäië

ñïåêòðàëüíî¨ ãóñòèíè ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè êóáiò, ìà¹ ëîêàëüíèé ìiíiìóì

íà ÷àñòîòi ïåðåõîäó êóáiòà. Îòæå, êóáiò äi¹ ÿê ñïåêòðàëüíèé ôiëüòð äëÿ

ôîòîíiâ. Ó âèïàäêó âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó â îäíîôîòîííîìó ñòàíi, íà

öié ÷àñòîòi ñïåêòðàëüíà ãóñòèíà ìà¹ íóëüîâå çíà÷åííÿ íåçàëåæíî âiä ñèëè

çâ'ÿçêó êóáiòà ç õâèëåâîäîì òà äîâæèíè (òðèâàëîñòi) âõiäíîãî õâèëüîâîãî

ïàêåòó.

Ìè äîñëiäèëè ôëóêòóàöi¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü, ó âèïàä-

êó âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó ó äâîôîòîííîìó ñòàíi. Ìè âèçíà÷èëè çàëå-

æíiñòü äèñïåðñi¨ êiëüêîñòi ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü, âiä ïàðàìåòðà çâ'ÿçêó g

òà âiäñòàíi ìiæ îäíîôîòîííèìè êîìïîíåíòàìè âõiäíîãî äâîôîòîííîãî õâè-

ëüîâîãî ïàêåòó L. Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî âiäáèòi ôîòîíè ìàþòü ñóáïó-

àññîíiâñüêó ñòàòèñòèêó íåçàëåæíî âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ Γ òà L. Ôîòîíè,

ùî ïðîéøëè êóáiò, ìîæóòü ìàòè ñóá- àáî ñóïåðïóàññîíiâñüêó ñòàòèñòèêó

çàëåæíî âiä ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè.
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ÐÎÇÄIË 3

ÐÎÇÑIßÍÍß ÔÎÊIÂÑÜÊÈÕ ÑÒÀÍIÂ ÍÀ ÑÈÑÒÅÌI

ÐÅÇÎÍÀÒÎÐ�ÊÓÁIÒ

3.1 Âñòóï

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïîøèðåííÿ îäíî- òà äâîôîòîííèõ õâè-

ëüîâèõ ïàêåòiâ ó îäíîâèìiðíîìó õiðàëüíîìó (îäíîíàïðàâëåíîìó) õâèëåâîäi

òà ¨õí¹ ðîçñiÿííÿ íà ëîêàëiçîâàíîìó êâàíòîâîìó âèïðîìiíþâà÷i, ùî ñêëà-

äà¹òüñÿ ç îäíîìîäîâîãî ðåçîíàòîðà çâ'ÿçàíîãî ç îäèíî÷íèì äâîðiâíåâèì

àòîìîì (êóáiòîì). Ìîäà ðåçîíàòîðà ïåðåêðèâà¹òüñÿ ç ìîäàìè õiðàëüíîãî

õâèëåâîäà. Öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ôîòîíè ìîæóòü âèòiêàòè ç ðåçîíàòî-

ðà ó õâèëåâiä i íàâïàêè, òîáòî ðåçîíàòîð ¹ âiäêðèòèì. Ñèñòåìà ðåçîíàòîð-

êóáiò çáóäæó¹òüñÿ õâèëüîâèì ïàêåòîì, ÿêèé ïîøèðþ¹òüñÿ ó õâèëåâîäi. Íà

Ðèñ. 3.1 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà ñèñòåìà õâèëåâiä�ðåçîíàòîð�êóáiò, ÿêà ðîç-

ãëÿäà¹òüñÿ â öüîìó ðîçäiëi.

Ñèñòåìà ðåçîíàòîð�êóáiò, àáî ñèñòåìà Äæåéíñà�Êàììií ñà, ¹ ïðèêëà-

äîì âàæëèâî¨ ìîäåëi äëÿ îïèñó âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñâiòëîì òà êâàíòîâèì âèïðî-

ìiíþâà÷åì. Â öié ñèñòåìi ìîæíà ñïîñòåðiãàòè íèçêó åôåêòiâ, òàêèõ ÿê îäíî-

òà äâîôîòîííà áëîêàäà [122, 123, 124], ôàçîâå ïåðåìèêàííÿ [125], ãåíåðàöiÿ

¾ïà÷îê¿ ôîòîíiâ (photon bundles) [126].

Íà ïðàêòèöi, ìîäåëüíà ñèñòåìà õâèëåâiä�ðåçîíàòîð�êóáiò, ÿêà ðîçãëÿ-

äàòèìåòüñÿ ó öüîìó ðîçäiëi, ìîæå ðåàëiçîâóâàòèñü ó ðiçíèõ ôiçè÷íèõ ñè-

ñòåìàõ1. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ñèñòåì ¹: ôîòîííîêðèñòàëi÷íi ñòðóêòóðè, ÿêi

óòâîðþþòü õâèëåâîäè òà ðåçîíàòîðè äëÿ ñâiòëà, ùî ìîæå âçà¹ìîäiÿòè ç

ïðèðîäíèìè àòîìàìè [122, 125], íàïiâïðîâiäíèêîâèìè êâàíòîâèìè òî÷êàìè

1Ñòèñëèé îãëÿä öèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì òà ¨õíiõ ïàðàìåòðiâ íàâåäåíî ó Ðîçäiëi 1.2.
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Ðèñ. 3.1. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ ñèñòåìè õâèëåâiä�ðåçîíàòîð�êóáiò. Õi-
ðàëüíèé îäíîâèìiðíèé õâèëåâiä âçà¹ìîäi¹ iç ñèñòåìîþ ðåçîíàòîð-êóáiò.
Êîíñòàíòà çâ'ÿçêó ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì � g. Ïàðàìåòð κ � øâèäêiñòü âèòi-
êàííÿ âèïðîìiíþâàííÿ ç ìîäè ðåçîíàòîðà ó õâèëåâiä. Øâèäêîñòi äèñèïàöi¨
ðåçîíàòîðà òà êóáiòà � γc òà γa, âiäïîâiäíî.

[48], ÷è öåíòðàìè çàáàðâëåííÿ [72, 73]; îïòè÷íi íàíîâîëîêíà çâ'ÿçàíi ç whi-

spering gallery mode ðåçîíàòîðàìè, ùî âçà¹ìîäiþòü ç õîëîäíèìè àòîìàìè

óòðèìóâàíèìè áiëÿ ¨õíüî¨ ïîâåðõíi [127]; íàäïðîâiäíi êâàíòîâi åëåêòðè÷íi

êîëà, â ÿêèõ íåëiíiéíi âëàñòèâîñòi äæîçåôñîíiâñüêèõ êîíòàêòiâ âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ äëÿ ñòâîðåííÿ øòó÷íèõ àòîìiâ [56, 128, 47]. Îäíàê çàãàëüíi âëà-

ñòèâîñòi öüîãî ðîçìà¨òòÿ ôiçè÷íèõ ñèñòåì ìîæóòü îïèñóâàòèñü ñïiëüíîþ

ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ, ÿêà îáãîâîðþâàòèìåòüñÿ íèæ÷å.

Íà âiäìiíó âiä âèïàäêó ðîçñiÿííÿ ôîòîíiâ íà äâîðiâíåâîìó àòîìi (êóái-

òi), ÿêèé ðîçãëÿäàâñÿ â Ðîçäiëi 2, âçà¹ìîäiÿ ñâiòëà ç ñèñòåìîþ ðåçîíàòîð�

êóáiò ¹ áiëüø ñêëàäíèì ïðîöåñîì. Çâ'ÿçîê ðåçîíàòîðà ç äâîðiâíåâèì àòî-

ìîì (êóáiòîì) ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ åôåêòó ôîòîííî¨ áëîêàäè. Öåé

åôåêò ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ñèñòåìà ðåçîíàòîð-êóáiò ìîæå ìiñòèòè òiëüêè

îäíå çáóäæåííÿ ó ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó.

Ðîçñiÿííÿ ôîêiâñüêèõ ñòàíiâ íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-äâîðiâíåâèé àòîì âè-

â÷àëîñü ó íèçöi ðîáiò [82, 109, 111]. Ó öèõ ðîáîòàõ ðîçðàõîâóâàëàñü îäíî- òà

äâîôîòîííà ìàòðèöÿ ðîçñiÿííÿ (S ìàòðèöÿ) âèêîðèñòîâóþ÷è ðiçíi ïiäõî-

äè, òàêi ÿê êîîðäèíàòíèé àíçàòö Áåòå [82], ôîðìàëiçì Ëåìàííà-Ñiìàíçiêà-
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Öiììåðìàíà (Lehmann-Symanzik-Zimmerman formalism) [109], òà ôîðìà-

ëiçì îïåðàòîðiâ ¾âõiä-âèõiä¿ [111]. Çàçíà÷èìî, ùî ìàòðèöÿ ðîçñiÿííÿ ìi-

ñòèòü iíôîðìàöiþ òiëüêè ïðî àñèìïòîòè÷íó (äîâãî÷àñîâó) ïîâåäiíêó ñè-

ñòåìè. Äëÿ òîãî, ùîá îïèñàòè ïîâíó åâîëþöiþ êâàíòîâîãî ñòàíó ñèñòåìè

íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè iíøi ïiäõîäè òàêi, íàïðèêëàä, ÿê ïiäõiä õâèëüî-

âî¨ ôóíêöi¨. Öåé ïiäõiä âèêîðèñòîâóâàâñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ âèâ÷åííÿ ïîøè-

ðåííÿ îäíî- òà áàãàòîôîòîííèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ ó õâèëåâîäi ç îäíèì ÷è

äåêiëüêîìà äâîðiâíåâèìè àòîìàìè [14, 115, 92, 104, 105, 106], ïîøèðåííÿ

îäíîôîòîííèõ ïàêåòiâ ó õâèëåâîäi ç ëàíöþæêîì íåiäåíòè÷íèõ äâîðiâíåâèõ

àòîìiâ [116], âçà¹ìîäiþ îäíî- [117] òà äâîôîòîííèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ [118]

iç ñèñòåìîþ ðåçîíàòîð-àòîì, òà â ñèñòåìàõ ç êîãåðåíòíèì êâàíòîâèì çâî-

ðîòíiì çâ'ÿçêîì [119, 120]. Äåòàëüíó iíôîðìàöiþ ïðî ñòàí ñèñòåìè ìîæíà

îòðèìàòè, ÿêùî âiäîìà ¨¨ çàëåæíà âiä ÷àñó õâèëüîâà ôóíêöiÿ. Îñòàííþ

ìîæíà âèçíà÷èòè øëÿõîì ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü ðóõó äëÿ àìïëiòóä

éìîâiðíîñòåé, ÿêi âèçíà÷àþòü ïîâíèé êâàíòîâèé ñòàí ñèñòåìè. Öÿ ñèñòå-

ìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæå ðîçâ'ÿçóâàòèñü àáî ÷èñåëü-

íî, âèêîðèñòîâóþ÷è îäèí ç áàãàòüîõ âiäîìèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ, àáî,

ó äåÿêèõ âèïàäêàõ, àíàëiòè÷íî. Ñàìå ïiäõiä õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ çàñòîñîâó-

âàòèìåòüñÿ â öüîìó ðîçäiëi äëÿ âèâ÷åííÿ ðîçñiÿííÿ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ ó

ôîêiâñüêèõ ñòàíàõ íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò â îäíîâèìiðíîìó õâèëåâîäi.
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3.2 Ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi òà ðiâíÿííÿ ðóõó îïåðàòîðiâ

Ñèñòåìà õâèëåâiä�ðåçîíàòîð�äâîðiâíåâèé àòîì, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â öüî-

ìó ðîçäiëi, îïèñó¹òüñÿ òàêèì ãàìiëüòîíiàíîì [82, 111, 129, 130]:

Ĥ =

ĤJC︷ ︸︸ ︷
ωc a

†a+ ωa σ+σ− + g
(
a†σ− + σ+a

)
+

∞∫
0

dω ω b†ωbω︸ ︷︷ ︸
Ĥw

+ f

∞∫
0

dω
(
b†ωa+ a†bω

)
︸ ︷︷ ︸

ĤI

.
(3.1)

ßê i â Ðîçäiëàõ 1 òà 2, äëÿ çðó÷íîñòi ââàæàòèìåìî, ùî ~ ≡ 1, à îòæå,

åíåðãiÿ âèìiðþ¹òüñÿ â îäèíèöÿõ ÷àñòîòè.

Ïåðøi òðè äîäàíêè ó ïðàâié ÷àñòèíi ãàìiëüòîíiàíó (3.1) îïèñóþòü ñèñòå-

ìó ðåçîíàòîð-êóáiò òà óòâîðþþòü ãàìiëüòîíiàí ìîäåëi Äæåéíñà�Êàììií ñà

(Jaynes-Cummings model) ĤJC [139]. Ïåðøèé äîäàíîê ó ĤJC îïèñó¹ âiëüíó

ìîäó ðåçîíàòîðà ç ÷àñòîòîþ ωc, äå a (a†) � áîçîííèé îïåðàòîð çíèùåííÿ

(ñòâîðåííÿ) ôîòîíà ó ìîäi ðåçîíàòîðà. Äðóãèé äîäàíîê â ãàìiëüòîíiàíi îïè-

ñó¹ äâîðiâíåâèé àòîì (êóáiò) ç ÷àñòîòîþ ïåðåõîäó ωa ìiæ îñíîâíèì ñòàíîì

|g〉 òà çáóäæåíèì ñòàíîì |e〉. Ìè ââåëè îïåðàòîðè ïiäâèùåííÿ σ+ = |e〉〈g| òà
ïîíèæåííÿ σ− = |g〉〈e| ñòàíó êóáiòà. Öi îïåðàòîðè ïîâ'ÿçàíi ç ìàòðèöÿìè

Ïàóëi ÿê σx = σ+ + σ−, iσy = σ+ − σ− òà σz = 2σ+σ− − 1. Ãàìiëüòîíi-

àí âçà¹ìîäi¨ ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì, ïðåäñòàâëåíèé òðåòiì äîäàíêîì ó 3.1,

çàïèñàíèé ó íàáëèæåííi îáåðòîâî¨ õâèëi, òîáòî ìàþòü âèêîíóâàòèñü òàêi

êðèòåði¨

|∆a| � ωa + ωc, g � {ωc, ωa} (3.2)

äå ∆a = ωa − ωc, g � ïàðàìåòð çâ'ÿçêó ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì. Êðèòåði¨

(3.2) äîáðå ïðàöiþþòü äëÿ øèðîêîãî ñïåêòðó åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðåàëiçà-

öi¨ êâàíòîâî¨ åëåêòðîäèíàìiêè â ðåçîíàòîði âiä ìiêðîõâèëüîâèõ íàäïðîâiä-
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íèõ åëåêòðè÷íèõ êië äî ôîòîííîêðèñòàëi÷íèõ ñòðóêòóð, ÿêi ïðàöþþòü â

îïòè÷íîìó äiàïàçîíi. Âàðòî òàêîæ çàçíà÷èòè iñòîòíèé ïðîãðåñ ó ñòâîðåí-

íi ðiçíîìàíiòíèõ ñèñòåì2, â ÿêèõ ðåàëiçó¹òüñÿ ðåæèì íàäñèëüíîãî çâ'ÿçêó

(ultrastrong coupling) òà ïåðåñòà¹ ïðàöþâàòè íàáëèæåííÿ îáåðòîâî¨ õâèëi.

Îäíàê, ðåæèì íàäñèëüíîãî çâ'ÿçêó ðîçãëÿäàòèñü ó öié ðîáîòi íå áóäå.

Äîäàíîê Ĥw ó ðiâíÿííi (3.1) îïèñó¹ êîíòèíóóì íåçàëåæíèõ áîçîííèõ

ìîä, ùî ìîäåëþ¹ õâèëåâiä. Îïåðàòîð bω (b†ω) çíèùó¹ (ñòâîðþ¹) ó õâèëåâîäi

çáóäæåííÿ (ôîòîí) ç åíåðãi¹þ ω. Öåé îïåðàòîð çàäîâîëüíÿ¹ ñòàíäàðòíèì

îäíî÷àñîâèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì [bω, b
†
ω′] = δ(ω′−ω). Âçà¹ìîäiÿ

õâèëåâîäà ç ðåçîíàòîðîì îïèñó¹òüñÿ äîäàíêîì ĤI, äå f ≡
√
κ/(2π) � ïà-

ðàìåòð çâ'ÿçêó õâèëåâîäà ç ìîäîþ ðåçîíàòîðà. Ìè çíåõòóâàëè çàëåæíiñòþ

ïàðàìåòðà çâ'ÿçêó âiä ÷àñòîòè ôîòîíà ââàæàþ÷è, ùî ÷àñòîòà ðåçîíàòîðà òà

öåíòðàëüíà ÷àñòîòà âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó áëèçüêi òà íàáàãàòî áiëü-

øi çà ñïåêòðàëüíó øèðèíó âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó. Öå âèðàæà¹òüñÿ

òàêèìè êðèòåðiÿìè

|ω0 − ωc| � ω0 + ωc, γ0 � {ω0, ωc}, (3.3)

äå ω0 � öåíòðàëüíà ÷àñòîòà âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó çi ñïåêòðàëüíîþ

øèðèíîþ γ0. Çàâäÿêè äðóãié óìîâi â (3.3) ìîæíà ðîçøèðèòè ìåæi iíòåãðó-

âàííÿ ïî ÷àñòîòi ôîòîíà äî (−∞,+∞). Òàêå íàáëèæåííÿ âíîñèòü íåõòîâíó

ïîõèáêó, îñêiëüêè ñïåêòð õâèëüîâîãî ïàêåòó ñèëüíî ëîêàëiçîâàíèé ïîáëèçó

÷àñòîòè ω0, ùî âèðàæà¹òüñÿ äðóãèì êðèòåði¹ì ó (3.3).

Ìîäåëüíèé ãàìiëüòîíiàí (3.1) íå ìiñòèòü äîäàíêiâ ÿêi îïèñóþòü âçà¹-

ìîäiþ ñèñòåìè iç çîâíiøíiìè ðåçåðâóàðàìè, ùî ïðèçâîäèòü äî äèñèïàöi¨.

Îòæå, ðîçãëÿäà¹òüñÿ óíiòàðíó åâîëþöiþ ñèñòåìè. Öå ñïðîùåííÿ ïðàöþ¹,

êîëè ïàðàìåòðè ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü óìîâi max{γc, γa} � min{γ0, κ},
ÿêà îçíà÷à¹, ùî ïðîöåñè äèñèïàöi¨ ¹ íàéïîâiëüíiøèìè ïðîöåñàìè â ñèñòå-

2Äèâ., íàïðèêëàä,  ðóíòîâíi îãëÿäè [131, 132].
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ìi. Ìè òàêîæ ââàæà¹ìî, ùî òåìïåðàòóðà ñèñòåìè Ts çàäîâîëüíÿ¹ êðèòåðiþ

ωc/(kBTs) � 1, äå kB � ñòàëà Áîëüöìàíà. ßêùî öÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, òî

êiëüêiñòü òåïëîâèõ çáóäæåíü ó ñèñòåìi íåõòîâíî ìàëà

nth = [exp(− ωc

kBTs
)− 1]−1 � 1.

Âèùåíàçâàíi óìîâè ðåàëiçóþòüñÿ, íàïðèêëàä, ó íàäïðîâiäíèõ êâàíòîâèõ

åëåêòðè÷íèõ êîëàõ.3

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð êiëüêîñòi çáóäæåíü â ñèñòåìi N̂ex = a†a+

σ+σ− +
∫

dωb†ωbω êîìóòó¹ ç ãàìiëüòîíiàíîì ñèñòåìè (3.1) [N̂ex, Ĥ] = 0, à

îòæå, êiëüêiñòü çáóäæåíü â ñèñòåìi ¹ ñòàëîþ.

Ãàìiëüòîíiàí (3.1) ïîðîäæó¹ òàêå ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ çìiííèõ õâèëåâîäó

bω

i∂t bω =
[
bω, Ĥ

]
= ωbω + fa. (3.4)

Ôîðìàëüíèé ðîç'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ çàïèñó¹òüñÿ ÿê

bω(t) = b̃ω(t)− if

t∫
0

dτ e−iω (t−τ) a(τ). (3.5)

äå b̃ω(t) = bω(0)e−iωt � îïåðàòîð çíèùåííÿ ôîòîíà, ùî ïîøèðþ¹òüñÿ ó õâè-

ëåâîäi ÿê âiëüíå çáóäæåííÿ.

Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ îïåðàòîðà çíèùåííÿ ôîòîíà ó ðåçîíàòîði ìà¹ òàêèé

âèãëÿä

(i∂t − ωc) a = gσ− + f

∫
dω bω. (3.6)

Ïiäñòàíîâêà ðiâíÿííÿ (3.5) â (3.6) òà iíòåãðóâàííÿ ïî ω äà¹ çìîãó âèêëþ-

÷èòè çìiííi ðåçåðâóàðó (õâèëåâîäà) ó ðiâíÿííi ðóõó îïåðàòîðà a, ùî äà¹

3Äèâ., íàïðèêëàä, îãëÿä [128].
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ðiâíÿííÿ òàêîãî âèãëÿäó

(i∂t − ω̃c) a = gσ− + fβ, (3.7)

äå ââåäåíî îïåðàòîð β(t) =
∫

dω b̃ω(t). Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.5) ìî-

äíà ïîêàçàòè, ùî âèêîíó¹òüñÿ òàêå êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ

[β, bω] = [β, a] = [β, σ−] = 0. (3.8)

Ðiâíÿííÿ Ãàéçåíáåðãà äëÿ îïåðàòîðà σ− ìàþòü âèãëÿä

(i∂t − ωa)σ− = −gσza. (3.9)

3.3 Îäíîôîòîííà çàäà÷à

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê çáóäæåííÿ ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò õâèëüîâèì ïà-

êåòîì ó îäíîôîòîííîìó ñòàíi. Çàëåæíà âiä ÷àñó õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñèñòåìè

çàïèøåòüñÿ ÿê ñóïåðïîçèöiÿ óñiõ ñòàíiâ ñèñòåìè ç îäíèì çáóäæåííÿì:

|Ψ1(t)〉 =

[
Ag(t)a† + Ae(t)σ+ +

∫
dωBω(t)b†ω

]
|∅〉, (3.10)

äå |∅〉 = |∅w〉|∅JC〉 � âàêóóìíèé ñòàí âñi¹¨ ñèñòåìè � ñòàí áåç çáóäæåíü

i â õâèëåâîäi |∅w〉, i â ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò |∅JC〉 ≡ |∅c〉|g〉. Ó âèðàçi

(3.10) Bω(t) � öå îäíîôîòîííèé ðîçïîäië ãóñòèíè ñïåêòðàëüíî¨ àìïëiòó-

äè (àáî ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäiëîì [86]), Ag(t) � àìïëiòóäà ñòàíó ñèñòåìè

ç êóáiòîì ó îñíîâíîìó ñòàíi òà ïîëåì ðåçîíàòîðà ó îäíîôîòîííîìó ñòàíi,

Ae(t) ¹ àìïëiòóäîþ ñòàíó ñèñòåìè, â ÿêîìó êóáiò çíàõîäèòüñÿ ó çáóäæåíîìó

ñòàíi, à ïîëå õâèëåâîäà ó âàêóóìíîìó ñòàíi. Çàçíà÷èìî, ùî ìè ïðàöþ¹ìî

ó ïðåäñòàâëåííi Øðüîäiíãåðà ç íåçàëåæíèìè âiä ÷àñó îïåðàòîðàìè, ÿêùî

íå çàçíà÷åíî iíàêøå. Ïî÷àòêîâèé (ïðè t = 0) ñòàí ñèñòåìè çàïèñó¹òüñÿ ó
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âèãëÿäi

|Ψin
1 〉 = |ψin

1 〉|∅JC〉, (3.11)

äå |ψin
1 〉 � ñòàí âõiäíîãî ôîòîíà, ÿêèé âèðàæà¹òüñÿ ÿê

|ψin
1 〉 =

∫
dω ξω b

†
ω|∅w〉, (3.12)

äå ξω � ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó. Ôóíêöiÿ ξω çà-

äîâîëüíÿ¹ óìîâi íîðìóâàííÿ
∫

dω |ξω|2 = 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (3.10) ôîðìàëüíî ïðåä-

ñòàâèìî àìïëiòóäè éìîâiðíîñòåé îäíîôîòîííèõ ñòàíiâ ÿê

Ag(t) = 〈∅|a(0)|Ψ1(t)〉, Ae(t) = 〈∅|σ−(0)|Ψ1(t)〉, Bω(t) = 〈∅|bω(0)|Ψ1(t)〉.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü âàêóóìíîãî ñòàíó ñèñòåìè e−iĤt|∅〉 = |∅〉 i
ñïiââiäíîøåííÿìè |Ψ1(t)〉 = e−iĤt|Ψin

1 〉 òà Ô(t) = eiĤtÔ(0)e−iĤt, äå Ô(t) ïî-

çíà÷à¹ êâàíòîâîìåõàíi÷íèé îïåðàòîð, ìîæíà ïåðåíåñòè ÷àñîâó çàëåæíiñòü

çi ñòàíó ñèñòåìè íà îïåðàòîðè, ùî äà¹ 〈∅|Ô(0)|Ψ1(t)〉 = 〈∅|Ô(t)|Ψin
1 〉. Îòæå,

öå äà¹ òàêå ïðåäñòàâëåííÿ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé:

Ag(t) = 〈∅|a(t)|Ψin
1 〉, Ae(t) = 〈∅|σ−(t)|Ψin

1 〉, Bω(t) = 〈∅|bω(t)|Ψin
1 〉.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ òà ðiâíÿííÿ Ãàéçåíáåðãà äëÿ âiäïîâiä-

íèõ îïåðàòîðiâ îòðèìà¹ìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi îïèñóþòü

åâîëþöiþ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé:

(i∂t − ω̃c)A
g(t) = fΞ(t) + gAe(t), (3.13à)

(i∂t − ωa)A
e(t) = gAg(t), (3.13á)

(i∂t − ω)Bω(t) = fAg(t), (3.13â)
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äå ω̃c = ωc − iκ/2. Ïðè âèâåäåííi ðiâíÿíü (3.13) ìè âèêîðèñòàëè ñïiââiäíî-

øåííÿ 〈∅|σz = −〈∅| òà β(t)|Ψin
1 〉 = Ξ(t)|∅〉, äå Ξ(t)

∫
dω e−iωt ξω. Ïî÷àòêîâi

óìîâè äëÿ ðiâíÿíü ðóõó (3.13) òàêi: Bω(0) = ξω òà Ag(0) = Ae(0) = 0.

Òî÷íi àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.13) ìîæíà îòðèìàòè âèêî-

ðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Äåòàëi ðîçâ'ÿêó ïîêàçàíi

â Äîäàòêó À).

Îñêiëüêè âõiäíèé õâèëüîâèé ïàêåò ìà¹ ñêií÷åíó òðèâàëiñòü τp ∼ γ−1
0

i ôîòîíè ìàþòü ñêií÷åíèé ÷àñ æèòòÿ â ðåçîíàòîði ∼ κ−1, òî ó âèïàäêó

äîâãèõ ÷àñiâ åâîëþöi¨ ñèñòåìè, òîáòî êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

t� {γ−1
0 , κ−1}, (3.14)

âîíà äîñÿãà¹ ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó, â ÿêîìó ïîëå ðåçîíàòîðà ó âàêóóìíîìó

ñòàíi, à êóáiò çíàõîäèòüñÿ â ñâî¹ìó îñíîâíîìó ñòàíi |g〉, òîäi ÿê ðîçñiÿ-

íi ôîòîíè ïîøèðþþòüñÿ ó õâèëåâîäi ÿê âiëüíi çáóäæåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è

óìîâó (3.14) äî ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (3.13) îòðèìà¹ìî êiíöåâèé ñòàí

ñèñòåìè |Ψout
1 〉 = |ψout

1 〉|∅JC〉, äå |ψout
1 〉 � ñòàí ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ. Öåé ñòàí

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

|ψout
1 〉 =

∫
dω e−iωt eiΘωξω b

†
ω|∅w〉. (3.15)

ÏàðàìåòðΘω � çàëåæíèé âiä ÷àñòîòè îäíîôîòîííèé ôàçîâèé çñóâ iíäóêîâà-

íèé âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ç ñèñòåìîþ ðåçîíàòîð-êóáiò. Öå çñóâ âèçíà÷à¹òüñÿ

ÿê [82, 111, 129]:

Θω = arg

[
(ω − E+

1 )∗(ω − E−1 )∗

(ω − E+
1 )(ω − E−1 )

]
. (3.16)

Êîìëåêñíi îäíîôîòîííi ðåçîíàíñè E±1 = E±1 − iΓ±1 /2 âiäêðèòî¨ (òîáòî

çâ'ÿçàíî¨ ç õâèëåâîäîì) ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò âèçíà÷àþòüñÿ ÿê:

E±1 = ω̃c +
∆̃a

2
± R1

2
, R1 =

√
4g2 + ∆̃2

a, (3.17)
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äå ∆̃a = ωa− ω̃c. Ó âèïàäêó ðåçîíàíñó ìiæ ÷àñòîòàìè ðåçîíàòîðà òà êóáiòà

(∆a = 0), ìà¹ìî

E±1 = ωc ± g

√
1−

(
κ

4g

)2

, Γ±1 =
κ

2
. (3.18)

Ó ðåæèìi ñèëüíîãî çâ'ÿçêó êóáiòà ç ðåçîíàòîðîì (g � κ) ìîæíà âèêîðè-

ñòîâóâàòè òàêå íàáëèæåííÿ E±1 ≈ ωc ± g.

3.4 Äâîôîòîííà çàäà÷à

3.4.1 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ñèñòåìè

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè ñèñòåìà ðåçîíàòîð-êóáiò çáóäæó¹òüñÿ

õâèëüîâèì ïàêåòîì ó äâîôîòîííîìó ôîêiâñüêîìó ñòàíi. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ

ñèñòåìè ó äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó |Ψ2(t)〉 ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ óñiõ ñòàíiâ ñèñòå-

ìè ç äâîìà çáóäæåííÿìè:

|Ψ2(t)〉 =
1√
2

∫∫
dω dω′ Φω,ω′(t) b

†
ωb
†
ω′|∅〉

+

∫
dω
[
Xg
ω(t) b†ωa

† +Xe
ω(t) b†ωσ+

]
|∅〉

+

[
1√
2
Zg(t)

(
a†
)2

+ Ze(t)σ+a
†
]
|∅〉.

(3.19)

Ïåðøèé äîäàíîê ó âèðàçi (3.19) îïèñó¹ ñòàí ñèñòåìè ç äâîìà ôîòîíàìè

ó õâèëåâîäi òà âàêóóìíèì ñòàíîì ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò. Çàëåæíèé âiä

÷àñó äâîôîòîííèé ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië Φω,ω′(t) ¹ ñèìåòðè÷íèì âiäíî-

ñíî ïåðåñòàíîâêè ôîòîííèõ ÷àñòîò Φω,ω′(t) = Φω′,ω(t) ÷åðåç áîçîííó ïðèðî-

äó ôîòîíiâ. Âåëè÷èíà |Φω,ω′(t)|2 � äâîôîòîííèì ñïåêòðîì, ÿêèé âèçíà÷à¹

ñïiëüíèé ðîçïîäië éìîâiðíîñòi çíàõîäæåííÿ ó õâèëåâîäi ïàðè ôîòîíiâ ç

÷àñòîòàìè ω òà ω′ ó ìîìåíò ÷àñó t. Àìïëiòóäè éìîâiðíîñòåé Xg,e
ω (t) âiäïî-

âiäàþòü ñòàíàì ñèñòåìè â ÿêèõ i õâèëåâiä i ñèñòåìà ðåçîíàòîð-êóáiò ìiñòÿòü
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ïî îäíîìó çáóäæåííþ. Ôóíêöi¨ Zg,e(t) � öå àìïëiòóäè éìîâiðíîñòåé ñòàíiâ,

â ÿêèõ ïîëå õâèëåâîäà ó âàêóóìíîìó ñòàíi, à ñèñòåìà ðåçîíàòîð-êóáiò ìi-

ñòèòü äâà çáóäæåííÿ, òîáòî àáî ïîëå ðåçîíàòîðà ìiñòèòü äâà çáóäæåííÿ,

à êóáiò çíàõîäèòüñÿ â îñíîâíîìó ñòàíi |g〉, àáî îäíå çáóäæåííÿ ¹ â ìîäi

ðåçîíàòîðà, à êóáiò ïåðåáóâà¹ ó çáóäæåíîìó ñòàíi |e〉.
Ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè ó âèïàäêó âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó ó äâî-

ôîòîííîìó ñòàíi çàïèñó¹òüñÿ ÿê |Ψin
2 〉 = |ψin

2 〉|∅JC〉 äå âõiäíèé äâîôîòîííèé
ñòàí |ψin

2 〉 ìà¹ òàêèé âèãëÿä

|ψin
2 〉 =

1√
2

∫∫
dω dω′Φin

ω,ω′ b
†
ωb
†
ω′|∅w〉. (3.20)

Ó öüîìó âèðàçi Φin
ω,ω′ îçíà÷à¹ äâîôîòîííèé ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië âõiäíîãî

õâèëüîâîãî ïàêåòó.

Ââàæà¹ìî, ùî âõiäíèé õâèëüîâèé ïàêåò óòâîðåíî ïàðîþ íåðîçðiçíåííèõ

ôîòîíiâ ç îäíîôîòîííèì ñïåêòðàëüíèì ðîçïîäiëîì ξω. Ó öüîìó âèïàäêó,

ôóíêöiÿ Φin
ω,ω′ ôàêòîðèçó¹òüñÿ i ¨¨ ìîæíà âèðàçèòè ÿê äîáóòîê îäíîôîòîí-

íèõ ñïåêòðàëüíèõ ðîçïîäiëiâ:

Φin
ω,ω′ = ξω ξω′. (3.21)

Îòæå, ïî÷àòêîâèé ñòàí ôîòîíiâ |ψin
2 〉 ¹ ñåïàðàáåëüíèì. Öåé ñòàí ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

|ψin
2 〉 =

1√
2
|ψin

1 〉|ψin
1 〉. (3.22)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðìiíîëîãiþ, çàïðîïîíîâàíó Rohde et. al â ðîáîòi [86],

òóò ðîçãëÿäà¹òüñÿ âõiäíèõ õâèëüîâèé ïàêåò ó äâîôîòîííîìó áàãàòîìîäî-

âîìó ôîêiâñüêîìó ñòàíi. Áàãàòîìîäîâi ôîêiâñüêi ñòàíè ¹ ÷àñòêîâèì âè-

ïàäêîì øèðøîãî êëàñó áàãàòîìîäîâèõ áàãàôîòîííèõ ñòàíiâ.
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3.4.2 Ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ ñòàíó ñèñòåìè

Ïîñëóãîâóþ÷èñü ïiäõîäîì, ÿêèé çàñòîñîâóâàâñÿ ïðè âèâîäi ðiâíÿíü ðóõó

äëÿ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé ó îäíîôîòîííié çàäà÷i, ïðåäñòàâèìî àìïëiòóäè

éìîâiðíîñòåé, ùî âõîäÿòü ó õâèëüîâó ôóíêöiþ (3.19) ó âèãëÿäi

Φω,ω′(t) =
1√
2
〈∅|bω(t)bω′(t)|Ψin

2 〉,

Xg
ω(t) = 〈∅|bω(t)a(t)|Ψin

2 〉,

Xe
ω(t) = 〈∅|bω(t)σ−(t)|Ψin

2 〉,

Zg(t) =
1√
2
〈∅|a2(t)|Ψin

2 〉,

Ze(t) = 〈∅|σ−(t)a(t)|Ψin
2 〉.

(3.23)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ãàéçåíáåðãà (3.4), (3.7) òà (3.9), à òàêîæ êî-

ìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (3.8) ðàçîì çi ñïiââiäíîøåííÿìè 〈∅|σ+ = 0 òà

β|Ψin
2 〉 =

√
2Ξ(t)|Ψin

1 〉, âèâåäåì ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé.

Ðiâíÿííÿ ðóõó, ÿêå îïèñó¹ åâîëþöiþ äâîôîòîííîãî ñïåêòðà Φω,ω′(t) ìà¹

âèãëÿä

[i∂t − (ω + ω′)]Φω,ω′(t) =
f√
2

[
Xg
ω(t) +Xg

ω′(t)
]
. (3.24)

Ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ Φω,ω′(0) = Φin
ω,ω′. Ðåøòà àìïëiòóä

éìîâiðíîñòåé â (3.19) ïðè t = 0 îáåðòàþòüñÿ â íóëü òà îïèñóþòüñÿ òàêèìè

ðiâíÿííÿìè ðóõó:

[i∂t − (ω + ω̃c)]X
g
ω(t) = f

√
2Ξ(t)Bω(t) + gXe

ω(t) + f
√

2Zg(t), (3.25à)

[i∂t − (ω + ωa)]X
e
ω(t) = gXg

ω(t) + fZe(t), (3.25á)

[i∂t − 2ω̃c]Z
g(t) = 2fΞ(t)Ag(t) + g

√
2Ze(t), (3.25â)

[i∂t − (ω̃c + ωa)]Z
e(t) = f

√
2Ξ(t)Ae(t) + g

√
2Zg(t). (3.25ã)
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Ðèñ. 3.2. ¾Ìîìåíòàëüíi çíiìêè¿ åâîëþöi¨ äâîôîòîííîãî ñïåêòðà â ïðîöåñi
ðîçñiÿííÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò äëÿ ðiçíèõ ïàðàìå-
òðiâ ñèñòåìè. Äëÿ ðîçðàõóíêiâ ââàæà¹ìî, ùî ðåçîíàòîð òà êóáiò ó ðåçîíàíñi
(∆a = 0), ñèñòåìà ðåçîíàòîð-êóáiò çáóäæó¹òüñÿ íà îäíié çi ñâî¨õ îäíîôîòîí-
íèõ âëàñíèõ ÷àñòîò ω0 = E+

1 . Ðåøòà ïàðàìåòðiâ òàêi: γ0/κ = 0.2, (âåðõíié
ðÿä) g = 0, (ñåðåäíié ðÿä) g = 2κ, òà (íèæíié ðÿä) g = 10κ. Äëÿ ñêîðî÷åí-
íÿ çàïèñó âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ $ = (ω − ω0)/γ0 $

′ = (ω′ − ω0)/γ0.
Íà âñiõ ãðàôiêàõ äàíi íîðìîâàíi íà ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ äâîôîòîííîãî
ñïåêòðà âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó |Φin

ω0,ω0
|2 = 4/(πγ0)

2.

Öÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçàíà i àíàëiòè÷íî i ÷èñåëüíî. Àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè

îòðèìàíî âèêîðèñòàííÿì iíòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Äåòàëi ðîçâ'ÿçêó

íàâåäåíi â Äîäàòêó À. Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü âèêîðè-

ñòîâó¹ìî ôóíêöiþ NDSolve ïàêåòó Mathematica. Ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi

àíàëiòè÷íèì òà ÷èñåëüíèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿíü, äóæå äîáðå çáiãàþòüñÿ.4

Íàâåäåíèé âèùå ïiäõiä ìîæíà çàñòîñóâàòè äî âèïàäêó âõiäíîãî õâè-

ëüîâîãî ïàêåòó â N -ôîòîííîìó ñòàíi. Ó öüîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

4Êîä, ÿêèé äåìîíñòðó¹ ðåàëiçàöiþ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü ðóõó (3.25) òà ïîðiâíÿííÿ
ðåçóëüòàòiâ ç àíàëiòè÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè ìîæíà çíàéòè ó äîäàòêîâèõ ìàòåðiàëàõ äî ñòàòòi [15].
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çâ'ÿçàíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðóõó, â ÿêié àìïëiòóäè éìîâiðíîñòåé

ñòàíiâ ç N çáóäæåííÿìè áóäóòü çàëåæàòè âiä àìïëiòóä ñòàíiâ ç (N − 1)

çáóäæåííÿìè i òàê äàëi äî àìïëiòóä ç îäíèì çáóäæåííÿì, ÿêi îïèñóþòüñÿ

ðiâíÿííÿìè ðóõó (3.13). Öþ i¹ðàðõiþ ðiâíÿíü åâîëþöi¨ àìïëiòóä éìîâið-

íîñòåé ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ÷èñåëüíî ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ âèêîðèñòîâóþ÷è

îäèí ç áàãàòüîõ äîñòóïíèõ ñîëâåðiâ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü.

Ïåðåéäåìî äî äîñëiäæåííÿ åâîëþöi¨ äâîôîòîííîãî ñïåêòðà â ïðîöåñ

âçà¹ìîäi¨ õâèëüîâîãî ïàêåòó ç ñèñòåìîþ ðåçîíàòîð-êóáiò. Äëÿ îá÷èñëåíü

îäíîôîòîííèé ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië âõiäíîãî õâèëüîâãî ïàêåòó ξω ìîäå-

ëþ¹òüñÿ ëîðåíöiâñüêîþ ôóíêöi¹þ

ξω =

√
γ0

2π

[
(ω − ω0) + i

γ0

2

]−1

ei(ω−ω0)t0, (3.26)

äå ïàðàìåòð t0 îçíà÷à¹ ìîìåíò ÷àñó, â ÿêèé õâèëüîâèé ïàêåò äîñÿãà¹ ðåçî-

íàòîðà. Íèæ÷å, äëÿ çðó÷íîñòi, àëå áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî t0 = 0.

Äëÿ ξω ìîäåëüîâàíî¨ ëîðåíöiàíîþ (3.26) îòðèìà¹ìî

Ξ(t) = −

√
2π

τp
e−iω0t exp

[
− t

2τp

]
θ(t), (3.27)

äå θ(t) � ôóíêöiÿ Ãåâiñàéäà.

Íàáið ¾çíiìêiâ¿ äâîôîòîííîãî ñïåêòðà äëÿ ïåâíèõ ìîìåíòiâ ÷àñó òà ði-

çíèõ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè ïðîäåìîíñòðîâàíî íà Ðèñ. 3.2.5 Îá÷èñëåííÿ ïîêà-

çóþòü, ùî äâîôîòîííèé ñïåêòð õâèëüîâîãî ïàêåòó çìiíþ¹òüñÿ â ïðîöåñ âçà-

¹ìîäi¨ ç ñèñòåìîþ ðåçîíàòîð-êóáiò. Âàæëèâîþ äåòàëëþ ¹ òå, ùî ïðè g = 0,

ùî âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè ðåçîíàòîð âiä'¹äíàíèé âiä êóáiòà, äâîôîòîí-

íèé ñïåêòð âiäíîâëþ¹ ñâîþ ïî÷àòêîâó ôîðìó äëÿ ÷àñiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

5Àíiìàöiþ åâîëþöi¨ äâîôîòîííîãî ñïåêòðà ìîæíà çíàéòè â äîäàòêîâîìó ìàòåðiàëi (Supplemental

Material) äî ñòàòòi [15].
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êðèòåðiþ (3.14). Öå ðåçóëüòàò áóäå îá ðóíòîâàíèé íèæ÷å. Ó âèïàäêó ââi-

ìêíåíî¨ âçà¹ìîäi¨ (g 6= 0) ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì, äâîôîòîííèé ñïåêòð õâè-

ëüîâîãî ïàêåòó, ùî ðîçñiÿâñÿ [äëÿ ÷àñiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðèòåðiþ (3.14)]

âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äâîôîòîííîãî ñïåêòðà âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó. ßê áó-

äå ïðîäåìîíñòðîâàíî íèæ÷å (â ÷àñòèíi 3.8), íà âiäìiíó âiä âõiäíèõ ôîòîíiâ,

ÿêi íå ¹ çàïëóòàíèìè6, ó âèïàäêó g 6= 0 ôîòîíè, ùî ðîçñiÿëèñü, óòâîðþþòü

ïàðó ÷àñòîòíî-çàïëóòàíèõ (frequency-entangled) ôîòîíiâ, àáî áiôîòîí.

3.5 Äèíàìiêà ñèñòåìè ðåçîíàòîð�êóáiò

Äëÿ àíàëiçó äèíàìiêè çáóäæåííÿ ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò âèêîðèñòà¹-

ìî õâèëüîâó ôóíêöiþ ñèñòåìè (3.19). Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ôîòîíiâ ó ðåçîíà-

òîði â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó t âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Nc(t) = 〈Ψ2(t)|a†a|Ψ2(t)〉

=

∫
dω |Xg

ω(t)|2 + |Ze(t)|2 + 2|Zg(t)|2.
(3.28)

Íàñåëåíiñòü çáóäæåíîãî ñòàíó êóáiòà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Pa(t) = 〈Ψ2(t)|σ+σ−|Ψ2(t)〉

=

∫
dω |Xe

ω(t)|2 + |Ze(t)|2.
(3.29)

Îêðiì íàñåëåíîñòåé ðåçîíàòîðà òà êóáiòà, âèêîðèñòîâóþ÷è õâèëüîâó

ôóíêöiþ ñèñòåìè (3.19) ìîæíà îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü çíàéòè ñèñòåìó

ðåçîíàòîð-êóáiò ó ñòàíi ç ïåâíîþ êiëüêiñòþ çáóäæåíü p(j)
JC(t) (j 6 2). Éìîâið-

íîñòi çíàéòè îäíå òà äâà çáóäæåííÿ â ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò ó äîâiëüíèé

6Öå ìîæíà ïîáà÷èòè ç âèðàçó (3.20).
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(�)

(б)

Ðèñ. 3.3. Äèíàìiêà çáóäæåííÿ (à) ðåçîíàòîðà òà (á) äâîðiâíåâîãî êóáiòà äëÿ
ðiçíèõ çíà÷åíü γ0/κ, ÿêi íà ãðàôiêàõ êîäóþòüñÿ ãðàäi¹íòîì êîëüîðó. Äëÿ
ðîçðàõóíêiâ âèêîðèñòàíi òàêi ïàðàìåòðè: g = 5κ, ∆a = 0, òà ω0 = E+

1 .

ìîìåíò ÷àñó t âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

p
(1)
JC(t) =

∫
dω|Xg

ω(t)|2 +

∫
dω|Xe

ω(t)|2 (3.30)

òà

p
(2)
JC(t) = |Zg(t)|2 + |Ze(t)|2. (3.31)

Ðîçðàõóíêè äèíàìiêè íàñåëåíîñòi ðåçîíàòîðà òà êóáiòà, ïîêàçàíi íà Ðèñ.

3.3, äåìîíñòðóþòü, ùî êîðîòøi âõiäíi õâèëüîâi ïàêåòè (áiëüøå çíà÷åííÿ

γ0/κ) ïðèçâîäÿòü äî áiëüø åôåêòèâíîãî çáóäæåííÿ ÿê ðåçîíàòîðà òàê i

êóáiòà. Íàñåëåíîñòi ðåçîíàòîðà òà êóáiòà ¹ îñöèëþþ÷èìè çàâäÿêè îáìiíó

çáóäæåííÿìè ìiæ íèìè. Äëÿ ÷àñiâ äîâøèõ çà òðèâàëiñòü âõiäíîãî õâèëüî-

âîãî ïàêåòó t > τp íàñåëåíîñòi ðåçîíàòîðà òà êóáiòà ñïàäàþòü ïðèáëèçíî

ÿê ∝ e−κt.

×àñîâi çàëåæíîñòi éìîâiðíîñòåé p(1)
JC òà p(2)

JC, ïîêàçàíi íà Ðèñ. 3.4, ñâiä-

÷àòü ïðî òå, ùî éìîâiðíiñòü çíàõîäæåííÿ ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò ó ñòàíi
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(�)

(б) (г)

(в)

Ðèñ. 3.4. Íà ãðàôiêàõ (à) òà (á) ïîêàçàíî, ÿê éìîâiðíîñòi çíàõîäæåííÿ, âiä-
ïîâiäíî, îäíîãî òà äâîõ çáóäæåíü ó ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò çàëåæàòü âiä
γ0κ ïðè g = 5κ. Íà ãðàôiêó (á) âiäïîâiäíi éìîâiðíîñòi äîìíîæåíi íà 6 äëÿ
êðàùî¨ âiçóàëiçàöi¨. Íà ãðàôiêàõ (â) òà (ã) ïîêàçàíi àíàëîãi÷íi çàëåæíî-
ñòi, êîëè âçà¹ìîäi¨ ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì íåìà¹ (g = 0). Ðåøòà ïàðàìåòðiâ
ñèñòåìè òàêi æ, ÿê íà Ðèñ. 3.3.

ç äâîìà çáóäæåííÿìè çíà÷íî ïðèãíi÷åíà ïîðiâíÿíî ç âèïàäêîì ñèñòåìè ç

ðåçîíàòîðîì âiä'¹äíàíèì âiä êóáiòà (g = 0). Ïîÿñíèìî öåé åôåêò. Äâî-

ðiâíåâèé àòîì (êóáiò) ¹ íåëiíiéíîþ ñèñòåìîþ, îñêiëüêè çäàòíèé ïîãëèíà-

òè/âèïðîìiíþâàòè òiëüêè îäíå çáóäæåííÿ â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó. Îòæå,

ïiä'¹äíàííÿ ðåçîíàòîðà äî êóáiòà ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî êîìïîçèòíà ñè-

ñòåìà ðåçîíàòîð-êóáiò ñòà¹ íåëiíiéíîþ. Öÿ íåëiíiéíiñòü ïîðîäæó¹ åôåêò

ôîòîííî¨ áëîêàäè [122, 123], êîëè íàÿâíiñòü çáóäæåííÿ â ñèñòåìi ïðèãíi-

÷ó¹ ïîãëèíàííÿ íåþ ùå îäíîãî çáóäæåííÿ.

Îñêiëüêè ÷åðåç ôîòîííó áëîêàäó éìîâiðíiñòü çíàéòè ñèñòåìó ðåçîíàòîð-

êóáiò ó ñòàíi ç äâîìà çáóäæåííÿìè ¹ ìàëîþ, òî ÷àñòîòà îñöèëÿöié íàñåëå-

íîñòåé ðåçîíàòîðà òà êóáiòà ïðèáëèçíî çáiãà¹òüñÿ ç ÷àñòîòîþ âàêóóìíèõ
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îñöèëÿöié Ðàái ΩR, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

ΩR ≡
2π

τR
=

√
g2 +

(
∆a

2

)2

, (3.32)

äå τR � ïåðiîä îñöèëÿöié Ðàái. Íåçíà÷íå âiäõèëåííÿ âiä âàêóóìíî¨ ÷àñòî-

òè Ðàái ΩR âèíèêà¹ ÷åðåç âïëèâ äðóãîãî ôîòîíà òà çâ'ÿçîê ðåçîíàòîðà ç

õâèëåâîäîì.

Ìîæíà ïîìiòèòè ñõîæiòü êðèâèõ (äëÿ îäíàêîâèõ çíà÷åíü γ0/κ), ÿêi âiä-

ïîâiäàþòü Nc(t) òà Pa(t) íà Ðèñ. 3.3. Öÿ îñîáëèâiñòü ìà¹ òàêå ïîÿñíåííÿ.

Çàâäÿêè åôåêòó ôîòîííî¨ áëîêàäè, ïåðøèé äîäàíîê â ðiâíÿííi (3.28), ÿêèé

âiäïîâiäà¹ éìîâiðíîñòi çíàõîäæåííÿ îäíîãî ôîòîíà â õâèëåâîäi òà êóáiòà

ó îñíîâíîìó ñòàíi p(1)
g (t) =

∫
dω|Xg

ω(t)|2, äà¹ äîìiíóþ÷èé âíåñîê ó äèíà-

ìiêó çáóäæåííÿ ðåçîíàòîðà. Àíàëîãi÷íî, íàñåëåíiñòü êóáiòà â îñíîâíîìó

âèçíà÷à¹òüñÿ ïåðøèì äîäàíêîì â ðiâíÿííi (3.29). Öåé äîäàíîê âiäïîâiäà¹

éìîðiâíîñòi çíàõîäæåííÿ êóáiòà ó çáóäæåíîìó ñòàíi òà îäíîãî ôîòîíà ó

õâèëåâîäi p(1)
e (t) =

∫
dω|Xe

ω(t)|2. Ïðè g > κ ïðîöåñ îáìiíó çáóäæåííÿì ìiæ

êóáiòîì òà ðåçîíàòîðîì ïåðåâàæà¹ íàä âèòiêàííÿì ôîòîíà ç ðåçîíàòîðà

íàçàä ó õâèëåâiä. Öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî îãèíàþ÷i ôóíêöié p(1)
g (t) òà

p
(1)
e (t) ñòàþòü ïîäiáíèìè, òîäi ÿê ¨õíi îñöèëþþ÷i ÷àñòèíè çñóíóòi â ÷àñi îäíà

âiäíîñíî îäíî¨ ïðèáëèçíî íà ïiâïåðiîäà îñöèëÿöié Ðàái ≈ τR/2. Öi ìiðêóâà-

ííÿ ïiäòâåðäæóþòüñÿ îá÷èñëåííÿìè, ðåçóëüòàòè ÿêèõ ïðåäñòàâëåíi íà Ðèñ.

3.5. Öåé ðèñóíîê äåìîíñòðó¹ âïëèâ ñèëè çâ'ÿçêó ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì g òà

ñïåêòðàëüíî¨ øèðèíè âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó γ0 íà ÷àñîâó åâîëþöiþ

éìîâiðíîñòåé p(1)
g,e(t).

3.6 Ðîçñiÿíèé äâîôîòîííèé ñòàí

Îêðiì òî÷íî¨ ïåðåõiäíî¨ äèíàìiêè êâàíòîâîãî ñòàíó ñèñòåìè, iíòåðåñ òà-

êîæ ïðåäñòàâëÿþòü àñèìïòîòè÷íi (äîâãî÷àñîâi) ðîçâ'ÿçêè. Äëÿ ÷àñiâ, ÿêi



90

Ðèñ. 3.5. Çàëåæíiñòü éìîâiðíîñòåé p(1)
g (t) (ëiâèé ñòîâï÷èê) òà p(1)

e (t) (ïðàâèé
ñòîâï÷èê) âiä γ0/κ äëÿ ðiçíèõ g: g = κ (âåðõíié ðÿä), g = 2κ (ñåðåäíié ðÿä),
òà g = 5κ (íèæíié ðÿä). Ðåøòà ïàðàìåòðiâ òàêi æ, ÿê íà Ðèñ. 3.3 òà 3.4.

çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (3.14), îòðèìó¹ìî, ùî âiäìiííèì âiä íóëÿ ó õâèëüîâié

ôóíêöi¨ ñèñòåìè (3.19) çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè äîäàíîê, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âiëü-

íîìó ïîøèðåííþ äâîôîòîííîãî ñòàíó ó õâèëåâîäi. Ðåøòà äîäàíêiâ çíèêà-

þòü, ùî âiäïîâiäà¹ òîìó, ùî ñèñòåìà ðåçîíàòîð-êóáiò ïîâåðíóëàñü ó ñâié

îñíîâíèé ñòàí |∅JC〉 ≡ |∅c〉|g〉. Êiíöåâèé ñòàí ñèñòåìè ó òàêîìó âèïàäêó

çàïèøåòüñÿ ÿê

|Ψout
2 〉 = |ψout

2 〉|∅JC〉, (3.33)

äå |ψout
2 〉 � ñòàí ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ. Öåé ñòàí çàïèñó¹òüñÿ ÿê

|ψout
2 〉 =

1√
2

∫∫
dω dω′ e−i(ω+ω′)tΦout

ω,ω′ b
†
ωb
†
ω′|∅w〉, (3.34)
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äå Φout
ω,ω′ � äâîôîòîííèé ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië ðîçñiÿíîãî õâèëüîâîãî ïà-

êåòó. Ôóíêöiÿ Φout
ω,ω′ ìà¹ òàêèé âèãëÿä (äèâiòüñÿ âèâiä ó Äîäàòêó À):

Φout
ω,ω′ =

φel
ω,ω′︷ ︸︸ ︷

ei(Θω+Θω′)ξωξω′ +

φinel
ω,ω′︷ ︸︸ ︷

Fω,ω′
∏
µ=±

ξω+ω′−Eµ1 ,
(3.35)

äå Fω,ω′ çàïèñó¹òüñÿ ÿê

Fω,ω′ = 16π2f 4g4

[
1

2
+
ω + ω′ − E+

1 − E−1
ω + ω′ + iγ0

]
×
∏
µ=±

1

(ω − Eµ1 )(ω′ − Eµ1 )(ω + ω′ − Eµ2 )
.

(3.36)

Âèðàç (3.35) ìîæíà îòðèìàòè âèêîðèñòîâóþ÷è äâîôîòîííó S ìàòðèöþ ñè-

ñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò îòðèìàíó, íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [109, 111, 129].

Äîäàíîê φel
ω,ω′ ó âèðàçi (3.35) îïèñó¹ íåñêîðåëüîâàíå ïðóæíå ðîçñiÿí-

íÿ äâîõ ôîòîíiâ ó ðåçóëüòàòi ÷îãî åíåðãiÿ êîæíîãî ç íèõ íå çìiíþ¹òüñÿ.

Äîäàíîê φinel
ω,ω′ îïèñó¹ íåïðóæíå ðîçñiÿííÿ â ðåçóëüòàòi ÿêîãî åíåðãiÿ êî-

æíîãî ç ôîòîíiâ çìiíþ¹òüñÿ. Ñóìàðíà åíåðãiÿ ôîòîíiâ, çâè÷àéíî, ëèøà¹-

òüñÿ ñòàëîþ. Êîìïëåêñíi äâîôîòîííi ðåçîíàíñíi ÷àñòîòè âiäêðèòî¨ ñèñòåìè

ðåçîíàòîð-êóáiò E±2 = E±2 − iΓ±2 /2 âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

E±2 = 2ω̃c +
∆̃a

2
± R2

2
, R2 =

√
8g2 + ∆̃2

a. (3.37)

Ðåçîíàòîð âiä'¹äíàíèé âiä êóáiòà

Ðîçãëÿíåìî ãðàíè÷íèé âèïàäîê ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò, êîëè âçà¹ìîäi¨

êóáiòà ç ðåçîíàòîðîì íåìà¹ (g = 0), òîáòî ðåçîíàòîð àáî âiä'¹äíàíèé âiä êó-

áiòà7, àáî æ îñòàííüîãî ïðîñòî íåìà¹. Ó âèïàäêó g = 0, äîäàíîê φinel
ω,ω′, ÿêèé

7Íàïðèêëàä, ó íàäïðîâiäíèõ êâàíòîâèõ êîëàõ ¹ çìîãà êîíòðîëþâàòè çâ'ÿçîê ðåçîíàòîðà çi øòó÷íèì
àòîìîì []
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îïèñó¹ ïðîöåñ íåïðóæíîãî ðîçñiÿííÿ, çíèêà¹ â ðiâíÿííi (3.35), i äâîôîòîí-

íà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó, ùî ðîçñiÿâñÿ, ñïðîùó¹òüñÿ äî

òàêîãî âèðàçó

Φout
ω,ω′

g=0→ Φ̊out
ω,ω′ = ξ̊ω ξ̊ω′, (3.38)

äå ξ̊ω = exp(iΘ̊ω) ξω � îäíîôîòîííà ñïåêòðàëüíà ôóíêöiÿ. Îäíîôîòîííèé

ôàçîâèé çñóâ Θ̊ω âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Θ̊ω = arg

[
ω − ω̃∗c
ω − ω̃c

]
. (3.39)

Iç âèðàçó (3.38) âèïëèâà¹, ùî ïðè ðîçñiÿííi ôîòîíè íàáóâàþòü òiëüêè äî-

äàòêîâó ôàçó. Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.34) îòðèìà¹ìî, ùî

|ψ̊out
2 〉 = |ψ̊out

1 〉|ψ̊out
1 〉, |ψ̊out

1 〉 =

∫
dω ξ̊ωb

†
ω|∅w〉. (3.40)

Âèðàç (3.40) ïîêàçó¹, ùî ïðè g = 0 ñòàí ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿâñÿ, çàëèøà¹òüñÿ

ñåïàðàáåëüíèì.

Ðiâíÿííÿ (3.38) îçíà÷à¹, ùî äâîôîòîííèé ñïåêòð âèõiäíîãî õâèëüîâîãî

ïàêåòó iäåíòè÷íèé ñïåêòðó âõiäíîãî ïàêåòó:

|Φ̊out
ω,ω′|2 = |Φin

ω,ω′|2, (3.41)

ùî ïiäòâåðäæó¹ ðåçóëüòàòè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âèïàäêó g = 0, íàâåäåíi íà

Ðèñ. 3.2.

3.7 Ñïåêòð ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ

Ðîçïîäië ñïåêòðàëüíî¨ ãóñòèíè (ñïåêòð) ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü, âèçíà-

÷à¹òüñÿ ÿê [20, 21]

Sout
ω = 〈Ψout

2 |b†ωbω|Ψout
2 〉. (3.42)
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(�)

(б)

(в)

Ðèñ. 3.6. Çàëåæíiñòü ñïåêòðó âèõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó âiä öåíòðàëü-
íî¨ ÷àñòîòè âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó ω0 äëÿ ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò ó
ðåçîíàíñíîìó ðåæèìi (∆a = 0). Ïàðàìåòðè ñèñòåìè, âèêîðèñòàíi äëÿ îá-
÷èñëåíü: γ0 = 0.2κ, (à) g = κ, (á) g = 2κ, òà (â) g = 10κ.

Ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ôîòîíiâ ó ÷àñòîòíîìó äiàïàçîíi [Ω,Ω + δ] îá÷èñëþ¹òüñÿ

ÿê
∫ Ω+δ

Ω dωSout
ω . Iíòåãðóâàííÿ Sout

ω ïî âñiì ÷àñòîòàì äà¹ ñåðåäíþ êiëüêiñòü

ôîòîíiâ. Îñêiëüêè êiëüêiñòü ôîòîíiâ ó ñèñòåìi çáåðiãà¹òüñÿ, òî ìà¹ìî∫
dω Sout

ω =

∫
dω Sin

ω = 2, (3.43)

äå S in
ω � ñïåêòð âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó:

S in
ω = 〈Ψin

2 |b†ωbω|Ψin
2 〉 = 2|ξω|2 (3.44)
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(�) (б)

Ðèñ. 3.7. Ñïåêòðè âèïðîìiíþâàííÿ, ùî ðîçñiÿëîñü, äëÿ (à) ω0 = E+
1 òà

(á) ω0 = E−1 , òà ðiçíèõ çíà÷åíü g: (÷åðâîíà øòðèõîâà ëiíiÿ) g = κ, (ñèíÿ
øòðèõ-ïóíêòèðíà ëiíiÿ) g = 2κ, òà (÷îðíà ïóíêòèðíà ëiíiÿ) g = 10κ. Ðåøòà
ïàðàìåòðiâ òàêi: γ0 = 5κ ∆a = 0. Ñiðà ñóöiëüíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ ðîçïîäiëó
ñïåêòðàëüíî¨ ãóñòèíè âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó S in

ω = 2|ξω|2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèõiäíèé ñòàí ñèñòåìè (3.34), îòðèìà¹ìî òàêèé âèðàç äëÿ

Sout
ω :

Sout
ω = 2

∫
dω′
∣∣Φout

ω,ω′

∣∣2 . (3.45)

ßê âèïëèâà¹ ç ðiâíÿíü (3.45) òà (3.41) ó ñèñòåìi, â ÿêié êóáiò âiä'¹äíàíèé

âiä ðåçîíàòîðà (g = 0), ìà¹ìî Sout
ω = S in

ω , à îòæå, ñïåêòð õâèëüîâîãî ïàêåòó,

ùî ðîçñiÿâñÿ, iäåíòè÷íèé ñïåêòðó âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó.

Ðèñóíîê 3.6 äåìîíñòðó¹ çàëåæíiñòü ðîçïîäiëó ñïåêòðàëüíî¨ ãóñòèíè ôî-

òîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü, âiä çíà÷åííÿ öåíòðàëüíî¨ ÷àñòîòè âõiäíîãî õâèëüî-

âîãî ïàêåòó ω0. Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî íàéáiëüø âèðàæåíà ìîäèôi-

êàöiÿ ñïåêòðó âèõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó âiäáóâà¹òüñÿ êîëè ω0 áëèçüêà

äî îäíîôîòîííèõ ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò ω0 ≈ E±1 .

Âïëèâ âåëè÷èíè ïàðàìåòðó âçà¹ìîäi¨ êóáiòîì ç ðåçîíàòîðîì g íà ñïåêòð

ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ ó âèïàäêó ω0 = E±1 ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.7. Ìîæíà ïîìi-

òèòè, ùî çáiëüøåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ðåçîíàòîðîì òà êóáiòîì ïðèçâîäèòü äî

áiëüø âèðàæåíî¨ ìîäèôiêàöi¨ ñïåêòðó âèõiäíîãî âèïðîìiíþâàííÿ ïîðiâíÿ-

íî çi ñïåêòðîì âõiäíîãî.

ßêùî ïiäñòàâèòè (3.35) â (3.45), ñïåêòð ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü Sout
ω ,
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ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê Sout
ω = S in

ω +S inel
ω +Sel−in

ω . Ó öüîìó âèðàçi S inel
ω âiäïî-

âiäà¹ âíåñêó, ÿêèé âèíèêà¹ âiä íåïðóæíîãî ðîçñiÿííÿ ôîòîíiâ. Öåé äîäàíîê

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

S inel
ω = 2

∫
dω′|φinel

ω,ω′|2. (3.46)

Äîäàíîê

Sel−in
ω = 4

∫
dω′Re

{
(φel

ω,ω′)
∗φinel

ω,ω′
}

(3.47)

âèíèêà¹ ÷åðåç iíòåðôåðåíöiþ êîìïîíåíò âèõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó, ÿêi

âèíèêëè âíàñëiäîê ïðîöåñiâ ïðóæíîãî òà íåïðóæíîãî ðîçñiÿííÿ íà ñèñòåìi

ðåçîíàòîð-êóáiò. Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî Sel−in
ω ìà¹ âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ.

Öå ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ ¾ïðîâàëó¿ ó ôîðìi ñïåêòðiâ âèïðîìiíþâàí-

íÿ, ùî ðîçñiÿëîñü, ÿêèé ìîæíà ïîáà÷èòè íà Ðèñ. 3.7.

3.8 Óòâîðåííÿ çàïëóòàíèõ ñòàíiâ ôîòîíiâ

ßê ïîêàçàíî â ÷àñòèíi 3.6, ïðè âçà¹ìîäi¨ äâîôîòîííîãî õâèëüîâîãî ïà-

êåòó ç ðåçîíàòîðîì âiä'¹äíàíèì âiä êóáiòà (g = 0) ôîòîíè, ùî ðîçñiÿ-

ëèñü, íàáóâàþòü äîäàòêîâó ôàçó, îäíàê ¨õíié ñïåêòð ëèøà¹òüñÿ áåç çìií.

Ñòàí ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü, çàëèøà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíèì ÿê i ñòàí âõi-

äíèõ ôîòîíiâ. Ñèòóàöiÿ iñòîòíî çìiíþ¹òüñÿ, êîëè âìèêà¹òüñÿ âçà¹ìîäiÿ

ìiæ ðåçîíàòîðîì òà êóáiòîì (g 6= 0). Íåëiíiéíiñòü ñèñòåìè ðåçîíàòîð-

êóáiò ïîðîäæó¹ åôåêòèâíó ôîòîí-ôîòîííó âçà¹ìîäiþ, ùî ïðèçâîäèòü äî

ôîòîííî¨ áëîêàäè. Öåé åôåêò îáãîâîðþâàâñÿ ó ÷àñòèíi 3.5. Çãiäíî ðîáîòè

[133], ôîòîí-ôîòîííà âçà¹ìîäiÿ ïðèçâîäèòü äî ÷àñòîòíîãî çàïëóòóâàííÿ

(frequency entanglement). Â ñèñòåìi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, çàïëóòóâàííÿ âè-

íèêà¹ âíàñëiäîê ïðèñóòíîñòi ¾íåïðóæíîãî¿ äîäàíêó φinel
ω,ω′ ó ñïåêòðàëüíîìó

ðîçïîäiëi õâèëüîâîãî ïàêåòó, ùî ðîçñiÿâñÿ.

×àñòîòíå çàïëóòóâàííÿ ôîòîíiâ ìîæíà êiëüêiñíî âèçíà÷èòè âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ðîçêëàä Øìiäòà (Schmidt decomposition) äëÿ äâîôîòîííîãî ñïå-
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êòðàëüíîãî ðîçïîäiëó ðîçñiÿíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó [134]:

Φout
ω,ω′ =

∑
j>1

√
λj ϕj,ωϕ̃j,ω′. (3.48)

Öåé ðîçêëàä ïðåäñòàâëÿ¹ ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië âèõiäíîãî äâîôîòîííîãî

õâèëüîâîãî ïàêåòó ÿê çâàæåíó ñóìó äîáóòêiâ îäíîôîòîííèõ ñïåêòðàëüíèõ

ðîçïîäiëiâ. Êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííþ
∑

j λj =

1. Îäíîôîòîííi ñïåêòðàëüíi ðîçïîäiëè ìîä ðîçêëàäó Øìiäòà ϕj,ω òà ϕ̃j,ω

óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið îðòîíîðìîâàíèõ ôóíêöi¨:∫
dω ϕ∗i,ωϕ̃j,ω = δi,j,

∑
i

ϕ∗i,ω′ϕ̃i,ω = δ(ω′ − ω). (3.49)

Êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó òà ñïåêòðàëüíi ðîçïîäiëè âèçíà÷àþòüñÿ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ/ôóíêöi¨ [135, 136]:∫
dν Kν,ωϕj,ν = λjϕj,ω,

∫
dν K̃ν,ωϕ̃j,ν = λjϕ̃j,ω, (3.50)

äå iíòåãðàëüíi ÿäðà Kν,ω òà K̃ν,ω çàïèñóþòüñÿ ÿê

Kν,ω =

∫
dν ′
(
Φout
ν,ν′
)∗

Φout
ω,ν′, K̃ν,ω =

∫
dν ′
(
Φout
ν′,ν

)∗
Φout
ν′,ω. (3.51)

Îñêiëüêè ñïåêòðàëüíi ðîçïîäiëè ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî ïåðåñòàíîâêè àðãó-

ìåíòiâ (ôîòîííèõ ÷àñòîò) Φout
ν,ν′ ≡ Φout

ν′,ν, òî öå äà¹ ñïiââiäíîøåííÿ Kν,ω =

K̃ν,ω, ùî, â ñâîþ ÷åðãó, äà¹ ϕj,ω = ϕ̃j,ω. Çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ (3.50)

ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹ìî çíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ Kν,ω íà ðiâíîìiðíié ñiòöi 100 × 100 çíà÷åíü ÷àñòîò ó äiàïàçîíi ±25γ0

íàâêîëî öåíòðàëüíî¨ ÷àñòîòè âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó ω0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä (3.48) òà âèðàç (3.34) ìîæíà ïðåäñòàâèòè âè-

õiäíèé ñòàí ôîòîíiâ |ψout
2 〉 ÿê ñóïåðïîçèöiþ äâîôîòîííèõ ñåïàðàáåëüíèõ



97

Ðèñ. 3.8. Ïåðøi ï'ÿòü êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó Øìiäòà òà ñïåêòð ìîä ðîç-
êëàäó |ϕj,ω|2 (íàñè÷åíiñòü ëiíi¨ âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ êîåôiöi¹íòà ðîçêëàäó
λj) äëÿ âèïàäêó g = 0 (âåðõíié ðÿä), g = 2κ (ñåðåäíié ðÿä), òà g = 10κ
(íèæíié ðÿä). Ðåøòà ïàðàìåòðiâ çáiãàþòüñÿ ç òèìè, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñü
äëÿ îá÷èñëåíü íà Ðèñ. 3.2.

ñòàíiâ:

|ψout
2 〉 =

1√
2

∑
j>1

√
λj|ϕj〉|ϕj〉, (3.52)

äå |ϕj〉 =
∫

dω ϕj,ωa
†
ω|∅w〉.

ßêùî óñi êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó Øìiäòà íóëi, îêðiì ïåðøîãî, öå îçíà-

÷à¹, ùî äâîôîòîííèé ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië ôàêòîðèçó¹òüñÿ i ôîòîíè íå

çàïëóòàíi. Ó iíøîìó ðàçi, ìà¹ìî ñïðàâó ç çàïëóòàíèì ñòàíîì ôîòîíiâ. ßê

ìiðó çàïëóòàíîñòi âèêîðèñòîâó¹ìî åíòðîïiþ çàïëóòàíîñòi (ôîí Íåéìàíà)

SvN. Äëÿ çàïëóòàíèõ ñòàíiâ SvN > 0, òîäi ÿê íóëüîâà åíòðîïiÿ çàïëóòàíîñòi

SvN = 0 âêàçó¹ íà òå, ùî òàêèé ñòàí ¹ ñåïàðàáåëüíèì. Åíòðîïiþ çàïëóòà-
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íîñòi ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó Øìiäòà ÿê [137]:

SvN = −
∑
j>1

λj log2 λj. (3.53)

Ç ðiâíÿííÿ (3.38) âèïëèâà¹, ùî â ñèñòåìi áåç âçà¹ìîäi¨ ìiæ ðåçîíàòîðîì

òà êóáiòîì (g = 0) ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië ôîòîíiâ, ùî ðîçñiÿëèñü, ôà-

êòîðèçó¹òüñÿ òà òiëüêè ïåðøèé êîåôiöi¹íò ðîçêëàäó Øìiäòà íåíóëüîâèé

λ1 = 1. Öå îçíà÷à¹, ùî âèõiäíèé ñòàí ôîòîíiâ íå ¹ ÷àñòîòíî-çàïëóòàíèì. Ç

iíøîãî áîêó, ïðè óâiìêíåíié âçà¹ìîäi¨ ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì (g > 0) âèõiäíi

ôîòîíè ¹ ÷àñòîòíî-çàïëóòàíèìè (frequency-entangled) îñêiëüêè λj>2 > 0

òà SvN > 0 ÿê ïðîäåìîíñòðîâàíî íà Ðèñ. 3.8.

3.9 Âèñíîâêè

Â öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ðîçñiÿííÿ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ ó îäíî- òà äâî-

ôîòîííîìó ôîêiâñüêîìó ñòàíi íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò. Äëÿ öüîãî âèêî-

ðèñòàíî ïiäõiä õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨. Îòðèìàíî ñèñòåìó çâ'ÿçàíèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü ðóõó, ùî îïèñóþòü åâîëþöiþ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé, ÿêi

âèçíà÷àþòü ñòàí ñèñòåìè ó äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó. Ïiäõiä, âèêîðèñòàíèé

äëÿ âèâåäåííÿ ðiâíÿíü ðóõó àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé ìîæíà áåç ìîäèôiêà-

öié âèêîðèñòàòè äëÿ îïèñó âçà¹ìîäi¨ ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò ç âõiäíèìè

âèïðîìiíþâàííÿ ó áàãàòîôîííîìó (Nph > 3) ôîêiâñüêîìó ñòàíi. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó äîñëiäæåíî åâîëþöiþ äâîôîòîííîãî

ñïåêòðó õâèëüîâîãî ïàêåòó â ïðîöåñi éîãî âçà¹ìîäi¨ ç ñèñòåìîþ ðåçîíàòîð-

êóáiò. Îêðiì öüîãî, äîñëiäæåíî ÷àñîâó äèíàìiêó íàñåëåíîñòi òà éìîâiðíî-

ñòåé çíàõîäæåííÿ ïåâíî¨ êiëüêîñòi çáóäæåíü ó ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò ó

äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó. Âèÿâëåíî, ùî éìîâiðíiñòü çíàõîäæåííÿ äâîõ çáó-

äæåíü ó ñèñòåìi ðåçîíàòîð-êóáiò ïðè ââiìêíåíié âçà¹ìîäi¨ (g 6= 0) ¹ íà-

áàãàòî ìåíøîþ ïîðiâíÿíî ç âèïàäêîì ðåçîíàòîðà âiä'¹äíàíîãî âiä êóáiòà
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(g = 0). Öå ¹ îçíàêîþ ôîòîííî¨ áëîêàäè, ÿêà âèíèêà¹ ÷åðåç òå, ùî ñèñòåìà

ðåçîíàòîð-êóáiò ¹ íåëiíiéíîþ íà âiäìiíó âiä ðåçîíàòîðà, ÿêèé íå ìiñòèòü

êóáiò, àáî ç íèì íå âçà¹ìîäi¹.

Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó äîâãèõ ÷àñiâ, êîëè ñèñòåìà äîñÿãà¹ ñòàöiîíàðíî-

ãî ñòàíó, îòðèìàíî òî÷íi âèðàçè äëÿ äâîôîòîííîãî ñïåêòðàëüíîãî ðîçïîäi-

ëó ðîçñiÿíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó. Öåé ðåçóëüòàò óçãîäæó¹òüñÿ ç ðåçóëüòà-

òîì, îòðèìàíèì ç âèêîðèñòàííÿì ìàòðèöi ðîçñiÿííÿ (S ìàòðèöi) ñèñòåìè

ðåçîíàòîð-êóáiò âèâåäåíî¨ â ðîáîòàõ iíøèõ àâòîðiâ [109, 111, 129]. Òàêîæ

ïðîàíàëiçîâàíî ðîçïîäië ñïåêòðàëüíî¨ ãóñòèíè (ñïåêòð) ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî ñïåêòð âèõiäíîãî âèïðîìiíþâàííÿ âiä-

ðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñïåêòðó âõiäíîãî âèïðîìiíþâàííÿ, êîëè öåíòðàëüíà ÷àñòîòà

âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó áëèçüêà äî îäíi¹¨ ç ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîò ñèñòåìè

ðåçîíàòîð-êóáiò.

ßê âèìið çàïëóòàíîñòi ðîçñiÿíèõ ôîòîíiâ âèêîðèñòàíî ðîçêëàä Øìiä-

òà òà åíòðîïiþ çàïëóòàíîñòi. Âñòàíîâëåíî, ùî öi ôîòîíè óòâîðþþòü ïà-

ðó ÷àñòîòíî-çàïëóòàíèõ (frequency-entangled) ôîòîíiâ àáî áiôîòîí. Îòæå,

ñèñòåìà ðåçîíàòîð-õâèëåâiä ïiä'¹äíàíà äî îäíîâèìiðíîãî õâèëåâîäó ìîæå

âèêîðèñòîâóâàòèñü ÿê äæåðåëî áiôîòîíiâ. Òàêå äæåðåëî ìîæíà ñòâîðèòè ó

ñó÷àñíèõ ìiêðîõâèëüîâèõ íàäïðîâiäíèõ êâàíòîâèõ åëåêòðè÷íèõ êîëàõ.
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ÐÎÇÄIË 4

ÎÄÍÎÔÎÒÎÍÍÅ ÄÈÑÏÅÐÑÍÅ Ç×ÈÒÓÂÀÍÍß ÊÓÁIÒÀ

4.1 Âñòóï

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ äèñïåðñíå ç÷èòóâàííÿ (dispersive readout)

ñòàíó êóáiòà â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó, êîëè âèìiðþþ÷èì ñèãíàëîì ¹ õâèëå-

âèé ïàêåòîì ó îäíîôîòîííîìó ñòàíi. Äèñïåðñíå âèìiðþâàííÿ [140, 142, 143]

¹ îäíèì ç íàéáiëüø ïîøèðåíèõ ìåòîäiâ âèìiðþâàííÿ ñòàíó íàäïðîâiäíîãî

êóáiòà [56]. Ïðè äèñïåðñíîìó âèìiðþâàííi êóáiò íåðåçîíàíñíî âçà¹ìîäi¹ ç

ðåçîíàòîðîì. Âîäíî÷àñ (åôåêòèâíà) ÷àñòîòà ðåçîíàòîðà çñóâà¹òüñÿ òà ñòà¹

çàëåæíîþ âiä ñòàíó êóáiòà. Çíàê çñóâó ÷àñòîòè ðåçîíàòîðà âèçíà÷à¹òüñÿ

ñòàíîì êóáiòà. Äëÿ âèçíà÷åííÿ öüîãî çñóâó ÷àñòîòè çàçâè÷àé âèêîðèñòîâó-

þòü ãîìîäèííå äåòåêòóâàííÿ. Ðåçîíàòîð âèìiðþþòü íà îäíié çi çñóíóòèõ

÷àñòîò êîãåðåíòíèì ñèãíàëîì. Âèõiäíèé ñèãíàë íàáóâà¹ ôàçîâîãî çñóâó çà-

ëåæíî âiä ñòàíó êóáiòà. Öåé ôàçîâèé çñóâ ìiðÿþòü çà äîïîìîãîþ ãîìî-

äèííîãî äåòåêòóâàííÿ ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ äåêiëüêîõ êàñêàäiâ ïiäñèëþâà-

÷iâ. Äëÿ äîñÿãíåííÿ êâàíòîâî¨ ãðàíèöi ïiäñèëåííÿ (quantum-limited ampli-

�cation), âèêîðèñòîâóþòü ïàðàìåòðè÷íi ïiäñèëþâà÷i [144, 145], ùî ïîòðåáó¹

äîäàòêîâèõ ñèãíàëiâ íàêà÷êè. Öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ñèñòåìà ñòà¹ ãðî-

ìiçäêîþ.

Àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi ôîòîäåòåêòîðà [146, 147],

ÿêèé ìîæå iíòåãðóâàòèñü íà îäèí ÷iï ç êóáiòîì. Ðîçãëÿíåìî, ÿêèì ÷èíîì

ìîæíà âèçíà÷èòè ñòàí êóáiòà â ñõåìi ç ôîòîäåòåêòîðîì. Íåõàé ÷àñòîòà

âèìiðþþ÷îãî ñèãíàëà çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ ç åôåêòèâíèõ (çàëåæíèõ âiä ñòà-

íó êóáiòà) ÷àñòîò ðåçîíàòîðà. Çà òàêî¨ óìîâè, çàëåæíî âiä ñòàíó êóáiòà,

öåé ñèãíàë áóäå àáî ìàéæå ïîâíiñòþ ïðîõîäèòè ñèñòåìó ðåçîíàòîð-êóáiò,



101

àáî æ ïåðåâàæíî âiäáèâàòèñü âiä íå¨. Îòæå, ôîòîäåòåêòîð, ïiä'¹äíàíèé äî

âèõiäíîãî ïîðòà ðåçîíàòîðà, áóäå ñïðàöüîâóâàòè ëèøå äëÿ ïåâíîãî ñòàíó

êóáiòà. Ñèãíàë âiä ôîòîäåòåêòîðà (¾êëiê¿) ìîæå â ïîäàëüøîìó îïðàöüîâó-

âàòèñü êàñêàäîì åëåêòðîíiêè ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði [146]. Íà âiäìiíó

âiä ñõåìè ç ãîìîäèííèì äåòåêòóâàííÿ, â òàêié ñõåìi íåìà ïîòðåáè âèêîðè-

ñòîâóâàòè äåêiëüêà êàñêàäiâ ïiäñèëþâà÷iâ òà äîäàòêîâi ñèãíàëè íàêà÷êè,

ùî iñòîòíî óñêëàäíþ¹ ñèñòåìó. Â îñòàííi ðîêè ïðîäåìîíñòðîâàíî äåêiëüêà

ïåðñïåêòèâíèõ ñõåì äåòåêòîðiâ ìiêðîõâèëüîâèõ ôîòîíiâ [148, 149, 150].

Ó áiëüøîñòi ðåàëiçàöié ñõåì ç÷èòóâàííÿ íàäïðîâiäíîãî êóáiòà âèêîðè-

ñòîâó¹òüñÿ âèìiðþþ÷èé ñèãíàë ó êîãåðåíòíîìó ñòàíi. Ñòàíè âèõiäíîãî âè-

ïðîìiíþâàííÿ, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ äëÿ ðiçíèõ ñòàíiâ êóáiòà, ìîæíà òàêîæ

íàáëèæåíî ââàæàòè êîãåðåíòíèìè. Îñêiëüêè êîãåðåíòíi ñòàíè íå ¹ îðòîãî-

íàëüíèìè, ïðèíöèïîâî íåìîæëèâî ïîâíiñòþ ¨õ ðîçðiçíèòè � çàâæäè iñíó¹

éìîâiðíiñòü ïîìèëêè, ùî âïëèâà¹ íà ðåçóëüòàò âèìiðþâàííÿ ñòàíó êóáiòà.

Äëÿ ïîäîëàííÿ öüîãî îáìåæåííÿ, â ñòàòòÿõ [151, 152] ïðîïîíó¹òüñÿ ñòèñêà-

òè âèõiäíèé ñèãíàë ïåðåä òèì, ÿê ïîäàâàòè éîãî íà ãîìîäèí. Îäíàê, òàêà

ñõåìà ïîòðåáó¹ äîäàòêîâèõ öèðêóëÿòîðiâ òà ñèãíàëiâ íàêà÷êè, ùî ðîáèòü

ñèñòåìó ùå ñêëàäíiøîþ.

Äëÿ óíèêíåííÿ ïîìèëîê, ïîâ'ÿçàíèõ ç íåîðòîãîíàëüíiñòþ ñòàíiâ âèìi-

ðþþ÷îãî ñèãíàëó, ìîæíà âèêîðèñòàòè, íàïðèêëàä, îäíîôîòîííi ñòàíè â

ñõåìi ç ôîòîäåòåêòîðîì. Õâèëüîâèé ïàêåò ó îäíîôîòîííîìó ñòàíi ìîæíà

çãåíåðóâàòè øëÿõîì ðîçïàäó çáóäæåíîãî êóáiòà â õâèëåâiä [55]. Äëÿ äåòå-

êòóâàííÿ ñèãíàëó, ÿêèé ïðîéøîâ ðåçîíàòîð ç êóáiòîì, ìîæíà âèêîðèñòà-

òè on-o� ôîòîäåòåêòîð, íàïðèêëàä, äæîçåôñîíiâñüêèé ôîòîïîìíîæóâà÷

[153, 150]. Öåé òèï ôîòîäåòåêòîðà çäàòíèé ðîçðiçíÿòè òiëüêè âàêóóìíèé

ñòàí, ùî ¹ äîñòàòíiì äëÿ âèìiðþâàííÿ â ñõåìi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ â öüîìó

ðîçäiëi.

Äëÿ îïèñó äèíàìiêè ñèñòåìè òà òðàíñïîðòó ôîòîíiâ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

ðiâíÿííÿ Ãàéçåíáåðãà òà ïiäõiä õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ àíàëîãi÷íèé òîìó, ùî âè-
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êîðèñòîâóâàâñÿ ó Ðîçäiëi 3. Îäíàê íà âiäìiíó âiä Ðîçäiëó 3, â ÿêîìó íåõòó-

âàëèñü øâèäêîîñöèëþþ÷i äîäàíêàìè â ãàìiëüòîíiàíi âçà¹ìîäi¨ ðåçîíàòîðà

ç êóáiòîì, â öüîìó ðîçäiëi âíåñîê öèõ äîäàíêiâ âðàõîâó¹òüñÿ. Øâèäêîîñöè-

ëþþ÷i äîäàíêè â ãàìiëüòîíiàíi âçà¹ìîäi¨ ââàæàþòüñÿ çáóðåííÿì ãàìiëüòî-

íiàíó, ùî ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè çñóâó Áëîõà-Çi åðòà (Bloch-Siegert shift) â

÷àñòîòi ðåçîíàòîðà. Öåé çñóâ ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ çáiëüøåííÿ êîíòðà-

ñòó ç÷èòóâàííÿ.

4.2 Äèñïåðñíå ç÷èòóâàííÿ: ôiçè÷íèé ïðèíöèï

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî ðîçãëÿäó ñõåìè âèìiðþâàííÿ ç ôîòîäåòåêòîðîì

òà îäèíî÷íèì ôîòîíîì, ïîÿñíèìî áiëüøå äåòàëüíî iäåþ äèñïåðñíîãî ç÷èòó-

âàííÿ. Äëÿ öüîãî, çíîâó çàïèøåìî ãàìiëüòîíiàí Äæåéíñà�Êàììií ñà ĤJC,

ÿêèé îïèñó¹ äâîðiâíåâèé àòîì (êóáiò), ùî âçà¹ìîäi¹ ç ìîäîþ ðåçîíàòîðà

[139] (äèâ. òàêîæ Ðîçäië 3.2):

ĤJC = ~ωra
†a+ ~ωq

σz

2
+ ~g

(
a†σ− + σ+a

)
, (4.1)

äå g � ïàðàìåòð çâ'ÿçêó ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì. Îïåðàòîð a (a†) çíèùó¹ (ïî-

ðîäæó¹) ôîòîí â ðåçîíàòîði ç ÷àñòîòîþ ωr. Îïåðàòîð σ− (σ+) � ïîíèæàþ-

÷èé (ïiäâèùóþ÷èé) îïåðàòîð ñòàíó äâîðiâíåâîãî àòîìà (êóáiòà) ç ÷àñòîòîþ

ïåðåõîäó ìiæ ðiâíÿìè ωq. Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó, â ãàìiëüòîíiàíi (4.1) îïó-

ñêà¹ìî âíåñîê âàêóóìíèõ êîëèâàíü.

Ðîçãëÿíåìî ðåæèì âçà¹ìîäi¨ êóáiòà ç ðåçîíàòîðîì, ïðè ÿêîìó âèêîíó¹-

òüñÿ êðèòåðié

λ� 1, λ =
g

ωa − ωr
. (4.2)

Òàêèé ðåæèì íàçèâà¹òüñÿ äèñïåðñíèì çâ'ÿçêîì (dispersive coupling) [140].

Ó öüîìó âèïàäêó ãàìiëüòîíiàí Äæåéíñà�Êàììií ñà (4.1) íàáëèæåíî äiàãî-

íàëiçó¹òüñÿ óíiòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì Øðiôôåðà-Âîëüôà (Schrie�er-Wollf
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transformation) [140]:

ÛD = eλ(a†σ−−σ+a). (4.3)

Çàñòîñóâàâøè ïåðåòâîðåííÿ ÛD äî ĤJC òà çíåõòóâàâøè äîäàíêàìè äðóãîãî

òà áiëüø âèñîêèõ ïîðÿäêiâ ïî ïàðàìåòðó λ, îòðèìà¹ìî

ĤD
JC = Û †DĤJCÛD

≈ ~ (ωr + χσz) a
†a+ ~(ωq + χ)

σz

2
.

(4.4)

Ç ãàìiëüòîíiàíó (4.4) âèäíî, ùî â íîâîìó áàçèñi ÷àñòîòà êóáiòà çñóâà¹òüñÿ

íà âåëè÷èíó χ = gλ. Öåé çñóâ (ïåðåíîðìóâàííÿ) ÷àñòîòè ìîæíà îòîòî-

æíèòè ç ëåìáiâñüêèì çñóâîì [140]. Âàæëèâîþ îñîáëèâiñòþ ïåðåòâîðåíîãî

ãàìiëüòîíiàíó ¹ òå, ùî ¾âäÿãíåíà¿ (¾dressed¿) ÷àñòîòà ðåçîíàòîðà òàêîæ

çñóâà¹òüñÿ, à âåëè÷èíà çñóâó χσz çàëåæèòü âiä ñòàíó êóáiòà. Öþ âëàñòè-

âiñòü ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ âèìiðþâàííÿ ñòàíó êóáiòà [140, 141, 142]. Äî

òîãî æ â ïåðåòâîðåíîìó ãàìiëüòîíiàíi (4.4) íåìà¹ äîäàíêó, ÿêèé îïèñó¹

îáìií çáóäæåííÿìè ìiæ ðåçîíàòîðîì òà êóáiòîì, à îòæå, σ̇z = O(λ2), ùî

ñâiä÷èòü ïðî (ìàéæå) íåðóéíiâíèé õàðàêòåð òàêîãî òèïó âèìiðþâàííÿ.

4.3 Ñõåìà îäíîôîòîííîãî ç÷èòóâàííÿ ç ôîòîäåòåêòîðîì

Ñèñòåìà ç÷èòóâàííÿ ñõåìàòè÷íî ïîêàçàíà íà Ðèñ. 4.1. Îäíîôîòîííèé

õâèëüîâèé ïàêåò (iìïóëüñ) |1ξ〉 íàäõîäèòü ïî õâèëåâîäó 1 äî ðåçîíàòîðà

ç ÷àñòîòîþ ωr òà îäíàêîâîþ øâèäêiñòþ âèòiêàííÿ ôîòîíà äî õâèëåâîäiâ

κ/2. Ðåçîíàòîð äèñïåðñíî âçà¹ìîäi¹ ç êóáiòîì ç ÷àñòîòîþ ïåðåõîäó ωq ìiæ

îñíîâíèì |↓〉 òà çáóäæåíèì |↑〉 ñòàíàìè. Äëÿ ïðèãîòóâàííÿ êóáiòà ó çáó-

äæåíîìó ñòàíi |↑〉 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ π-iìïóëüñ. Äî õâèëåâîäó 2 ïiä'¹äíàíèé
on-o� ôîòîäåòåêòîð ç êâàíòîâîþ åôåêòèâíiñòþ η. Îäíîôîòîííèé âõiäíèé

õâèëüîâèé ïàêåò ãåíåðó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi ñïîíòàííîãî ðîçïàäó äâîðiâíåâî¨

ñèñòåìè ç ÷àñòîòîþ ïåðåõîäó ωp çáóäæåíî¨ π-iìïóëüñîì.
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��-імпульс

кубіт

резонатор

джерело фотонів

детектор

��-імпульс

Ðèñ. 4.1. Ñõåìà âèìiðþâàííÿ, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

×àñòîòà ðåçîíàòîðà ωr çñóâà¹òüñÿ íà âåëè÷èíó χ ó âèïàäêó êóáiòà ó

çáóäæåíîìó ñòàíi |↑〉, òà íà âåëè÷èíó −χ ó ðàçi, ÿêùî êóáiò çíàõîäèòüñÿ

â îñíîâíîìó ñòàíi |↓〉. Âèìiðþþ÷èé õâèëüîâèé ïàêåò (iìïóëüñ) ïîäà¹òüñÿ

íà îäíié ç öèõ (çñóíóòèõ) ÷àñòîò. Ââàæàòèìåìî, ùî öåíòðàëüíà ÷àñòîòà

âèìiðþþ÷îãî iìïóëüñó ωp = ωr + χ. ßêùî êóáiò ó çáóäæåíîìó ñòàíi, òî ç

âåëèêîþ éìîâiðíiñòþ âõiäíèé ôîòîí ïðîéäå ðåçîíàòîð òà áóäå çàäåòåêòî-

âàíèé. Ñïðàöþâàííÿ (¾êëiê¿) ôîòîäåòåêòîðà îçíà÷à¹, ùî êóáiò ïåðåáóâà¹

ó çáóäæåíîìó ñòàíi |↑〉. ßêùî æ äåòåêòîð íå ñïðàöüîâó¹ âïðîäîâæ ïåðiîäó

âèìiðþâàííÿ âiä t = 0 äî tm, òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî êóáiò çíàõîäèòüñÿ

â îñíîâíîìó ñòàíi |↓〉. ×àñ tm íàçèâà¹ìî ÷àñîì âèìiðþâàííÿ. Íàäàëi ââà-

æà¹ìî, ùî â ìîìåíò t = 0 âõiäíèé îäíîôîòîííèé iìïóëüñ íå âïëèâà¹ íi

íà ðåçîíàòîð ç êóáiòîì, íi íà ôîòîäåòåêòîð. Iìïóëüñ äîñÿãà¹ ðåçîíàòîðà â

ìîìåíò ÷àñó t = t0.

4.4 Ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè òà ðiâíÿííÿ Ãàéçåíáåðãà

Ìîäåëüíèé ãàìiëüòîíiàí, ÿêèé îïèñó¹ ñèñòåìó, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, ìà¹

òàêèé âèãëÿä

Ĥ = Ĥq + Ĥr + Ĥqr +
2∑
j=1

Ĥrj +
2∑
j=1

Ĥj, (4.5)
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äå ïåðøi òðè äîäàíêè îïèñóþòü, âiäïîâiäíî, êóáiò, ðåçîíàòîð, òà ¨õíþ âçà-

¹ìîäiþ. Ãàìiëüòîíiàí êóáiòà Ĥq çàïèñó¹òüñÿ ÿê

Ĥq = ~ωq
σz

2
. (4.6)

Ãàìiëüòîíiàí ðåçîíàòîðà Ĥr ìà¹ òàêèé âèãëÿä

Ĥr = ~ωra
†a, (4.7)

äå a (a†) ¹ îïåðàòîðîì çíèùåííÿ (íàðîäæåííÿ) çáóäæåííÿ (ôîòîíà) â ðå-

çîíàòîði. Âçà¹ìîäiÿ êóáiòà òà ðåçîíàòîðîì îïèñó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì

Ĥqr = ~gσx(a+ a†), (4.8)

äå g � ïàðàìåòð çâ'ÿçêó êóáiòà òà ðåçîíàòîðà. Ðàçîì ãàìiëüòîíiàíè (4.6),

(4.7), òà (4.8) îïèñóþòü êâàíòîâó ìîäåëü Ðàái [155]

ĤR ≡ Ĥq + Ĥr + Ĥqr. (4.9)

Ãàìiëüòîíiàí Ĥj, ÿêèé îïèñó¹ ïîëå ó j-ìó õâèëåâîäi, ìà¹ òàêèé âèãëÿä

Ĥj = ~
∞∫

0

dkωkb
†
jkbjk, j ∈ {1, 2}, (4.10)

äå bjk (b†jk) � îïåðàòîð çíèùåííÿ (íàðîäæåííÿ) ôîòîíà ç õâèëüîâèì âå-

êòîðîì k òà ÷àñòîòîþ ωk ó j-ìó õâèëåâîäi. Öi îïåðàòîðè çàäîâîëüíÿþòü

êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì [bjk, bj′k′] = 0 òà [bjk, b
†
j′k′] = δ(k − k′)δjj′.

Ââàæà¹ìî, ùî îáèäâà õâèëåâîäè îïèñóþòüñÿ îäíàêîâèì ëiíiéíèì äèñïåð-

ñiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

ωk = vgk (4.11)



106

äå vg � øâèäêiñòü ïîøèðåííÿ ôîòîíiâ ó õâèëåâîäi.

Ãàìiëüòîíiàí Ĥrj, ÿêèé îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ðåçîíàòîðà òà õâèëåâîäàìè,

ìà¹ âèãëÿä

Ĥrj = i~
∞∫

0

dkfjk(a− a†)(bjk + b†jk). (4.12)

Ó ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäi ââàæà¹ìî, ùî ðåçîíàòîð îäíàêîâî ç'¹äíó¹òüñÿ ç

îáîìà õâèëåâîäàìè (f1k = f2k) ≡ fk.

Çàóâàæèìî, ùî âèáið çíàêiâ ó ãàìiëüòîíiàíàõ çâ'ÿçêiâ ðåçîíàòîðà ç êó-

áiòîì (4.8) òà ðåçîíàòîðà ç õâèëåâîäàìè (4.12) âiäïîâiäà¹ âèïàäêó ðiçíèõ

òèïiâ çâ'ÿçêiâ: íàïðèêëàä, ¹ìíiñíèé òèï çâ'ÿçêó õâèëåâîäiâ ç ðåçîíàòîðîì

òà iíäóêòèâíèé çâ'ÿçîê ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì, àáî æ íàâïàêè. ßêùî øâèä-

êîîñöèëþþ÷èìè äîäàíêàìè íåõòóþòü, òîáòî ðîáëÿòü íàáëèæåííÿ îáåðòî-

âî¨ õâèëi, òî ãàìiëüòîíiàíè, ÿêi îïèñóþòü ñèñòåìè ç îäíàêîâèìè òà ðiçíèìè

òèïèìè çâ'ÿçêiâ, ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Ó çàãàëüíîìó æ âèïàäêó, êîëè øâèäêî-

îñöèëþþ÷i äîäàíêè âðàõîâóþòüñÿ, öi ãàìiëüòîíiàíè áóäóòü âiäðiçíÿòèñü, ÿê

ïîêàçàíî â ðîáîòi [156]. Îäíàê, îñíîâíi ìiðêóâàííÿ òà çàãàëüíi ðåçóëüòàòè,

íàâåäåíi â öüîìó ðîçäiëi, íå çìiíþþòüñÿ âiä âèáîðó òi¹¨ ÷è iíøî¨ êîìáiíàöi¨

òèïiâ çâ'ÿçêiâ.

4.4.1 Ïåðåòâîðåííÿ ìîäåëüíîãî ãàìiëüòîíiàíó

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè ÷àñòîòà êóáiòà ñèëüíî âiäñòðî¹íà âiä

÷àñòîòè ðåçîíàòîðà. ßêùî ωq−ωr ∼ ωq+ωr, òî íàáëèæåííÿ îáåðòîâî¨ õâèëi

âæå íå ïðàöþ¹1. Ðàçîì ç òèì, ââàæà¹ìî, ùî ÷àñòîòè ðåçîíàòîðà òà êóáiòà

âåëè÷èíè îäíîãî ïîðÿäêó ωq ∼ ωr, à òàêîæ ¹ ìàëèé ïàðàìåòð Λ2 � 1, äå Λ

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Λ ≡ g

ωq + ωr
. (4.13)

1Çàñòîñîâíiñòü íàáëèæåííÿ îáåðòîâî¨ õâèëi âèçíà÷à¹òüñÿ êðèòåðiÿìè (3.2) âèïèñàíèìè â Ðîçäiëi 3.
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Òàêîæ ââàæà¹ìî, ùî â ðåçîíàòîði ìîæå çíàõîäèòèñü íå áiëüøå äâîõ ôîòî-

íiâ: îäèí ôîòîí ìîæå íàäiéòè âiä âõiäíîãî îäíîôîòîííîãî iìïóëüñó, ùå

îäèí ôîòîí â ðåçîíàòîði ìîæå âèíèêíóòè âíàñëiäîê îáìiíó çáóäæåííÿ-

ìè ìiæ ðåçîíàòîðîì òà êóáiòîì. Ó ðàìêàõ öèõ ïðèïóùåíü, äîäàíêè ∝
(a†σ+ + aσ−) â ãàìiëüòîíiàíi ĤR ìîæíà ââàæàòè çáóðåííÿì. Ó öüîìó âè-

ïàäêó, ãàìiëüòîíiàí ĤR (íàáëèæåíî) äiàãîíàëiçó¹òüñÿ óíiòàðíèì ïåðåòâî-

ðåííÿì (Øðiôôåðà-Âîëüôà) òàêîãî âèãëÿäó [157]

UBS = e−Λ(a†σ+−σ−a). (4.14)

Ïåðåòâîðåííÿ ãàìiëüòîíiàíó Ðàái ĤR ïîðîäæó¹ òàêèé ãàìiëüòîíiàí

ĤR → U †BSĤRUBS = H ′q +H ′qr +H ′r +O(Λ2), (4.15)

äå ãàìiëüòîíiàíè ðåçîíàòîðà H ′r òà êóáiòà H
′
q ó íîâîìó áàçèñi ìàþòü òàêèé

U †BSĤresUBS = H ′r = ~ (ωr + gΛσz) a
†a, (4.16)

U †BSĤqUBS = H ′q = ~ (ωq + gΛ)
σz

2
(4.17)

Çñóâ gΛσz ó ÷àñòîòi ðåçîíàòîðà âiäîìèé ÿê çñóâ Áëîõà-Çi åðòà [157]. Ãà-

ìiëüòîíiàí âçà¹ìîäi¨ ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì H ′qr ó íîâîìó áàçèñi çàïèñó¹òüñÿ

ÿê

H ′qr = ~g(σ+a+ a†σ−), (4.18)

Çàóâàæèìî, ùî ó ãàìiëüòîíiàíi (4.15) ìè îïóñòèëè äîäàíêè ~gΛσza
2 òà ¨õíi

ñïðÿæåíi. Ïiñëÿ ôîðìàëüíîãî iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü ðóõó äëÿ îïåðàòîðiâ σ±

òà a(†), öi äîäàíêè äàþòü âíåñêè ïîðÿäêó Λ2. Îòæå, òðåáà çíåõòóâàòè öèìè

äîäàíêàìè, îñêiëüêè â ãàìiëüòîíiàíi ìè îáìåæó¹ìîñü òiëüêè äîäàíêàìè äî

ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî ïàðàìåòðó Λ. Ó öüîìó íàáëèæåííi ïåðåòâîðåííÿ (4.14)

iäåíòè÷íå òîìó, ùî âèêîðèñòîâóâàëîñü ó ðîáîòi [157].
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Ïåðåòâîðèìî ðåøòó äîäàíêiâ ó ïîâíîìó ãàìiëüòîíiàíi ñèñòåìè (4.5). Âè-

êîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.15)�(4.16) òà ïåðåòâîðåííÿ çìiííî¨ ðåçîíàòîðà

a→ U †BSaUBS = a− Λσ+ +O(Λ2), (4.19)

îòðèìó¹ìî ïîâíèé ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè ó íîâîìó áàçèñi

Ĥ → Ĥ′ = Ĥq + Ĥ′qr + Ĥ′r +
∑
j=1,2

(
Ĥrj + Ĥ′qj + Ĥj

)
+O(Λ2). (4.20)

Äîäàíîê

Ĥqj = ~Λ

∞∫
0

dkfk σy

(
bjk + b†jk

)
(4.21)

îïèñó¹ ïðÿìó âçà¹ìîäiþ ¾âäÿãíåíîãî¿ êóáiòà ç j-ì õâèëåâîäîì. Çàóâàæèìî,

ùî íà âiäìiíó âiä ãàìiëüòîíiàíó (4.4), ãàìiëüòîíiàí (4.20) äîçâîëÿ¹ îáìií

çáóäæåííÿì ìiæ ðåçîíàòîðîì òà êóáiòîì. Îñêiëüêè ðåçîíàòîð çâ'ÿçàíèé ç

õâèëåâîäàìè, òî òàêèé îáìií çáóäæåííÿì ïðèçâîäèòü äî ðåëàêñàöi¨ êóáiòà

÷åðåç ðåçîíàòîð ó õâèëåâiä.

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ êðèòåðié κ, κq � ωr, ωq [158], òî â ãàìiëüòîíiàíi (4.21)

ìîæíà çíåõòóâàòè äîäàíêàìè ∝ (b†jka
† + bjka) òà ∝ (b†jkσ+ + bjkσ−), ïiñëÿ

÷îãî Ĥqj ïåðåïèøåòüñÿ ÿê

Ĥqj ≈ ĤRWA
qj = i~Λ

∞∫
0

dkfk

(
b†jkσ− − σ+bjk

)
. (4.22)

Ïàðàìåòð κ = 4πf 2(ωr)/vg � øâèäêiñòü øâèäêiñòü âèòiêàííÿ ôîòîíà ç ðå-

çîíàòîðà, à κq = 4πf 2(ωq)/vg � øâèäêiñòü âèòiêàííÿ ôîòîíà ç ðåçîíàòîðà

íà ÷àñòîòi êóáiòà [157].

Ó ïîäàëüøîìó, äëÿ îïèñó äèíàìiêè ñèñòåìè, âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òà-



109

êèé ãàìiëüòîíiàí

Ĥ′ → Ĥ′RWA = Ĥq + Ĥ′qr + Ĥ′r +
∑
j

(
Ĥrj + ĤRWA

qj + Ĥj

)
. (4.23)

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî [Ĥ′RWA, N̂ex] = 0, äå N̂ex = a†a+σ+σ−+
∑

j

∫∞
0 dkb†j,kbj,k

� îïåðàòîð ïîâíî¨ êiëüêîñòi çáóäæåíü â ñèñòåìi. Îòæå, êiëüêiñòü çáóäæåíü

â ñèñòåìi ¹ ñòàëîþ.

4.4.2 Ðiâíÿííÿ ðóõó îïåðàòîðiâ

Ãàìiëüòîíiàí Ĥ′RWA ïîðîäæó¹ òàêå ðiâíÿííÿ Ãàéçåíáåðãà äëÿ çìiííèõ

õâèëåâîäó:

ḃjk = −iωkbjk + fk(a+ Λσ−). (4.24)

Âèêîðèñòîâóþ÷è äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ (4.11), ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (4.24) ìîæíà çàïèñàòè ÿê

bjk(t) = bjk(0)e−ivgkt + fk

t∫
0

dτ e−ivgk(t−τ)(a+ Λσ−)|τ . (4.25)

Ðiâíÿííÿ ðóõó çìiííèõ ðåçîíàòîðà òà êóáiòà çàïèñóþòüñÿ ÿê

ȧ = −i(ωr + gΛσz)a− igσ− −
2∑
j=1

∞∫
0

dkfkbj,k (4.26)

òà

σ̇− = −iωqσ− + igσza− igΛ(2a†a+ 1)σ− − Λσz

2∑
j=1

∞∫
0

dkfkbj,k. (4.27)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.25), îòðèìà¹ìî

∞∫
0

dkfkbj,k(t) =Bj(t) +

∞∫
0

dkf 2
k

t∫
0

dτe−ivgk(t−τ)a(τ)

+ Λ

∞∫
0

dkf 2
k

t∫
0

dτe−ivgk(t−τ)σ−(τ),

(4.28)

äå îïåðàòîð Bj(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Bj(t) =

∞∫
0

dk fkbj,k(0)e−ivgkt. (4.29)

Íàéáiëüøèé âíåñîê â iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (4.28) äàþòü õâè-

ëüîâi âåêòîðè ëîêàëiçîâàíi ïîáëèçó çà÷åíü vgk ≈ ωr òà vgk ≈ ωq. Òàêèì

÷èíîì, ìîæíà ïîäîâæèòè íèæíþ ãðàíèöþ iíòåãðóâàííÿ ïî k äî −∞. Âè-

êîðèñòîâóþ÷è, ùî
∫ +∞
−∞ dkeikx = 2πδ(x), îòðèìà¹ìî

2∑
j=1

∞∫
0

dkfkbj,k ≈
2∑
j=1

Bj +
κ

2
a+ Λ

κq

2
σ− (4.30)

äëÿ t > 0. Iç âèðàçó (4.30) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð Bj çàäîâîëüíÿ¹ òàêèì

êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

[Bj, bj,k] = [Bj, a] = [Bj, σ−] = 0. (4.31)

Ïiäñòàíîâêà âèðàçó (4.30) â (4.26) äà¹ ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ îïåðàòîðà a

ȧ = −i (ω̄r + gΛσz) a− igqσ− −
2∑
j=1

Bj, (4.32)

äå ω̄r = ωr − iκ/2 òà gq = g − iΛκq/2.
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Ïiäñòàíîâêà âèðàçó (4.30) â ðiâíÿííÿ (4.27) òà âðàõóâàííÿ óìîâè

Λ2 � λ2, (4.33)

äà¹ òàêèé ðåçóëüòàò

σ̇− = −i[ωq + gΛ(2a†a+ 1)]σ− + igrσza− Λσz

2∑
j=1

Bj, (4.34)

äå gr = g + iΛκ/2.

4.5 Êîíòðàñò ç÷èòóâàííÿ

Êîíòàñò ç÷èòóâàííÿ (âèìiðþâàííÿ) [146] âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

C = P↑|↑ − P↑|↓, (4.35)

äå Pm|i � éìîâiðíiñòü âèçíà÷èòè êóáiò ó âëàñíîìó ñòàíi |m〉, â òîé ÷àñ ÿê,

íàñïðàâäi, âií çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |i〉.
Ðåçóëüòàò âèìiðþâàííÿ â ñõåìi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ, âèçíà÷à¹òüñÿ ñèãíà-

ëîì âiä ôîòîäåòåêòîðà, ïiä'¹äíàíîãî äî êiíöÿ äðóãîãî õâèëåâîäà. Ââàæà¹-

ìî, ùî ó ðàçi, ÿêùî äåòåêòîð ñïðàöþâàâ (¾êëiêíóâ¿), òî êóáiò çíàõîäèòüñÿ

ó ñòàíi |↓〉. Ó ðàçi, ÿêùî äåòåêòîð íå ñïðàöþâàâ, ââàæà¹ìî, ùî êóáiò çíà-

õîäèòüñÿ ó ñòàíi |↓〉. Ôîðìàëüíî ïåðåïèøåìî îçíà÷åííÿ êîíòðàñòó ç÷èòó-

âàííÿ (4.35) ÿê

C = Pcl|↑[ξ(ω)]− Pcl|↓[ξ(ω)], (4.36)

äå Pcl|q � éìîâiðíiñòü ñïðàöüîâóâàííÿ äåòåêòîðà, ÿêùî êóáiò ïðèãîòîâà-

íèé ó âëàñíîìó ñòàíi |q〉 (q =↑, ↓), à ðåçîíàòîð îïðîìiíþ¹òüñÿ õâèëüîâèì

ïàêåòîì (iìïóëüñîì) çi ñïåêòðàëüíèì ðîçïîäiëîì ξ(ω). Ââàæà¹ìî, ùî ñïå-
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êòðàëüíèé ðîçïîäië âõiäíîãî ôîòîíà ξ(ω) ìà¹ ëîðåíöiâñüêó ôîðìó

ξ(ω) =
1√
2πtp

ei(ω−ωp)t0

ω − ωp + i(2τp)−1
, (4.37)

äå ωp � öåíòðàëüíà ÷àñòîòà âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó, ÿêié âiäïîâiäà¹

õâèëüîâèé âåêòîð kp = ωp/vg. Ó ïðîñòîði õâèëüîâèõ âåêòîðiâ ôîòîíiâ ðîç-

ïîäië âèðàæà¹òüñÿ ÿê ξ′(k) = ξ(ω/vg)/
√
vg. Ñïåêòðàëüíèé ðîçïîäië (4.37)

âiäïîâiäà¹ òàêîìó ïðîñòîðîâîìó ðîçïîäiëó ãóñòèíè àìïëiòóäè éìîâiðíîñòi:

%0(x) =
1√
2π

∫
dkeikx ξ′(k)

=
1
√
vgtp

exp

(
ikpx+

x+ vgt0
2vgτp

)
θ(−x− vgt0).

(4.38)

ßêùî íå âðàõîâóâàòè îáìií çáóäæåííÿìè ìiæ êóáiòîì òà ðåçîíàòîðîì,

òîáòî ââàæàòè, ùî êóáiò íå ïiääà¹òüñÿ ïàðñåëëiâñüêié ðåëàêñàöi¨ (Purcell

relaxation), òî éìîâiðíiñòü äåòåêòóâàòè ôîòîí âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Pcl = η〈N̂tr〉, (4.39)

äå N̂tr � îïåðàòîð êiëüêîñòi ôîòîíiâ, ùî ïðîéøëè ñèñòåìó ðåçîíàòîð-êóáiò

òà ïîòðàïèëè ó äðóãèé õâèëåâiä, η � êâàíòîâà åôåêòèâíiñòü ôîòîäåòåêòîðà.

Îïåðàòîð N̂tr ìîæíà âèðàçèòè ÿê

N̂tr =

vgtm∫
0

dx %(x, tm) = vg

tm∫
0

dτ %̂tr[vg(tm − τ), tm], (4.40)

äå %̂tr(x, t) = b†2(x, t)b2(x, t) � îïåðàòîð ðîçïîäiëó ïðîñòîðîâî¨ ãóñòèíè ôî-

òîíiâ, ùî ïðîéøëè ñèñòåìó ðåçîíàòîð-êóáiò. Íàãàäà¹ìî, ùî ïàðàìåòð tm �

÷àñ, âïðîäîâæ ÿêîãî çäiéñíþ¹òüñÿ âèìiðþâàííÿ. Ïîñëóãîâóþ÷èñü ìiðêóâà-

ííÿìè, àíàëîãi÷íèìè òèì, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ âèâåäåííÿ ñïiââiäíî-
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øåííÿ (1.43à) [àáî (2.46)], òà óñåðåäíþþ÷è ïî ïî÷àòêîâîìó ñòàíó ñèñòåìè,

îòðèìó¹ìî

〈N̂tr〉 =
κ

2

tm∫
0

dτ 〈a†a〉τ . (4.41)

Âðàõîâóþ÷è âèðàç (4.39), ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

Pcl = η
κ

2

tm∫
0

dτ 〈a†a〉τ . (4.42)

Ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, öiêàâèì ¹ âèïàäîê âåëèêîãî äèñïåðñíîãî çñóâó

(χtp � 1). Â ðîáîòi [37] ïîêàçàíî, ùî â òàêîìó ðåæèìi êîíòðàñò ç÷èòó-

âàííÿ ìàêñèìiçó¹òüñÿ ïðè κ ≈ 2(χ2/τp)1/3. Çà òàêî¨ óìîâè êîíòðàñò äîáðå

àïðîêñèìó¹òüñÿ âèðàçîì2

C ≈ η

(
1− 3

2κτp

)
. (4.43)

4.6 Âïëèâ ïàðñåëëiâñüêî¨ ðåëàêñàöi¨ íà êîíòðàñò ç÷èòóâàííÿ

Ïðè âðàõóâàííi îáìiíó çáóäæåííÿìè ìiæ ðåçîíàòîðîì òà êóáiòîì, ðiâ-

íÿííÿ (4.39) òðåáà ïåðåïèñàòè ó áiëüø çàãàëüíîìó âèãëÿäi, îñêiëüêè âîíî

ïðàöþ¹ òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè íà äåòåêòîð ìîæå ïðèéòè íå áiëüøå îäíî-

ãî ôîòîíà. Îäíàê, ÿêùî êóáiò áóâ ïðèãîòîâàíèé ó çáóäæåíîìó ñòàíi, ¹

éìîâiðíiñòü çíàéòè äâà ôîòîíà ó õâèëåâîäi 2, ÿêèé ïiä'¹äíàíèé äî ôîòî-

äåòåêòîðà. Äîäàòêîâèé ôîòîí ìîæå âèíèêíóòè âíàñëiäîê ïàðñåëëiâñüêîãî

ðîçïàäó êóáiòà. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó áàãàòîôîòîííîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó,

ÿêèé íàäõîäèòü äî on-o� ôîòîäåòåêòîðà, éìîâiðíiñòü éîãî ñïðàöüîâóâàííÿ

2Äèâ. äåòàëüíå âèâåäåííÿ öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ â Ðîçäiëi V òà Äîäàòêó Â ñòàòòi [37].
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âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Pcl|q = 1−
〈

: exp(−ηN̂tr) :
〉
q
, q =↑, ↓ . (4.44)

Ðîçêëàâøè öåé âèðàç ó ðÿä Òåéëîðà, îòðèìà¹ìî

Pcl|q =
∑
n>1

(−1)n+1η
n

n!

〈
: N̂ n

tr :
〉
q
, (4.45)

äå :: îçíà÷à¹ íîðìàëüíå âïîðÿäêóâàííÿ îïåðàòîðiâ. Óñåðåäíåííÿ ïðîâîäè-

òüñÿ ïî ïî÷àòêîâîìó ñòàíó ñèñòåìè |Ψq〉.

4.6.1 Êóáiò ïðèãîòîâàíèé â îñíîâíîìó ñòàíi

Êîëè êóáiò ïðèãîòîâàíèé ó îñíîâíîìó ñòàíi, ìè ñòèêà¹ìîñü iç çàäà÷åþ

ç îäíèì çáóäæåííÿì, îñêiëüêè âõiäíèé iìïóëüñ ìiñòèòü ëèøå îäèí ôîòîí,

à êiëüêiñòü ÷àñòèíîê â ñèñòåìi çáåðiãà¹òüñÿ. Ó òàêîìó ðàçi, äîäàíêè ç n > 2

çíèêàþòü ó ðîçêëàäi (4.45). Îòæå, ðiâíÿííÿ (4.45) ñïðîùó¹òüñÿ äî òàêîãî

âèãëÿäó

Pcl|↓ = η〈Ψ↓|N̂tr|Ψ↓〉 = η

∞∫
0

dk 〈Ψ↓|b†2,kb2,k|Ψ↓〉, (4.46)

äå |Ψ↓〉 = |↓〉|0r〉|1I
ξ〉|0II〉 � ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ 〈Ψ↓|b†2,kb2,k|Ψ↓〉 âèêîðèñòà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ b2,k(t) =

eiĤ′tb2,k(0)e−iĤ′t. Îòðèìà¹ìî òàêèé âèðàç

〈Ψ↓|b†2,k(t)b2,k(t)|Ψ↓〉 = 〈ψ1(t)|b†2,k(0)b2,k(0)|ψ1(t)〉, (4.47)

äå |ψ1(t)〉 = e−iĤ′t|Ψ↓〉 � ñòàí ñèñòåìè â ìîìåíò ÷àñó t, ÿêùî ïî÷àòêîâèé

ñòàí ñèñòåìè |ψ1(0)〉 = |Ψ↓〉. Îñêiëüêè êiëüêiñòü çáóäæåíü â ñèñòåìi ¹ ñòà-

ëîþ, òî â öüîìó âèïàäêó åâîëþöiÿ ñòàíó ñèñòåìè âiäáóâà¹òüñÿ ñóòî ó òîìó

ïiäïðîñòîði ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ñòàíiâ ñèñòåìè, ÿêèé îõîïëþ¹ ñòàíè ç
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îäíèì çáóäæåííÿì. Çàëåæíèé âiä ÷àñó ñòàí ñèñòåìè ç îäíèì çáóäæåííÿì

|ψ1(t)〉 çàïèñó¹òüñÿ ÿê [15]

|ψ1(t)〉 =
2∑
j=1

∞∫
0

dkZ
(j)
k (t)b†j,k(0)|∅〉+R1(t)a

†(0)|∅〉+R2(t)σ+(0)|∅〉, (4.48)

äå |∅〉 ≡ |↓〉|0r〉|0I〉|0II〉 âiäïîâiäà¹ âàêóóìíîìó ñòàíó ñèñòåìè. Ïiäñòàíîâêà
âèðàçó (4.48) â ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (4.47) äà¹

〈Ψ↓|b†2,kb2,k|Ψ↓〉 = |Z(2)
k (t)|2. (4.49)

Iç âèðàçó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ñèñòåìè (4.48) âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ Z(2)
k (t) =

〈∅|b2,k(0)|ψ1(t)〉, ÿêå ìîæíà ïåðåïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi Z(2)
k (t) = e−iE0t〈∅|b2,k(t)|Ψ↓〉,

äå E0 = 〈∅|Ĥ′|∅〉 � åíåðãiÿ âàêóóìíîãî ñòàíó ñèñòåìè. Íàðåøòi, îòðèìà¹ìî
òàêèé âèðàç

〈Ψ↓|b†2,kb2,k|Ψ↓〉 = |〈∅|b2,k|Ψ↓〉|2 . (4.50)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ãàéçåíáåðãà (4.24) òà äèñïåðñiéíå ñïiââiäíî-

øåííÿ (4.11), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà 〈∅|b2,k|Ψ↓〉:

(∂t + ivgk) 〈∅|b2,k|Ψ↓〉 = fk〈∅|a|Ψ↓〉+ Λfk〈∅|σ−|Ψ↓〉, (4.51)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ 〈∅|b2,k|Ψ↓〉 = 0 ïðè t = 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.32) òà (4.34), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó

äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ 〈∅|a|Ψ↓〉 òà 〈∅|σ−|Ψ↓〉. Öi ðiâíÿííÿ ìàþòü òàêèé
âèãëÿä

[∂t + i(ω̄r − gΛ)] 〈∅|a|Ψ↓〉 = −igq〈∅|σ−|Ψ↓〉 − fpΞ(vgt), (4.52à)

[∂t + i(ωq + gΛ)] 〈∅|σ−|Ψ↓〉 = −igr〈∅|a|Ψ↓〉 − ΛfpΞ(vgt). (4.52á)

Öÿ ïàðà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìà¹ íóëüîâi ïî÷àòêîâi óìîâè. Äëÿ òîãî,
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ùîá âèâåñòè ðiâíÿííÿ ðóõó (4.52à) and (4.52á), âèêîðèñòàíî ñïiââiäíîøåííÿ

〈∅|a† = 0 òà 〈∅|σz = −〈∅|, à òàêîæ B2(t)|Ψ↓〉 = 0, B1(t)|Ψ↓〉 ≈ fpΞ(vgt)|∅〉,
äå Ξ(vgt) =

∫
dke−ikvgtξ′(k). Â ðiâíÿííÿõ (4.52) ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ fp ≡ fkp.

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (4.51) òà (4.52) çàïèñóþòüñÿ ÿê

〈∅|b2,k|Ψ↓〉 = ifkfp

t∫
0

dt′ Ξ(vgt
′)

[
ωq − gΛ− vgk

(E+ − vgk)(E− − vgk)
e−ivgk(t−t′)

+
∑
µ=±

µ
ωq − gΛ− Eµ

(E+ − E−)(Eµ − vgk)
e−iEµ(t−t′)

]
,

(4.53)

òà

〈∅|a|Ψ↓〉 =
fp

E+ − E−

t∫
0

dt′ Ξ(vgt
′)
∑
µ=±

µ(ωq − Eµ)e−iEµ(t−t′), (4.54à)

〈∅|σ−|Ψ↓〉 =
fp

E+ − E−

t∫
0

dt′ Ξ(vgt
′)
∑
µ=±

µ[Λ(ωr − Eµ)− g]e−iEµ(t−t′), (4.54á)

äå E± � îäíîôîòîííi ðåçîíàíñíi ÷àñòîòè ñèñòåìè ðåçîíàòîð-êóáiò:

E± =
ω̄r + ωq

2
±

√
grgq +

(
ω̄r − ωq

2
− gΛ

)2

Â ðiâíÿííÿõ (4.54à) òà (4.54á) ìè îïóñòèëè äîäàíêè∝ Λ2 ÷åðåç óìîâó (4.13).

4.6.2 Êóáiò ïðèãîòîâàíèé ó çáóäæåíîìó ñòàíi

ßêùî êóáiò áóâ ïðèãîòîâàíèé ó çáóäæåíîìó ñòàíi, òðåáà îïèñóâàòè åâî-

ëþöiþ ñòàíó ñèñòåìè ç äâîìà çáóäæåííÿìè. Ó öüîìó âèïàäêó éìîâiðíiñòü
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ñïðàöüîâóâàííÿ (¾êëiêà¿) ôîòîäåòåêòîðà (4.45) çâîäèòüñÿ äî òàêîãî âèðàçó

Pcl|↑ = η

∞∫
0

dk 〈Ψ↑|b†2,kb2,k|Ψ↑〉

− η2

2

∞∫
0

dk

∞∫
0

dk′ 〈Ψ↑|b†2,k′b
†
2,kb2,kb2,k′|Ψ↑〉,

(4.55)

äå |Ψ↑〉 = |ϕ〉|1I
ξ〉|0II〉, |ϕ〉 ≡ UBS|0r〉|↑〉 ≈ |↑〉|0r〉+ λ|↓〉|1r〉.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàíäiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.55), âèêîðèñòà¹ìî çà-

ëåæíó âiä ÷àñó õâèëüîâó ôóíêöiþ ñèñòåìè ç äâîìà çáóäæåííÿìè |ψ2(t)〉 =

e−iH ′t|Ψ↑〉, ÿêà çàïèñó¹òüñÿ ó òàêîìó âèãëÿäi [15]:

|ψ2(t)〉 =
2∑
j=1

2∑
j′=1

Cj,j′
∞∫

0

dk

∞∫
0

dk′Φj,j
′

k,k′(t)b
†
jk(0)b†j′k′(0)|0〉

+
2∑
j=1

∞∫
0

dk
[
Xj
k(t)a(0) + Y j

k (t)σ−(0)
]
b†jk(0)|0〉

+
1√
2
Q1(t)[a

†(0)]2|0〉+Q2(t)a
†(0)σ+(0)|0〉,

(4.56)

äå Cj,j′ = 1/[(2− δj,j′)
√

1 + δj,j′] � êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è

õâèëüîâó ôóíêöiþ (4.56), îòðèìà¹ìî äëÿ ïåðøîãî iíòåãðàíäà â (4.55) òàêèé

âèðàç

〈Ψ↑|b†2,kb2,k|Ψ↑〉|t = 〈ψ2(t)|b†2,k(0)b2,k(0)|ψ2(t)〉

= 2

∞∫
0

dk′
∣∣∣Φ(2,2)

k,k′ (t)
∣∣∣2 +

∣∣∣X(2)
k (t)

∣∣∣2 +
∣∣∣Y (2)
k (t)

∣∣∣2 . (4.57)

Äëÿ äðóãîãî iíòåãðàíäà, îòðèìó¹ìî

〈Ψ↑|b†2,k′b
†
2,kb2,kb2,k′|Ψ↑〉|t = 2

∣∣∣Φ(2,2)
k,k′ (t)

∣∣∣2 . (4.58)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäõiä, ùî çàñòîñîâóâàâñÿ ó Ðîçäiëi 3 äëÿ âèâåäåí-

íÿ ðiâíÿíü ðóõó äëÿ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé, ìîæíà âèðàçèòè àìïëiòóäè

éìîâiðíîñòåé, ùî âèíèêàþòü â ðiâíÿííÿõ (4.57) òà (4.58), ÷åðåç âiäïîâiäíi

ìàòðè÷íi åëåìåíòè ó òàêîìó âèãëÿäi [15]:

Φ
(2,2)
k,k′ =

1√
2
〈∅|b2,kb2,k′|Ψ↑〉, X(2)

k = 〈∅|b2,ka|Ψ↑〉, Y (2)
k = 〈∅|b2,kσ−|Ψ↑〉.

(4.59)

Öå ïðåäñòàâëåííÿ äà¹ òàêèé ðåçóëüòàò:

〈Ψ↑|b†2,kb2,k|Ψ↑〉 =

∞∫
0

dk′ |〈∅|b2,k′b2,k|Ψ↑〉|2

+ |〈∅|b2,ka|Ψ↑〉|2 + |〈∅|b2,kσ−|Ψ↑〉|2
(4.60)

òà

〈Ψ↑|b†2,k′b
†
2,kb2,kb2,k′|Ψ↑〉 = |〈∅|b2,kb2,k′|Ψ↑〉|2 . (4.61)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ãàéçåíáåðãà (4.24), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ, ÿêå

îïèñó¹ åâîëþöiþ ìàòðè÷íîãî åëåìåíòà 〈∅|b2,kb2,k′|Ψ↑〉:

[∂t + ivg(k + k′)] 〈∅|b2,kb2,k′|Ψ↑〉 = 〈∅|(fk′b2,k +fkb2,k′)(a+Λσ−)|Ψ↑〉. (4.62)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (4.24), (4.32) òà (4.34) òà êîìóòàöiéíå ñïiââiäíî-

øåííÿ (4.31), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ 〈∅|b2,ka|Ψ↑〉 òà 〈∅|b2,kσ−|Ψ↑〉:

[∂t + i(vgk + ω̄r − gΛ)] 〈∅|b2,ka|Ψ↑〉 = − igq〈∅|b2,kσ−|Ψ↑〉+ fk〈∅|a2|Ψ↑〉

+ Λfk〈∅|σ−a|Ψ↑〉 − fpΞ(vgt)〈∅|b2,k|Φ〉,

(4.63)

[∂t + i(vgk + ωq + gΛ)] 〈∅|b2,kσ−|Ψ↑〉 = − igr〈∅|b2,ka|Ψ↑〉+ fk〈∅|σ−a|Ψ↑〉

− ΛfpΞ(vgt)〈∅|b2,k|Φ〉,

(4.64)
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äå |Φ〉 = |ϕ〉|0I〉|0II〉. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ

ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ 〈∅|a2|Ψ↑〉 òà 〈∅|σ−a|Ψ↑〉:

[∂t + 2i(ω̄r − gΛ)] 〈∅|a2|Ψ↑〉 = −igq〈∅|σ−a|Ψ↑〉 − 2fpΞ(vgt)〈∅|a|Φ〉, (4.65)

[∂t + i(ωq + ω̄r)] 〈∅|σ−a|Ψ↑〉 = −igr〈∅|a2|Ψ↑〉 − fpΞ(vgt)〈∅|(σ− + Λa)|Φ〉.
(4.66)

Ðiâíÿííÿ ðóõó (4.62)�(4.66) ìàþòü íóëüîâi ïî÷àòêîâi óìîâè.

Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ 〈∅|b2,k|Φ〉, 〈∅|a|Φ〉, òà 〈∅|σ−|Φ〉
çàïèñóþòüñÿ ÿê

(∂t + ivgk) 〈∅|b2,k|Φ〉 = fk〈∅|a|Φ〉+ Λfk〈∅|σ−|Φ〉, (4.67à)

[∂t + i(ω̄r − gΛ)] 〈∅|a|Φ〉 = −igq〈∅|σ−|Φ〉, (4.67á)

[∂t + i(ωq + gΛ)] 〈∅|σ−|Φ〉 = −igr〈∅|a|Φ〉. (4.67â)

Ïî÷àòêîâi óìîâè (ïðè t = 0) äëÿ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü òàêi: 〈∅|b2,k|Φ〉 = 0,

〈∅|a|Φ〉 = λ, òà 〈∅|σ−|Φ〉 = 1.

Íåõòóþ÷è äîäàíêàìè ∝ λΛ ÷åðåç óìîâè (4.13) òà (4.33), çíàõîäèìî

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü (4.67) ó òàêîìó âèãëÿäi

〈∅|b2,k|Φ〉 = ifk
gq + λ(ωq − vgk)

(E+ − vgk)(E− − vgk)
e−ivgkt

+ ifk
∑
µ=±

µ
gq − λ(ωq − Eµ)

(E+ − E−)(Eµ − vgk)
e−iEµt,

(4.68à)

〈∅|a|Φ〉 =
1

E+ − E−
∑
µ=±

µ [gq − λ(ωq − Eµ)] e−iEµt, (4.68á)

〈∅|σ−|Φ〉 = − 1

E+ − E−
∑
µ=±

µ [ω̄r − g(λ+ Λ)− Eµ] e−iEµt. (4.68â)
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4.6.3 Äèíàìiêà íàñåëåíîñòi êóáiòà

Íàñåëåíiñòü âåðõíüîãî ðiâíÿ êóáiòà ó ìîìåíò ÷àñó t âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Pq(t) = 〈Ψq|σ+σ−|Ψq〉
∣∣
t
. Çàñòîñîâóþ÷è ïiäõiä, âèêîðèñòàíèé ïðè âèâåäåííi

ðiâíÿíü (4.50) òà (4.57), îòðèìà¹ìî

P↓(t) = |Z2(t)|2 = |〈0|σ−|Ψ↓〉|2 (4.69)

äëÿ âèïàäêó êóáiòà ïðèãîòîâàíîãî â îñíîâíîìó ñòàíi, òà

P↑(t) = |Q2(t)|2 +
2∑
j=1

∞∫
0

dk|Y (j)
k (t)|2

= |〈0|σ−a|Ψ↑〉|2 +
2∑
j=1

∞∫
0

dk |〈0|bj,kσ−|Ψ↑〉|2
(4.70)

äëÿ âèïàäêó êóáiò ïðèãîòîâàíîãî ó çáóäæåíîìó ñòàíi.

Ç îñòàííüîãî äîäàíêó â äðóãîìó ðÿäêó ðiâíÿííÿ (4.70) âèäíî, ùî äëÿ

îá÷èñëåííÿ P↑(t) òðåáà âèçíà÷èòè ìàòðè÷íèé åëåìåíò 〈0|b1,kσ−|Ψ↑〉. Ðiâ-
íÿííÿ ðóõó äëÿ íüîãî ìîæíà îòðèìàòè çìiíîþ iíäåêñó õâèëåâîäó ç 1 íà

2 â ðiâíÿííi (4.64). Ðiâíÿííÿ, ÿêi îïèñóþòü åâîëþöiþ ìàòðè÷íèõ åëåìåí-

òiâ 〈0|b1,ka|Ψ↑〉 òà 〈∅|b1,k|Φ〉, îòðèìóþòüñÿ àíàëîãi÷íîþ çàìiíîþ â ðiâíÿí-

íÿõ (4.63) òà (4.68à), âiäïîâiäíî. Ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè äëÿ öèõ ðiâíÿíü

¹ 〈0|b1,kσ−|Ψ↑〉
∣∣
t=0

= ξ′(k) òà 〈0|b1,ka|Ψ↑〉
∣∣
t=0

= λξ′(k). Äëÿ ìàòðè÷íîãî

åëåìåíòà 〈∅|b1,k|Φ〉, ìà¹ìî 〈∅|b1,k|Φ〉
∣∣
t=0

= 〈∅|b2,k|Φ〉
∣∣
t=0

= 0, ùî îçíà÷à¹

〈∅|b1,k|Φ〉 = 〈∅|b2,k|Φ〉.

4.7 Ðåçóëüòàòè

ßê âèïëèâà¹ ç ðiâíÿííÿ (4.43), äëÿ çáiëüøåííÿ êîíòðàñòó òðåáà çìåí-

øèòè âåëè÷èíó κtm. Äëÿ öüîãî ìîæíà àáî çáiëüøèòè äîâæèíó âõiäíîãî
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(�) (б)

(в) (г)

Ðèñ. 4.2. Çàëåæíiñòü êîíòðàñòó ç÷èòóâàííÿ âiä øâèäêîñòi âèòiêàííÿ ç ðåçî-
íàòîðà κ òà ïàðàìåòðó çâ'ÿçêó ðåçîíàòîðà ç êóáiòîì äëÿ ðiçíèõ äîâæèí âõi-
äíèõ iìïóëüñiâ: (à) tm = 1µs, (á) tm = 2µs, (â) tm = 5µs, òà (ã) tm = 10µs.
×àñ âèìiðþâàííÿ òà òðèâàëiñòü âõiäíîãî iìïóëüñó ïîâ'ÿçàíi ÿê tm = 6τp.
×àñòîòè êóáiòà òà ðåçîíàòîðà ωq = 5.0GHz òà ωr = 4.09GHz, âiäïîâiäíî.
Ôîòîäåòåêòîð ââàæà¹ìî iäåàëüíèì η = 1. Çiðî÷êîþ ïîçíà÷åíî ïîëîæåííÿ
ìàêñèìàëüíîãî êîíòðàñòó Cmax.

iìïóëüñó τp, àáî æ çáiëüøèòè øâèäêiñòü âèòiêàííÿ ôîòîíà ç ðåçîíàòîðà

κ. Âèêîðèñòàííÿ äîâøèõ iìïóëüñiâ ñïîâiëüíþ¹ âèìiðþâàííÿ, ùî îáìåæó¹

çàñòîñîâíiñòü òàêî¨ ñõåìè. Òîäi ÿê çáiëüøåííÿ κ ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ

÷àñó æèòòÿ êóáiòà ÷åðåç ïàðñåëëiâñüêó ðåëàêñàöiþ, ùî íåáàæàíî.

Íàâåäåìî çàãàëüíi ìiðêóâàííÿ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ âïëèâó ïàðñåëëiâñüêî¨

ðåëàêñàöi¨ íà åôåêòèâíiñòü ç÷èòóâàííÿ ó ñõåìi, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Ó ïðî-

öåñi âèìiðþâàííÿ, çáóäæåíèé ñòàí êóáiò ðåëàêñó¹, ÷åðåç öå, çñóíóòà ÷àñòîòà

ðåçîíàòîðà âiäñóâà¹òüñÿ âiä öåíòðàëüíî¨ ÷àñòîòè âõiäíîãî iìïóëüñó ωp, ùî

ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ êîíòðàñòó. Äëÿ çìåíøåííÿ öüîãî åôåêòó òà ïî-

êðàùåííÿ êîíòðàñòó, ìîæíà ïðèäóøèòè ïàðñåëëiâñüêó ðåëàêñàöiþ êóáiòà,

òîáòî çáiëüøèòè ÷àñ æèòòÿ êóáiòà TP = 1/(λ2κ). Äëÿ öüîãî ìîæíà çìåí-

øèòè àáî κ àáî ïàðàìåòð λ = g/(ωq − ωr). Çìåíøåííÿ λ ìîæíà äîñÿãòè
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Ðèñ. 4.3. Çàëåæíiñòü ìàêñèìàëüíîãî êîíòðàñòó ç÷èòóâàííÿ âiä òðèâàëîñòi
âõiäíîãî iìïóëüñó τp äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ωq − ωr. Äëÿ çàäîâîëåííÿ óìî-
âè (4.33) îáðàíî ñïiââiäíîøåííÿ λ/Λ = 10. Ðåøòà ïàðàìåòðiâ òàêà æ, ÿê
íà Ðèñ. 4.2.

àáî øëÿõîì çáiëüøåííÿ ωq − ωr, àáî æ ïîñëàáëåííÿ çâ'ÿçêó ðåçîíàòîðà ç

êóáiòîì, òîáòî çìåíøåííÿ g. Îäíàê, ó êîæíîãî ç öèõ ïiäõîäiâ ¹ îáìåæåííÿ.

Çìåíøåííÿ øâèäêîñòi âèòàêàííÿ ôîòîíà ç ðåçîíàòîðà κ çáiëüøó¹ ïîõèáêó

âèêëèêàíó íåìîíîõðîìàòè÷íiñòþ âõiäíîãî ñèãíàëó. Ïîñëàáëåííÿ çâ'ÿçêó

êóáiòà ç ðåçîíàòîðîì g àáî çáiëüøåííÿ ωq − ωr çáiëüøó¹ ïàðñåëëiâñüêèé

÷àñ æèòòÿ êóáiòà TP. Îäíàê, öå ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ ïîâíîãî çñóâó

÷àñòîòè ðåçîíàòîðà χ = g(λ+ Λ). Ç iíøîãî áîêó, ÷èì áiëüøèé çñóâ ÷àñòîòè

ðåçîíàòîðà χ ïîðiâíÿíî çi øâèäêiñòþ âèòiêàííÿ ôîòîíà ç ðåçîíàòîðà (øè-

ðèíîþ ëiíi¨ ðåçîíàòîðà) κ, òèì êðàùå ìîæíà ðîçðiçíèòè ñòàíè êóáiòà. Öi

ìiðêóâàííÿ íàâîäÿòü íà âèñíîâîê, ùî äëÿ çàäàíîãî ÷àñó âèìiðþâàííÿ tm

òà âåëè÷èíè ωq − ωr ìà¹ iñíóâàòè êîìáiíàöiÿ çíà÷åíü øâèäêîñòi âèòiêàííÿ

ôîòîíà ç ðåçîíàòîðà κ òà ñèëè çâ'ÿçêó g, êîëè äîñÿãà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíå

çíà÷åííÿ êîíòðàñòó.

Äëÿ òîãî, ùîá ïðîiëþñòðóâàòè öåé âèñíîâîê, ìè ïîáóäóâàëè çàëåæíî-

ñòi êîíòðàñòó ç÷èòóâàííÿ âiä ïàðàìåòðó çâ'ÿçêó êóáiòà ç ðåçîíàòîðîì g

òà øâèäêîñòi âèòiêàííÿ ôîòîíà ç ðåçîíàòîðà κ äëÿ äåêiëüêîõ çíà÷åíü ÷à-

ñó âèìiðþâàííÿ, ÿêèé ñïiââiäíîñèòüñÿ ç äîâæèíîþ âõiäíîãî ñèãíàëó ÿê

tm = 6tp, òà ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ ωq − ωr = 0.91 GHz. Ãðàôiêè öèõ çà-
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Ðèñ. 4.4. Çàëåæíiñòü ìàêñèìàëüíîãî êîíòðàñòó âiä ωq− ωr äëÿ ðiçíèõ òðè-
âàëîñòåé âõiäíîãî iìïóëüñó τp. Çíà÷åííÿ ðåøòè ïàðàìåòðiâ çáiãàþòüñÿ ç
òèìè, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñü äëÿ ðîçðàõóíêiâ íà Ðèñ. 4.3.

ëåæíîñòåé ïîêàçàíi íà Ðèñ. 4.2. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ tm âèçíà÷åíî âå-

ëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî êîíòðàñòó Cmax òà âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ

κ òà g. Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíèé âèùå ìåòîä, âèçíà÷èìî çàëåæíiñòü ìà-

êñèìàëüíîãî êîíñòðàñòó ç÷èòóâàííÿ Cmax âiä äîâæèíè âõiäíîãî iìïóëüñó

tp òà âåëè÷èíè ωq − ωr. Öi çàëåæíîñòi ïðîäåìîíñòðîâàíi íà Ðèñ. 4.3 òà 4.4.

Îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî áiëüøèé êîíòðàñò äîñÿãà¹òüñÿ âèêîðèñòàííÿì

äîâøèõ âõiäíèõ iìïóëüñiâ òà áiëüøèõ çíà÷åíü |ωq − ωr|.
Ïiäêðåñëèìî âàæëèâó äåòàëü. Äëÿ ðîçðàõóíêiâ êîíòðàñòó ç÷èòóâàííÿ

÷àñòîòè êóáiòà ωq òà ðåçîíàòîðà ωr ïiäáèðàëèñü òàê, ùîá ωq > ωr. Òàêå

ñïiââiäíîøåííÿ ÷àñòîò çàáåçïå÷ó¹ îäíàêîâèé çíàê äèñïåðñíîãî çñóâó gλ

òà çñóâó Áëîõà-Çi åðòà gΛ, ùî çáiëüøó¹ çàãàëüíèé çñóâ ÷àñòîòè ðåçîíàòîðà

χ = g(λ+Λ). Öå çáiëüøó¹ êîíòðàñò ç÷èòóâàííÿ, îñêiëüêè çàâäÿêè áiëüøîìó

çñóâó ÷àñòîòè ðåçîíàòîðà ìîæíà êðàùå ðîçðiçíÿòè ñòàíè êóáiòà.

4.8 Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî äèñïåðñíå ç÷èòóâàííÿ ñòàíó êóáiòà â ñõåìi

ç ôîòîäåòåêòîðîì ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó ç÷èòóâàííÿ îäíîôîòîííèì iì-

ïóëüñîì. Ïðè âèêîðèñòàííi îäíîôîòîííèõ iìïóëüñiâ íåìà¹ ïîõèáêè, ÿêà
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âèíèêà¹ ÷åðåç íåîðòîãîíàëüíiñòü ñòàíó âèìiðþþ÷îãî ñèãíàëó. Òàêà ïîõèá-

êà âèíèêà¹, íàïðèêëàä, ïðè âèìiðþâàííi ñèãíàëîì ó êîãåðåíòíîìó ñòàíi,

ÿêèé çàçâè÷àé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ñõåìàõ äèñïåðñíîãî âèìiðþâàííÿ. Îêðiì

öüîãî, ñõåìà ç÷èòóâàííÿ ç ôîòîäåòåêòîðîì áiëüø ïðèäàòíà äëÿ iíòåãðóâà-

ííÿ íà ÷iï, íiæ òðàäèöiéíi ñõåìè ç ãîìîäèííèì äåòåêòóâàííÿì. Íèíi âæå

ïðîäåìîíñòðîâàíî íèçêó ïåðñïåêòèâíèõ ðåàëiçàöié ìiêðîõâèëüîâèõ öèðêó-

ëÿòîðiâ íà ÷iïàõ [162, 163, 164], ñòâîðåíî åôåêòèâíi äæåðåëà îäíîôîòîííèõ

iìïóëüñiâ [55, 165] òà çàïðîïîíîâàíî äåêiëüêà ñõåì äåòåêòóâàííÿ ìiêðîõâè-

ëüîâèõ ôîòîíiâ [148, 149, 150, 153, 166].

Ó äîñëiäæóâàíié ñõåìi äîñÿãíåííÿ âèñîêèõ êîíòðàñòiâ ç÷èòóâàííÿ ïî-

òðåáó¹ áiëüøèõ ÷àñiâ âèìiðþâàííÿ ïîðiâíÿíî ç iíøèìè ïiäõîäàìè, îñêiëüêè

äëÿ ç÷èòóâàííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëèøå îäèí ôîòîí Îñêiëüêè âõiäíèé ôî-

òîí íåìîíîõðîìàòè÷íèé, çàâæäè ¹ éìîâiðíiñòü íåáàæàíîãî âiäáèòòÿ àáî

ïðîõîäæåííÿ, ùî ïðèçâîäèòü äî çíèæåííÿ êîíòðàñòó ç÷èòóâàííÿ. Çìåí-

øåííÿ ñïåêòðàëüíî¨ øèðèíè âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó, çìåíøó¹ ïîõèáêè

ç÷èòóâàííÿ ñïðè÷èíåíi íåìîíîõðîìàòè÷íiñòþ. Îäíàê, öå çáiëüøó¹ ÷àñ ç÷è-

òóâàííÿ, ùî âèìàãà¹ äîâøèõ ÷àñiâ êîãåðåíòíîñòi êóáiòà. Çáiëüøèòè åôå-

êòèâíiñòü îäíîôîòîííîãî ç÷èòóâàííÿ ìîæíà âèêîðèñòîâóþ÷è ïàðñåëëiâ-

ñüêèé ôiëüòð (Purcell �lter) [142], ÿêèé ïðèãíi÷ó¹ ðåëàêñàöiþ êóáiòà. Öå

äàñòü çìîãó àáî âèêîðèñòîâóâàòè ñèëüíiøèé çâ'ÿçîê êóáiòà ç ðåçîíàòîðîì

g, ùî ïðèçâåäå äî çáiëüøåííÿ äèñïåðñíîãî çñóâó, àáî æ çáiëüøèòè øâèä-

êiñòü âèòiêàííÿ ç ðåçîíàòîðà κ, ùî äàñòü çìîãó âèêîðèñòîâóâàòè êîðîòøi

iìïóëüñè òà ïðèøâèäøèòü âèìiðþâàííÿ.
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ÐÎÇÄIË 5

ÊÂÀÍÒÎÂÎ-ÊËÀÑÈ×ÍÈÉ ÏIÄÕIÄ ÄËß ÌÎÄÅËÞÂÀÍÍß

ÍÅÀÄIÀÁIÒÈ×ÍÎ� ÅËÅÊÒÐÎÍÍÎ-ßÄÅÐÍÎ� ÄÈÍÀÌIÊÈ

5.1 Âñòóï

Òî÷íå òà øâèäêå ìîäåëþâàííÿ äèíàìiêè çâ'ÿçàíèõ åëåêòðîííî-ÿäåðíèõ

ñèñòåì ¹ êëþ÷îâèì äëÿ ðîçóìiííÿ ôîòîôiçè÷íèõ òà îïòîåëåêòðîííèõ ïðî-

öåñiâ ó ñêëàäíèõ ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ [26, 27]. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ìî-

ëåêóë, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ áiëüø íiæ äåêiëüêîõ àòîìiâ, ìîæíà âèêîðèñòîâó-

âàòè ìåòîäè íåàäiàáiòè÷íî¨ ìîëåêóëÿðíî¨ äèíàìiêè, â ÿêèõ ïîâíà åíåðãiÿ

ìîëåêóëè òà ñèëè, ùî äiþòü íà ÿäðà, îá÷èñëþþòüñÿ ¾íà ëüîòó¿ (on-the-

�y) äëÿ âñiõ íåîáõiäíèõ åëåêòðîííèõ ñòàíiâ [27]. Öi âåëè÷èíè, îá÷èñëþ-

âàíi ìåòîäàìè ðîçðàõóíêó åëåêòðîííî¨ ñòðóêòóðè, òàêèõ ÿê ìåòîäè ëi-

íiéíîãî âiäãóêó [167], âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó çìiøàíèõ êâàíòîâî-êëàñè÷íèõ

[33, 34, 35, 168, 169, 170] àáî æ ïîâíiñòþ êâàíòîâèõ [] àëãîðèòìàõ ðîçðàõóí-

êó ìîëåêóëÿðíî¨ äèíàìiêè. Êâàíòîâî-êëàñè÷íi ïiäõîäè, îäíàê, ïîòåðïàþòü

âiä òàê çâàíî¨ ïðîáëåìè ¾íàäìiðíî¨ êîãåðåíòíîñòi¿ (¾overcoherence¿) ÷åðåç

âèêîðèñòàííÿ ïiäõîäó ñåðåäíüîãî ïîëÿ äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ åëåêòðîííèõ ÷è

åëåêòðîííî-ÿäåðíèõ ñòàíiâ [171, 33]. Ïîâíiñòþ êâàíòîâi ïiäõîäè ïîòðåáóþòü

äóæå áàãàòî îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ äëÿ ñèñòåì ç áàãàòüìà ÷àñòèíêàìè.

Ó íèçöi ðîáiò [172, 173, 174, 175] ïðîïîíóþòüñÿ àëãîðèòìè ìîäåëþâàííÿ

íåàäiàáàòè÷íî¨ ìîëåêóëÿðíî¨ äèíàìiêè, â ÿêèõ åëåêòðîííi ñòàíè ðîçãëÿäà-

þòüñÿ ÿê ñòðîãî âèçíà÷åíi çàëåæíîþ âiä ÷àñó êîíôiãóðàöi¹þ ÿäåðíî¨ ïiäñè-

ñòåìè. Ïîêàçàíî, ùî âèçíà÷åííÿ åëåêòðîííèõ ñòàíiâ òiëüêi â àäiàáàòè÷íîìó

ïðåäñòàâëåííi ïðèâîäèòü äî êâàíòîâî-êëàñè÷íîãî ïîíÿòòÿ ïðî ñòðèáêè iì-

ïóëüñó [172], ÿêå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â surface hopping àëãîðèòìàõ [176], à
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òàêîæ ó ôîðìàëiçìi êâàíòîâî�êëàñè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ [34]. Â ðîáîòi

[175] ïiäõiä ñòðèáêiâ iìïóëüñó âäîñêîíàëåíî øëÿõîì ââåäåííÿ åôåêòèâíîãî

momentum-jump ãàìiëüòîíiàíó. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ãàìiëüòîíiàí, â ðîáîòi

[175] çàïðîïîíîâàíî ïîêðàùåíèé àëãîðèòì çàñíîâàíèé íà ïiäõîäi ñåðåäíüî-

ãî ïîëÿ (ìåòîä Åðåíôåñòà).

Ó öüîìó ðîçäiëi âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìàëiçì ìàòðèöi ãóñòèíè ïðîäåìîí-

ñòðîâàíî ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ïiäõîäó ç âèêîðèñòàííÿì momentum-jump

ãàìiëüòîíiàíó [175] äëÿ îïèñó çâ'ÿçàíî¨ åëåêòðîííî-ÿäåðíî¨ äèíàìiêè â ìî-

ëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ. Ïðåäñòàâëåíî äåòàëüíå âèâåäåííÿ ðiâíÿíü åâîëþ-

öi¨ íàñåëåíîñòåé àäiàáàòè÷íèõ åëåêòðîííèõ ðiâíiâ. Ðåàëiçîâàíî åôåêòèâ-

íèé àëãîðèòì, çàñíîâàíèé íà ìîäèôiêàöi¨ àëãîðèòìó fewest switches surface

hopping, (FSSH), çàïðîïîíîâàíîãî äëÿ ìîäåëþâàííÿ çâ'ÿçàíî¨ åëåêòðîííî-

ÿäåðíî¨ äèíàìiêè J. C. Tully â ðîáîòi [177]. Çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì ïðà-

öþ¹ i â êâàíòîâîìó íåìàðêiâñüêîìó ðåæèìi ñëàáêî¨ äåêîãåðåíöi¨ i â êëà-

ñè÷íîìó ðåæèìi ñèëüíî¨ äåêîãåðåíöi¨. Â ðåæèìi ñèëüíî¨ äåêîãåðåíöi¨ ïðî-

äåìîíñòðîâàíî ðåàëiçàöiþ äåòàëüíîãî áàëàíñó ïðè ñêií÷åííié òåìïåðàòóði

ñèñòåìè.

5.2 Åôåêòèâíèé ìîëåêóëÿðíèé ãàìiëüòîíiàí

Ìîëåêóëÿðíèé ãàìiëüòîíiàí ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó òàêîìó âèãëÿäi

Ĥ = T̂ + Ĥel(R). (5.1)

Ïåðøèé äîäàíîê ¹ êiíåòè÷íîþ åíåðãi¹þ ÿäåð T̂ =
∑

α p̂
2
α/(2Mα), äå p̂α =

−i∇Rα � îïåðàòîð iìïóëüñó, Rα îçíà÷à¹ α êîìïîíåíòó N -âèìiðíîãî âåêòîðà

ÿäåðíèõ êîîðäèíàò R = (R1, R2, . . . , R3N), äå N � êiëüêiñòü àòîìiâ (ÿäåð)

ó ìîëåêóëi. Äîäàíîê Ĥel îïèñó¹ åëåêòðîííó ïiäñèñòåìó ìîëåêóëè i âêëþ-

÷à¹ êiíåòè÷íó åíåðãiþ òà óñi åëåêòðîí-åëåêòðîííi òà ÿäåðíî-ÿäåðíi âçà¹-
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ìîäi¨, ÿêi ïàðàìåòðè÷íî çàëåæàòü âiä ïîëîæåííÿ ÿäåð R. Ó öüîìó ðîçäiëi

äëÿ çðó÷íîñòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ àòîìíó ñèñòåìó îäèíèöü (ñèñòåìó îäèíèöü

Ãàðòði) [178], òîáòî ~ = kB = ε0 = 1. Îïåðàòîðè, ÿêi äiþòü íà ïiäïðîñòið

åëåêòðîííèõ ñòàíiâ, ïîçíà÷àþòüñÿ ñèìâîëàìè ç ¾äàøêîì¿.

Ìîëåêóëÿðíèé ãàìiëüòîíiàí (5.1) çàçâè÷àé ïðåäñòàâëÿþòü ó áàçèñi âëà-

ñíèõ ñòàíiâ åëåêòðîííîãî ãàìiëüòîíiàíó Ĥel(R): [179]

Ĥel(R)|n(R)〉 = En(R)|n(R)〉, (5.2)

äå En(R) îïèñó¹ içîåíåðãåòè÷íó ïîâåðõíþ (potential energy surface), ÿêà

âiäïîâiäà¹ àäiàáàòè÷íîìó åëåêòðîííîìó ñòàíó |n(R)〉. Ó òàêîìó áàçèñi ìî-

ëåêóëÿðíèé ãàìiëüòîíiàí, ÿêèé âèðàæà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (5.1), ïåðåòâîðþ¹-

òüñÿ íà òàê çâàíèé ¾velocity-gauge¿ ãàìiëüòîíiàí [179]1.

Îäíàê, ÿêùî ïðàöþâàòè ç àäiàáàòè÷íèìè âëàñíèìè ñòàíàìè |n(R)〉,
ÿêi ¹ ôóíêöiÿìè 3N -âèìiðíîãî âåêòîðà ÿäåðíèõ êîîðäèíàò R, îá÷èñëåííÿ

åíåðãåòè÷íèõ ïîâåðõîíü òà âåêòîðiâ íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó øâèäêî ñòà¹

íàäìiðíî âèòðàòíîþ îá÷èñëþâàëüíîþ çàäà÷åþ ÷åðåç åêñïîíåíöiéíå çðîñòà-

ííÿ íåîáõiäíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ ïðè çðîñòàííi êiëüêîñòi ÿäåðíèõ

ñòóïåíåé âiëüíîñòi ñèñòåìè. Îòæå, äëÿ ñèìóëÿöi¨ ab-initio íåàäiàáàòè÷íî¨

ìîëåêóëÿðíî¨ äèíàìiêè áiëüø ïðèéíÿòíèìè ¹ òàê çâàíi ìåòîäè ¾íà ëüîòó¿

(on-the-�y). Ïðè âèêîðèñòàííi öèõ ìåòîäiâ, åíåðãåòè÷íi ïîâåðõíi òà âåêòî-

ðè íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó îá÷èñëþþòüñÿ äëÿ ïåâíîãî çàëåæíîãî âiä ÷àñó

ïîëîæåííÿ ÿäåð R̄t. Ñóòü öèõ ìåòîäiâ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ïðàöþþòü ç àäi-

àáàòè÷íèìè áàçèñíèìè ñòàíàìè |n(t)〉, ÿêi çàëåæàòü âiä ÷àñó. Ñòàí âñi¹¨

ñèñòåìè |Ψ(R, t)〉 ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ñóïåðïîçèöiþ öèõ ñòàíiâ

|Ψ(R, t)〉 =
∑
n

ψn(R, t)|n(t)〉, (5.3)

1Âèâiä velocity-gauge ãàìiëüòîíiàíó ìîæíà òàêîæ çíàéòè, íàïðèêëàä, ó Äîäàòêó À â ñòàòòi [38]
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äå ψn(R, t) � ÿäåðíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä (5.3) ó

çàëåæíîìó âiä ÷àñó ðiâíÿííi Øðüîäiíãåðà i∂t|Ψ(t)〉 = Ĥ|Ψ(t)〉, îòðèìà¹ìî
òàêå ðiâíÿííÿ

i
∑
n

[∂tψn(R, t)] |n(t)〉+ i
∑
n

ψn(R, t)|∂tn(t)〉 =
∑
n′

Ĥψn(R, t)|n(t)〉, (5.4)

ùî äà¹

i∂tψn′(R, t) =
∑
n

hn′nψn(R, t), (5.5)

äå hn′n = 〈n′(t)|Ĥ|n(t)〉− i〈n′(t)|∂tn(t)〉. Öåé ðåçóëüòàò ïðèâîäèòü äî length-
gauge ãàìiëüòîíiàíó [175].

Ĥlg = T̂ +
∑
n,n′

[i〈n(t)|∂tn′(t)〉+ Unn′(t)] |n′(t)〉〈n(t)|, (5.6)

äå Unn′(t) = 〈n(t)|Ĥel(R)|n′(t)〉. Ââàæàòèìåìî, ùî íà ñèñòåìó íå äi¹ çîâíi-
øí¹ ìàãíiòíå ïîëå, à îòæå, åëåêòðîííèé ãàìiëüòîíiàí Ĥel äiéñíèé i Unn′(t) =

Un′n(t).

Ââàæà¹ìî, ùî õâèëüîâi ôóíêöi¨ ÿäåð ψn(R, t) ñèëüíî ëîêàëiçîâàíi ïî-

áëèçó öåíòðó ÿäåðíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó R̄t(t). Ðîçêëàä åëåêòðîííîãî ãà-

ìiëüòîíiàíó Ĥel â îêîëèöÿõ òî÷êè R̄t äà¹

Ĥel(R) ≈ Ĥel(R̄t) +∇R̄t
Ĥel(R̄t) · (R− R̄t), (5.7)

äå âðàõîâàíî äîäàíêè òiëüêè äî äðóãîãî ïîðÿäêó. Äîäàíêè âèùèõ ïîðÿäêiâ

ââàæàþòüñÿ íåõòîâíèìè ó âèïàäêó ñèëüíî ëîêàëiçîâàíèõ ÿäåðíèõ ñòàíiâ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàäè (5.7) òà (5.2) ðàçîì ç òåîðåìîþ Ãåëëìàíà-
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Ôåéíìàíà [180], îòðèìà¹ìî äëÿ Unn′ òàêèé âèðàç

Unn′ = δnn′
[
En(R̄t)− Fn(R̄t) · (R− R̄t)

]
+ (1− δnn′)∆Enn′(R̄t)Ann′ · (R− R̄t),

(5.8)

äå âåëè÷èíà Ann′(R) ≡ 〈n(R)|∇Rn
′(R)〉 íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì íåàäiàáà-

òè÷íîãî çâ'ÿçêó, à Fn(r) = −∇rEn(r) ¹ ñèëîþ, ÿêà äi¹ íà ÿäðî íà n-é

åíåðãåòè÷íié ïîâåðõíi â òî÷öi r. Äëÿ âèâåäåííÿ âèðàçó (5.8) âèêîðèñòàíî

ñïiââiäíîøåííÿ

〈n(R̄t)|∂tn′(R̄t)〉 = ∂tR̄t · 〈n(R̄t)|∇R̄t
n′(R̄t)〉 ≡ v̄ ·Ann′(R̄t), (5.9)

äå v̄ = dR̄t/dt � øâèäêiñòü öåíòðó ÿäåðíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó.

Ïiäñòàíîâêîþ âèðàçiâ (5.8) òà (5.9) â ãàìiëüòîíiàí (5.6) îòðèìà¹ìî Ĥlg =

Ĥ0 + V̂ , äå äiàãîíàëüíà ÷àñòèíà ãàìiëüòîíiàíó Ĥ0 ìà¹ òàêèé âèãëÿä

Ĥ0 = T̂ +
∑
n

[
En(R̄t)− Fn(R̄t) · (R− R̄t)

]
|n〉〈n|. (5.10)

Íåäiàãîíàëüíà ÷àñòèíà V̂ çàïèñó¹òüñÿ ÿê

V̂ =
∑
n,n′

[
iv̄ ·Ann′(R̄t) + ∆Enn′(R̄t)Ann′(R̄t) · (R− R̄t)

]
|n′〉〈n|

≡ i
∑
n,n′

v̄ ·Ann′(R̄t)
[
1 + i∆pnn′ · (R− R̄t)

]
|n′〉〈n|,

(5.11)

äå ∆Enn′(R̄) = En(R̄)− En′(R̄) � ðiçíèöÿ åíåðãié ìiæ n-þ òà n′-þ ïîâåðõ-

íÿìè ó òî÷öi R̄, ∆pnn′ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

∆pnn′ = −∆Enn′Ann′/(v ·Ann′). (5.12)

Íàäàëi äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ |n〉 = |n(t)〉.
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Îñêiëüêè ÿäåðíi ñòàíè ñèëüíî ëîêàëiçîâàíi ïîáëèçó òî÷êè R̄t, òî âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà ∆pnn′ · (R − R̄t) � 1. Îòæå, íèæíié ðÿäîê ó âèðàçi (5.11)

ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ÿê

V̂ ≈ i
∑
n,n′

v̄ ·Ann′(R̄t)e
i∆pnn′ ·(R−R̄t)|n′〉〈n|. (5.13)

Îïèñ âçà¹ìîäi¨ ìiæ åëåêòðîííèìè ñòàíàìè òà ÿäåðíèìè ñòóïåíÿìè âiëüíî-

ñòi çà äîïîìîãîþ ãàìiëüòîíiàíó (5.13) áiëüø çðó÷íèé ïîðiâíÿíî ç ãàìiëü-

òîíiàíîì ó âèãëÿäi (5.11), ÿê ç òî÷êè çîðó ôiçè÷íîãî çìiñòó, òàê i ç ïîçèöi¨

âèêîðèñòàííÿ â îá÷èñëåííÿõ. ßêùî ââàæàòè ÿäåðíó õâèëüîâó ôóíêöiþ ãà-

óññîâîþ, ùî ¹ øèðîêî âèêîðèñòîâóâàíèì ïðåäñòàâëåííÿì, òî äiÿ ãàìiëüòî-

íiàíó (5.13) íà ÿäåðíèé ñòàí ïîðîäæó¹ íîâèé ñòàí, ÿêèé òàêîæ ¹ ãàóññîâèì,

îäíàê ìà¹ íîâèé iìïóëüñ òà àìïëiòóäó. Òîäi ÿê ãàìiëüòîíiàí (5.11) ïåðåòâî-

ðþ¹ ãàóññîâó õâèëüîâó ôóíêöiþ íà ïîëiíîì Åðìiòà ïåðøîãî ïîðÿäêó. ßêùî

ãàìiëüòîíiàí (5.13) äi¹ íà ãàóññîâèé ñòàí äâi÷i, òî õâèëüîâèé ïàêåò çáåði-

ãà¹ ôîðìó, à çìiíþ¹òüñÿ ëèøå éîãî àìïëiòóäà. Ïîäâiéíå æ çàñòîñóâàííÿ

ãàìiëüòîíiàíó (5.11) äî ãàóññîâîãî ñòàíó ïîðîäæó¹ ñóïåðïîçèöiþ ïîëiíîìiâ

Åðìiòà ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêiâ. Òàêà ôîðìà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ íå ìà¹

ïðÿìèõ êëàñè÷íèõ àíàëîãiâ, íà âiäìiíó âiä ãàóññîâîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó,

ÿêèé âiäïîâiäà¹ íàïiâêëàñè÷íié ÷àñòèíöi ñèëüíî ëîêàëiçîâàíî¨ ïîáëèçó ¨¨

ñåðåäíiõ (êëàñè÷íèõ) êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó. Îòæå, ãàìiëüòîíiàí âçà¹ìîäi¨

â ðiâíÿííi (5.13) çàëèøà¹ ¾êëàñè÷íiñòü¿ ÿäðà, ùî ¹ êîðèñíîþ âëàñòèâiñòþ

ÿê äëÿ ôiçè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨, òàê i äëÿ ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ. Çàñòîñóâà-

ííÿ ãàìiëüòîíiàíó ó âèãëÿäi (5.11) ïîòðåáó¹ ðîçøèðåíîãî áàçèñó ïîëiíîìiâ

Åðìiòà, ÿêèé åêñïîíåíöiéíî çðîñòà¹ ç êiëüêiñòþ ÿäåðíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íàáëèæåííÿ (5.13) ïðèõîäèìî äî momentum-jump ãà-
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ìiëüòîíiàíó [175]:

Ĥmj ≡ Ĥ0 + V̂

= T̂ +
∑
n

[
En(R̄t)− F(R̄t) · (R− R̄t)

]
|n〉〈n|

+ i
∑
n,n′

v̄ ·Ann′(R̄t)e
i∆pnn′ ·(R−R̄t)|n′〉〈n|.

(5.14)

Ñàìå öåé åôåêòèâíèé ìîëåêóëÿðíèé ãàìiëüòîíiàí âèêîðèñòîâóâàòèìåòüñÿ

ó ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäi.

5.3 Ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ íàñåëåíîñòåé àäiàáàòè÷íèõ ñòàíiâ

Âèâåäåìî ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ íàñåëåíîñòåé åëåêòðîííèõ àäiàáàòè÷íèõ

ðiâíiâ. Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ ðîçãëÿäó, ââàæàòèìåìî, ùî â ïåâíié äiëÿíöi

ïðîñòîðó ¹ ïåðåòèí ëèøå äâîõ åíåðãåòè÷íèõ ïîâåðõîíü. Òàêà ñèòóàöiÿ ¹

äîâîëi òèïîâîþ äëÿ áiëüøîñòi ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåì.

Åâîëþöiÿ ìàòðèöi ãóñòèíè ρ̂(t) = |Ψ(t)〉〈Ψ(t)|, ùî îïèñó¹ ÿäåðíi ñòà-

íè, îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ôîí Íåéìàíà i∂tρ̂ = [Ĥmj, ρ̂]. Ââåäåìî îïåðàòîð

ãóñòèíè %̂ ó ïðåäñòàâëåííi âçà¹ìîäi¨ ρ̂(t) = Û(t, 0)%̂(t)Û †(t, 0). Îïåðàòîð

Û(t, τ) ìà¹ âèãëÿä Û(t, τ) = T̂ exp
[
− i
∫ t
τ dt

′ Ĥ0(t
′)
]
, äå T̂ � îïåðàöiÿ ÷à-

ñîâîãî âïîðÿäêóâàííÿ, Ĥ0 � äiàãîíàëüíà ÷àñòèíà ãàìiëüòîíiàíó Ĥmj ó ïiä-

ïðîñòîði åëåêòðîííèõ ñòàíiâ |n〉,

Ĥmj ≡
∑
n

Hn|n〉〈n|+
∑
n 6=n′

Vnn′|n〉〈n′|, (5.15à)

Hn ≡ T̂ + En(R̄t)− Fn(R̄t) · (R− R̄t), (5.15á)

Vnn′ ≡ iv̄ ·Ann′(R̄t)e
i∆pnn′ ·(R−R̄t). (5.15â)

Çàóâàæèìî, ùî â ðiâíÿííÿõ (5.15) Hn òà Vnn′ ¹ çàëåæíèìè âiä ÷àñó îïåðà-

òîðàìè, ÿêi äiþòü âèêëþ÷íî íà ÿäåðíi çìiííi.
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Ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi ãóñòèíè (%nn′ ≡ 〈n|%̂|n′〉)
çàïèñóþòüñÿ ÿê

i∂t%11(t) = U †1(t, 0)V12(t)U2(t, 0)%21(t)− %12(t)U †2(t, 0)V21(t)U1(t, 0), (5.16à)

i∂t%22(t) = U †2(t, 0)V21(t)U1(t, 0)%12(t)− %21(t)U †1(t, 0)V12(t)U2(t, 0), (5.16á)

äå ìè âèçíà÷èëè îïåðàòîð åâîëþöi¨ Un(t, τ) = T̂ exp
[
− i
∫ t
τ dt

′Hn(t
′)
]
, ÿêèé

äi¹ òiëüêè íà ÿäåðíi ñòóïåíi âiëüíîñòi.

Àíàëîãi÷íî, íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè ìàòðèöi ãóñòèíè îïèñóþòüñÿ òàêè-

ìè ðiâíÿííÿìè ðóõó

i∂t%12(t) = U †1(t, 0)V12(t)U2(t, 0)%22(t)− %11(t)U †1(t, 0)V12(t)U2(t, 0). (5.17)

Ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ äëÿ %21 îòðèìó¹òüñÿ åðìiòîâèì ñïðÿæåííÿì ðiâíÿííÿ

âèùå. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ìàòðè÷íi åëåìåíòè %nn′ âñå ùå ¹ îïåðàòîðàìè,

ÿêi äiþòü ó ïiäïðîñòîði ÿäåðíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi.

Íàñåëåíîñòi àäiàáàòè÷íèõ åëåêòðîííèõ ñòàíiâ âèðàæàþòüñÿ ÿê

Pn(t) = Tr[ρnn(t)] = Tr[%nn(t)], (5.18)

äå ñëiä áåðåòüñÿ ïî âñiì ÿäåðíèì ñòóïåíÿì âiëüíîñòi. Ïiäñòàíîâêîþ ôîð-

ìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (5.17) äëÿ %12 òà %21, äå ââàæà¹ìî, ùî %12(0) =

%21(0) = 0, â ðiâíÿííÿ (5.16à), îòðèìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò

Ṗ1(t) = − 2

t∫
0

dτ Re
{

Tr
[
U †1(t, τ)V12(t)U2(t, τ)V21(τ)ρ11(τ)

]
− Tr

[
V21(τ)U †1(t, τ)V12(τ)U2(t, τ)ρ22(τ)

]}
,

(5.19)

äå ìè âèêîðèñòàëè âëàñòèâiñòü öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè îïåðàòîðiâ ïiä çíà-
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êîì ñëiäó. Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ P2(t) âèâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è, ùî Tr [Oρnn(t)] = 〈Ψn(t)|O|Ψn(t)〉, äå O îçíà÷à¹ äå-

ÿêèé êâàíòîâèé îïåðàòîð, ùî äi¹ íà ÿäåðíi ñòóïåíi âiëüíîñòi, à |Ψn(t)〉 �
êâàíòîâèé ñòàí ÿäåðíî¨ ïiäñèñòåìè, ïîâ'ÿçàíèé ç åëåêòðîííèì ñòàíîì |n〉,
ðiâíÿííÿ (5.19) íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó:

Ṗ1 = 2d12(t)

t∫
0

dτ d12(τ)

× Re
{
〈Ψ1(τ)|U †1(t, τ)ei∆p12(t)·[R−R̄t]U2(t, τ)ei∆p21(τ)·[R−R̄τ ]|Ψ1(τ)〉

− 〈Ψ2(τ)|ei∆p21(τ)·[R−R̄τ ]U †1(t, τ)ei∆p12(t)·[R−R̄t]U2(t, τ)|Ψ2(τ)〉
}
,

(5.20)

äå d12(t) ≡ v̄(t)·A12(R̄t). Äëÿ âèâåäåííÿ ðiâíÿííÿ (5.20) âèêîðèñòîâóâàëèñÿ

âèðàç (5.15) òà âëàñòèâiñòü Ann′ = −An′n.

5.3.1 Ãàóñcîâå íàáëèæåííÿ

Äëÿ ñïðîùåííÿ òåîðåòè÷íîãî ðîçãëÿäó äàëi âèâ÷àòèìåìî îäíîâèìiðíèé

âèïàäîê. Ïðåäñòàâèìî õâèëüîâó ôóíêöiþ ÿäåðíî¨ ïiäñèñòåìè, ïîâ'ÿçàíó ç

àäiàáàòè÷íèì åëåêòðîííèì ñòàíîì |n〉, ÿê

|Ψn(t)〉 = Cn(t)|gn(R̄, p̄; t)〉, (5.21)

äå |gn(R̄, p̄; t)〉 ïîçíà÷à¹ íîðìîâàíèé ãàóññîâèé ñòàí, ÿêèé ó êîîðäèíàòíîìó
ïðåäñòàâëåííi çàïèñó¹òüñÿ ÿê

gn(R̄, p̄;R, t) = exp
[
iαn,t

[
R− R̄t

]2
+ ip̄t

[
R− R̄t

]
+ iγn,t

]
. (5.22)

Ãàóññîâèé õâèëüîâèé ïàêåò gn(R̄, p̄;R, t) ëîêàëiçó¹òüñÿ ïîáëèçó êîîðäèíàòè

R̄t òà ïîøèðþ¹òüñÿ âçäîâæ n-¨ ïîâåðõíi ç ñåðåäíiì iìïóëüñîì p̄t. Ñåðåäíié
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iìïóëüñ p̄t òà ñåðåäíÿ êîîðäèíàòà R̄t õâèëüîâîãî ïàêåòó îïèñóþòüñÿ íüþòî-

íiâñüêèìè ðiâíÿííÿìè ðóõó.

Êîìïëåêñíi ïàðàìåòðè αn,t òà γn,t åâîëþöiîíóþòü çãiäíî ðiâíÿíü Ãåëëå-

ðà [181]

α̇n,t = − 2

M
α2
t −

1

2

∂2En(R)

∂R2

∣∣∣
R=R̄t

. (5.23à)

γ̇n,t =
i

M
αn,t +

p̄2
t

2M
− En(R̄t). (5.23á)

Ìè íåõòó¹ìî äðóãèì äîäàíêîì ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (5.23à) ÷åðåç ïðè-

ïóùåííÿ ïðî ñèëüíó ëîêàëiçàöiþ õâèëüîâîãî ïàêåòó, ÿêå ¹ öåíòðàëüíèì

ó âèâåäåííi momentum-jump ãàìiëüòîíiàíó Ĥmj. Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ

ìà¹ òàêèé âèãëÿä

αn,t ≡ αt =
α0

2α0M−1t+ 1
, α0 =

i

2σ2
, (5.24)

ùî âiäïîâiäà¹ âèïàäêó âiëüíîãî ïîøèðåííÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó. Ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (5.23á) ìà¹ òàêèé âèãëÿä [181]:

γn,t = γ0 +
i

2
ln

(
2

M
α0t+ 1

)
+ Sn(t, 0), (5.25)

äå γ0 = i ln (2α0/π) /4. Çìiííà Sn(t, 0) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Sn(t, 0) =

t∫
0

du

[
p̄2(u)

2M
− En(R̄(u))

]
(5.26)

òà âiäïîâiäà¹ êëàñè÷íié äi¨ õâèëüîâîãî ïàêåòó ïðîòÿãîì ÷àñó t.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ãàóññîâèé àíçàòö (5.21) ó ðiâíÿííi ðóõó (5.20) òà âðà-

õîâóþ÷è, ùî Pn(t) ≡ |Cn(t)|2, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêi îïèñóþòü
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поверхня  

поверхня �

траєкторія 1a 

траєкторія 1b

траєкторія 2b

траєкторія 2a

R' 1 R 1R R 2 R'2R 

(a) (б)�1 �2

Ðèñ. 5.1. Ãðàôi÷íå ïðåäñòàâëåííÿ òðà¹êòîðié, ÿêi äàþòü âíåñîê ó êîðåëÿ-
òîðè (a) Λ1(t; τ) òà (á) Λ2(t; τ).

åâîëþöiþ íàñåëåíîñòåé àäiàáàòè÷íèõ ñòàíiâ:

Ṗ1(t) =

t∫
0

dτRe [Q2(t; τ)P2(τ)−Q1(t; τ)P1(τ)] , (5.27à)

Ṗ2(t) =

t∫
0

dτRe [Q1(t; τ)P1(τ)−Q2(t; τ)P2(τ)] , (5.27á)

äå Q1(t; τ) òà Q2(t; τ) âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

Q1(t; τ) = 2d12(t)d12(τ)Λ1(t; τ), (5.28à)

Q2(t; τ) = 2d12(t)d12(τ)Λ2(t; τ). (5.28á)

Ôóíêöi¨ Λ1,2(t; τ) ìàþòü òàêèé âèãëÿä

Λ1(t; τ) = 〈g1(R̄, p̄; τ)|

òðà¹êòîðiÿ 1a︷ ︸︸ ︷
U †1(t, τ)ei∆p12(t)[R−R̄1(t)]

òðà¹êòîðiÿ 1á︷ ︸︸ ︷
U2(t, τ)ei∆p21(τ)[R−R̄τ ] |g1(R̄, p̄; τ)〉,

(5.29à)

Λ2(t; τ) = 〈g2(R̄, p̄; τ)|

òðà¹êòîðiÿ 2á︷ ︸︸ ︷
ei∆p21(τ)[R−R̄τ ]U †1(t, τ)

òðà¹êòîðiÿ 2a︷ ︸︸ ︷
ei∆p12(t)[R−R̄′2(t)]U2(t, τ) |g2(R̄, p̄; τ)〉,

(5.29á)
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äå R̄1(τ) & R̄′2(τ) ≡ R̄τ . Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (5.22), ðiâíÿííÿ

(5.29) íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó

Λ1(t; τ) = 〈g2(R̄1, p̄1; t; τ)|g2(R̄
′
1, p̄
′
1; t; τ)〉, (5.30à)

Λ2(t; τ) = 〈g1(R̄2, p̄2; t; τ)|g1(R̄
′
2, p̄
′
2; t; τ)〉, (5.30á)

ùî âiäïîâiäà¹ ïåðåêðèòòþ ïàðè ãàóññîâèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ. Äëÿ Λ1(t; τ)

öi õâèëüîâi ïàêåòè ¹ ðåçóëüòàòîì ïîøèðåííÿ ãàóññîâèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ

(ç iìïóëüñîì p̄ òà êîîðäèíàòîþ R̄), ÿêi â ìîìåíò ÷àñó τ çíàõîäÿòüñÿ íà ïî-

âåðõíi 1, ïî äâîì ðiçíèì òðà¹êòîðiÿì (1a òà 1á). Ñõåìàòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ

öèõ òðà¹êòîðié ïîêàçàíî íà Ðèñ. 5.1(à). Òðà¹êòîðiÿ 1a âiäïîâiäà¹ ïîøèðåí-

íþ õâèëüîâîãî ïàêåòó âçäîâæ ïîâåðõíi 1 âiä òî÷êè R̄(τ) äî òî÷êè R̄1(t) òà

ñòðèáêó íà ïîâåðõíþ 2 â ìîìåíò ÷àñó t. ×åðåç öåé ñòðèáîê, iìïóëüñ â êiíöi

öi¹¨ òðà¹êòîði¨ çìiíþ¹òüñÿ íà âåëè÷èíó ∆p12(t). Òðà¹êòîði¹þ 1á ¹ ñòðèáîê

ç åíåðãåòè÷íî¨ ïîâåðõíi 1 íà ïîâåðõíþ 2 â ìîìåíò ÷àñó τ òà ïîäàëüøèé

ðóõ ïîâåðõíåþ 2 âiä òî÷êè R̄(τ) äî òî÷êè R̄′1(t) âïðîäîâæ ÷àñîâîãî iíòåð-

âàëó [τ, t]. Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî ïiñëÿ ñòðèáêà õâèëüîâèé ïàêåò çìiíþ¹

iìïóëüñ íà âåëè÷èíó ∆p12(τ)

Àíàëîãi÷íî, äëÿ Λ2(t; τ) ìà¹ìî ñïðàâó ç ïåðåêðèòòÿì õâèëüîâèõ ïàêå-

òiâ óòâîðåíèõ â ðåçóëüòàòi ïîøèðåííÿ ãàóññîâîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó, ÿêèé

â ìîìåíò τ çíàõîäèâñÿ íà ïîâåðõíi 2, ïî äâîì òðà¹êòîðiÿì 2à òà 2á, ÿê ïî-

êàçàíî íà Ðèñ.5.1(á). Òðà¹êòîðiÿ 2a óòâîðþ¹òüñÿ âiäðiçêîì, ÿêèé âiäïîâiäà¹

ïîøèðåííþ ïîâåðõíåþ 2 âïðîäîâæ iíòåðâàëó [τ, t] âiä òî÷êè R̄(τ) äî R̄2(t),

òà ñòðèáêîì íà ïîâåðõíþ 1 â ìîìåíò ÷àñó t. Iìïóëüñ õâèëüîâîãî ïàêåòó çìi-

íþ¹òüñÿ íà ∆p21(t) â êiíöi òðà¹êòîði¨ 2a. Òðà¹êòîðiÿ 2á âiäïîâiäà¹ ñòðèáêó

ç åíåðãåòè÷íî¨ ïîâåðõíi 2 íà ïîâåðõíþ 1 â ìîìåíò ÷àñó τ òà ïîøèðåííþ

âçäîâæ ïîâåðõíi 1 âiä òî÷êè R̄(τ) äî òî÷êè R̄′2(t).

Âèêîðèñòîâóþ÷è àíçàòö (5.22) ðàçîì ç ðiâíÿííÿìè (5.24), (5.25) òà (5.26)
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â ðiâíÿííi (5.30), îòðèìà¹ìî òàêi âèðàçè

Λ1(t; τ) = exp [−iϕ12(t; τ)]

× exp

[
− 1

4σ2

(
R̄1(t)− R̄′1(t)− (t− τ)

(P̄1(t)− P̄ ′1(t))
M

)2

−σ
2

4

(
P̄1(t)− P̄ ′1(t)

)2
]
,

(5.31à)

Λ2(t; τ) = exp [−iϕ21(t; τ)]

× exp

[
− 1

4σ2

(
R̄2(t)− R̄′2(t)− (t− τ)

(P̄1(t)− P̄ ′1(t))
M

)2

−σ
2

4

(
P̄2(t)− P̄ ′2(t)

)2
]
,

(5.31á)

äå P̄1(t), P̄ ′1(t), P̄2(t) òà P̄ ′2(t) ¹ iìïóëüñàìè â êiíöåâèõ òî÷êàõ òðà¹êòîðié 1a,

1á, 2a òà 2á, âiäïîâiäíî.

Ôàçè ϕ12(t; τ) òà ϕ21(t; τ) â ðiâíÿííÿõ (5.31) âèðàæàþòüñÿ ÿê

ϕ12(t; τ) =

t∫
τ

du

[
p̄2

1a(u)

2M
− E1(R̄1a(u))

]
−

t∫
τ

du

[
p̄2

1b(u)

2M
− E2(R̄1b(u))

]
− 1

2

[
P̄1(t) + P̄ ′1(t)

] [
R̄1(t)− R̄′1(t)

]
,

(5.32à)

ϕ21(t; τ) =

t∫
τ

du

[
p̄2

2a(u)

2M
− E2(R̄2a(u))

]
−

t∫
τ

du

[
p̄2

2bb(u)

2M
− E1(R̄2b(u))

]
− 1

2

[
P̄2(t) + P̄ ′2(t)

] [
R̄2(t)− R̄′2(t)

]
,

(5.32á)

Çàóâàæèìî äåêiëüêà àñïåêòiâ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ ðiâíÿíü (5.32). Ñåðåäíi

çíà÷åííÿ êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó õâèëüîâîãî ïàêåòó çìiíþþòüñÿ âiäïîâiä-

íî äî êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü ðóõó ç ãàìiëüòîíiàíîì Ĥn ó âèðàçi (5.15). Öåé
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ãàìiëüòîíiàí ïàðàìåòðè÷íî çàëåæèòü âiä êîîðäèíàòè R̄n, íàâêîëî ÿêî¨ ðîç-

êëàäà¹òüñÿ åëåêòðîííèé ãàìiëüòîíiàí Ĥel(R) äëÿ âèâîäó momentum-jump

ãàìiëüòîíiàíó (5.14). Çàóâàæèìî, ùî ñòàíè |g(R̄1, p̄1; t)〉 òà |g2(R̄2, p̄2; t)〉 ¹
ðiçíèìè, à îòæå, òî÷êè R̄1 òà R̄2 òàêîæ âiäðiçíÿþòüñÿ. Õî÷à âèáið öèõ

òî÷îê ¹ äîâiëüíèì2, íàéáiëüø çðó÷íèì ïiäõîäîì áóäå îáðàòè R̄1, ÿêà çái-

ãà¹òüñÿ àáî ç R̄1a, àáî æ iç R̄1b. Ìè îáèðà¹ìî R̄1 = R̄1a, àíàëîãi÷íî, òàêîæ

îáèðà¹ìî R̄2 = R̄2a. Íà ïåðøèé ïîãëÿä, ìîæå çäàòèñü, ùî ïîòåíöiéíi åíåð-

ãi¨ E2 äëÿ òðà¹êòîðié 1á òà 2á ìàþòü îá÷èñëþâàòèñü ó òî÷êàõ R̄1a(u) òà

R̄2a(u), à íå R̄1b(u) òà R̄2b(u). Îäíàê, öå íå òàê. Åôåêòèâíi ãàìiëüòîíià-

íè, íàïðèêëàä, ãàìiëüòîíiàí (5.15), ïîâ'ÿçàíi ç öèìè òðà¹êòîðiÿìè ìiñòÿòü

äîäàòêîâi çàëåæíi âiä ÷àñó c-÷èñëîâi äîäàíêè F2(R̄1a(u))(R̄1a(u) − R̄1b(u))

òà F2(R̄2a(u))(R̄2a(u) − R̄2b(u)), ÿêi âèíèêàþòü ÷åðåç òå, ùî åíåðãi¨ òà ñè-

ëè îá÷èñëþþòüñÿ â òî÷êàõ R̄1a(u) òà R̄2a(u), âiäïîâiäíî. Öi äîäàíêè, êîì-

áiíóþ÷èñü iç E2(R̄1a(u)) òà E2(R̄2a(u)), ïðèçâîäÿòü äî çñóâó îñòàííiõ äî

E2(R̄1b(u)) òà E2(R̄2b(u)), âiäïîâiäíî. Öåé çñóâ âðàõîâó¹òüñÿ â ðiâíÿííÿõ

(5.32). Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è òàêi ñïiââiäíîøåííÿ3

R̄1a(τ) = R̄1b(τ), R̄1a(t) = R̄1(t), R̄1b(t) = R̄′1(t), (5.33à)

p̄1a(t) + ∆p12(t) = P̄1(t), p̄1b(t) = P̄ ′1(t), (5.33á)

ìè iíòåãðó¹ìî äîäàíêè ç êiíåòè÷íîþ åíåðãi¹þ ÷àñòèíàìè. Äîäàíêè ó ãðà-

íè÷íèõ òî÷êàõ ÷àñòêîâî ñêîðî÷óþòü îñòàííié äîäàíîê â îáîõ âèðàçàõ â

(5.32), ùî çàëèøà¹ â ïðàâié ÷àñòèíi âèðàçó äëÿ ϕ12(t; τ) äîäàíîê òàêîãî

âèäó ∆p12(R̄1(t))[R̄1(t) − R̄′1(t)]/2. Äëÿ ϕ21(t; τ) âèðàç àíàëîãi÷íèé, ç òi-

¹þ ðiçíèöåþ, ùî iíäåêñè 1 òà 2 ïåðåñòàâëåíi ìiñöÿìè. Äëÿ iíòåãðàëó, ùî

2Îáìåæåííÿ ïîëÿãà¹ ëèøå â òîìó, ùîá ðîçêëàä (5.7) çàëèøàâñÿ äîñèòü òî÷íèì.

3Ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ äëÿ òðà¹êòîðié 2à òà 2á ¹ àíàëîãi÷íèìè
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çàëèøèâñÿ ó âèðàçi äëÿ ϕ12(t; τ), ìà¹ìî

t∫
τ

du
(

˙̄p1a(u) + ˙̄p1b(u)
) (R̄1a(u)− R̄1b(u)

)
2

=

t∫
τ

du
(
F1(R̄1a(u)) + F2(R̄2a(u))

) (R̄1a(u)− R̄1b(u)
)

2
,

äå âèêîðèñòàíî òå, ùî ñåðåäíi êîîðäèíàòè òà iìïóëüñè îïèñóþòüñÿ íüþòî-

íiâñüêèìè ðiâíÿííÿìè ðóõó. Ïî¹äíóþ÷è îñòàííié âèðàç iç iíòåãðàëàìè ïî

ïîòåíöiéíèì åíåðãiÿì ó ðiâíÿííi (5.32), îòðèìó¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò

ϕ12(t; τ) =

t∫
τ

du∆E12(Rc1(u))− ∆p12(R̄1(t))∆R1(t)

2
, (5.34à)

ϕ21(t; τ) =

t∫
τ

du∆E21(Rc2(u))− ∆p21(R̄2(t))∆R2(t)

2
, (5.34á)

äå ââåäåíi òàêi ïîçíà÷åííÿ:

∆Rn(t) = R̄n(t)− R̄′n(t),

Rcn = (R̄na + R̄nb)/2,

∆Enn′(R) = En(R)− En′(R), n, n′ ∈ {1, 2}.

Äëÿ ðiçíèöi iìïóëüñiâ íà êiíöÿõ òðà¹êòîðié, ìè âèêîðèñòîâó¹ìî òàêå

íàáëèæåííÿ

P̄n(t)− P̄ ′n(t) ≈ 0 , (5.35)

ÿêå äîáðå âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó äîñèòü ïëàñêèõ åíåðãåòè÷íèõ ïî-
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âåðõîíü. Îòðèìó¹ìî òàêèé âèðàç äëÿ Λ12(t, τ):

Λ12(t, τ) ≈ exp

{
−∆R2

1(t)

4σ2

}
exp [iφ12(t; τ)] , (5.36)

äå φ12 îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (5.34). Âèðàç äëÿ Λ21 àíàëîãi÷íèé:

Λ21(t, τ) ≈ exp

{
−∆R2

2(t)

4σ2

}
exp [iφ21(t; τ)] . (5.37)

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî Rc2 = Rc1 ≡ Rc òà ∆R2 = −∆R1 ≡ ∆R. Ó

íàïiâêëàñè÷íié ãðàíèöi òà äëÿ âiäíîñíî ìàëèõ îáëàñòåé íåàäiàáàòè÷íîãî

çâ'ÿçêó, òðà¹êòîði¨ 1á òà 2a (òàê ñàìî ÿê i 1a òà 2á), ïîêàçàíi íà Ðèñ. 5.1, ¹

áëèçüêèìè îäíà äî îäíî¨, îêðiì êiíöåâèõ òî÷îê ïðè τ òà t. Öå ¹ íàñëiäêîì

ïðèíöèïó Ôðàíêà-Êîíäîíà [182], çãiäíî ÿêîãî ïîáëèçó ïåðåòèíó ðiâíiâ êî-

îðäèíàòè òà iìïóëüñè ÿäåðíèõ ñòàíiâ Ψ1(τ) òà Ψ2(τ) (÷è õâèëüîâèõ ïàêåòiâ

|g1〉 òà |g2〉) ìàþòü áóòè îäíàêîâèìè. Îòæå, ìîæíà çàïèñàòè òàêi ðiâíÿííÿ
ðóõó íàñåëåíîñòåé åëåêòðîííèõ ðiâíiâ ó òàêîìó âèãëÿäi

Ṗ1(t) = − 2d12(t)

t∫
0

dτ d12(τ)D(t; τ)

× {cos [ϕ12(t; τ)]P1(τ)− cos [ϕ21(t; τ)]P2(τ)} ,

(5.38à)

Ṗ2(t) = − 2d12(t)

t∫
0

dτ d12(τ)D(t; τ)

× {cos [ϕ21(t; τ)]P2(τ)− cos [ϕ12(t; τ)]P1(τ)} ,

(5.38á)

äå

D(t; τ) = exp

{
−
[
Rr(t)−Rv(t, τ)

]2
4σ2

}
, (5.39)

ϕnn′(t; τ) =

t∫
τ

du∆Enn′(Rc(u))−
∆p12(Rc(t))

[
Rr(t)−Rv(t, τ)

]
2

, (5.40)
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òà Rc(t) = (Rr(t) + Rv(t, τ))/2. Ç öüîãî ìîìåíòó, iíäåêñè r òà v îçíà÷àþòü

¾ðåàëüíó¿ 1a (2á) òà ¾âiðòóàëüíó¿ 1á (2a) òðà¹êòîði¨, âiäïîâiäíî. Çàçíà-

÷èìî òàêîæ, ùî â ðiâíÿííi (5.40) ∆p12 îá÷èñëþ¹òüñÿ â ñåðåäíié òî÷öi Rc,

ùî ¹ â ìåæàõ òî÷íîñòi åôåêòèâíîãî ãàìiëüòîíiàíó (5.14). Ãàóññîâà ôóí-

êöiÿ D(t; τ) â ðiâíÿííÿõ (5.38à) òà (5.38á) îïèñó¹ åôåêòèâíå ïðèãíi÷åííÿ

íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó ÷åðåç çìåíøåííÿ ïåðåêðèòòÿ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ.

Ïiäêðåñëèìî, ùî òðà¹êòîðiÿ Rv(t) ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âiäðiçêiâ. Ïåð-

øèé âiäðiçîê Rv(0, τ) ¹ ÷àñòèíîþ òðà¹êòîði¨, äå âiðòóàëüíèé òà ðåàëüíèé

õâèëüîâi ïàêåòè çáiãàþòüñÿ, òîáòî Rv(0, τ) = Rr(τ), ïðè τ < t. Íà äðóãîìó

âiäðiçêó òðà¹êòîði¨ Rv(τ, t), ïiñëÿ ñòðèáêà íà iíøó åíåðãåòè÷íó ïîâåðõíþ,

õâèëüîâèé ïàêåò ïîøèðþ¹òüñÿ íîâîþ ïîâåðõíåþ äî ìîìåíòó ÷àñó t, òîáòî

Rv(t) = Rr(τ) +Rv(τ, t). Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, òî÷íå îá÷èñëåííÿ òðà¹êòî-

ði¨ Rv(t, τ)) ¹ çàäà÷åþ, ÿêà âèìàãà¹ ñóòò¹âèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ.

Ó ãðàíè÷íîìó âèïàäêó ñèëüíî¨ äåêîãåðåíöi¨, êîëè ïåðøà åêñïîíåíòà â

ðiâíÿííi (5.36) øâèäêî ñïàäà¹ ïðè τ 6= t, ìîæíà ñêîðèñòàòèñü òàêîþ îöií-

êîþ

Rr(t)−Rv(t, τ) ≈ ∆p12(Rc(t))

M
(t− τ) . (5.41)

Öÿ îöiíêà áóäå âèêîðèñòàíà äëÿ âèâîäó ðiâíÿíü íà øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ.

Äëÿ âèïàäêó êâàíòîâî¨ êîãåðåíòíî¨ äèíàìiêè ñêîðèñòà¹ìîñü iíøèì íà-

áëèæåííÿì

Rr(t)−Rv(t, τ) ≈ Rr(t)−Rv(t, 0). (5.42)

Öå íàáëèæåííÿ îçíà÷à¹, ùî âiðòóàëüíèé õâèëüîâèé ïàêåò ñòâîðþ¹òüñÿ ïðè

t = 0, òîáòî â òîé ìîìåíò, êîëè ðåàëüíèé õâèëüîâèé ïàêåò äîñÿãà¹ îáëàñòi,

â ÿêié íåàäiàáàòè÷íèé çâ'ÿçîê ìiæ ðiâíÿìè ¹ äîñèòü ñèëüíèì. Ðiâíÿííÿ

(5.42) äîáðå ïðàöþ¹, êîëè ðîçìiðè öi¹¨ îáëàñòi òà âiäñòàíü ìiæ ðiâíÿìè

ó öié îáëàñòi ¹ ìàëèìè, à iìïóëüñ ðåàëüíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó ¹ òàêèì,

ùî iìïóëüñè ðåàëüíîãî òà âiðòóàëüíîãî ïàêåòiâ íå ñèëüíî âiäðiçíÿþòüñÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 5.6 ìè îïèøåìî surface-hopping àëãîðèòì äëÿ ìîäåëþâàííÿ
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íåàäiàáàòè÷íî¨ äèíàìiêè â ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ, ÿêèé  ðóíòó¹òüñÿ íà

öüîìó ïðèïóùåííi, òîáòî âèðàçi (5.42).

5.4 Äåòàëüíèé áàëàíñ

ßêùî ÷èñëî ÿäåðíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi çâ'ÿçàíèõ ç ïåðåõîäîì äîñèòü

âåëèêå, ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî åêñïîíåíòà ó âèðàçàõ (5.38à)-(5.38á) äîñòàòíüî

âåëèêà ïðè ìàëèõ t− τ . Îòæå, ìîæíà çàñòîñóâàòè îöiíêó (5.41), ùî äà¹

D(t; τ) ' exp
[
− ∆p2

12(t− τ)2

4M 2σ2

]
≡ exp

[
−(t− τ)2

τ 2
dec

]
, (5.43)

äå τdec(t) ≡ 2Mσ(t)/|∆p12(t)|. Ïàðàìåòð τdec � öå ÷àñ, çà ÿêèé ñòàíè ÿäåð

ñòàþòü ìàéæå îðòîãîíàëüíèìè.

Êîëè ÷àñ äåêîãåðåíöi¨ τdec äîñòàòíüî ìàëèé, ìîæíà çàìiíèòè τ íà t ó

ðiâíÿííÿõ (5.38à) òà (5.38á) äëÿ íàñåëåíîñòåé P1(τ) òà P2(τ). Ïiñëÿ òàêî¨

çàìiíè öi ðiâíÿííÿ ñòàþòü çâè÷àéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè (êiíåòè÷íèìè)

ðiâíÿííÿìè

Ṗ1(t) ≈ Γ21(t)P2(t)− Γ12(t)P1(t),

Ṗ2(t) ≈ Γ12(t)P1(t)− Γ21(t)P2(t).
(5.44)

Øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ Γ12(t) òà Γ21(t) çàäàþòüñÿ ÿê

Γnn′(t) = 2d2
12(t)

t∫
−∞

dτ cos [Enn′(t)(t− τ)] exp

[
−(t− τ)2

τ 2
dec

]
, (5.45)

äå íèæíÿ ãðàíèöÿ iíòåãðóâàííÿ ïîäîâæåíà äî −∞, ùî ¹ âèïðàâäàíèì íà-

áëèæåííÿì ó âèïàäêó ñèëüíî¨ äåêîãåðåíöi¨, òîáòî êîëè t� τdec. Â ðiâíÿííi

(5.45) Enn′(t) çàïèñó¹òüñÿ ÿê Enn′(t) = ∆Enn′(t)−∆p2
12(t)/(2M). Îá÷èñëåííÿ



143

ãàóññîâîãî iíòåãðàëó â (5.45) äà¹ òàêèé ðåçóëüòàò

Γnn′(t) ≈
√
πτdecd

2
12(t) exp

[
−1

4
E2
nn′(t)τ

2
dec

]
. (5.46)

Îá÷èñëèìî âiäíîøåííÿ øâèäêîñòåé ïåðåõîäiâ ç íèæíüîãî ðiâíÿ íà âåðõ-

íié òà íàâïàêè Γ12/Γ21. Ç ðiâíÿííÿ (5.46) âèïëèâà¹ òàêèé ðåçóëüòàò

Γ12(t)

Γ21(t)
= exp

[
−∆p2

12(t)

2M
∆E12(t)τ

2
dec(t)

]
= exp

[
−2Mσ2∆E12(t)

]
. (5.47)

Ðiâíÿííÿ (5.47), ïî ñóòi, ¹ óìîâîþ äåòàëüíîãî áàëàíñó. Äëÿ òîãî, ùîá

öå ïîáà÷èòè, çãàäà¹ìî, ùî âåëè÷èíà σ
√

2 = 1/
√
〈p2
α〉 − 〈pα〉2. ßêùî ÿäðà

çíàõîäÿòüñÿ ó ëîêàëüíié ðiâíîâàçi, òî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iìïóëüñó äîðiâíþ¹

íóëþ, à îòæå, ìîæíà çàïèñàòè 1/(2σ2) = 〈p2
α〉 = MT , äå T � òåìïåðà-

òóðà ÿäåð. Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèíèêà¹ çàâäÿêè óìîâi ðiâíîðîçïîäiëó. Îòæå,

ïðèõîäèìî äî âèðàçó Γeq
12/Γ

eq
21 = exp(−∆E12/T ), ùî ¹ çâè÷àéíîþ óìîâîþ

äåòàëüíîãî áàëàíñó. Çàçíà÷èìî, ùî äåòàëüíèé áàëàíñ âèíèêà¹ ÿê íàñëiäîê

ôàçîâîãî çñóâó ∆p12∆R/2 â ðiâíÿííi (5.40).

5.5 Äèíàìiêà ÿäåð

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè ÿäðà çìiíþ¹òüñÿ ç ÷àñîì ÿê

∂t〈R̂(t)〉 = −i〈
[
R̂(t), Ĥmj

]
〉 =
〈p̂(t)〉
M

. (5.48)

Ðiâíÿííÿ ðóõó îïåðàòîðà iìïóëüñó ÿäðà çàïèñó¹òüñÿ ÿê

∂tp̂(t) =
2∑

n=1

Fn(R(t))|n〉〈n|+ i∆p12(R̄t)
[
V̂12(t)− V̂21(t)

]
. (5.49)
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Óñåðåäíåííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ïî ÿäåðíîìó ñòàíó (5.21) äà¹ òàêå ðiâíÿííÿ

∂t〈p̂(t)〉 =
2∑

n=1

Fn(R(t))Pn(t) + i∆p12(R̄t)Ṗ1(t). (5.50)

Ðiâíÿííÿ (5.50) ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ¾óñåðåäíåíå¿ ðiâíÿííÿ ðóõó

òàê çâàíî¨ surface hopping äèíàìiêè [177], äå ÿäðà, ùî ðóõàþòüñÿ âçäîâæ

îäíi¹¨ åíåðãåòè÷íî¨ ïîâåðõíi ìîæóòü ìèòò¹âî òà âèïàäêîâî ïåðåñòðèáíóòè

íà iíøó ïîâåðõíþ ç éìîâiðíiñòþ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè (5.38à) òà

(5.38á). Ùîá öå ïðîäåìîíñòðóâàòè, ââåäåìî âèïàäêîâó äèñêðåòíó çìiííó

Σ, ÿêà ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 0 àáî 1. Ïåðåìèêàííÿ ìiæ öèìè âåëè÷è-

íàìè ìîæå âiäáóâàòèñü ó âèïàäêîâi ìîìåíòè ÷àñó t1, t2, .... Òàêîæ ââàæà¹-

ìî, ùî ÷àñòîòà ïåðåìèêàííÿ çìiííî¨ Σ(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè (5.38à)

òà (5.38á), à îòæå, íàñåëåíîñòi àäiàáàòè÷íèõ ðiâíiâ P1(t) òà P2(t) = 1−P1(t)

âiäïîâiäàþòü éìîâiðíîñòÿì òîãî, ùî Σ äîðiâíþ¹ 1 òè 0, âiäïîâiäíî. Òàêèì

÷èíîì, ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ 〈Σ(t)〉 = P1(t). Ìîæíà âèïèñàòè ñòîõàñòè-

÷íå ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ iìïóëüñiâ ÿäåð ó âèãëÿäi:

∂tp̂(t) = F1(R(t))Σ(t) + F2(R(t))
[
1− Σ(t)

]
+ i∆p12(t)Σ̇(t). (5.51)

Ïåðøi äâà äîäàíêè â ïðàâié ÷àñòèíi (5.51) îïèñóþòü ñèëè, ùî äiþòü íà

ÿäðà çàëåæíî âiä ñòàíó åëåêòðîíiâ. Òðåòié äîäàíîê îïèñó¹ ñòðèáêè ïîâåðõ-

íi. Îñêiëüêè Σ(t) â ðiâíÿííi (5.51) çìiíþ¹òüñÿ ñòðèáêîïîäiáíî, òî iìïóëüñ

ÿäðà çìiíþ¹òüñÿ ïåðåðèâ÷àñòî íà âåëè÷èíó ±∆p12(t) â äîâiëüíi ìîìåíòè

÷àñó t1, t2, ..., ùî âiäïîâiäà¹ ñòðèáêàì ìiæ åíåðãåòè÷íèìè ïîâåðõíÿìè. Çà-

óâàæèìî, ùî âåëè÷èíà ∆p12 ¹ òàêîþ, ùî ïðè ñòðèáêó åíåðãiÿ ÿäðà ïðè-

áëèçíî çáåðiãà¹òüñÿ. Ïiñëÿ óñåðåäíåííÿ ðiâíÿííÿ (5.51) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà

(5.50). Îòæå, ñòîõàñòè÷íi ñòðèáêè, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì (5.51), ó ñå-

ðåäíüîìó âiäïîâiäàþòü åâîëþöi¨ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ iìïóëüñó ÿäðà (5.50).

Âàðòî ïiäêðåñëèòè, ùî òàêèé ïiäõiä ïðàöþ¹ ëèøå ó àäiàáàòè÷íîìó áàçèñi.
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Ó äîâiëüíîìó (íàïðèêëàä, äiàáàòè÷íîìó) áàçèñi îñòàííié äîäàíîê â ðiâíÿí-

íi ðóõó (5.50) áóäå iíøèì, à îòæå, îïèñ ðiâíÿííÿ (5.51) â òåðìiíàõ ñòðèáêiâ

ïîâåðõíi ñòàíå íåêîðåêòíèì.

5.6 Àëãîðèòì

Ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè âèâåëè ðiâíÿííÿ ðóõó éìîâiðíîñòåé çàïîâ-

íåííÿ åëåêòðîííèõ ðiâíiâ òà ÿäåðíèõ êîîðäèíàò. Ðiâíÿííÿ ðóõó éìîâið-

íîñòåé çàïîâíåííÿ åëåêòðîííèõ ðiâíiâ iñòîòíî ñïðîùóþòüñÿ, êîëè ïðàöþ¹

ìàðêiâñüêå íàáëèæåííÿ. Ó òàêîìó âèïàäêó, öi ðiâíÿííÿ ñòàþòü ðiâíÿííÿìè

íà øâèäêîñòi ïåðåõîäiâ (rate equations). Ãðàíèöi çàñòîñîâíîñòi ìàðêiâñüêî¨

äèíàìiêè îáìåæåíi âèïàäêîì ñèëüíî¨ äåêîãåðåíöi¨, òîáòî êîëè áàãàòî ñòó-

ïåíiâ âiëüíîñòi çâ'ÿçàíi ç åëåêòðîííèìè ïåðåõîäàìè i ÷àñ äåêîãåðåíöi¨ τdec

¹ ìàëèì. Òàêèé ðåæèì íå ðåàëiçó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ó ìîëåêóëàõ ëèøå ç äå-

êiëüêîìà àòîìàìè. Â òàêèõ ìîëåêóëàõ åôåêòè äåêîãåðåíöi¨ ïîìiðíi, à îòæå,

íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçóâàòè çàãàëüíi ðiâíÿííÿ (5.38à) (5.38á). Ó âèïàäêó âóçüêî¨

îáëàñòi íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó, ìîæíà ñêîðèñòàòèñü íàáëèæåííÿì (5.42),

ùî iñòîòíî ñïðîùó¹ îá÷èñëåííÿ.

Îñêiëüêè â ðåàëiñòè÷íèõ ñèòóàöiÿõ çàçâè÷àé ìàþòü ñïðàâó ç áiëüøå íiæ

äâîìà åíåðãåòè÷íèìè ïîâåðõíÿìè, ïiäêðåñëèìî, ùî çàñòîñîâíiñòü îïèñàíî-

ãî íèæ÷å ÷èñåëüíîãî ïiäõîäó íå îáìåæó¹òüñÿ âèïàäêîì ëèøå äâîõ ïîâåð-

õîíü. Äîñèòü ÷àñòî â ìîëåêóëàõ íåàäiàáàòè÷íà äèíàìiêà îáìåæåíà äîñèòü

âóçüêèìè òà äîáðå ðîçäiëåíèìè îáëàñòÿìè ïåðåòèíiâ åëåêòðîííèõ ðiâíiâ.

Ðiâíÿííÿ ðóõó (5.38à) òà (5.38á) äîáðå îïèñóþòü äèíàìiêó ÿêðàç â òàêèõ

îáëàñòÿõ. Ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ îáëàñòi, äå åëåêòðîííi ðiâíi ïåðåòèíàþòüñÿ i

ìàþòü âðàõîâóâàòèñü íåàäiàáàòè÷íi åôåêòè, ÿäðà ìîæóòü îïèñóâàòèñü íà-

áëèæåííÿì Áîðíà-Îïïåíãàéìåðà äî òèõ ïið, ïîêè âîíè íå ââiéäóòü ó iíøó

(àáî æ òó ñàìó) îáëàñòü ïåðåòèíó åëåêòðîííèõ ðiâíiâ.

Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ÿäåðíî¨ äèíàìiêè, ÿêà îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè ðóõó
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(5.38à), (5.38á) òà (5.49), (5.51), ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ìîäèôiêîâàíèé àëãî-

ðèòì FSSH [177]. Êðîêè àëãîðèòìó òàêi:

1. ßäåðíèé õâèëüîâèé ïàêåò (ÿêèé ìè íàçèâà¹ìî ¾ðåàëüíèì¿) ðîçìi-

ùó¹òüñÿ íà åíåðãåòè÷íié ïîâåðõíi n0 ó òî÷öi ç êîîðäèíàòîþ R0 çà

ìåæàìè îáëàñòi íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó. Öåé ïàêåò ïî÷èíà¹ ðóõà-

òèñü ó íàïðÿìêó öi¹¨ îáëàñòi. Òðà¹êòîðiÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó âèçíà-

÷à¹òüñÿ íüþòîíiâñüêèìè ðiâíÿííÿìè ðóõó:

Ṙr(t) =
pr(t)

M
, (5.52à)

ṗr(t) = Fn(Rr(t)), n ∈ {1, 2}. (5.52á)

2. Êîëè õâèëüîâèé ïàêåò äîñÿãà¹ ðåãiîíó íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó â

äåÿêié òî÷öi r̃, ïîðîäæó¹òüñÿ ¾âiðòóàëüíèé¿ õâèëüîâèé ïàêåò íà

iíøié åíåðãåòè÷íié ïîâåðõíi n′0. ¾Âiðòóàëüíèé¿ ïàêåò ìà¹ iìïóëüñ

pr(t) + ∆pn0n′0(r̃). ßê êðèòåðié ïîðîäæåííÿ ùå îäíîãî ïàêåòó, âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ óìîâà

M > ζ, M =

∣∣∣∣ v̄A12(r̃)

∆E12(r̃)

∣∣∣∣ , (5.53)

äåM � ïàðàìåòð Ìåññi (Massey parameter) [177]. Çàëåæíî âiä çàäà÷i

çíà÷åííÿ ζ ïîòðàïëÿ¹ â ìåæi 10−2 − 10−4 .

3. Ïiñëÿ ñòâîðåííÿ ¾âiðòóàëüíîãî¿ õâèëüîâîãî ïàêåòó, âií ïîøèðþ¹-

òüñÿ âiäïîâiäíî äî íüþòîíiâñüêèõ ðiâíÿíü ðóõó (5.52à) òà (5.52á),

îäíàê, iíäåêñ r ó ðiâíÿííÿõ çàìiíåíî íà v.

4. Íà êîæíîìó ÷àñîâîìó êðîöi, ðîáèòüñÿ ñïðîáà ñòðèáêó ¾ðåàëüíîãî¿

ïàêåòó íà iíøó åíåðãåòè÷íó ïîâåðõíþ ïåðåâiðêîþ âèêîíàííÿ óìîâè

Ṗn(t)
Pn(t)

> ξ, (5.54)
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äå ξ ∈ [0, 1] � âèïàäêîâå ÷èñëî. Äëÿ ðîçðàõóíêó íàñåëåíîñòåé àäiàáà-

òè÷íèõ ðiâíiâ Pn(t), âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiâíÿííÿ (5.38à) òà (5.38á).
(a) ßêùî óìîâà (5.54) íå âèêîíó¹òüñÿ � ïîâåðòà¹ìîñü äî êðîêó 3 òà

ïðîäîâæó¹ìî ðóõ õâèëüîâîãî ïàêåòó ïî òié ñàìié åíåðãåòè÷íié

ïîâåðõíi âèêîðèñòîâóþ÷è íüþòîíiâñüêi ðiâíÿííÿ ðóõó (5.52à) òà

(5.52á).

(á) ßêùî óìîâà (5.54) âèêîíàëàñü i ñòðèáêè ¾ðåàëüíîãî¿ òà ¾âiðòó-

àëüíîãî¿ ïàêåòiâ äîçâîëåíi çàêîíîì çáåðåæåííÿ åíåðãi¨, çäiéñíþ-

¹òüñÿ ìèòò¹âi ñòðèáêè îáîõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ ç ¨õíiõ ïîòî÷íèõ

ïîâåðõîíü íà ïðîòèëåæíi (1� 2). Iìïóëüñè ïàêåòiâ ïiñëÿ ñòðèáêiâ

çàäàþòüñÿ ÿê pw(t)
n→n′
= pw(t) −∆pnn′(t), äå w ∈ {r, v} � iíäåêñè,

ùî âiäïîâiäàþòü ¾ðåàëüíîìó¿ òà ¾âiðòóàëüíîìó¿ õâèëüîâèì ïàêå-

òàì. Ïiñëÿ ñòðèáêiâ, ïîëîæåííÿ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ íå çìiíþ¹òüñÿ.

Äàëi ïîâåðòà¹ìîñü äî êðîêó 3 òà ïðîäîâæó¹ìî ðóõàòè õâèëüîâi

ïàêåòè íîâèìè åíåðãåòè÷íèìè ïîâåðõíÿìè çãiäíî êëàñè÷íèõ ðiâ-

íÿíü ðóõó (5.52à) òà (5.52á) äî ìîìåíòó, êîëè óìîâà (5.54) çíîâó

âèêîíà¹òüñÿ.

5. Êîëè îáèäâà õâèëüîâèõ ïàêåòà âèõîäÿòü ç îáëàñòi íåàäiàáàòè÷íîãî

çâ'ÿçêó, òîáòî, êîëèM < ζ, òî ¾âiðòóàëüíèé¿ ïàêåò çíèùó¹òüñÿ, à

¾ðåàëüíèé¿ õâèëüîâèé ïàêåò ïðîäîâæó¹ ðóõ çãiäíî ðiâíÿíü (5.52à)

òà (5.52á) äî òèõ ïið, ïîêè âií 1) çíîâó íå ââiéäå â îáëàñòü íåàäiàáà-

òè÷íîãî çâ'ÿçêó, àáî 2) âèéäå çà ìåæi ïðîñòîðîâî¨ ÷è ÷àñîâî¨ îáëàñòi,

â ÿêié ïðîâîäÿòüñÿ îá÷èñëåííÿ. Ó ïåðøîìó âèïàäêó, ïîâåðòà¹ìîñü

äî êðîêó 2 òà çàíîâî âñòàíîâëþ¹ìî ïî÷àòêîâi éìîâiðíîñòi çàïîâíå-

ííÿ åëåêòðîííèõ ñòàíiâ, òîáòî Pn = 1 äëÿ ¾ðåàëüíîãî¿ õâèëüîâîãî

ïàêåòó. Ó äðóãîìó âèïàäêó, ââàæà¹ìî òðà¹êòîðiþ çàâåðøåíîþ.

Ïîäiáíî äî îðèãiíàëüíîãî àëãîðèòìó Tully [177], äëÿ îá÷èñëåííÿ éìî-

âiðíîñòåé ðîçñiÿííÿ, çàïóñêà¹òüñÿ áàãàòî òðà¹êòîðié. Ïiñëÿ ÷îãî, ðàõó¹òüñÿ

êiëüêiñòü òðà¹êòîðié ¾ðåàëüíîãî¿ õâèëüîâîãî ïàêåòó, ÿêi âiäïîâiäàþòü ïåâ-
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Ðèñ. 5.2. Çàëåæíiñòü éìîâiðíîñòi ïðîõîäæåííÿ ÿäåðíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó
íà íèæíié åíåðãåòè÷íié ïîâåðõíi âiä ïî÷àòêîâîãî iìïóëüñó p0 äëÿ çàäà÷i ç
îäíèì ïåðåòèíîì ïîâåðõîíü (single avoided crossing, SAC).

íîìó ñöåíàðiþ ðîçñiÿííÿ, íàïðèêëàä ðîçñiÿííþ íàçàä ÷è âïåðåä íà ïåâíié

åíåðãåòè÷íié ïîâåðõíi. Îñêiëüêè âñi òðà¹êòîði¨ ââàæàþòüñÿ íåçàëåæíèìè,

òî ðîçäiëèâøè öþ êiëüêiñòü íà ïîâíó êiëüêiñòü ñèìóëüîâàíèõ òðà¹êòîðié

Ntrj îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíó éìîâiðíiñòü ðîçñiÿííÿ.

Êëþ÷îâîþ âiäìiííiñòþ çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó, âiä ïiäõîäó FSSH

â ðîáîòi [177], ¹ ñïîñiá îá÷èñëåííÿ íàñåëåíîñòåé àäiàáàòè÷íèõ ñòàíiâ. Äëÿ

öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ðiâíÿííÿ åâîëþöi¨ íàñåëåíîñòåé (5.38à) òà (5.38á),

â ÿêèõ âðàõîâóþòüñÿ åôåêòè äåêîãåðåíöi¨ òà çñóâó ôàçè. Íà âiäìiíó âiä

îðèãiíàëüíîãî FSSH àëãîðèòìó, â ÿêîìó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îäèí õâèëüîâèé

ïàêåò, ó çàïðîïîíîâàíîìó ïiäõîäi äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿíü åâîëþöi¨ íàñå-

ëåíîñòåé ïðîïàãó¹òüñÿ ïàðà õâèëüîâèõ ïàêåòiâ (¾ðåàëüíèé¿ òà ¾âiðòóàëü-

íèé¿) íà ðiçíèõ åíåðãåòè÷íèõ ïîâåðõíÿõ.

5.7 Ðåçóëüòàòè

Ìè òåñòó¹ìî åôåêòèâíiñòü íàøîãî àëãîðèòìó íà íàáîði çàäà÷ çàïðî-

ïîíîâàíèõ J. Ñ. Tully â ñòàòòi [177]. Öåé íàáið çàäà÷ âêëþ÷à¹ òðè çàäà÷i

ç îäíèì ÿäåðíèì ñòóïåíåì âiëüíîñòi òà äâîìà çâ'ÿçàíèìè åíåðãåòè÷íèìè

ïîâåðõíÿìè. Öi ìîäåëüíi çàäà÷i øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïåðåâiðêè

åôåêòèâíîñòi íîâèõ ìåòîäiâ ìîäåëþâàííÿ íåàäiàáàòè÷íî¨ ìîëåêóëÿðíî¨ äè-
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Ðèñ. 5.3. Éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó íà íèæíié ïîâåðõíi
ÿê ôóíêöiÿ ïî÷àòêîâîãî iìïóëüñó ÿäðà p0 äëÿ çàäà÷i ç ïîäâiéíèì ïåðåòèíîì
ïîâåðõîíü (double avoided crossing, DAC).

íàìiêè. Äåòàëüíèé îïèñ öèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëåíî ó Äîäàòêó Ã. Ìè ïîðiâíþ-

¹ìî ðåçóëüòàòè îòðèìàíi âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåíèé ïiäõiä ç ðåçóëüòà-

òàìè ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàëåæíîãî âiä ÷àñó ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà òà

ñòàíäàðòíîãî ìåòîäó FSSH. Äëÿ âñiõ òðüîõ çàäà÷, ÿäåðíi õâèëüîâi ïàêåòè

â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó çíàõîäÿòüñÿ íà íèæíié åíåðãåòè÷íié ïîâåðõíi.

�õíié ñòàí çàäà¹òüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ

|g1(R0, p0;R, 0)〉 =
1

4
√
πσ2

0

exp

[
ip0R−

(R−R0)
2

2σ2
0

]
|1〉, (5.55)

äå ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó R0 < 0 çíàõîäèòüñÿ ïîçà ðåãiî-

íîì íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó, ïàðàìåòð p0 > 0 îçíà÷à¹ ïî÷àòêîâèé iìïóëüñ

ÿäðà. Ïî÷àòêîâà øèðèíà õâèëüîâîãî ïàêåòó áåðåòüñÿ σ0 = 20/p0, ÿê i â

ðîáîòi [177]. Äëÿ âñiõ çàäà÷, ìàñà ÿäðà îáèðà¹òüñÿ áëèçüêîþ äî ìàñè ïðî-

òîíà (ÿäðà âîäíþ), M = 2000 a.u. Äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíîñòåé ðîçñiÿí-

íÿ, ñèìóëþ¹òüñÿ Ntrj = 2500 íåçàëåæíèõ òðà¹êòîðié äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ

ïî÷àòêîâîãî iìïóëüñó ÿäðà p0 ÿê äëÿ çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó, òàê i äëÿ

ìåòîäó FSSH. Â ïîäàëüøîìó, âñi âåëè÷èíè ïðèâåäåíi â àòîìíèõ îäèíèöÿõ.

Âàðòî ïiäêðåñëèòè, ùî ÷åðåç ìíîæíèê D(t; τ) â ðiâíÿííÿõ (5.38à) òà

(5.38á), êiëüêiñòü îá÷èñëþâàëüíèõ îïåðàöié∝ N 2
st, äåNst � êiëüêiñòü êðîêiâ

ïî ÷àñó, íåîáõiäíèõ äëÿ çàâåðøåííÿ òðà¹êòîði¨. Öå îáìåæåííÿ äîëà¹òüñÿ
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Ðèñ. 5.4. Çàëåæíiñòü éìîâiðíîñòi ðîçñiÿííÿ âiä ïî÷àòêîâîãî iìïóëüñó ÿäðà
p0 äëÿ çàäà÷i ç ïðîòÿæíîþ îáëàñòþ ç âiäáèòòÿì (extended coupling with
re�ection, ECR): (a) éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ ïî íèæíié ïîâåðõíi, íà âñòàâ-
öi ïîêàçàíà éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ íà âåðõíié ïîâåðõíi; (á) éìîâiðíiñòü
âiäáèòòÿ íà íèæíié ïîâåðõíi; (â) éìîâiðíiñòü âiäáèòòÿ íà âåðõíié ïîâåðõíi.

âèêîðèñòàííÿì ðîçêëàäó (Øìiäòà) ôóíêöi¨ D(t; τ), ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíÿí-

íÿì (5.39), â ðÿä ïðåäñòàâëåíèé ñóìîþ äîáóòêiâ ïàð ôóíêöié çàëåæíèõ

òiëüêè âiä t òà τ . Òàêå ïðåäñòàâëåííÿ äà¹ ìîæëèâiñòü àïðîêñèìóâàòè ðiâ-

íÿííÿ åâîëþöi¨ íàñåëåíîñòåé àäiàáàòè÷íèõ åëåêòðîííèõ ðiâíiâ (5.38à) òà

(5.38á) ñèñòåìîþ çâ'ÿçàíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî

ïîðÿäêó. Äåòàëi öüîãî ïiäõîäó íàâåäåíi â Äîäàòêó Â. Çàâäÿêè öüîìó, êiëü-

êiñòü îïåðàöié ∝ NntNst, äå Nnt � êiëüêiñòü äîäàíêiâ, ÿêà áåðåòüñÿ â ðîç-

êëàäi. Äëÿ îá÷èñëåíü ìè âèêîðèñòîâó¹ìî Nnt = 6.

Ïåðøîþ çàäà÷åþ, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî ¹ çàäà÷à ç îäíèì ïåðåòèíîì ïî-

âåðõíi (single avoided crossing, SAC). Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i â óìîâi (5.53) îáðàíî

çíà÷åííÿ ζ = 10−4. Ðèñóíîê 5.2 ïîêàçó¹ çàëåæíiñòü éìîâiðíîñòi ïðîõîäæå-

ííÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó íà íèæíié åíåðãåòè÷íié ïîâåðõíi T1 âiä ïî÷àòêîâîãî

iìïóëüñó ÿäðà îòðèìàíó ÷èñåëüíèì ðîçâ'ÿçàííÿì ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà,

ñòàíäàðíèì ìåòîäîì FSSH, òà ìåòîäîì, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ. Îá÷èñëåííÿ ïî-

êàçóþòü, ùî äëÿ öi¹¨ çàäà÷i i ñòàíäàðòíèé ïiäõiä FSSH i íîâèé ìåòîä ïîêà-

çóþòü äîáðå óçãîäæåííÿ ç ðåçóëüòàòàìè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Øðüîäiíãåðà.

Îñîáëèâiñòü äðóãî¨ ìîäåëüíî¨ çàäà÷i ç ïîäâiéíèì ïåðåòèíîì ïîâåðõîíü

double avoided crossing, DAC) ïîëÿãà¹ ó âèíèêíåííi iíòåðôåðåíöi¨ ìiæ äâî-
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ìà øëÿõàìè íèæíüîþ òà âåðõíüîþ åíåðãåòè÷íèìè ïîâåðõíÿìè. Öÿ iíòåðôå-

ðåíöiÿ ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ îñöèëÿöié Øòþêåëüáåðãà (Stueckelberg

oscillations) [183] éìîâiðíîñòi ðîçñiÿííÿ. Öi îñöèëÿöi¨ ïðîäåìîíñòðîâàíi íà

Ðèñ. 5.3. Ñòàíäàðòíèé ìåòîä FSSH äîñèòü äîáðå ïðàöþ¹ äëÿ âåëèêèõ çíà-

÷åíü ïî÷àòêîâîãî iìïóëüñó p0 > 30. Îäíàê, ïðè çìåíøåííi ïî÷àòêîâîãî

iìïóëüñó p0, ðåçóëüòàòè FSSH ñòàþòü çñóíóòèìè ïî ôàçi âiäíîñíî òî÷íèõ

ðåçóëüòàòiâ4. Çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä âiäòâîðþ¹ òî÷íi ðåçóëüòàòè êiëüêiñíî

ïðè p0 > 20 òà ÿêiñíî ïðè p0 < 20. Öå ïîêàçó¹, ùî çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä

êîðåêòíî îïèñó¹ iíòåðôåðåíöiéíi åôåêòè, îñêiëüêè îïåðó¹ äâîìà õâèëüî-

âèìè ïàêåòàìè, à íå îäíèì, ÿê ó ñòàíäàðòíîìó ïiäõîäi FSSH. Çàçíà÷èìî,

ùî ðiâíÿííÿ ðóõó (5.38à) òà (5.38á) âðàõîâóþòü ðiçíi ïîëîæåííÿ ðåàëüíîãî

òà âiðòóàëüíîãî õâèëüîâèõ ïàêåòiâ. Öå, çîêðåìà, ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåí-

íÿ äîäàòêîâîãî çñóâó ôàç â ðiâíÿííi (5.40). Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i îïòèìàëüíèì

çíà÷åííÿì ζ â óìîâi (5.53) ¹ ζ = 10−2.

Òðåòüîþ çàäà÷åþ, ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ òåñòóâàííÿ íîâîãî ïiäõîäó,

¹ çàäà÷à ç ïðîòÿæíîþ îáëàñòþ íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó (extended coupling

with re�ection, ECR). Öÿ ìîäåëüíà ñèñòåìà âiäìiííà òèì, ùî ïðè ïî÷àòêî-

âèõ çíà÷åííÿõ ÿäåðíîãî iìïóëüñó p0 < 28 ñòàíäàðòíèé àëãîðèòì FSSH íå

çäàòåí âiäòâîðèòè òî÷íi ðåçóëüòàòè íi êiëüêiñíî, íi ÿêiñíî. Ðèñóíêè 5.4(á)

òà 5.4(â) äåìîíñòðóþòü öþ ðîçáiæíiñòü ðåçóëüòàòiâ. Òàêå âiäõèëåííÿ âè-

íèêà¹ ÷åðåç òå, ùî â çâè÷àéíîìó ïiäõîäi FSSH [177] íå âðàõîâó¹òüñÿ äå-

êîãåðåíöiÿ [184, 185, 186, 187, 188, 189, 190, 191]. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî â

ðiâíÿííÿõ åâîëþöi¨ àäiàáàòè÷íèõ ñòàíiâ (5.38à) òà (5.38á) íå âðàõîâó¹òüñÿ

ñöåíàðié, ïðè ÿêîìó îäèí ç õâèëüîâèõ ïàêåòiâ ïîøèðþ¹òüñÿ âçäîâæ âåðõ-

íüî¨ åíåðãåòè÷íî¨ ïîâåðõíi òà âiäáèâà¹òüñÿ âiä ïîòåíöiéíîãî áàð'¹ðó òà çìi-

íþ¹ íàïðÿì ðóõó. Òàêó ñèòóàöiþ ìè îïèñó¹ìî ïîñëóãîâóþ÷èñü äîäàòêîâîþ

ïðîöåäóðîþ ¾ïîðîäæåííÿ¿ (spawning) íîâîãî âiðòóàëüíîãî õâèëüîâîãî ïà-

4Ïiä ¾òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì¿ ðîçóìi¹ìî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçàííÿ çàëåæíîãî âiä ÷àñó ðiâíÿííÿ
Øðüîäiíãåðà
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êåòó. Ñóòü öi¹¨ ïðîöåäóðè òàêà � êîëè õâèëüîâi ïàêåòè ïîëèøàþòü îáëàñòü

íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ M < ζ (äå ζ = 10−3

äëÿ öi¹¨ çàäà÷i), âiðòóàëüíèé õâèëüîâèé ïàêåò çíèùó¹òüñÿ i éìîâiðíîñòi

âñòàíîâëþþòüñÿ òàêèì, ÿê îïèñàíî â êðîöi 5 àëãîðèòìó. Ðåàëüíèé õâèëüî-

âèé ïàêåò àáî æ çàëèøà¹ îá÷èñëþâàëüíó îáëàñòü, ÿêùî âií ïåðåáóâà¹ íà

íèæíié ïîâåðõíi, àáî æ ïîâåðòà¹òüñÿ íàçàä äî îáëàñòi çâ'ÿçêó, ÿêùî âií

çíàõîäèòüñÿ íà âåðõíié ïîâåðõíi. Â îñòàííüîìó âèïàäêó ñèìóëÿöiÿ ïðîäîâ-

æó¹òüñÿ ç êðîêó 2. ßê ïðîäåìîíñòðîâàíî íà Ðèñ. 5.4, çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä

äîáðå âiäòâîðþ¹ òî÷íi ðåçóëüòàòè.

5.8 Âèñíîâêè

Ó öüîìó ðîçäiëi, ìè ïðåäñòàâèëè ôîðìàëiçì äëÿ îïèñó åôåêòiâ äåêî-

ãåðåíöi¨, ïîâ'ÿçàíèõ ç êâàíòîâèìè ôëóêòóàöiÿìè êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ

ÿäåð. Ïîêàçàíî, ùî âðàõóâàííÿ ñóïåðïîçèöié ÿäåðíèõ õâèëüîâèõ ôóíêöié,

ùî âiäïîâiäàþòü êëàñè÷íèì ÿäåðíèì òðà¹êòîðiÿì âçäîâæ ðiçíèõ åíåðãåòè-

÷íèõ ïîâåðõîíü, äà¹ äåòàëüíèé áàëàíñ â íàñåëåíîñòÿõ åëåêòðîííèõ ðiâíiâ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçðîáëåíèé ôîðìàëiçì, ìè òàêîæ âiäïîâiäíèì ÷èíîì ìî-

äèôiêóâàëè øâèäêèé òà ïðîñòèé äëÿ ðåàëiçàöi¨ àëãîðèòì FSSH äëÿ âðà-

õóâàííÿ åôåêòiâ äåêîãåðåíöi¨. Çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì ïîòðåáó¹ áiëüøå

îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ, íiæ ñòàíäàðòíèé àëãîðèòì, îñêiëüêè ïîòðåáó¹

ðîçâ'ÿçêó áiëüøî¨ êiëüêîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Îäíàê òðîõè ïðî-

ãðàþ÷è ó øâèäêîñòi, íîâèé àëãîðèòì äà¹ iñòîòíî êðàùi ðåçóëüòàòè â ìî-

äåëüíèõ çàäà÷àõ ç iíòåðôåðåíöi¹þ òà äåêiëüêîìà ïåðåòèíàìè åíåðãåòè÷íèõ

ïîâåðõîíü, òàêèõ ÿê çàäà÷i ç ïîäâiéíèì ïåðåòèíîì òà ïðîòÿæíèì ðåãiîíîì

çâ'ÿçêó.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äîñëiäæóâàëàñü âçà¹ìîäiÿ ôîòîííèõ õâèëüîâèõ ïàêåòiâ ç êâàíòîâèìè

âèïðîìiíþâà÷àìè â îäíîâèìiðíîìó õâèëåâîäi, à ñàìå: ç äâîðiâíåâèì àòî-

ìîì (êóáiòîì) òà ç ðåçîíàòîðîì, ïiä'¹äíàíèì äî êóáiòà. Òàêîæ â ðîáîòi

çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä äî îïèñó íåàäiàáàòè÷íî¨ åëåêòðîííî-ÿäåðíî¨

äèíàìiêè ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè òàêi:

1. Ïîêàçàíî, ùî ñòàòèñòèêà ñâiòëà, ÿêå âiäáèëîñü âiä äâîðiâíåâîãî àòîìà

(êóáiòà) ïðè éîãî çáóäæåííi õâèëüîâèì ïàêåòîì ó êîãåðåíòíîìó ñòàíi,

çàëåæèòü âiä ñåðåäíüî¨ êiëüêîñòi ôîòîíi ó âõiäíîìó iìïóëüñi òà âiä ïà-

ðàìåòðà çâ'ÿçêó ìiæ àòîìîì òà ìîäîþ õâèëåâîäó. Çðîáëåíî âèñíîâîê,

ùî êóáiò ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê äæåðåëî ñâiòëà iç çàäàíîþ (ðåãó-

ëüîâàíîþ) ñòàòèñòèêîþ.

2. Ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî ïiñëÿ ðîçñiÿííÿ îäíîôîòîííîãî õâèëüîâîãî ïà-

êåòà íà êóáiòi, ôîòîííà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ó ôàçîâîìó (x, p)−ïðîñòîði,
ÿêà ¹ ïîçèòèâíîþ ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, ìîæå íàáóâàòè âiä'¹ìíèõ

çíà÷åíü ó äåÿêèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Ïîêàçàíî, ùî êîëè âõi-

äíèé õâèëüîâèé ïàêåò çíàõîäèòüñÿ ó äâîôîòîííîìó ñòàíi, ñòàòèñòèêà

ôîòîíiâ, âiäáèòèõ êóáiòîì, çàâæäè ñóáïóàññîíiâñüêà, òîäi ÿê ñòàòèñòè-

êà ôîòîíiâ, øî ïðîéøëè, ìîæå áóòè ÿê ñóá- òàê i ñóïåðïóàññîíiâñüêîþ

â çàëåæíîñòi âiä âiäñòàíi ìiæ îäíîôîòîííèìè êîìïîíåíòàìè âõiäíîãî

iìïóëüñó òà ñèëè âçà¹ìîäi¨ êóáiòà ç ïîëåì õâèëåâîäó.

3. Äëÿ îïèñó ïðîöåñó ðîçñiÿííÿ ôîêiâñüêèõ ñòàíiâ íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-

êóáiò ó õiðàëüíîìó (îäíîíàïðàâëåíîìó) õâèëåâîäi îòðèìàíi òî÷íi àíà-

ëiòè÷íi âèðàçè àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé, ÿêi îïèñóþòü åâîëþöiþ ïîâíîãî
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êâàíòîâîãî ñòàíó ñèñòåìè õâèëåâiä-ðåçîíàòîð-àòîì ó âèïàäêó îäíî- òà

äâîôîòîííîãî âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó. Âèçíà÷åíî, ùî éìîâiðíiñòü

çíàõîäæåííÿ äâîõ çáóäæåíü ó ñèñòåìi ðåçîíàòîð-àòîì iñòîòíî çìåíøó¹-

òüñÿ ó ïîðiâíÿííi ç âèïàäêîì ðåçîíàòîðà, âiä'¹äíàíîãî âiä êóáiòà, ùî ¹

ïðîÿâîì ôîòîííî¨ áëîêàäè. Ïîêàçàíî, ùî â ïðîöåñi âçà¹ìîäi¨ ç ñèñòåìîþ

ðåçîíàòîð-êóáiò ñïåêòð äâîôîòîííîãî õâèëüîâîãî ïàêåòà ìîäèôiêó¹òüñÿ

ó âèïàäêó, êîëè ìiæ êóáiòîì òà ðåçîíàòîðîì ¹ âçà¹ìîäiÿ. Â ãðàíè÷íîìó

âèïàäêó ðåçîíàòîðà, âiä'¹äíàíîãî âiä êóáiòà, ñïåêòð âèõiäíîãî äâîôî-

òîííîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó iäåíòè÷íèé ñïåêòðó âõiäíîãî. Âèêîðèñòîâó-

þ÷è ðîçêëàä Øìiäòà òà åíòðîïiþ ôîí Íåéìàíà, ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî

ïàðà ôîòîíiâ, ÿêà ðîçñiÿëàñü íà ñèñòåìi ðåçîíàòîð-àòîì, çíàõîäèòüñÿ â

÷àñòîòíî-çàïëóòàíîìó (frequency-entangled) ñòàíi.

4. Ïðîäåìîíñòðîâàíî ôóíäàìåíòàëüíi îáìåæåííÿ íà ìåòîä äèñïåðñíîãî

ç÷èòóâàííÿ êóáiòà âèìiðþþ÷èì ñèãíàëîì â îäíîôîòîííîìó ñòàíi. Âîíè

ïîâ'ÿçàíi ç òèì, ùî çìiíà øâèäêîñòi ¾âèòiêàííÿ¿ ôîòîíà ç ðåçîíàòîðà

òà âåëè÷èíà äèñïåðñíîãî çñóâó ÷àñòîòè ðåçîíàòîðà ïðîòèëåæíèì ÷èíîì

âïëèâàþòü íà øâèäêiñòü âèìiðþâàííÿ òà ïàðñåëiâñüêèé ÷àñ æèòòÿ êó-

áiòà. Ïîêàçàíî, ùî iñíó¹ òàêà êîìáiíàöiÿ çíà÷åíü öèõ ïàðàìåòðiâ, ïðè

ÿêié êîíòðàñò ç÷èòóâàííÿ ¹ ìàêñèìàëüíèì äëÿ çàäàíî¨ òðèâàëîñòi âèìi-

ðþþ÷îãî îäíîôîòîííîãî iìïóëüñó. Ïîêàçàíî, ùî ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ

÷àñòîò ðåçîíàòîðà òà êóáiòà çñóâ Áëîõà-Çi åðòà (â ÷àñòîòi ðåçîíàòîðà)

çáiëüøó¹ êîíòðàñò ç÷èòóâàííÿ.

5. Ïîáóäîâàíî íîâèé ôîðìàëiçì äëÿ îïèñó êîðåëüîâàíî¨ åëåêòðîííî-ÿäåðíî¨

äèíàìiêè â ìîëåêóëÿðíèõ ñèñòåìàõ, â ÿêîìó ïîñëiäîâíî âðàõîâàíi åôå-

êòè äåêîãåðåíöi¨. Íà îñíîâi öüîãî ïiäõîäó çàïðîïîíîâàíî òà ðåàëiçîâàíî

àëãîðèòì äëÿ ìîäåëþâàííÿ íåàäiàáàòè÷íî¨ ìîëåêóëÿðíî¨ äèíàìiêè. Íà

ïðèêëàäi òåñòîâèõ çàäà÷àõ Òàëëi ïðîäåìîíñòðîâàíî åôåêòèâíiñòü çàïðî-

ïîíîâàíîãî àëãîðèòìó.



155

Äîäàòîê À

Âèâåäåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ðóõó àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé

À.1 Îäíîôîòîííà çàäà÷à

Ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà x̄(s) = Ls{x(t)} =
∫∞

0 dt e−st x(t) ïåðåòâîðþ¹ ñè-

ñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (3.13), ÿêi îïèñóþòü àìïëiòóäè

éìîâiðíîñòåé ó îäíîôîòîííié çàäà÷i, íà ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âèäó

(is− ω̃c) Ā
g(s) = gĀe(s) + f Ξ̄(s), (À.1à)

(is− ωa)Ā
e(s) = gĀg(s), (À.1á)

(is− ω) B̄ω(s) = ξω + fĀg(s). (À.1â)

Çàñòîñóâàííÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà y(t) = L−1
t {ȳ(s)} äî ðîçâ'ÿçêiâ

öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü äà¹

Ag(t) = −if
1

R1

t∫
0

dτ Ξ(τ)
∑
µ=±

µ(Eµ1 − ωa)e
−iEµ1 (t−τ), (À.2)

Ae(t) = −ifg
1

R1

t∫
0

dτ Ξ(τ)
∑
µ=±

µe−iEµ1 (t−τ), (À.3)

Bω(t) = ξωe−iωt − if 2 ω − ωa

(ω − E+
1 )(ω − E−1 )

t∫
0

dτ Ξ(τ)e−iω(t−τ)

+ if 2 1

R1

∑
µ=±

µ
Eµ1 − ωa

(ω − Eµ1 )

t∫
0

dτ Ξ(τ)e−iEµ1 (t−τ).

(À.4)
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Âçÿâøè ãðàíè÷íèé âèïàäîê äîâãèõ ÷àñiâ (3.14) ó ðiâíÿííÿõ (??) òà ïðîií-

òåãðóâàâøè ïî τ îòðèìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò

Ag
lt = Ae

lt = 0, Bω,lt = e−iωt

[
1− iκ

ω − ωa(
ω − E+

1

) (
ω − E−1

)] ξ(ω). (À.5)

Ïîñëóãîâóþ÷èñü ñïiââiäíîøåííÿì (ω−E+
1 )(ω−E−1 ) = (ω−ωa)(ω− ω̃c)− g2

ó âèðàçi äëÿ Bω,lt îòðèìà¹ìî òàêèé ðåçóëüòàò

Bω,lt = e−iωt (ω − E+
1 )∗(ω − E−1 )∗

(ω − E+
1 )(ω − E−1 )

ξ(ω), (À.6)

ùî îäðàçó ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ (3.15). Â ïîäàëüøîìó ìè âèêîðèñòîâó¹-

ìî iíäåêñ ¾lt¿ äëÿ îçíà÷åííÿ òîãî, ùî àìïëiòóäè éìîâiðíîñòåé áåðóòüñÿ ó

ãðàíèöi äîâãèõ ÷àñiâ åâîëþöi¨ ñèñòåìè (3.14).

À.2 Äâîôîòîííà çàäà÷à

Ðiâíÿííÿ ðóõó (3.25), ÿêi îïèñóþòü åâîëþöiþ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé ó

äâîôîòîííié çàäà÷i, ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà íàáóâàþòü òàêî¨ ôîðìè

[is− (ω + ω′)] Φ̄ω,ω′(s) = ξωξω′ +
f√
2

[
X̄g
ω(s) + X̄g

ω′(s)
]
, (À.7à)

[is− (ω̃c + ω)] X̄g
ω(s) = gX̄e

ω(s) +
√

2fZ̄g(s) +
√

2fĀω(s) ∗ Ξ̄(s), (À.7á)

[is− (ω + ωa)] X̄
e
ω(s) = gX̄g

ω(s) + fZ̄e(s), (À.7â)

(is− 2ω̃c) Z̄
g(s) = g

√
2Z̄e(s) + 2fB̄g(s) ∗ Ξ̄(s), (À.7ã)

[is− (ω̃c + ωa)] Z̄
e(s) = g

√
2Z̄g(s) +

√
2fB̄e(s) ∗ Ξ̄(s). (À.7ä)

Äëÿ âèâîäó öèõ ðiâíÿíü ìè âèêîðèñòàëè òåîðåìó ïðî çãîðòêó

Ls{y1(t)y2(t)} = ȳ1(s) ∗ ȳ2(s),
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äå ∗ îçíà÷à¹ îïåðàòîð çãîðòêè. Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü (À.7) òà çàñòî-
ñîâóþ÷è äî ðîçâ'ÿçêiâ îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà îòðèìó¹ìî øóêàíi

âèðàçè äëÿ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé. Öi ãðîìiçäêi ìàòåìàòè÷íi îïåðàöi¨ âè-

êîíóâàëèñü ç âèêîðèñòàííÿì ñèñòåìè Mathematica [138]. Ðîçâ'ÿçîê äëÿ

Φ̄ω,ω′(t) ìà¹ òàêèé âèãëÿä

Φω,ω′(t) = ξωξω′e
−i(ω+ω′)t − if 2 [Υω,ω′(t) + Υω′,ω(t)] , (À.8)

äå ôóíêöiÿ Υω,ω′(t) çàäà¹òüñÿ ÿê

Υω,ω′(t) =
∑
µ=±

µ
1

R2(ω + ω′ − Eµ2 )

∫
dτ e−iEµ2 (t−τ)Ξ(τ)

×
[
fg

2(ω + E+
1 + E−1 − E

µ
2 )− Eµ2

(ω + E+
1 − E

µ
2 )(ω + E−1 − E

µ
2 )
Ae(τ)

+2f
(ω + ωa − Eµ2 )(E+

1 + E−1 − E
µ
2 ) + g2

(ω + E+
1 − E

µ
2 )(ω + E−1 − E

µ
2 )

Ag(τ)

]
−
∑
µ=±

µ
1

R1(ω′ − Eµ1 )

∫
dτ e−i(ω+Eµ1 )(t−τ)Ξ(τ)

×
[
(Eµ1 − ωa)Bω(τ) + fg

(ω + Eµ1 ) + 2E µ̄1
(ω + ω′ − E+

2 )(ω + ω′ − E−2 )
Ae(τ)

+2f
(Eµ1 − ωa)(ω + E µ̄1 ) + g2

(ω + ω′ − E+
2 )(ω + ω′ − E−2 )

Ag(τ)

]

+
1

(ω′ − E+
1 )(ω′ − E−1 )

t∫
0

dτ e−i(ω+ω′)(t−τ)Ξ(τ)

×
[
(ω′ − ωa)Bω(τ) + fg

(ω + ω′) + 2(ω′ − E+
1 − E−1 )

(ω + ω′ − E+
2 )(ω + ω′ − E−2 )

Ae(τ)

+2f
(ω′ − ωa)(ω

′ − E+
1 − E−1 ) + g2

(ω + ω′ − E+
2 )(ω + ω′ − E−2 )

Ag(τ)

]
.

(À.9)
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Ïîçíà÷åííÿ µ̄ ïîêàçó¹ çíàê ïðîòèëåæíèé çíàêó µ. Ðåøòà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü

äëÿ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé ìàþòü òàêèé âèãëÿä

Xg
ω(t) = i

√
2f

R2

∑
µ=±

µ

∫
dτ e−iEµ2 (t−τ)Ξ(τ)

×
[
fg

2(ω + E+
1 + E−1 − E

µ
2 )− Eµ2

(ω + E+
1 − E

µ
2 )(ω + E−1 − E

µ
2 )
Ae(τ)

+2f
(ω + ωa − Eµ2 )(E+

1 + E−1 − E
µ
2 ) + g2

(ω + E+
1 − E

µ
2 )(ω + E−1 − E

µ
2 )

Ag(τ)

]
− i

√
2f

R1

∑
µ=±

µ

∫
dτ e−i(ω+Eµ1 )(t−τ)Ξ(τ)

×
[
(Eµ1 − ωa)Bω(τ) + fg

(ω + Eµ1 ) + 2E µ̄1
(ω + Eµ1 − E+

2 )(ω + Eµ1 − E−2 )
Ae(τ)

+2f
(Eµ1 − ωa)(ω + E µ̄1 ) + g2

(ω + Eµ1 − E+
2 )(ω + Eµ1 − E−2 )

Ag(τ)

]
,

(À.10à)

Xe
ω(t) = i

√
2f

R2

∑
µ=±

µ

∫
dτ e−iEµ2 (t−τ)Ξ(τ)

×
[
f

(ω + ωa − Eµ2 )(2ω̃c − Eµ2 ) + 2g2

(ω + E+
1 − E

µ
2 )(ω + E−1 − E

µ
2 )

Ae(τ)

+2fg
ω − ω̃c − µR2

(ω + E+
1 − E

µ
2 )(ω + E−1 − E

µ
2 )
Ag(τ)

]
− i

√
2f

R1

∑
µ=±

µ

∫
dτ e−i(ω+Eµ1 )(t−τ)Ξ(τ)

×
[
gBω(τ) + f

(Eµ1 − ωa)(ω + Eµ1 − 2ω̃c) + 2g2

(ω + Eµ1 − E+
2 )(ω + Eµ1 − E−2 )

Ae(τ)

+2fg
ω − ω̃c + µR1

(ω + Eµ1 − E+
2 )(ω + Eµ1 − E−2 )

Ag(τ)

]
,

(À.10á)

Zg(t) = −i
2f

R2

∑
µ=±

µ

t∫
0

dτ e−iEµ2 (t−τ)Ξ(τ)
[
gAe(τ) + (Eµ2 − E+

1 − E−1 )Ag(τ)
]
,

(À.10â)
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Ze(t) = −i

√
2f

R2

∑
µ=±

µ

t∫
0

dτ e−iEµ2 (t−τ)Ξ(τ) [(Eµ2 − 2ω̃c)A
e(τ) + 2gAg(τ)] .

(À.10ã)

Ó äîâãî÷àñîâié ãðàíèöi (3.14) óñi äîäàíêè ∝ exp(−iE±j t) (äå j = 1, 2)

ïðÿìóþòü äî íóëÿ, îñêiëüêè Im{E±j } < 0. Öå îçíà÷à¹, ùî óñi äâî÷àñòèí-

êîâi àìïëiòóäè éìîâiðíîñòåé, îêðiì Φω,ω′(t), îáåðòàþòüñÿ ó íóëü íà ÷àñàõ,

ùî çàäîâîëüíÿþòü êðèòåðiþ (3.14). Ó âèðàçi (À.9) íåíóëüîâèì çàëèøà¹-

òüñÿ òiëüêè îñòàííié äîäàíîê. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.26) òà (3.27),

iíòåãðóþ÷è ïî τ ó (À.9), òà ïiñëÿ íèçêè ãðîìiçäêèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî

òàêèé âèðàç

Φω,ω′,lt = e−i(ω+ω′)tΦout
ω,ω′, (À.11)

äå Φout
ω,ω′ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (3.35).
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Äîäàòîê Á

Äåÿêi äåòàëi ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü ðóõó òà îá÷èñëåííÿ

êîíòðàñòó

Ìè ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (4.62)�(4.66) àíàëiòè-

÷íî âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Äëÿ öi¹¨ ðóòèííî¨ îïåðàöi¨, ìè

âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöi¨ LaplaceTransform òà InverseLaplaceTransform

ñèñòåìè Mathematica. Îòðèìàíi âèðàçè âêðàé ãðîìiçäêi, òîìó ìè ¨õ íå

íàâîäèìî. Çíàõîäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ÷àñòèíè ðiâíÿíü ðiâ-

íÿíü ðóõó äà¹ çìîãó ïðèøâèäøèòè îá÷èñëåííÿ òà çìåíøèòè ÷àñ, íåîáõi-

äíèé äëÿ îòðèìàííÿ çàëåæíîñòåé êîíòðàñòó ç÷èòóâàííÿ âiä ïàðàìåòðiâ

ñèñòåìè, ÿêi áóäóòü íàâåäåíi íèæ÷å. Iíòåãðóâàííÿ ïî õâèëüîâèì âåêòîðàì â

ðiâíÿííÿõ (4.46), (4.55) òà (4.70) ïðîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ ìåòî-

äiâ. Äëÿ öüîãî ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âáóäîâàíó ôóíêöiþ NIntegrate ñèñòåìè

Mathematica.

Êîðîòêî îáãîâîðèìî ÿê çìiíèòüñÿ îá÷èñëþâàëüíå íàâàíòàæåííÿ ïðè

çáiëüøåííi êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòà-

íó ñèñòåìè ó âèïàäêó N -ôîòîííîãî âõiäíîãî õâèëüîâîãî ïàêåòó, íåîáõiäíî

ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó iç (N + 1)2 òà (N + 2)2 äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi

îïèñóþòü åâîëþöiþ àìïëiòóä éìîâiðíîñòåé ó âèïàäêó êóáiòà ïðèãîòîâàíîãî

â îñíîâíîìó òà çáóäæåíîìó ñòàíi, âiäïîâiäíî. Àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñòà¹

âêðàé ñêëàäíèì âæå äëÿ N > 2. Áiëüø òîãî, äëÿ îá÷èñëåííÿ éìîâiðíî-

ñòåé ñïðàöþâàííÿ äåòåêòîðà [äèâ. ðiâíÿííÿ (4.45)] íåîáõiäíî îá÷èñëþâàòè

(N + 1)-êðàòíi iíòåãðàëè ïî õâèëüîâèì âåêòîðàì. Îòæå, ïðè çáiëüøåííi

êiëüêîñòi ôîòîíiâ ó âõiäíîìó iìïóëüñi, çàäà÷à âèçíà÷åííÿ êîíòðàñòó øâèä-

êî ñòà¹ ¾âèìîãëèâîþ¿ ç òî÷êè çîðó îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ.
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Äîäàòîê Â

Ðîçêëàä ìíîæíèêà D(t; τ)

Ôîðìàëüíî ïåðåïèøåìî ôóíêöiþD(t; τ), ÿêà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (5.39),

ó òàêîìó âèãëÿäi

D(t; τ) = exp
{
κα2[η2(t) + η2(τ)]

}
W (t; τ) (Â.1)

äå λ = (
√

5− 1)/2, κ = λ− 1/2, à W (t; τ) ìà¹ âèãëÿä

W (t; τ) = exp

{
−α2 1 + λ2

2(1− λ2)

[
η2(t) + η2(τ)

]}
× exp

[
2α2 λ

1− λ2
η(t)η(τ)

]
.

(Â.2)

Äëÿ ôóíêöi¨ W (t; τ) iñíó¹ ðîçêëàä Øìiäòà â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi [192]

W (t; τ) =
√

1− λ2

∞∑
j=0

λjΘj(αη(t))Θj(αη(τ)), (Â.3)

äå Θj(x) ìà¹ òàêèé âèãëÿä

Θj(x) =

√
1

2jj!
Hj(x)e−x

2/2, (Â.4)

à Hj(x) îçíà÷à¹ ïîëiíîì Åðìiòà j-th ïîðÿäêó. Îá'¹äíóþ÷è ðîçêëàä (Â.2) òà

âèðàç (Â.1) òà ïiäñòàâëÿþ÷è ðåçóëüòàò ó ðiâíÿííÿ ðóõó (5.38à) òà (5.38á),
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îòðèìà¹ìî òàêi ðiâíÿííÿ

Ṗ1(t) ≈ 2d12(t)

Nnt−1∑
j=0

Yj(t)

× Re
{

eiE21(t)Z
(j)
21 (t)− eiE12(t)Z

(j)
12 (t)

}
,

(Â.5)

Ṗ2(t) ≈ 2d12(t)

Nnt−1∑
j=0

Yj(t)

× Re
{

eiE12(t)Z
(j)
12 (t)− eiE21(t)Z

(j)
21 (t)

}
.

(Â.6)

Ïàðàìåòð Nnt îçíà÷à¹ ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü äîäàíêiâ, ÿêà áåðåòüñÿ â ðîç-

êëàäi äëÿ çàïåçïå÷åííÿì ñõîäèìîñòi. Ôóíêöiÿ Y (j)(t) ìà¹ âèãëÿä

Y (j)(t) =
λj
√

1− λ2

2jj!
exp

[
(λ− 1)η2(t)

]
Hj(η(t)), (Â.7)

äå η(t) çàïèñó¹òüñÿ ÿê

η(t, τ) =
Rr(t)−Rv(t, τ)

2σ
. (Â.8)

Ôóíêöiÿ Z(j)
nn′(t) (äå n, n

′ ∈ {1, 2} òà n 6= n′) çàäîâîëüíÿ¹ òàêîìó ðiâíÿííþ

ðóõó

Ż
(j)
nn′(t) = d12(t)Y

(j)(t)Pn(t)eiEnn′(t). (Â.9)

Ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ Z(j)
nn′(0) = 0.
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Äîäàòîê Ã

Òåñòîâi çàäà÷i Òàëëi

Äëÿ çàäà÷i ç äâîìà ñòàíàìè òà îäíèì ÿäåðíèì ñòóïåíåì âiëüíîñòi, ìî-

ëåêóëÿðíèé ãàìiëüòîíiàí ó äiàáàòè÷íîìó ïðåäñòàâëåííi íàáóâà¹ âèãëÿäó

Ĥ = − ∂2
R

2M
Î +

Hel
11(R) Hel

12(R)

Hel
21(R) Hel

22(R)

 , (Ã.1)

äå Î � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ 2× 2. Ìàòðèöÿ Hel âèçíà÷à¹ ïàðó çâ'ÿçàíèõ åíåð-

ãåòè÷íèõ ïîâåðõîíü ó äiàáàòè÷íîìó ïðåäñòàâëåííi.

Äëÿ çàäà÷i ç îäíèì ïåðåòèíîì (single avoided crossing), åëåìåíòè ìàòðè-

öi Hel ¹ òàêèìè

Hel
11(R) = 0.01sgn(R)

(
1− e−1.6|R|

)
,

Hel
22(R) = −Hel

11(R),

Hel
12(R) = Hel

21(R) = 0.005e−R
2

.

(Ã.2)

Âiäïîâiäíi àäiàáàòè÷íi ïîâåðõíi òà âåêòîðè íåàäiàáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó ïîêà-

çàíi íà Ðèñ. Ã.1(à). Äëÿ çàäà÷i ç äâîìà ïåðåòèíàìè (double avoided crossing),

ìàòðèöÿ Hel çàäà¹òüñÿ ÿê

Hel
11(R) = 0,

Hel
22(R) = 0.05− 0.1e−0.28R2

,

Hel
12(R) = Hel

21(R) = 0.015e−0.06R2

.

(Ã.3)

Ðèñóíîê Ã.1(á) iëþñòðó¹ âiäïîâiäíi àäiàáàòè÷íi ïîâåðõíi òà âåêòîðè íåàäi-

àáàòè÷íîãî çâ'ÿçêó.
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Ðèñ. Ã.1. Íàáið çàäà÷ Òàëëi: (a) îäèí ïåðåòèí ïîâåðõîíü (single avoided
crossing), (á) ïîäâiéíèé ïåðåòèí ïîâåðõîíü (double avoided crossing), òà (â)
ïðîòÿæíà îáëàñòü çâ'ÿçêó ç âiäáèòòÿì (extended coupling with re�ection).
Ñóöiëüíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü àäiàáàòè÷íèì åíåðãåòè÷íèì ïîâåðõíÿì. ×îðíi
øòðèõîâi ëiíi¨ ïîêàçóþòü íåàäiàáàòè÷íi çâ'ÿçêè.

Çàäà÷à ç ïðîòÿæíîþ îáëàñòþ çâ'ÿçêó ç âiäáèòòÿì (extendend coupling

with re�ection) çàäà¹òüñÿ òàêèìè äiàáàòè÷íèìè ïîâåðõíÿìè

Hel
11(R) = 6× 10−4,

Hel
22(R) = −Hel

11(R)
(Ã.4)

òà íåàäiàáàòè÷íèìè çâ'ÿçêàìè

Hel
12(R) =

0.1e0.9R, R < 0,

0.1(2− e−0.9R), R > 0.
(Ã.5)

Âiäïîâiäíi åíåðãåòè÷íi ïîâåðõíi òà íåàäiàáàòè÷íi çâ'ÿçêè ïðîäåìîíñòðîâàíi

íà Ðèñ. Ã.1(â).
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