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Ïðåäèñëîâèå

Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà èìååò äåëî ñ ôèçè÷åñêèìè ìîäåëÿìè. Ïðîñòîòà è óíèâåðñàëüíîñòü ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè
òðåáîâàíèÿìè, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü õîðîøàÿ ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü. Óíèâåðñàëüíûå ìîäåëè, ñïîñîáíûå
îïèñàòü áîëüøîå ðàçíîîáðàçèå ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî è ïîýòîìó îíè èìåþò
êëþ÷åâîå çíà÷åíèå. Òàêèå ìîäåëè ïðèâëåêàþò îñîáîå âíèìàíèå, òàê êàê îíè ïîçâîëÿþò äàòü íàèáîëåå ïðîñòîå
îïèñàíèå ôèçè÷åñêèõ êîíöåïöèé. Ýòè ìîäåëè íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò ïîÿâëÿþòñÿ ñíîâà è ñíîâà â ñàìûõ
ðàçíîîáðàçíûõ ôîðìàõ, óâåëè÷èâàÿ èõ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ è èõ çíà÷åíèå äëÿ îáó÷åíèÿ. Ñàìûì ïðîñòûì
ïðèìåðîì òàêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ìàÿòíèê. Ýòà óíèâåðñàëüíàÿ ìîäåëü ñëóæèò ïàðàäèãìîé, êîòîðàÿ îõâàòûâàåò
îñíîâíûå îñîáåííîñòè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì è ïîÿâëÿåòñÿ âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ñ î÷åíü ðàçíûì ôèçè÷åñêèì
ñîäåðæàíèåì.

Òâåðäûå òåëà îáû÷íî îïèñûâàþòñÿ ñëîæíûìè ìîäåëÿìè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñ äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè ñîîòâåòñòâóþùèìè "ìèêðîñêîïè÷åñêèìè" óðàâíåíèÿìè. Îäíàêî â íàøå âðåìÿ îòíîñèòåëüíî
ïðîñòàÿ ìîäåëü, ñåé÷àñ èçâåñòíàÿ êàê ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé, ñòàëà îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ è
óíèâåðñàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ íèçêîðàçìåðíîé íåëèíåéíîé ôèçèêè. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò öåïî÷êó êëàññè÷åñêèõ
÷àñòèö, ñâÿçàííûõ ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè, âçàèìîäåéñòâóþùóþ ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè. Õîòÿ
ñâÿçü ñ ýòîé êëàññè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêîé â ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèÿõ ÷àñòî íå ïðîÿâëÿåòñÿ ÿâíî, íî ìíîæåñòâî
ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó äèñêðåòíûõ íåëèíåéíûõ ðåøåòîê, îñíîâàíû, íåïîñðåäñòâåííî
èëè êîñâåííî, íà íåé. Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Ôðåíêåëÿ è Êîíòîðîâîé áûëà ïðåäëîæåíà â 1938 ãîäó äëÿ
îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû è äèíàìèêè êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè îêîëî ÿäðà äèñëîêàöèè. Ýòî îäèí èç ïåðâûõ
ïðèìåðîâ â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà, êîãäà â ðàìêàõ ïðîñòîé îäíîìåðíîé ìîäåëè áûëà ïðîìîäåëèðîâàíà äèíàìèêà
ïðîòÿæåííîãî â îáúåìå äåôåêòà. Çà ïðîøåäøèå ãîäû, ïîäîáíûå èäåè áûëè èñïîëüçîâàíû âî ìíîãèõ ðàçëè÷íûõ
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ, òåì ñàìûì îáåñïå÷èâàÿ èõ ñâÿçü ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèåé ñîëèòîíîâ, êîòîðàÿ áûëà ïîçæå
ðàçâèòà äëÿ êîíòèíóàëüíîãî àíàëîãà ìîäåëè Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé (ÔÊ).

Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ìîäåëü ÔÊ ñâîäèòüñÿ ê òî÷íî èíòåãðèðóåìîìó óðàâíåíèþ ñèíóñ-Ãîðäîí
(ÑÃ). Ýòî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó â íåëèíåéíîé ôèçèêå äàííàÿ ìîäåëü ïðèâëåêàåò òàêîå áîëüøîå âíèìàíèå. Óðàâíåíèå
ÑÃ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ôóíäàìåíòàëüíîé íåëèíåéíîé ìîäåëè, äëÿ êîòîðîé ìû çíàåì ïðàêòè÷åñêè âñå î
äèíàìèêå åå íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé. Ìíîãî÷àñòè÷íàÿ äèíàìèêà ýòèõ âîçáóæäåíèé, à èìåííî ôîíîíîâ, êèíêîâ
(òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ) è áðèçåðîâ (äèíàìè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ), îïðåäåëÿåò ãëîáàëüíîå ïîâåäåíèå íåëèíåéíîé
ñèñòåìû êàê öåëîãî. Èñïîëüçîâàíèå ÿçûêà ýòèõ íåëèíåéíûõ ìîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ãëóáîêîå ôèçè÷åñêîå
ïîíèìàíèå íåëèíåéíîé äèíàìèêè ìîäåëè ÔÊ, ðàññìàòðèâàÿ åå êàê ñèñòåìó ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýôôåêòèâíûõ
êâàçè÷àñòèö, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàìà ìîäåëü ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé è íåèíòåãðèðóåìîé.
Äèñêðåòíîñòü ìîäåëè ÔÊ ïðîÿâëÿåòñÿ â òàêîì ÿâëåíèè êàê ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëüíîãî
ðåëüåôà, èçâåñòíîãî êàê ïîòåíöèàë Ïåéåðëñà-Íàáàððî.

Ïðîñòîòà ìîäåëè ÔÊ, îáóñëîâëåííàÿ èñïîëüçîâàíèåì ãàðìîíè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìåæàòîìíûõ ñèë
è ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, òàê æå êàê è å¼ óäèâèòåëüíîå áîãàòñòâî è ñïîñîáíîñòü îïèñàòü
øèðîêèé äèàïàçîí ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèé, ïðèâëåêàåò áîëüøîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé, ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè
ôèçèêè òâåðäîãî òåëà è íåëèíåéíîé äèíàìèêè. Ìíîãèå âàæíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, îò ñîëèòîíîâ äî õàîñà, îò
ñîèçìåðèìûõ è íåñîèçìåðèìûõ ôàç äî ñòåêëîïîäîáíîãî ïîâåäåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè îòäåëüíûìè îáëàñòÿìè
ôèçèêè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàñëóæèâàåò îòäåëüíîé êíèãè. Îäíàêî ìîäåëü ÔÊ äàåò óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü
îáúåäèíèòü ìíîãèå òàêèå êîíöåïöèè è ïðîàíàëèçèðîâàòü èõ â ðàìêàõ îäíîãî óíèôèöèðîâàííîãî íåïðîòèâîðå÷èâîãî
ïîäõîäà.

Îñíîâíîé çàäà÷åé íàñòîÿùåé êíèãè ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå, ñ íàèáîëåå îáùåé òî÷êè çðåíèÿ, îñíîâíûõ êîíöåïöèé è
ìåòîäîâ íèçêîðàçìåðíîé íåëèíåéíîé ôèçèêè, îñíîâàííîå íà ìîäåëè ÔÊ è å¼ îáîáùåíèÿõ. Ìû íå îãðàíè÷èâàåìñÿ
ñïåöèôèêîé êîíêðåòíûõ ÿâëåíèé, íî âìåñòî ýòîãî ïîïûòàåìñÿ ïðåäñòàâèòü ïàíîðàìíûé âçãëÿä íà îáùèå
ñâîéñòâà è äèíàìèêó ìîäåëåé òâåðäîãî òåëà è ïðîñóììèðîâàòü ðåçóëüòàòû, âêëþ÷àþùèå ôóíäàìåíòàëüíûå
ôèçè÷åñêèå êîíöåïöèè.



VIII Ïðåäèñëîâèå

Ãëàâà 1 ñëóæèò ââåäåíèåì â êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ÔÊ, à â ãëàâå 2 óæå ïðèâîäèòñÿ áîëåå äåòàëüíîå
îáñóæäåíèå ïðèëîæåíèé ìîäåëè ÔÊ ê ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì ðàçíîãî òèïà. Â ãëàâå 3 ìû ââîäèì îäíó èç
ñàìûõ âàæíûõ êîíöåïöèé - ïîíÿòèå êèíêà, è îïèñûâàåì õàðàêòåðèñòèêè åãî äâèæåíèÿ â äèñêðåòíîé öåïè, êîãäà
îí âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì Ïåéåðëñà-Íàáàððî. Â ãëàâå 4 ìû àíàëèçèðóåì äðóãîé òèï
íåëèíåéíîé ìîäû - ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûõ îñöèëëèðóþùèõ ñîñòîÿíèé, ÷àñòî íàçûâàåìûõ âíóòðåííèìè
ëîêàëèçîâàííûìè ìîäàìè èëè áðèçåðàìè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòè íåëèíåéíûå ìîäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îáîáùåíèå ñèíóñ-Ãîðäîíîâñêèõ áðèçåðîâ äëÿ ñëó÷àÿ ñ ñèëüíîé äèñêðåòíîñòüþ. Ãëàâû 3 è 4 òàêæå äàþò êðàòêèé
îáçîð äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáîáùåííûõ öåïåé ÔÊ, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ áîëåå îáùèå òèïû ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè è ó÷èòûâàåòñÿ àíãàðìîíè÷íîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè öåïè. Â ýòèõ ãëàâàõ òàêæå
îáñóæäàåòñÿ âëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòåé öåïè íà äèíàìèêó êèíêîâ è íà äèíàìèêó è ñòðóêòóðó íåëèíåéíûõ
ïðèìåñíûõ ìîä. Â ãëàâå 5 äàåòñÿ ïðîñòîå ââåäåíèå â ôèçèêó ñîðàçìåðíûõ è íåñîðàçìåðíûõ ñèñòåì è îáñóæäàåòñÿ
ñòðóêòóðà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äèñêðåòíîé öåïè ÔÊ. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ìîäåëü ÔÊ äàåò, âåðîÿòíî, ñàìûé
ïðîñòîé ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ äâóìÿ è áîëåå êîíêóðèðóþùèìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïåðèîäàìè. Â
òî âðåìÿ êàê âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè ñïîñîáñòâóåò èõ ðàâíîóäàëåííîìó ðàñïîëîæåíèþ ñ ïåðèîäîì,
ñîîòâåòñòâóþùèì ìèíèìóìó ïîòåíöèàëà ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ ñ ïîòåíöèàëîì
ïîäëîæêè (èìåþùèì ñîáñòâåííûé ïåðèîä) ñïîñîáñòâóåò ôîðìèðîâàíèþ êîíôèãóðàöèè, â êîòîðîé îíè ðåãóëÿðíî
ñãðóïïèðîâàíû. Â ãëàâå 5 ìû èñïîëüçóåì äâà ìåòîäà äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ìîäåëè ÔÊ: ñíà÷àëà ïðèìåíÿåì
êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ îïèñàíèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè òî÷íî èíòåãðèðóåìûì óðàâíåíèåì ñèíóñ-Ãîðäîí,
à çàòåì èçó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ, ñâîäÿ èõ ê òàê íàçûâàåìîìó
ñòàíäàðòíîìó îòîáðàæåíèþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëàññè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ ñòîõàñòè÷åñêîé òåîðèè.
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ìîäåëè ÔÊ îáñóæäàåòñÿ â ãëàâå 6, â êîòîðîé òàêæå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ìåòîäà òðàíñôåð-èíòåãðàëà. Çäåñü ñíîâà ïðîÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîñòü ìîäåëè ÔÊ, òàê êàê ñ îäíîé ñòîðîíû
îíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íûå ðåçóëüòàòû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, à ñ äðóãîé � ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëàáî
âçàèìîäåéñòâóþùèå êâàçè÷àñòèöû (êèíêè è ôîíîíû) äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè ñèñòåì ñèëüíî
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Â ãëàâå 7 äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëè ÔÊ ïðè íåíóëåâîé
òåìïåðàòóðå, âêëþ÷àÿ äèôôóçèþ êèíêîâ è ïåðåíîñ ìàññû â íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåìàõ. Â ãëàâå 8
îáñóæäàåòñÿ äèíàìèêà íåëèíåéíûõ öåïåé ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííûõ è ïåðåìåííûõ ñèë, êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ
â ñîñòîÿíèè, äàëåêîì îò ðàâíîâåñíîãî. Â ãëàâå 9 îáñóæäàåòñÿ ðàò÷åò äèíàìèêà, ò.å. äèíàìèêà ñèñòåì ïðè
íàðóøåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ñèììåòðèè, êîãäà â ñèëó ýòîãî â ñèñòåìå âîçíèêàåò íàïðàâëåííîå
äâèæåíèå. Ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ôðàãìåíòîâ öåïåé îáñóæäàþòñÿ â ãëàâå 10, à äâóõìåðíûå îáîáùåíèÿ ìîäåëè
ÔÊ ââîäÿòñÿ è îïèñûâàþòñÿ â ãëàâå 11 äëÿ ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ìîäåëåé. Â çàâåðøàþùåé ãëàâå 12 ìû
ïðèâîäèì ïðèìåðû, ãäå îñíîâíûå êîíöåïöèè è ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû, ïðîäåìîíñòðèðîâàííûå âûøå äëÿ ïðîñòûõ
âåðñèé öåïè ÔÊ, ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â áîëåå øèðîêîì êîíòåêñòå. Ñàìàÿ ïîñëåäíÿÿ ãëàâà, íàïèñàííàÿ
ïðîô. Àëüôðåäîì Ñåãþðîì, ÿâëÿþùèìñÿ îäíèì èç ïèîíåðîâ â èçó÷åíèè ìîäåëè ÔÊ è å¼ ïðèëîæåíèé, ñîäåðæèò
íåêîòîðûå èíòåðåñíûå èñòîðè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ.

Ìû áëàãîäàðèì íàøèõ ìíîãî÷èñëåííûõ êîëëåã è äðóçåé ñî âñåãî çåìíîãî øàðà, êîòîðûå ñîòðóäíè÷àëè ñ
íàìè ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ýòîé êíèãîé, èëè âíåñëè âêëàä â íàøå ïîíèìàíèå ýòîé
îáëàñòè. Íåâîçìîæíî ïðèâåñòè èõ ïîëíûé ñïèñîê, íî ìû âûäåëèì òåõ, êîìó îñîáåííî îáÿçàíû: A.P. Áèøîï
(A.R. Bishop), Ë.À. Áîëüøîâ, Ä.Ê. Êýìïáýëë (D.K. Campbell), Ò. Äîêñóà (T. Dauxois), Ñ.Â. Äìèòðèåâ, Ñ. Ôëàõ
(S. Flach), Ð.Â. Ãðèôôèòñ (R.B. Gri�ths), Á.À. Èâàíîâ, À.Ì. Êîñåâè÷ , À.Ñ. Êîâàëåâ, È.Ô. Ëþêñþòîâ,
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Ñîêðàùåíèÿ IX

Ñîêðàùåíèÿ

DW äâóõúÿìíûé (ïîòåíöèàë ïîäëîæêè)
ÄÑ äîìåííàÿ ñòåíêà
DB äâóõáàðüåðíûé (ïîòåíöèàë ïîäëîæêè)
DSG, ÄÑÃ äâîéíîé ñèíóñ-Ãîðäîí (óðàâíåíèå)
ÔÏÊ Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êðàìåðñà (óðàâíåíèå)
FK, ÔÊ Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé (ìîäåëü)
ÔâäÌ Ôðàíêà-âàí-äåð-Ìåðâå (ïðåäåë)
GS îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
IC íåñîèçìåðèìàÿ (ôàçà)
LJ Ëåííàðäà-Äæîíñà (ïîòåíöèàë)
NS íåñèíóñîèäàëüíûé (ïîòåíöèàë ïîäëîæêè)
SG, ÑÃ ñèíóñ-Ãîðäîí (óðàâíåíèå)
ÒÈ òðàíñôåð-èíòåãðàëà (ìåòîä)
B ïîäâèæíîñòü
D êîýôôèöèåíò äèôôóçèè (Dk, Dη, Da, Ds, Dµ, Dc)
E (ïîëíàÿ) ýíåðãèÿ ñèñòåìû
F ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ; ñèëà
G Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãèáñà; ôóíêöèÿ Ãðèíà
H Ãàìèëüòîíèàí
J ïîòîê àòîìîâ
K êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ; ìàòðèöà ïåðåäà÷è; ïîñòîÿííàÿ ×èðèêîâà
L äëèíà öåïî÷êè
M ÷èñëî ÿì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè; ôóíêöèÿ ïàìÿòè
N ÷èñëî àòîìîâ, êèíêîâ, áðèçåðîâ
P èìïóëüñ êèíêà; ïàðàìåòð íåñîîòâåòñòâèÿ
Q êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ; ÷èñëî àòîìîâ â îäíîì ïåðèîäå êíîèäàëüíîé âîëíû
R ðàññòîÿíèå ìåæäó êèíêàìè
S ýíòðîïèÿ
T òåìïåðàòóðà; îòîáðàæåíèå ×èðèêîâà
U ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (Usub, Uint)
V ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (Vsub, Vint, VPN )
W ýíòàëüïèÿ
X êîîðäèíàòà êèíêà
Y ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà Y (T,Π,N); êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññ; òî÷êà íà òîðå
Z ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà Z(T, L,N)
a ïåðèîä ðåøåòêè (as, aA, amin, aFM )
c ñêîðîñòü çâóêà
d øèðèíà êèíêà
f ñèëà; ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
g ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè (gAubry, ga, gk)
h ïàðàìåòð äèñêðåòíîñòè; ôóíêöèÿ îñòîâà; ôóíêöèÿ ïåðåíîðìèðîâêè
j ïëîòíîñòü ïîòîêà
k ìîìåíò; ìîäóëü (ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè); âîëíîâîé âåêòîð
l èíäåêñ àòîìà
m ìàññà êèíêà



X Ñîêðàùåíèÿ

n êîíöåíòðàöèÿ êèíêîâ (ntot, nk, nw, npair)
q ïåðèîä C-ôàçû
r èñïîëüçóåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè w = r/s
s ÷èñëî àòîìîâ â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå, θ = s/q; ýíòðîïèÿ íà ÷àñòèöó; ñïèí
t âðåìÿ
u ñìåùåíèå àòîìà
v ñêîðîñòü êèíêà; ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êèíêàìè vint

w ñìåùåíèå; ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè w = r/s
x êîîðäèíàòà àòîìà
α ïàðàìåòð àíãàðìîíèçìà
β ìíîæèòåëü Áîëüöìàíà β ≡ (kBT )−1

β ïàðàìåòð ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
γ ìíîæèòåëü Ëîðåíöà; ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà
δ ôàçîâûé ñäâèã (ïðè ñòîëêíîâåíèè êèíêîâ)
ε ýíåðãèÿ (εs, εk, εpair, εPN )
ψ ïàðàìåòð ïîðÿäêà
κ ìîìåíò ôîíîíà; ïàðàìåòð ïîòåíöèàëà Ìîðñà
χ âîñïðèèì÷èâîñòü; ìàëîå ñìåùåíèå
λ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ξ êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà; êàíîíè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ
µ õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
η êîýôôèöèåíò òðåíèÿ; ôóíêöèÿ Áëîõà
ρ ïëîòíîñòü (àòîìîâ, ôîíîíîâ, êèíêîâ)
τ áåçðàçìåðíàÿ òåìïåðàòóðà τ = kBT/εk
θ áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (ïîêðûòèå), θ = N/M = s/q
ω ÷àñòîòà
ωmin ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ôîíîíîâ çàêðåïëåííîé ÔÊ öåïè
σ òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä êèíêà
ε ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
Γ ôàçîâûé îáúåì
∆ ùåëü â ñïåêòðå
Π äàâëåíèå
Ξ áîëüøàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà Ξ(T,L, µ)
Ω ÷èñëî ñîñòîÿíèé; ðàçäåëåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà; ôóíêöèÿ Ìîðè
Θ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ
N ôóíêöèÿ îòêëèêà
L îïåðàòîð Ëèóâèëëÿ
P îïåðàòîð ïðîåêöèè
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1

Ââåäåíèå

Ýòà ââîäíàÿ ãëàâà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü îáùèé êðàòêèé îáçîð êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Ôðåíêåëÿ-
Êîíòîðîâîé è å¼ êîíòèíóàëüíîé âåðñèè � óðàâíåíèÿ ñèíóñ-Ãîðäîí. Â ãëàâå òàêæå ââîäÿòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå
ìîäû ìîäåëè: ôîíîíû, êèíêè, áðèçåðû è îïèñûâàþòñÿ èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Ýòî ñîçäàåò îñíîâó äëÿ ïîñëåäóþùåãî
îáñóæäåíèÿ îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ ÔÊ è å¼
îáîáùåíèÿìè.

1.1 Ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé
Ïðîñòàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó öåïè ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè â ïðèñóòñòâèè
íåêîòîðîãî âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, âïåðâûå áûëà ïðèâåäåíà Ïðàíäëîì [1] è Äåëèíãåðîì [2] � ñì.
èñòîðè÷åñêèé î÷åðê ïðîôåññîðà Àëüôðåäà Ñåãþðà â êîíöå ýòîé êíèãè (Ãëàâà 13). Ýòàæå ìîäåëü íåçàâèñèìî
áûëà ââåäåíà Ôðåíêåëåì è Êîíòîðîâîé [3]�[6]. Òàêàÿ öåïî÷êà ÷àñòèö ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.1.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñòàíäàðòíîãî ãàìèëüòîíèàíà,

H = K + U, (1.1)

ãäå K � êèíåòè÷åñêàÿ, à U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî:

K =
ma

2

∑
n

(
dxn
dt

)2

, (1.2)

ãäå ma � ìàññà ÷àñòèöû, xn � êîîðäèíàòà n-òîé ÷àñòèöû öåïè. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U öåïè, ïðåäñòàâëåííîé
íà ðèñ. 1.1, ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé,

U = Usub + Uint. (1.3)
Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå Usub õàðàêòåðèçóåò âçàèìîäåéñòâèå öåïè ñ âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì (on-site
potential) è áåðåòñÿ â ïðîñòåéøåé ôîðìå

Usub =
εs
2

∑
n

[
1− cos

(
2πxn
as

)]
, (1.4)

ãäå εs � àìïëèòóäà, à as � ïåðèîä ïîòåíöèàëà. Âòîðîå ñëàãàåìîå Uint â óðàâíåíèè (1.3) çàäàåò ãàðìîíè÷åñêîå
(ëèíåéíîå) âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäíèìè çâåíüÿìè öåïè

Uint =
g

2

∑
n

(xn+1 − xn − a0)2, (1.5)

êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì æåñòêîñòè g è ðàâíîâåñíûì ðàññòîÿíèåì ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà a0

â îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîòåíöèàëà (ñì. ðèñ. 1.1). Âûáîð ìîäåëè, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà (1.1) - (1.5),
ìîæåò áûòü îïðàâäàí ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óïðîùåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû:

(i) ×àñòèöû öåïè ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêî â îäíîì èçìåðåíèè;
(ii) Â îáùåì âûðàæåíèè äëÿ âíåøíåãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ýíåðãèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê

Usub =
∑
n

Vsub(xn), (1.6)

ãäå ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Vsub(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå è ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî åãî ïåðâûé ÷ëåí;
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(iii) Ýíåðãèÿ ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ
÷àñòèö

Uint =
∑
n

Vint(xn+1 − xn), (1.7)

ãäå ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ Vint(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà è ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî ãàðìîíè÷åñêîå
âçàèìîäåéñòâèå, òàê ÷òî g = V ′′int(a0).

gao

as

Ðèñ. 1.1. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé: öåïî÷êà ÷àñòèö, ñâÿçàííûõ ãàðìîíè÷åñêèìè
ïðóæèíàìè ñ êîýôôèöèåíòîì æåñòêîñòè g, âçàèìîäåéñòâóþùàÿ ñ âíåøíèì ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ïåðèîäà as.

Ââåäÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ãàìèëüòîíèàí (1.1)�(1.5) â áîëåå óäîáíîé ôîðìå
(H = 2H/εs)

H =
∑
n

{
1
2

(
dxn
dt

)2

+ (1− cosxn) +
g

2
(xn+1 − xn − a0)2

}
, (1.8)

ãäå a0 → (2π/as)a0, xn → (2π/as)xn, t → (2π/as)(εs/2ma)1/2t, à áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà æåñòêîñòè èçìåíÿåòñÿ
ñîãëàñíî ïðàâèëó
g → (as/2π)2g(εs/2)−1. Â ýòîé ïåðåíîðìèðîâàííîé ôîðìå ãàìèëüòîíèàí (1.8) îïèñûâàåò ãàðìîíè÷åñêóþ öåïî÷êó
÷àñòèö åäèíè÷íîé ìàññû, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ñ ïåðèîäîì as = 2π
è àìïëèòóäîé εs = 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü âñå ôèçè÷åñêèå (ðàçìåðíûå) çíà÷åíèÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ
áåçðàçìåðíûõ, íóæíî ïðîñòðàíñòâåííûå ïåðåìåííûå óìíîæèòü íà (as/2π), ÷àñòîòû � íà (2π/as)

√
εs/2ma, ìàññû

� íà ma, à ýíåðãèè � íà (εs/2).
Èç ãàìèëüòîíèàíà (1.8) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äèñêðåòíîé öåïè

d2xn
dt2

+ sinxn − g (xn+1 + xn−1 − 2xn) = 0. (1.9)

Çäåñü âàæíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.9) íå ñîäåðæèò ÿâíî ðàâíîâåñíîãî øàãà öåïè a0.
Â ýòîé ãëàâå, òàêæå êàê è â äâóõ ñëåäóþùèõ ãëàâàõ 3 è 4, ïîñâÿùåííûõ äèíàìèêå êèíêîâ è áðèçåðîâ, ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî áåñêîíå÷íûå öåïî÷êè ñ a0 = as, êîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå öåïè (ò. å. ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå àáñîëþòíîìó ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè) îïèñûâàåòñÿ ñîèçìåðèìûì ðàñïîëîæåíèåì
÷àñòèö. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ìèíèìóì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè çàíÿò îäíîé ÷àñòèöåé, òàê ÷òî �ïîêðûòèå�
θ (îïðåäåëÿåìîå êàê îòíîøåíèå ÷èñëà ÷àñòèö ê ÷èñëó ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè) ðàâíî åäèíèöå:
θ = 1. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî âåñòè íîâûå ïåðåìåííûå äëÿ ñìåùåíèé ÷àñòèö un, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè
xn = nas + un. Êîãäà ñìåùåíèÿ un ìàëû, |un| � as, ìû ìîæåì ëèíåàðèçîâàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è ïîëó÷èòü

d2un
dt2

+ un − g (un+1 + un−1 − 2un) = 0. (1.10)

Óðàâíåíèå (1.10) îïèñûâàåò ëèíåéíûå ìîäû öåïè, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò ôîíîíàìè, un(t) ∝ exp[iωph(κ)t −
iκn]. Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì

ω2
ph(κ) = ω2

min + 2g (1− cosκ), (1.11)

ãäå κ � áåçðàçìåðíîå âîëíîâîå ÷èñëî (|κ| ≤ π). Ñîãëàñíî äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ (1.11), ÷àñòîòíûé ñïåêòð
öåïè ÔÊ ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîé çîíå, îòäåëåííîé îò íóëÿ ùåëüþ ωmin ≡ ωph(0) = 1, è îãðàíè÷åííîé ÷àñòîòîé
îáðåçàíèÿ ωmax ≡ ωph(π) =

√
ω2

min + 4g.
Åñëè ñìåùåíèÿ ÷àñòèö íå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè, òî ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå ïåðåñòàåò ðàáîòàòü, à èñõîäíîå

íåëèíåéíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (1.9) ìîæåò îäíîâðåìåííî äîïóñêàòü êàê ïðîòÿæåííûå (íåëîêàëèçîâàííûå)
ìîäû (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ëèíåéíûõ ìîä � ôîíîíîâ) òàê è íîâûé òèï âîçáóæäåíèé öåïè �
ëîêàëèçîâàííûå ìîäû. Íàèáîëåå ïðîñòî ââåñòè è îïèñàòü ýòè íåëèíåéíûå ìîäû ìîæíî ïðè èñïîëüçîâàíèè
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êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äèíàìèêè äèñêðåòíîé öåïè. Êîððåêòíàÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå èç äèñêðåòíîé ìîäåëè ïðåäëîæåíà Ðîçåíàó [7]. Ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü
ïðèìåíåí ê äèíàìèêå öåïåé ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîòåíöèàëàìè ïîäëîæêè è ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíèàíó
(1.1)�(1.5), â îáùåé ôîðìå

d2un
dt2

= Fint(as + un − un−1)− Fint(as + un+1 − un) + Fsub(un), (1.12)

ãäå
Fint(u) = −dVint(u)

du
, Fsub(u) = −dVsub(u)

du
.

Óðàâíåíèå (1.12) ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü äàëüøå, ââåäÿ òàê-íàçûâàåìûå îòíîñèòåëüíûå äëèíû ñâÿçåé,
îïðåäåëÿåìûå êàê vn = (un − un−1)/as. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

as
d2vn
dt2

= −[Fint(as + asvn+1) + Fint(as + asvn−1)

−2Fint(as + asvn)] + [Fsub(un)− Fint(un−1)]. (1.13)

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì äèñêðåòíûå âåëè÷èíû vn êàê ôóíêöèè êîíòèíóàëüíîé ïåðåìåííîé nas è ðàçëîæèì â
ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèþ vn+1 â îêðåñòíîñòè vn. Ôîðìàëüíî ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ââåäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ x è
êîíòèíóàëüíóþ ôóíêöèþ v(x), çàìåíÿÿ n→ x = nas è vn → ∂u/∂x|x=nas . Îñòàâëÿÿ â ðàçëîæåíèè òîëüêî ÷ëåíû
íàèìåíüøèõ ïîðÿäêîâ, ìû ïîëó÷èì [7]

∂2u

∂t2
+ asL̂A

∂

∂x

{
Fint

[
as

(
1 +

∂u

∂x

)]}
− Fsub(u) = 0, (1.14)

ãäå
L̂A = 1 +

a2
s

12
∂2

∂x2
+ . . . .

Òîãäà, äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì L̂−1
A íà óðàâíåíèå (1.14), ìû ïîëó÷èì êîíòèíóàëüíîå óðàâíåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîðÿäêà O(a4
s),

∂2u

∂t2
− a2

s

12
∂4u

∂2x∂2t
− Fsub(u) + as

∂

∂x

{
Fint

[
as

(
1 +

∂u

∂x

)]
− as

12
∂

∂x
Fsub(u)

}
= 0.

Îïèñàííûé âûøå ìåòîä ó÷èòûâàåò âñå ÷ëåíû ìàëûõ ïîðÿäêîâ, êîòîðûå îáóñëîâëåíû ýôôåêòîì äèñêðåòíîñòè
öåïè. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíèâ åãî ê ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäåëè ÔÊ, ìû ïîëó÷èì âîçìóùåííîå óðàâíåíèå ñèíóñ-
Ãîðäîí

∂2u

∂t2
− d2 ∂

2u

∂x2
+ sinu = εf(u), (1.15)

ãäå d = as
√
g, à ôóíêöèÿ

εf(u) =
a2
s

12

[
∂4u

∂2x∂2t
+
(
∂u

∂x

)2

sinu− ∂2u

∂x2
cosu

]
(1.16)

ó÷èòûâàåò â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå äèñêðåòíîñòüþ öåïè.

1.2 Óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîí
Åñëè â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ïðåíåáðå÷ü ýôôåêòàìè äèñêðåòíîñòè, òî ìû ïîëó÷èì õîðîøî èçâåñòíîå
óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîí (ÑÃ)

∂2u

∂t2
− d2 ∂

2u

∂x2
+ sin u = 0, (1.17)

ãäå d = as
√
g, à g = V ′′int(as). Èçìåíèâ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðåìåííóþ x→ x/d, ìû ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (1.17)

â êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ sinu = 0. (1.18)

Ñàìûì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (1.18) ÿâëÿåòñÿ åãî
ïîëíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå ÑÃ áûëî îäíèì èç ïåðâûõ îáíàðóæåííûõ óðàâíåíèé ñ
ìíîãîñîëèòîííûì ïîâåäåíèåì.
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Â ýòîé òðàíñôîðìèðîâàííîé ôîðìå óðàâíåíèå (1.18) ïåðâîíà÷àëüíî áûëî ðàññìîòðåíî Ýíåïåðîì [8] â
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé ñ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé Ãàóññà. Èññëåäîâàíèå
óðàâíåíèÿ (1.18) â êîíòåêñòå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè âûÿâèëî î÷åíü èíòåðåñíûå ñâîéñòâà, âêëþ÷àÿ
âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü èç îäíîãî èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.18) íîâîå (íåèçâåñòíîå) ðåøåíèå òàê íàçûâàåìûì
ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Áýêëóíäà [9].

Óðàâíåíèå (1.18) íàøëî ïåðâîå ïðèìåíåíèå â ôèçèêå äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé äèñëîêàöèé (ñì.
íèæå ãëàâó 2), à êèíêè è áðèçåðû äëÿ óðàâíåíèÿ ÑÃ âïåðâûå áûëè ââåäåíû Ñåãþðîì ñ ñîàâòîðàìè áîëåå ñîðîêà
ëåò íàçàä [10]�[12] (ñì. òàêæå ññûëêè [13, 14]). Îðèãèíàëüíîå íåìåöêîå íàçâàíèå äëÿ êèíêîâ (kinks) è áðèçåðîâ
(breathers) áûëî translatorische è oszillatorische Eigenbewegungen. C èñòîðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñíî
îòìåòèòü, ÷òî ýòîìó ïðåäøåñòâîâàëî áîëåå ÷åì äåñÿòèëåòíåå èññëåäîâàíèå ñîëèòîííûõ ñâîéñòâ áîëåå èçâåñòíîãî
óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Ôðèçà [15, 16]. Íåçàâèñèìî, Ïåðèíã è Ñêèðì [17] ââåëè ÑÃ óðàâíåíèå êàê ïðîñòóþ
îäíîìåðíóþ ìîäåëü ñêàëÿðíîé òåîðèè ïîëÿ, ìîäåëèðóþùóþ êëàññè÷åñêóþ ÷àñòèöó. Ïî÷òè îäíîâðåìåííî,
óðàâíåíèå ÑÃ ïîÿâèëîñü â òåîðèè ñëàáîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè, êàê îñíîâíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå
òàê íàçûâàåìûå äëèííûå äæîçåôñîíîâñêèå êîíòàêòû [18], ãäå êèíêîâîå ðåøåíèå îïèñûâàåò êâàíò ìàãíèòíîãî
ïîëÿ � ôëàêñîí. Äâà ñëåäóþùèõ âàæíûõ øàãà â èñòîðèè óðàâíåíèÿ ÑÃ ñäåëàëè Ñêîòò [19], ïðåäëîæèâøèé
âàæíóþ ñ ïåäàãîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ î÷åíü ïðîñòóþ ìîäåëü öåïè ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ (ìåõàíè÷åñêèé àíàëîã
öåïè ÔÊ), è Àáëîâèòö ñ ñîàâòîðàìè [20], ïîëó÷èâøèå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ .

Ïîçæå áûëî äîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå ÑÃ (1.18) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûì â åñòåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ,
âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Îïèñàíèå ýòîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè [21]. Çäåñü ìû òîëüêî ïðèâåäåì îñíîâíûå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (1.18) è åãî ðåøåíèé,
èìåþùèõ ôîðìó íåëèíåéíûõ ìîä , êîòîðûå áóäóò â äàëüíåéøåì íóæíû íàì äëÿ èçó÷åíèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè
ÔÊ.

Ñèñòåìà ÑÃ èìååò òðè òèïà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèÿ: ôîíîíû, êèíêè è áðèçåðû.
Ôîíîíû ÿâëÿþòñÿ ïðîòÿæåííûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ÑÃ ìîäåëè, îïèñûâàþùèìè â ëèíåéíîì

ïðåäåëå îáû÷íûå íåïðåðûâíûå ìîíîõðîìíûå âîëíû u(x, t) ∝ exp(iωt − ikx). Ôîíîíû õàðàêòåðèçóþòñÿ äèñïåð-
ñèîííûì ñîîòíîøåíèåì � çàâèñèìîñòüþ ÷àñòîòû âîëíû ω îò âîëíîâîãî ÷èñëà k: ω2

ph(k) = 1+k2, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
äëèííîâîëíîâûì ïðèáëèæåíèåì âûðàæåíèÿ (1.11). Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü îáëàäàåò íàáîðîì ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,
êîòîðûå îáîáùàþò ëèíåéíûå âîëíû, íî èõ ÷àñòîòà óæå çàâèñèò îò àìïëèòóäû âîëíû.

Êèíêè, äðóãîå íàçâàíèå � òîïîëîãè÷åñêèå ñîëèòîíû, ïîÿâëÿþòñÿ â ñèëó âûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû. Îäèíî÷íûé êèíê ìîæíî îïèñàòü êàê ðåøåíèå, ñâÿçûâàþùåå äâà áëèæàéøèõ òîæäåñòâåííûõ ìèíèìóìà
ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè

uk(x, t) = 4 tan−1 exp[−σγ(v)(x− vt)], (1.19)

ãäå σ = ±1 îáîçíà÷àåò òàê-íàçûâàåìûé òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä êèíêà. Íàçîâåì ðåøåíèå (1.19) êèíêîì ïðè σ =
+1, è àíòèêèíêîì ïðè σ = −1. Ïàðàìåòð v, ñêîðîñòü êèíêà, íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ c, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñêîðîñòè çâóêà. Ñêîðîñòü êèíêà îïðåäåëÿåò åãî øèðèíó deff = d/γ(v), ãäå d =
c = as

√
g, à çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè ìíîæèòåëÿ γ(v) = 1/

√
1− (v/c)2 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê Ëîðåíöåâñêîå

óìåíüøåíèå øèðèíû êèíêà, âûòåêàþùåå èç ðåëÿòèâèñòñêîé èíâàðèàíòíîñòè ìîäåëè ÑÃ.
Áðèçåðû, äðóãîå íàçâàíèå � äèíàìè÷åñêèå ñîëèòîíû, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûìè îñöèëëèðóþùèìè

íåëèíåéíûìè ìîäàìè. Äëÿ óðàâíåíèÿ ÑÃ áðèçåð èìååò ôîðìó

ubr(x, t) = 4 tan−1

{(√
1−Ω2

Ω

)
sin(Ωt)

cosh
(
x
√

1−Ω2
)
}
. (1.20)

Îí îïèñûâàåò íåëèíåéíîå êîëåáàíèå ñ âíóòðåííåé ÷àñòîòîéΩ, 0 < Ω < ωmin è àìïëèòóäîé umax = 4 tan−1
(√

1−Ω2/Ω
)
,

ëîêàëèçîâàííîå íà èíòåðâàëå øèðèíû b = d/
√

1−Ω2.
Ýíåðãèþ êèíêà â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå Ek(v) = mc2γ(v) ≈ mc2 + 1

2 mv
2. Ýòà

àïïðîêñèìàöèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü åãî ìàññó ïîêîÿ m = 2/(π2√g) è ýíåðãèþ ïîêîÿ εk = mc2 = 8
√
g. Äëÿ

ýíåðãèè áðèçåðà ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó εbr = 2εk
√

1−Ω2, òàêèì îáðàçîì 0 < εbr < 2εk. Â ïðåäåëå íèçêèõ
÷àñòîò, Ω � 1, áðèçåð ìîæíî êà÷åñòâåííî òðàêòîâàòü êàê ñëàáî ñâÿçàííóþ ïàðó êèíêà è àíòèêèíêà.

Êèíêè, ðàçìåùåííûå âáëèçè äðóã äðóãà, ïðèòÿãèâàþòñÿ ëèáî îòòàëêèâàþòñÿ, â çàâèñèìîñòè îò çíàêà èõ
îòíîñèòåëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà σ1σ2. Ýíåðãèÿ îòòàëêèâàíèÿ äâóõ êèíêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè
R äðóã îò äðóãà, ðàâíà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [22]) vint(R) ≈ εk sinh−2(R/2d), à êèíê è àíòèêèíê ïðèòÿãèâàþòñÿ
äðóã ê äðóãó ñ ýíåðãèåé, îïèñûâàåìîé ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ vint(R) ≈ −εk cosh−2(R/2d). Òàêèì îáðàçîì,
ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ íåïîäâèæíûõ êèíêîâ ñ òîïîëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè σ1 è σ2, íàõîäÿùèõñÿ äðóã îò
äðóãà íà ðàññòîÿíèè R (R� d), ìîæíî ïðèáëèçèòåëüíî ïðåäñòàâèòü êàê vint(R) ≈ 32σ1σ2

√
g exp(−R/d).

Â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ ÑÃ êèíêè è áðèçåðû äâèãàþòñÿ âäîëü öåïè áåç ïîòåðü ýíåðãèè íà äèññèïàöèþ.
Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äâèæóùåìóñÿ áðèçåðó, ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (1.20),
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ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Óðàâíåíèå ÑÃ ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìî, â ñèëó ýòîãî, âñå âîçáóæäåíèÿ
âçàèìîäåéñòâóþò "óïðóãî" � â ðåçóëüòàòå èõ ñòîëêíîâåíèé ïðîèñõîäèò òîëüêî ñäâèã ôàç (áîëåå äåòàëüíîå
îïèñàíèå ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè [21]). Ïîýòîìó êèíêè è áðèçåðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîáñòâåííûå
íåëèíåéíûå ìîäû èëè êâàçè÷àñòèöû ìîäåëè ÑÃ. Òàêîå îïèñàíèå ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü è äëÿ ïî÷òè èíòåãðèðóåìûõ
ìîäèôèêàöèé óðàâíåíèÿ ÑÃ, êîãäà â ìîäåëü âêëþ÷àþòñÿ ìàëûå âîçìóùåíèÿ, ïîäîáíûå òåì, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ
ïðè ïîëó÷åíèè óðàâíåíèÿ ÑÃ èç èñõîäíîé ìîäåëè ÔÊ â êâàçè-íåïðåðûâíîì ïðèáëèæåíèè, ó÷èòûâàþùåì
ýôôåêòû ñëàáîé äèñêðåòíîñòè. Ôàêòè÷åñêè, ïîä äåéñòâèåì ìàëûõ âîçìóùåíèé (êàê íå çàâèñÿùèõ, òàê è
çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè), êèíêè âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî äåôîðìèðóåìûì êâàçè÷àñòèöàì, ò. å. èõ ôîðìà ìîæåò òîæå
äåôîðìèðîâàòüñÿ. Áîëåå òîãî, ïðèñóòñòâèå ñëàáûõ âîçìóùåíèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ íåêîòîðûõ íîâûõ
ñâîéñòâ, íàïðèìåð ñòîëêíîâåíèå êèíêà ñ àíòèêèíêîì óæå ìîæåò áûòü íåóïðóãèì è ïðèâîäèòü ê îáðàçîâàíèþ
äîëãîæèâóùåé áðèçåðíîé ìîäû.

Äëÿ èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè ÑÃ ëþáîå ëîêàëèçîâàííîå âîçáóæäåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íåêîòîðóþ
àñèìïòîòè÷åñêóþ ñóïåðïîçèöèþ òðåõ òèïîâ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, ò. å. êèíêîâ, áðèçåðîâ è ôîíîíîâ.
Ìíîãèå íåëèíåéíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÑÃ òàêæå ìîãóò áûòü íàéäåíû â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.
Íàïðèìåð, öåïî÷êà êèíêîâ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÑÃ, èçâåñòíûì êàê êíîèäàëüíàÿ âîëíà,

u(x, t) = − sin−1[cn(x/k; k)], (1.21)

ãäå cn � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ßêîáè. Óðàâíåíèå (1.21) îïèñûâàåò ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êèíêîâ
ñ øèðèíîé kd (ãäå k < 1), îòäåëåííûõ äðóã îò äðóãà íà ðàâíûå ðàññòîÿíèÿ L = 4dk K(k) (K(k) � ïîëíûé
ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî òèïà). Â ìîäåëè ÑÃ âçàèìîäåéñòâèå êèíêà è âûñîêî-àìïëèòóäíûõ (àíãàðìîíè÷åñêèõ)
ôîíîíîâ áóäåò òîæå óïðóãèì, è åãî ìîæíî îïèñàòü òî÷íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ÑÃ [23, 24]. Â ìàëî-àìïëèòóäíîì
ïðåäåëå ýòî îáùåå êèíê-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ ôàçîâûì ñäâèãîì â óïðóãîì ðàññåÿíèè ëèíåéíûõ
ôîíîíîâ ÑÃ êèíêîì [25] (ñì. òàêæå ññûëêó [26]).

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, â ðàìêàõ òî÷íî èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè ÑÃ ñòîëêíîâåíèå ñîëèòîíîâ ÿâëÿåòñÿ
óïðóãèì, ò. å. èõ ôîðìà, ñêîðîñòè è ýíåðãèè íå ìåíÿþòñÿ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ, ýôôåêò âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ
òîëüêî â ñäâèãå ôàç ñòàëêèâàþùèõñÿ ñîëèòîíîâ. Íàïðèìåð, åñëè ïåðâûé êèíê ïîêîèòñÿ, à äðóãîé äâèæåòñÿ
èç áåñêîíå÷íîñòè ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ vin, òî ïîñëå èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ïåðâûé êèíê áóäåò îñòàâàòüñÿ
íåïîäâèæíûì, íî åãî êîîðäèíàòà áóäåò óæå ñäâèíóòà íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó ∆x1, ãäå (ñì., íàïðèìåð,
ìîíîãðàôèþ [21])

∆x1 =
d

γ
ln
(
γ + 1
γ − 1

)
, γ =

√
1− v2

in/c
2.

Àíàëîãè÷íî, ñòîëêíîâåíèå äðóãèõ íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé (ôîíîíîâ, êèíêîâ è áðèçåðîâ) â ðàìêàõ ìîäåëè
ÑÃ òîæå ñîïðîâîæäàåòñÿ òîëüêî ñäâèãîì ôàç. Îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñòîëêíîâåíèÿ ñîëèòîíîâ â èíòåãðèðóåìûõ
ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ èõ äâóõ÷àñòè÷íàÿ ïðèðîäà: Êîãäà ñòàëêèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñîëèòîíîâ, ñäâèã ëþáîãî ñîëèòîíà,
ó÷àñòâóþùåãî âî âçàèìîäåéñòâèè, ðàâåí ñóììå ñäâèãîâ, âûçâàííûõ åãî íåçàâèñèìûì ïîïàðíûì âçàèìîäåéñòâèåì
ñ äðóãèìè ñîëèòîíàìè. Òàêàÿ äâóõ÷àñòè÷íàÿ ïðèðîäà ñîëèòîííûõ âçàèìîäåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèì
ñâîéñòâîì èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì. Åñëè èñõîäíàÿ ÑÃ ñèñòåìà ìîäèôèöèðîâàíà âíåøíèìè (äàæå êîíñåðâàòèâíûìè)
âîçìóùåíèÿìè, òî óæå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ýôôåêòû ìíîãî- (â ÷àñòíîñòè òðåõ-) ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [27].
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Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóæäàåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ìîäåëü ÔÊ èãðàåò âàæíóþ
ðîëü. Ìû äåìîíñòðèðóåì, êàê ïîñòðîèòü óïðîùåííóþ ìîäåëü, ñîõðàíÿþùóþ âñå îñíîâíûå îñîáåííîñòè äèíàìèêè
äàííîé ñèñòåìû, à òàêæå îáúÿñíÿåì, ïî÷åìó âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ÔÊ äîëæíà áûòü ìîäåðíèçèðîâàíà
äëÿ ó÷åòà äðóãèõ âàæíûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû, òàêèõ êàê íåñèíóñîèäàëüíîñòü ôîðìû âíåøíåãî ïîòåíöèàëà,
àíãàðìîíè÷íîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè, ýôôåêòû òåðìàëèçàöèè, ýôôåêòû îáóñëîâëåííûå
íåîäíîìåðíîñòüþ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû è ò.ä. Îäíàêî, ãëàâíîé öåëüþ ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ñïèñîê
ïðèìåðîâ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ïðîàíàëèçèðîâàíû ïðè ïîìîùè
ìîäåëè ÔÊ, íî è ïðåäîñòàâëåíèå âàæíûõ óêàçàíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ íèçêîðàçìåðíûõ ìîäåëåé â äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ.

2.1 Îáùèé ïîäõîä

Îñíîâíîé ïîäõîä, èñïîëüçóåìûé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîäåëè ÔÊ, äîâîëüíî ïðîñò. Ïðåæäå âñåãî, èç èñõîäíîé
(îáû÷íî äîñòàòî÷íî ñëîæíîé) äèñêðåòíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû íóæíî èçâëå÷ü íèçêîðàçìåðíóþ ïîäñèñòåìó
è îïèñàòü îñòàþùóþñÿ ÷àñòü êàê ïîäëîæêó, ââåäÿ äëÿ ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íåé íåêîòîðûé ýôôåêòèâíûé
ïîòåíöèàë. Ýëåìåíòû ýòîé îäíîìåðíîé äèñêðåòíîé ïîäñèñòåìû áóäóò èãðàòü ðîëü ýôôåêòèâíûõ àòîìîâ â ìîäåëè
ÔÊ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòè ýëåìåíòû äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþò ðåàëüíûì àòîìàì, íî îíè òàêæå ìîãóò
ìîäåëèðîâàòü öåëûå ãðóïïû àòîìîâ, êàê â ñëó÷àå ìîëåêóëÿðíûõ öåïåé òèïà ÄÍÊ, îíè ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü
ñïèíàì ìàãíèòíîé öåïè, èëè äàæå îïèñûâàòü íåêîòîðûå ñëîæíûå îáúåêòû, òàêèå êàê òî÷å÷íûå äæîçåôñîíîâñêèå
êîíòàêòû â íåêîòîðîé ðåøåòêå. Â ìîäåëè ýôôåêòèâíûå àòîìû âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè, è ñàìîå
ïðîñòîå âçàèìîäåéñòâèå � ýòî ëèíåéíàÿ ñâÿçü ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Â ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ ìîäåëÿìè
òèïà ÔÊ, ýôôåêòèâíàÿ ïîäëîæêà äîëæíà èìåòü êðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà
ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå Áðàâå, ò.å. îäèí àòîì ïðèõîäèòñÿ íà åäèíè÷íóþ ÿ÷åéêó, â
ðàçëîæåíèè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ðÿä Ôóðüå ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí è ïîëó÷èòü ñèíóñîèäàëüíûé
ïîòåíöèàë ïîäëîæêè.

Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ÔÊ ìîæåò îïèñàòü, ñ áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòðîãîñòüþ,
ðåàëèñòè÷åñêóþ ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó, òîëüêî åñëè åå îäíîìåðíàÿ ïîäñèñòåìà è ïîäëîæêà èìåþò ðàçëè÷íóþ
ïðèðîäó, ò. å. àòîìû â ìîäåëè ÔÊ ÿâëÿþòñÿ ëåãêèìè ÷àñòèöàìè, â òî âðåìÿ êàê ïîòåíöèàë îáðàçîâàí òÿæåëûìè
÷àñòèöàìè, êîòîðûå, ïðåíåáðåãàÿ èõ äâèæåíèåì, ìîæíî ñ÷èòàòü "çàìîðîæåííûìè". Ôàêòè÷åñêè, òàêàÿ ñèòóàöèÿ
ñîîòâåòñòâóåò ìíîãèì ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì. Íàïðèìåð, òàê îáñòîèò äåëî â ôèçèêå ïîâåðõíîñòè, ãäå ìîäåëüíûå
àòîìû ñîîòâåòñòâóþò àäñîðáèðîâàííûì àòîìàì, à ïîäëîæêà ñîîòâåòñòâóåò ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, èëè â
öåïî÷êàõ âîäîðîäíûõ ñâÿçåé, ãäå àòîìàìè ìîäåëè áóäóò ëåãêèå àòîìû âîäîðîäà, â òî âðåìÿ êàê ïîòåíöèàë
ïîäëîæêè îáðàçóþò òÿæåëûå àòîìû êèñëîðîäà. Îäíàêî äàæå â òàêèõ ñëó÷àÿõ, êàê òåîðèÿ äèñëîêàöèé, ãäå àòîìû
è ïîäëîæêà èìåþò îäíó è òó æå ïðèðîäó, ìîäåëü ÔÊ îñòàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì ïðèáëèæåíèåì, ïîçâîëÿþùèì
îïèñûâàòü ìíîãèå íåòðèâèàëüíûå ÿâëåíèÿ äèíàìèêè òàêèõ ñèñòåì, ÷àñòî äàæå íà ïðîñòîì êà÷åñòâåííîì óðîâíå.

Åùå îäèí êëàññ âàæíûõ ïðîáëåì, îïèñûâàåìûõ ìîäåëüþ ÔÊ, ñâÿçàí ñ ôèçèêîé íåñîèçìåðèìûõ ñèñòåì. À
èìåííî, åñëè ìû ðàññìîòðèì öåïü ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
âçàèìîäåéñòâóþùèìè ÷àñòèöàìè íå ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, òî ìû åñòåñòâåííî ïîëó÷èì
îäíó èç èç ñàìûõ ïðîñòûõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ äâóìÿ (èëè áîëåå) êîíêóðèðóþùèìè øêàëàìè äëèíû. Â
ýòîì ñëó÷àå, ñîäåðæàíèå ìîäåëè ÔÊ ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ èç-çà âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ êà÷åñòâåííî
ðàçíûõ òèïîâ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû � ñîèçìåðèìîãî è íåñîèçìåðèìîãî. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ÔÊ òàêæå
ïîÿâëÿåòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ôèçèêîé íåñîèçìåðèìûõ ñèñòåì.

Íèæå ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ ìîäåëü ÔÊ è/èëè å¼ îáîáùåíèÿ
èãðàþò âàæíóþ ðîëü. Ýòè ìîäåëè èìåþò òðè ðàçíûõ óðîâíÿ. Ìîäåëè ïåðâîãî óðîâíÿ, òàêèå êàê ïðîñòàÿ
ìåõàíè÷åñêàÿ öåïî÷êà ìàÿòíèêîâ, ïðÿìî ñâîäÿòñÿ ê ìîäåëè ÔÊ. Ìîäåëè âòîðîãî óðîâíÿ, íàïðèìåð îïèñûâàþùèå
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ëîêàëèçîâàííûå äåôîðìàöèè ðåøåòîê, èñïîëüçóþò ìîäåëü ÔÊ ñ áîëåå ñëîæíûì òèïîì ìåæóçåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
è ñ áîëåå ñëîæíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè. Íàêîíåö, ìîäåëèòðåòüåãî óðîâíÿ, îïèñûâàþùèå íàïðèìåð äèíàìèêó
ìàêðîìîëåêóëû ÄÍÊ, îáû÷íî áîëåå ñëîæíû, è ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ìîäåëè òèïà ÔÊ òîëüêî ïðè óñëîâèè
âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé.

2.2 Ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü

Îäíó èç ñàìûõ ïðîñòûõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ìîäåëè ÔÊ, âïåðâûå ïðåäëîæèë
Ñêîòò [19]. Ýòî � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ëèíèÿ òðàíñìèññèé, ÿâëÿþùàÿñÿ ýôôåêòèâíûì ïåäàãîãè÷åñêèì
ïîñîáèåì äëÿ íàáëþäåíèÿ êèíêîâ è èçó÷åíèÿ èõ çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ. Çàòåì Ñêîòò [19] ïîêàçàë, ÷òî òàêàÿ
ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ëåãêî ñêîíñòðóèðîâàíà, êàê ëèíèÿ âèíòîâ äëèíû L, âêðó÷åííûõ â ìåäíûå
öèëèíäðû, êîòîðûå ñîåäèíåíû ñòàëüíûìè ïðóæèíàìè è ïîääåðæèâàþòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì ïîëîæåíèè ðîÿëüíîé
ñòðóíîé. Ìåíÿÿ æåñòêîñòü ïðóæèí, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü öåïî÷êó, îïèñûâàåìóþ ëèáî êâàçè-êîíòèíóàëüíîé,
ëèáî ñòðîãî äèñêðåòíîé ìîäåëüþ ÔÊ. Ïîëåçíóþ ïîðòàòèâíóþ âåðñèþ äàííîé ìåõàíè÷åñêîé ëèíèè òðàíñìèññèé
ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü áîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì, èñïîëüçóÿ ðåçèíîâóþ ëåíòó è øïèëüêè ïîðòíèõ [29].

Äàííàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êîé ìàÿòíèêîâ, â êîòîðîé êàæäûé ìàÿòíèê ñîåäèíåí ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè
óïðóãèìè ïðóæèíàìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.1. Îñíîâíîé ïåðåìåííîé, õàðàêòåðèçóþùåé ñîñòîÿíèå ìàÿòíèêà
ñ íîìåðîì n, ÿâëÿåòñÿ åãî óãîë âðàùåíèÿ θn. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîæíî
çàïèñàòü â ôîðìå

I
d2θn
dt2

= β (θn+1 + θn−1 − 2θn)−mgL sin θn, (2.1)

ãäå I = mL2 � ìîìåíò èíåðöèè îäíîãî èçîëèðîâàííîãî ìàÿòíèêà ñ ìàññîé m è äëèíîé L, β � êðóòèëüíàÿ
æåñòêîñòü ïðóæèíû, ñîåäèíÿþùåé äâà ñîñåäíèõ ìàÿòíèêà è g � ïîñòîÿííàÿ ñèëû òÿæåñòè. Â óðàâíåíèè (2.1)
ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò ýôôåêòû èíåðöèè ìàÿòíèêîâ, âòîðîé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò âîçâðàòíûé êðóòÿùèé ìîìåíò
ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ìàÿòíèêàìè, à ïîñëåäíèé ÷ëåí � êðóòÿùèé ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè.

Ðèñ. 2.1. Ýñêèç ìåõàíè÷åñêîé öåïè, ñîñòîÿùåé èç óïðóãî ñîåäèíåííûõ ìàÿòíèêîâ. Öåïî÷êà íàõîäèòüñÿ ïîä äåéñòâèåì
ñèëû òÿæåñòè, êîòîðàÿ ñîçäàåò ïåðèîäè÷åñêèé ïî óãëó âðàùåíèÿ θn âíåøíèé ïîòåíöèàë [29].

Ââåäÿ ÷àñòîòó ìàÿòíèêà ω2
0 = mgL/I è ñêîðîñòü çâóêà â öåïè c20 = βa2/I, ìû ìîæåì ïðèâåñòè óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ ê îäíîé èç ôîðì, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå â ãëàâå 1. Â ïðåäåëå β � mgl èëè c20/a
2 � ω2

0 óðàâíåíèÿ
äâèæåíèé (2.1) ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ ÑÃ. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå d = c0/ω0 � a, òàê ÷òî
ïàðàìåòð d õàðàêòåðèçóåò äèñêðåòíîñòü ðåøåòêè è îïðåäåëÿåò òàêæå øèðèíó êèíêà.

Åñëè ïðàâûé êîíåö ìåõàíè÷åñêîé öåïè ñîâåðøàåò òîëüêî ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ θ = 0,
òî â öåïè âîçíèêàþò ëèøü ìàëî-àìïëèòóäíûå âîëíû. Åñëè íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îáîðîòîì
ïåðâîãî ìàÿòíèêà, òî ýòîò ïîâîðîò áóäåò êîëëåêòèâíî ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî öåïè â ôîðìå êèíêà. Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé
öåïè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 2.1, ìîæíî ñîçäàòü êèíê, ïåðåìåùàþùèéñÿ ñïðàâà íàëåâî. Ïîñëå îòðàæåíèÿ îò
ïðîòèâîïîëîæíîãî ñâîáîäíîãî êîíöà îí íà÷íåò äâèãàòüñÿ ñëåâà íà ïðàâî â ôîðìå àíòèêèíêà.

Òàê êàê øèðèíà êèíêà îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì äèñêðåòíîñòè d, òî ñëó÷àé d� a ñîîòâåòñòâóåò êîíòèíóàëüíîé
ìîäåëè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì ÑÃ. Îäíàêî, åñëè d ∼ a, òî ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè ñòàíîâÿòñÿ âàæíûìè è
ìîãóò ñèëüíî âëèÿòü íà äâèæåíèå êèíêà. Â ñëó÷àå d � a øèðèíà êèíêà ñòàíîâèòüñÿ ñðàâíèìîé ñ øàãîì öåïè,
è âñëåäñòâèå ýòîãî êèíê ñèëüíî çàêðåïëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïîòåíöèàëîì ðåøåòêè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.2.
Â òàêîé ñèëüíî äèñêðåòíîé öåïè, óæå ìîæíî íàáëþäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êèíêîâ è àíòèêèíêîâ, òàê êàê âñå
îíè áóäóò çàêðåïëåíû íà ðåøåòêå.
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Ðèñ. 2.2. Óçêèé êèíê â ñèëüíî äèñêðåòíîé öåïè ìàÿòíèêîâ ñ î÷åíü ñëàáûì èõ âçàèìîäåéñòâèåì. Ôîòîãðàôèÿ
R. Chaux [29].

Ìåõàíè÷åñêàÿ öåïî÷êà ìàÿòíèêîâ ìîæåò áûòü îáîáùåíà äàëåå íà ñëó÷àé, êîãäà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè èìååò
òîëüêî äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òàêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ àíàëîãîâàÿ ìîäåëü áûëà ïîñòðîåíà â 1998 Dusuel
et al. [30], äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîìïàêòíûõ êèíêîâ � êèíêîïîäîáíûõ ìîä, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ îòñóòñòâèåì
äëèííûõ õâîñòîâ è ëîêàëèçîâàííûõ â êîìïàêòíîé îáëàñòè.

2.3 Äèíàìèêà äèñëîêàöèé
Îäíèì èç ïåðâûõ ïðèëîæåíèé ìîäåëè ÔÊ áûëà òåîðèÿ äèñëîêàöèé â ìåòàëëàõ [3]�[5], [11, 12], [31]�[33]. Çíà÷åíèå
ýòîé òåîðèè òðóäíî ïåðåîöåíèòü, ïîñêîëüêó èìåííî äèñëîêàöèè îòâåòñòâåííû çà áîëüøèíñòâî ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ òâåðäûõ òåë. Ìîäåëü ÔÊ áûëà ïåðâîé ìîäåëüþ, êîòîðàÿ îïèñàëà äèíàìèêó äèñëîêàöèîííîãî ÿäðà
íà àòîìíîì óðîâíå è ïîçâîëèëà ïîëó÷èòü ïðîñòûå ôîðìóëû, ïðèãîäíûå äëÿ ðàñ÷åòîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
êðóïíîìàñøòàáíîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè äèñëîêàöèé èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ ÿâëÿåòñÿ îòíþäü íå ïðîñòîé
ïðîáëåìîé äàæå äëÿ ñîâðåìåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ.

Â òåîðèè äèñëîêàöèé ìîäåëü ÔÊ èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíóþ
àòîìíóþ ïîëóïëîñêîñòü, âñòàâëåííóþ â èäåàëüíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.3. Ïîñëå
ðåëàêñàöèè ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ ðåøåòêà áóäåò ñîäåðæàòü îäíó êðàåâóþ äèñëîêàöèþ. Àòîìíûé ñëîé,
ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê âñòàâëåííîé ïëîñêîñòè, ðàçäåëÿåò êðèñòàëë íà äâå ðàçëè÷íûå ÷àñòè. Àòîìû, íàõîäÿùèåñÿ
â ýòîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå (ïëîñêîñòè ñêîëüæåíèÿ), íàõîäÿòñÿ âî âíåøíåì ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå, ñîçäàííîì
îêðóæàþùèìè èõ àòîìàìè ðåøåòêè; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ÔÊ. Çàìåòèì, ÷òî ñõîäíûå
ìîäåëè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè äâóìåðíûõ äåôåêòîâ, òàêèõ êàê ãðàíèöû äâîéíèêîâàíèÿ è äîìåííûå
ñòåíêè â ñåãíåòîýëåêòðèêàõ è ôåððî- èëè àíòèôåððîìàãíåòèêàõ, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

Ðèñ. 2.3. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå 3-ìåðíîé àòîìíîé
êîíôèãóðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé àòîìíîé ïëîñêîñòè,
âñòàâëåííîé â èäåàëüíóþ êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó.

Äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü ñêîëüæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõ îäíîìåðíîé ìîäåëè ÔÊ êàê àòîìíóþ
öåïî÷êó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê ëèíèè êðàåâîé äèñëîêàöèè. Â ýòîé ìîäåëè äèñëîêàöèîííîå ÿäðî ìîäåëèðóåòñÿ
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êèíêîì ÔÊ, à äèñêðåòíîñòü ìîäåëè îáúÿñíÿåò ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà, èçâåñòíîãî êàê áàðüåð
Ïåéåðëñà�Íàáàððî (ÏÍ), äëÿ ïåðåìåùåíèÿ äèñëîêàöèé.

Ñëåäóþùèé óðîâåíü ìîäåëèðîâàíèÿ � ðàññìîòðåíèå ñàìîé äèñëîêàöèîííîé ëèíèè êàê öåïè ÔÊ (ðàçóìååòñÿ,
äðóãîé), íàõîäÿùåéñÿ âî âíåøíåì ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå. Ýòîò ïîòåíöèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâè÷íûé
ðåëüåô ÏÍ. Äâèæåíèå òàêîé äèñëîêàöèîííîé ëèíèè ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ñîçäàíèÿ ïàð êèíêîâ è àíòèêèíêîâ.
Ïðè ýòîì ó÷àñòîê äèñëîêàöèè ñäâèãàåòñÿ â ñîñåäíþþ äîëèíó âíåøíåãî ïîòåíöèàëà ÏÍ. Êèíêè äâèæóòñÿ âî
âòîðè÷íîì ðåëüåôå ÏÍ, ïîêà íå äîñòèãíóò êîíöà äèñëîêàöèè èëè àííèãèëèðóþò ñ äðóãèì êèíêîì, îáëàäàþùèì
ïðîòèâîïîëîæíûì òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì. Çàìåòèì, ÷òî äèñëîêàöèÿ ñàìà ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì îáúåêòîì,
ïîýòîìó îíà íå ìîæåò áûòü ðàçîðâàíà. Åå êîíöû ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà èëè íà äðóãèõ
äåôåêòàõ.

Îäíàêî ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ìîäåëü ÔÊ ñòàëêèâàåòñÿ ñ ñåðüåçíûìè òðóäíîñòÿìè ïðè îïèñàíèè
äèíàìèêè äèñëîêàöèé. Â îäíîìåðíîé ìîäåëè ñ áëèçêîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó ÷àñòèöàìè, êàêîâîé
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ÔÊ, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òî÷å÷íûìè äåôåêòàìè (êèíêàìè) íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè
âñåãäà ýêñïîíåíöèàëüíîå (òî åñòü áëèçêîäåéñòâóþùåå). Íî õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òî÷å÷íûìè
äåôåêòàìè â êðèñòàëëàõ âñåãäà äàëüíîäåéñòâóþùåå. Èç òåîðèè óïðóãîñòè ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ñïàäàåò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ∝ R−3 ïðè áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ R ìåæäó òî÷å÷íûìè äåôåêòàìè. Ýòîò çàêîí
âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñìåùåíèé àòîìîâ ïîäëîæêè èç ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé. Îäíîìåðíûå
ìîäåëè òèïà ÔÊ íå ó÷èòûâàþò ýòîò ýôôåêò. Îäíàêî âûñîòó áàðüåðà ÏÍ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ñèñòåìû, ìîæíî ïðàâèëüíî ïðåäñêàçàòü ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ÔÊ. Â ðàìêàõ äèñëîêàöèîííîé òåîðèè äèñëîêàöèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåðàçðûâíûå ëèíèè, âçàèìîäåéñòâóþùèå ïî çàêîíàì òåîðèè óïðóãîñòè (òàê ÷òî ýòî
âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ ïðàâèëüíî). Ýòè ëèíèè èñêóññòâåííî ïîìåùåíû â ðåëüåô ÏÍ, ðàññ÷èòàííûé
ñîãëàñíî ýôôåêòèâíîé ìîäåëè ÔÊ. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ìîäåëè ÔÊ ñî ñòåïåííûì
ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì, ìîäåëèðóþùèì ðåàëüíîå óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå (òàêîé ïîäõîä áóäåò ðàññìîòðåí
íèæå â ãëàâå 3). Îáà ýòè ïîäõîäà ìîæíî îáúåäèíèòü, åñëè ìîäåëèðîâàòü äèñëîêàöèþ, îêðóæåííóþ ýôôåêòèâíîé
òðóáêîé [34, 35]. Âíóòðè òðóáêè èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ÔÊ, òîãäà êàê âíå åå äåéñòâóåò êîíòèíóàëüíàÿ òåîðèÿ
óïðóãîñòè.

2.4 Ïîâåðõíîñòè è ñëîè àäñîðáèðîâàííûõ àòîìîâ

Îäíî èç ñàìûõ âàæíûõ ïðèëîæåíèé ìîäåëè ÔÊ íàéäåíî â ôèçèêå ïîâåðõíîñòè, ãäå ýòà ìîäåëü èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè àòîìîâ àäñîðáèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Çäåñü ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ÔÊ
ñîçäàþò àòîìû ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, à àäñîðáèðîâàííûå íà ýòîé ïîâåðõíîñòè àòîìû îïèñûâàþòñÿ êàê
ýôôåêòèâíûå ÷àñòèöû ìîäåëè ÔÊ. Àäñîðáèðîâàííûå àòîìû, èëè àäàòîìû, îáû÷íî áîëåå ìîáèëüíû, ÷åì
àòîìû ïîäëîæêè, êîòîðûå ìîãóò òîëüêî êîëåáàòüñÿ îêîëî ñâîèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèé. Ïîýòîìó, äëÿ ýòèõ
ìîäåëåé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ìîæíî ñ÷èòàòü æåñòêèì. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, äëÿ àáñîðáöèè íà
ïëîñêîñòè (112) êðèñòàëëà ÎÖÊ, ïîâåðõíîñòíûå àòîìû ñîçäàþò áîðîçä÷àòûé ïîòåíöèàë. Â ýòîì ñëó÷àå àäàòîìû,
ðàñïîëîæåííûå â áîðîçäàõ ïîâåðõíîñòè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîìåðíóþ öåïî÷êó. Äðóãèì ïðèìåðîì
ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîâîäíèêîâ, ãäå àäàòîìû àäñîðáèðóþòñÿ áëèçêî ê âèöèíàëüíûì ñòóïåíüêàì è
ïîýòîìó îíè îðãàíèçóþòñÿ â ñòðóêòóðó ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ öåïåé. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, ðàññòîÿíèå ìåæäó
öåïÿìè ìîæåò ñèëüíî çàâèñåòü îò óãëà âûáðàííîé âèöèíàëüíîé ïîâåðõíîñòè

Â ïðèëîæåíèÿõ ìîäåëè ÔÊ ê ôèçèêè ïîâåðõíîñòè ïàðàìåòð êîíöåíòðàöèè àòîìîâ θ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â
øèðîêîì äèàïàçîíå, îò çíà÷åíèÿ θ = 0 (åäèíè÷íûé àäàòîì) äî θ = 1 (ìîíî ñëîé) è äàæå ìîæåò ïðèíèìàòü
áîëüøèå çíà÷åíèÿ, êîãäà ýôôåêòèâíûé ðàçìåð àäàòîìîâ ìåíüøå ïåðèîäà âíåøíåãî ïîòåíöèàëà (íàïðèìåð, äëÿ
àòîìîâ ëèòèÿ, àäñîðáèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ ïåðåõîäíûõ ìåòàëëîâ). Â ñèëó ýòîãî ìîäåëü ÔÊ ïîçâîëÿåò
àíàëèçèðîâàòü ìíîãèå èíòåðåñíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, âêëþ÷àÿ ïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîðàçìåðíûìè
ñòðóêòóðàìè è ïåðåõîäû ìåæäó ñîèçìåðèìûìè è íåñîèçìåðèìûìè ñòðóêòóðàìè. Ïàðàìåòðû ìîäåëè ÔÊ ìîãóò
áûòü îöåíåíû (èëè äàæå âû÷èñëåíû èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ) ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ [36]. Â ñëîå àäñîðáèðîâàííûõ
àòîìîâ áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà óïðóãîñòè g ìîäåëè ÔÊ îáû÷íî èìååò çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà 0.1 ÷1. Áîëåå òîãî,
àäñîðáèðîâàííûå ñèñòåìû ìîãóò áûòü èçó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðÿìûìè ìåòîäàìè, òàêèìè êàê ñêàíèðóþùàÿ
òóííåëüíàÿ ìèêðîñêîïèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ïðÿìóþ ïðîâåðêó ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñêàçàíèé.

Êîãäà ìàòåðèàë âûðàùåí íà ïîäëîæêå íåñîðàçìåðíîé ðåøåòêå, âîçíèêàþùèå îáëàñòè íàïðÿæåíèé ìîãóò
ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ ñàìîîðãàíèçîâàííûõ ñòðóêòóð ñî øêàëîé äëèí, âî ìíîãî ðàç ïðåâûøàþùåé ìåæàòîìíûå
ðàññòîÿíèÿ. Îäèí õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð � Ge/Si(001) äèìåðèëèçóåòñÿ â ñâåðõñëîéíóþ ñèñòåìó. Ïëåíêà
ãåðìàíèÿ íàõîäèòñÿ ïîä íàïðÿæåíèåì ñæàòèÿ (4% îòíîñèòåëüíî îáúåìà) è ñèñòåìà ïîíèæàåò åå ýíåðãèþ,
ñîçäàâàÿ äèìåðíûå âàêàíñèè íà ïîâåðõíîñòíîì ñëîå; ýòè âàêàíñèè íà÷èíàþò çàïîëíÿòü íàâèñàþùèå íàä íèìè
àòîìû âòîðîãî ñëîÿ, äëÿ òîãî ÷òîáû îáðàçîâàòü íåäîñòàþùèå èì íåíàñûùåííûå ñâÿçè. Äèìåðíûå âàêàíñèè
âûñòðàèâàþòñÿ â âàêàíñèîííûå ëèíèè ñ 2×N ïåðèîäè÷íîñòüþ, ãäå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå N çàâèñèò îò äîëè
ãåðìàíèÿ [37].
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Ðèñ. 2.4. Âèäû ñî ñáîêó (a) è ñâåðõó (b) íà ñèñòåìó Ga/Si(112) ñ ïåðèîäîì ðÿäîâ âàêàíñèé N = 5. Ïîëíîñòüþ
îòðåëàêñèðîâàííûå êîîðäèíàòû ïîëó÷åíû èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ ïðè ìèíèìèçàöèè îáùåé ýíåðãèè. Öåïî÷êà ñâÿçàííûõ
àòîìîâ Ga (÷åðíûå) è Si (ñâåòëûå) (c). Îäíîìåðíàÿ ÔÊ ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé Ga-Si öåïè (d). Ñìåùåíèÿ àòîìîâ
(ãîðèçîíòàëüíûå) îïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî èäåàëüíûõ ïîëîæåíèé (îíè ïîêàçàíû òîíêèìè ëèíèÿìè ñåòêè êîîðäèíàò)
àòîìîâ ïîäëîæêè; âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ îáóñëîâëåíû òîëüêî èíäèâèäóàëüíîé ýíåðãèåé íàïðÿæåíèé ïîäëîæêè [38].

Íåñêîëüêèìè èññëåäîâàòåëÿìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àíàëèç âçàèìîäåéñòâèÿ âàêàíñèîííûõ ëèíèé, âûçâàííîãî
âîçíèêàþùèìè íàïðÿæåíèÿìè â ïñåâäîìîðôè÷åñêîé àäñîðáöèîííîé ñèñòåìå, ìîæåò áûòü ïðîâåäåí â ðàìêàõ
ìîäåëè ÔÊ. Íàïðèìåð, ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ñèñòåìû Ga/Si(112) ïóòåì íàõîæäåíèÿ âñåõ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ èç âû÷èñëåíèÿ îáùåé ýíåðãèè [38]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÔÊ ìîäåëü ó÷èòûâàåò òîëüêî ãàðìîíè÷åñêîå
âçàèìîäåéñòâèå ñîñåäíèõ ÷àñòèö, îíà ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ âîñïðîèçâîäèò ðåçóëüòàòû, íàéäåííûå èç ïåðâûõ
ïðèíöèïîâ è, òàêèì îáðàçîì, ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè äîñòàòî÷íî ïðîñòîé àíàëèç îñíîâíûõ âçàèìîäåéñòâèé.

Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âàêàíñèîííûõ ëèíèé â Ga/Si(112) ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.4. Òàê êàê Ga òðåõâàëåíòåí,
òî îí ïðåäïî÷èòàåò àäñîðáèðîâàòüñÿ íà ìåñòàõ ïîâåðõíîñòè, ãäå îí ìîæåò îáðàçîâàòü òðè ñâÿçè. Îáúåìíî-
íàñûùåííàÿ ïîäëîæêà Si(112), êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (111)-ïîäîáíûõ òåððàñ
óäâîåííîé øèðèíû è îäèíàðíûõ (111)-ïîäîáíûõ ñòóïåíåé, îáåñïå÷èâàåò òàêèå ìåñòà äëÿ îáðàçîâàíèÿ òðåõ
ñâÿçåé òîëüêî íà ðåáðàõ ñòóïåíåé � ñì. ðèñ. 2.4(b). Åäèíè÷íàÿ âàêàíñèÿ ãàëëèÿ îñòàâëÿåò îòêðûòûìè íà
ãðàíè ñòóïåíè äâà àòîìà êðåìíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâàþòñÿ, îáðàçóÿ äèìåð. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.4, Ga-Si
öåïî÷êà (ñ âàêàíñèîííûì ïåðèîäîì N) ìîæåò áûòü îòîáðàæåíà íà îäíîìåðíóþ öåïî÷êó ãàðìîíè÷åñêèõ ïðóæèí,
ñîåäèíÿþùèõ N àòîìîâ Si è N − 1 àòîìîâ Ga â ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó äëèíû Na � ñì. ÷àñòü (d) ðèñ. 2.4. Ýòà
ìîäåëü âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà Þíãîì è äð. [39] è ïîçæå îáîñíîâàíà Áàñêè è äð. [40] è Ýðâèíîì è äð. [38]
èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ ïðè ïîìîùè âû÷èñëåíèÿ îáùåé ýíåðãèè.

Êðîìå òîãî, ìîäåëü ÔÊ è åå îáîáùåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèè äèíàìèêè ÷èñòûõ ïîâåðõíîñòåé,
òðàêòóÿ àòîìû ïîâåðõíîñòè êàê àòîìû ýôôåêòèâíîé ñèñòåìû ÔÊ, â òî âðåìÿ êàê àòîìû íèæåëåæàùåãî ñëîÿ
ñîçäàþò ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè. Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëü ÔÊ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ
ïîâåðõíîñòíîé ðåêîíñòðóêöèè [41, 42], ñòðóêòóðû âèöèíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ïîëóïðîâîäíèêîâ [43], ïðîöåññîâ
ðîñòà êðèñòàëëà [44] è ñêîëüæåíèÿ ìèãðàöèîííûõ îñòðîâêîâ ïî ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà [45].

Îäíîìåðíîñòü ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ÿâëÿåòñÿ åå ñåðüåçíûì îãðàíè÷åíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, îáû÷íî êâàçèîäíîìåðíûå
öåïè àäàòîìîâ íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà, îíè ìîãóò ôîðìèðîâàòü ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõ
ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ öåïåé. Íàïðèìåð, àòîìû, àáñîðáèðîâàííûå íà ñòóïåí÷àòûõ èëè ðèôëåíûõ ïîâåðõíîñòÿõ
êðèñòàëëà, ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê àíèçîòðîïíàÿ äâóìåðíàÿ ñèñòåìà ñëàáî ñâÿçàííûõ öåïåé. Ðàññìîòðåíèå
êèíêîâ ïåðâè÷íûõ öåïåé ÔÊ êàê êâàçè÷àñòèö íà ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ÏÍ ïîçâîëÿåò îïèñàòü êîëëåêòèâíûå
âîçáóæäåíèÿ äâóõìåðíîé ñèñòåìû êàê âòîðè÷íûå êèíêè, êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå ìîãóò áûòü îïèñàíû â ðàìêàõ
âòîðè÷íîé ìîäåëè ÔÊ. Ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóþùèõ öåïåé ÔÊ áûëà èçó÷åíà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Áðàóíà
è äð. [46] è Áðàóíà è Êèâøàðÿ [47]) è åñòü ìíîãî ðàáîò ïîñâÿùåííûõ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå àäñîðáèðîâàííûõ
ñëîåâ (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ Ëþêñþòîâà è äð. [48] è ïðèâîäèìûå â íåé ññûëêè).

Áîëåå îáùèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõ, óæå ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðíîìó îáîáùåíèþ
ìîäåëè ÔÊ. Ýòè ìîäåëè áîëåå ðåàëèñòè÷íû ïðè îïèñàíèè äâóìåðíûõ ñëîåâ àòîìîâ, àáñîðáèðîâàííûõ íà
ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Â íèõ êàæäûé àòîì èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû è íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî
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äâóõìåðíîãî ïîòåíöèàëà, êîòîðûé ñîçäàþò àòîìû ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Ðàçíîîáðàçíîñòü òàêèõ ìîäåëåé
îáóñëîâëåíà ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè ðàçëè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ ïîäëîæêè (èçîòðîïíûå ìîäåëè ñ êâàäðàòíûìè,
òðåóãîëüíûìè, ãåêñàãîíàëüíûìè ðåøåòêàìè èëè àíèçîòðîïíûå ñ, íàïðèìåð, ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêîé, è ò.ä.).
Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêèõ ìîäåëåé áóäóò ðàññìîòðåíû â ýòîé êíèãå. Ìîäåëü ÔÊ ìîæíî ñäåëàòü áîëåå
ðåàëèñòè÷íîé äëÿ øèðîêîãî êëàññà ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ââåäÿ äîáàâî÷íóþ ñòåïåíü ñâîáîäû, ïîçâîëÿþùóþ
àòîìàì äâèãàòüñÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîì öåïè íàïðàâëåíèè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü ÔÊ ñ ïîïåðå÷íîé ñòåïåíüþ
ñâîáîäû áûëà ïðåäëîæåíà Áðàóíîì è Êèâøàðåì [49]. Â òàêèõ ìîäåëÿõ âîçìîæíû èíòåðåñíûå ôèçè÷åñêèå
ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå ñóùåñòâîâàíèåì íåòðèâèàëüíûõ çèãçàãîîáðàçíûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé è, ñîîòâåòñòâåííî,
íîâûõ òèïîâ òîïîëîãè÷åñêèõ êèíêîïîäîáíûõ âîçáóæäåíèé.

Ðèñ. 2.5. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå è òåîðåòè÷åñêèå äèñëîêàöèîííûå êîíôèãóðàöèè äëÿ ìîíîñëîÿ Ag íà Pt(111). Âñòàâêà
äàåò ìèêðîñíèìîê, ïîëó÷åííûé ìåòîäîì ñêàíèðóþùåãî òóííåëèðîâàíèÿ, îêðóæàþùàÿ îáëàñòü ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàò
ìîäåëèðîâàíèÿ îñíîâàííîãî íà äâóìåðíîé ÔÊ ìîäåëè. Òåìíûå âåðòèêàëüíûå ëèíèè � ÷àñòè÷íî íå ñîâïàäàþùèå
äèñëîêàöèè, ñâåòëûå âåðòèêàëüíûå ëèíèè � óçêèå ãåêñàãîíàëüíûå ïëîòíîóïàêîâàííûå (Ã.Ï.Ó.) îáëàñòè, ñâåòëûå
âåðòèêàëüíûå îáëàñòè � øèðîêèå ãðàíåöåíòðèðîâàííûå êóáè÷åñêèå (Ã.Ö.Ê.) îáëàñòè [50].

Ìíîãèå ïëîòíî óïàêîâàííûå êðàåâûå ñëîè ìåòàëëè÷åñêèõ ñèñòåì äåìîíñòðèðóþò ñèñòåìû ÷àñòè÷íûõ äèñëîêàöèé,
êîòîðûå îáðàçóþòñÿ ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó ðåøåòêîé êðàåâîãî ñëîÿ ìåòàëëà è ðåøåòêîé
ïîäëîæêè. Äåéñòâèòåëüíî, õîðîøî èçâåñòíàÿ "åëî÷íàÿ" ðåêîíñòðóêöèÿ ïîâåðõíîñòè (111) ÷èñòîãî çîëîòà ÿâëÿåòñÿ
ïîðàçèòåëüíûì ïðèìåðîì òàêîé äèñëîêàöèîííîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ìåíåå êîîðäèíèðîâàííûå
àòîìû ïîâåðõíîñòè çîëîòà èìåþò áîëåå êîðîòêîå ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèÿ, ÷åì íîðìàëüíî êîîðäèíèðîâàííûå
âíóòðåííèå àòîìû [41, 51]. Òî÷íî òàêæå äâîéíûå Cu ñëîè íà Ru(0001) îáðàçóþò ïîëîñàòûå äèñëîêàöèîííûå
ñòðóêòóðû [52]. Ýòè ñòðóêòóðû ñîñòîÿò èç ÷åðåäóþùèõñÿ äîìåíîâ ñ ÃÖÊ è ÃÏÓ ïëîòíûìè óïàêîâêàìè,
ðàçäåëåííûõ íåïîëíûìè äèñëîêàöèÿìè.

Ïðèìåð âåðõíåãî ñëîÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 2.5, ãäå ïðåäñòàâëåíà ïîëó÷åííàÿ ìåòîäîì ñêàíèðóþùåãî òóííåëèðîâàíèÿ,
ìèêðîôîòîãðàôèÿ ñòðóêòóðû ìîíîñëîÿ Ag íà Pt(111). Âñòàâêà ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìèêðîôîòîãðàôèè,
à åå îêðóæåíèå � ðåçóëüòàòàì òåîðåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Äëÿ Ag íà Pt(111) ÃÖÊ îáëàñòè áîëåå ÷åì â òðè
ðàçà øèðå ÃÏÓ îáëàñòåé. Ðàçíèöó â øèðèíå îáëàñòåé ìîæíî êîððåêòíî ïðèïèñàòü òîìó ôàêòó, ÷òî ÃÖÊ
ÿ÷åéêè ýíåðãåòè÷åñêè ïðåäïî÷òèòåëüíåå ÃÏÓ ÿ÷ååê. Îäíàêî, èçëèøíåé ýíåðãèè ýòîé ìîíîñëîéíîé ñòðóêòóðû íå
äîñòàòî÷íî äëÿ îáúÿñíåíèÿ íåîáû÷íîé øèðèíû îáëàñòè ÃÖÊ äëÿ Ag íà Pt(111). Ãàìèëüòîí è äð. [50] ïîêàçàëè,
÷òî îòëè÷èå øèðèíû îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ, â îñíîâíîì, ïðÿìûì ñëåäñòâèåì áëèçîñòè ñîñòîÿíèÿ ýòîé ñèñòåìû ê
ôàçîâîìó ïåðåõîäó ñîèçìåðèìîñòü-íåñîèçìåðèìîñòü. Áîëåå òîãî, ýòè àâòîðû íàøëè, ÷òî äâóõìåðíàÿ ìîäåëü ÔÊ
ìîæåò âîñïðîèçâåñòè âñå îñíîâíûå òèïû äèñëîêàöèîííûõ ñòðóêòóð. Ïðåäñêàçàíèÿ ìîäåëè ÔÊ ñîãëàñóþòñÿ ñ
íàáëþäåíèåì òîãî ôàêòà, ÷òî äèñëîêàöèè íå îáðàçóþòñÿ â îñòðîâàõ äî òåõ ïîð, ïîêà èõ ðàçìåðû íå ñòàíóò
ìíîãî áîëüøå äèñëîêàöèîííîãî øàãà â íåïðåðûâíûõ ïëåíêàõ.

2.5 Íåñîèçìåðèìûå ôàçû â äèýëåêòðèêàõ

Â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ, íåñîèçìåðèìàÿ (ÍÑ) ôàçà ìîæåò ïîÿâèòüñÿ êàê ïðîìåæóòî÷íàÿ ìåæäó äâóìÿ ñîðàçìåðíûìè
êðèñòàëëè÷åñêèìè ôàçàìè, è ïîýòîìó îíà äîëæíà èãðàòü âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ [53]. Áîëåå
òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èññëåäîâàíèå ÍÑ ôàçû ìîæíî ñâåñòè ê àíàëèçó ìîäåëè òèïà ÔÊ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òâåðäûõ ìîëåêóë, ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé
óïðóãèìè ñòåðæíÿìè ñ ïîñòîÿííîé èçãèáíîé æåñòêîñòüþ g, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.6 (ñì. ðàáîòû [54, 55]).
Óïðóãèå ñòåðæíè ñòðåìÿòñÿ ñîõðàíèòü ëèíåéíîñòü öåïè, òàê êàê îíè ñîçäàþò ìîìåíò, ñòðåìÿùèéñÿ óìåíüøèòü
àáñîëþòíîå çíà÷åíèå óãëà âðàùåíèÿ. Äàëåå ïîäâåðãíåì öåïî÷êó ïðîäîëüíîé ñèëå ñæàòèÿ P > 0, êîòîðàÿ
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ñòðåìèòñÿ íàðóøèòü ãîðèçîíòàëüíóþ óïîðÿäî÷åííîñòü ìîëåêóë. Â ðåçóëüòàòå ïðîòèâîäåéñòâèÿ ýòèõ äâóõ ñèë
âîçíèêàåò ïîïåðå÷íàÿ ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ òðåõìåðíîñòüþ êðèñòàëëà, ìîæíî
ó÷åñòü â ðàìêàõ ëèíåéíîé ìîëåêóëÿðíîé öåïè ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíûõ ýôôåêòèâíûõ ñâÿçåé, ïîêàçàííûõ
íà ðèñ. 2.6 âåðòèêàëüíûìè ïðóæèíàìè.

Ðèñ. 2.6. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîäåëè EHM. Òâåðäûå ìîëåêóëû ñîåäèíåíû óïðóãèìè ñòåðæíÿìè, è âäîëü öåïè
âñå îíè ñæàòû ñèëîé P . Êàæäûé ñòåðæåíü èìååò òîëüêî îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû � ïîïåðå÷íîå ñìåùåíèå vn [55].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ ñòåðæíåé vn ìàëû, vn � 1. Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè ìîæíî
çàïèñàòü â ôîðìå

H =
1
2

∑
n

[(
dvn
dt

)2

+ g(vn−1 − 2vn + vn+1)2 − P (vn+1 − vn)2 + v2
n +

v4
n

2

]
,

êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîé ìîäåëè óïðóãî-øàðíèðíî-ñî÷ëåíåííîé ìîëåêóëû [Elastically Hinged
Molecule (EHM)]. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

∑
n
vnvn+j =

∑
n
vn+lvn+j+l, ãàìèëüòîíèàí ëåãêî ïåðåïèñàòü â ôîðìå,

ñîîòâåòñòâóþùåé öåïè òî÷å÷íûõ ÷àñòèö ñ ãàðìîíè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ïåðâûõ è âòîðûõ ñîñåäíèõ ÷àñòèö
ñ æåñòêîñòüþ âçàèìîäåéñòâèÿ C1 = 4g − P è C2 = −Fg [56]�[59] è ñ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè, ÿâëÿþùèìñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ââåäÿ íîâûå êîîðäèíàòû xn = vn+1 − vn è yn = vn+1 + vn, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ñòàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîäåëè EHM èäåíòè÷íû ñâîéñòâàì ìîäåëè ßíñåíà [60] . Çàìåòèì, ÷òî â îòñóòñòâèè
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ÍÑ ôàçà ìîæåò âîçíèêàòü òîëüêî åñëè ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå òðåòüèõ ñîñåäåé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, êàê ìîäåëü EHM è äðóãèå ïîäîáíûå ìîäåëè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê
ìîäåëè òèïà ÔÊ, ìû ðàññìîòðèì èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ìîäåëè EHM ïðè ìåäëåííîì óìåíüøåíèè æåñòêîñòè g
è ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè âíåøíåãî äàâëåíèÿ P . Ïðè áîëüøîì çíà÷åíèè æåñòêîñòè g ñèñòåìà èìååò òîëüêî
îäíî ðåøåíèå � òðèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå vn = 0. Êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì æåñòêîñòè g, çàâèñÿùèì îò çíà÷åíèÿ P ,
áóäåò òî, ïðè êîòîðîì äèñïåðñèîííàÿ êðèâàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè q = 2πκ [55]. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ôàçîâîãî
ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà â êðèñòàëëå ïîÿâëÿåòñÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ ìîäóëÿöèÿ ñ âîëíîâûì ÷èñëîì κ. Åñëè ÷èñëî
κ èððàöèîíàëüíîå, òî ïåðèîä ìîäóëÿöèîííîé ôàçû áóäåò áåñêîíå÷íî äëèííûì è êîíå÷íàÿ ñòðóêòóðà áóäåò
îïèñûâàòüñÿ ÍÑ ôàçîé. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî çíà÷åíèÿ âîëíîâîãî ÷èñëà κ = r/q, ãäå r è q � ñîèçìåðèìûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî 2r < q è κ áëèçêî ê 1/4, ñòðóêòóðà êðèñòàëëà ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê
÷åòûðåõ-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ íåèçâåñòíîé ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ ôàçîé ϕn(t),

vn(t) = ±A cos
[π

2
(n+m) +

π

N
+ ϕn(t)

]
, (2.2)

ãäå A2 = 2(2P − 4g − 1) � àìïëèòóäà ñîèçìåðèìîé ÷åòûðåõ-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû [55]. Óñðåäíÿÿ áûñòðî
èçìåíÿþùèåñÿ ÷ëåíû ïî ÷åòûðåì ñîñåäíèì óçëàì è ñ÷èòàÿ, ÷òî ϕn ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî, |ϕn−ϕn−1| � 1, ìîæíî
ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

d2ϕn
dt2

− 4g (ϕn−1 − 2ϕn + ϕn+1) +
A2

4
sin(4ϕn) = 0 , (2.3)

êîòîðîå ìîæíî ëåãêî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ìîäåëè ÔÊ [55].

2.6 Êðàóäèîíû è äåôåêòû ðåøåòêè
Ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè â ìåòàëëàõ ìîãóò áûòü ñëåäñòâèåì ïîÿâëåíèÿ ëîêàëüíûõ äåôåêòîâ, èçâåñòíûõ
êàê êðàóäèîíû [61, 62]. Â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå êðàóäèîí ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè, êîãäà â ïëîòíî
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óïàêîâàííûé ðÿä àòîìîâ ðåøåòêè èäåàëüíîãî êðèñòàëëà âñòàâëåí ëèøíèé àòîì. Íåêîòîðûå íåäàâíèå èññëåäîâàíèÿ
ïîêàçûâàþò, ÷òî äèôôóçèÿ àòîìîâ íà äåôîðìèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòÿõ ìîæåò îïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèòü ê
íîâîìó êîìáèíèðîâàííîìó ìåõàíèçìó òðàíñïîðòà àäàòîìîâ � îáðàçîâàíèþ è äâèæåíèþ ïîâåðõíîñòíûõ êðàóäèîíîâ [63].
Îáðàçîâàíèå è ñòðóêòóðà ïîâåðõíîñòíîãî êðàóäèîíà ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.7(a-c). Êîíôèãóðàöèÿ ñåäëîâîé òî÷êè
[Ðèñ. 2.7(b)] ÿâëÿåòñÿ ìåòàñòàáèëüíûì (èíîãäà ñòàáèëüíûì) ñîñòîÿíèåì, â êîòîðîì äîáàâî÷íûé (àäàòîì) âíåäðåí
â ïîâåðõíîñòü, à èãëîïîäîáíûé äåôåêò íà ðèñ. 2.7(c) ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì êðàóäèîíîì. Â ýòîì ñëó÷àå
êðàóäèîí ðàñòÿãèâàåòñÿ ïðèìåðíî íà äåñÿòü áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ è îáíàðóæèâàåòñÿ òîëüêî äëÿ
íàïðÿæåííûõ ñîñòîÿíèé ñî ñæàòèåì âäîëü îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íàïðàâëåíèè èãëû è äëÿ ðàñòÿæåíèÿ âäîëü
íàïðàâëåíèÿ èãëû. Îäíàæäû ñôîðìèðîâàâøèñü, êðàóäèîí ìîæåò äâèãàòüñÿ âäîëü ðÿäà àòîìîâ òîëüêî çà ñ÷åò
îòíîñèòåëüíî ìàëûõ èçìåíåíèé èõ ïîëîæåíèé.

Ðèñ. 2.7. Îáðàçîâàíèå è ñòðóêòóðà ïîâåðõíîñòíîãî êðàóäèîíà: (a) íà÷àëüíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ, (b) êîíôèãóðàöèÿ ñåäëîâîé òî÷êè, (c) ïîâåðõíîñòíûé
êðàóäèîí. Ðàçìåðû êðàóäèîíà ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ [110]
(íàïðàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ) ïðèìåðíî íà 10 áëèæàéøèõ ïåðèîäîâ [63].

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âçàèìîäåéñòâèå â êðèñòàëëå îðãàíèçîâàíî òàê, ÷òî àòîìû ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêî âäîëü
íåêîòîðîãî âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ àòîìîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, âñòàâëåííûé àòîì (âìåñòå ñ ñîñåäíèìè àòîìàìè)
áóäåò ôîðìèðîâàòü îäíîìåðíóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê êèíê ìîäåëè ÔÊ. Òèïè÷íûé ðàçìåð
òàêîé ñòðóêòóðû � ïðèìåðíî äåñÿòü ïåðèîäîâ êðèñòàëëà, ïîýòîìó ýòîò êèíê õàðàêòåðèçóåòñÿ î÷åíü íèçêèì
áàðüåðîì ÏÍ è ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ðÿäà àòîìîâ ïî÷òè ñâîáîäíî. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî êðàóäèîíû èãðàþò
âàæíóþ ðîëü â ïëàñòè÷íîñòè ìåòàëëîâ. Ïðîáëåìà êðàóäèîíîâ áûëà â ÷àñòíîñòè èçó÷åíà â ðàáîòàõ Ëàíäàó
è äð. [64], Êîâàëåâà è äð. [65]. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.8. Öåëûé êðèñòàëë
òðàêòóåòñÿ êàê íåïðåðûâíàÿ òðåõìåðíàÿ óïðóãàÿ ñðåäà, êîòîðóþ ìîæíî îïèñàòü â òåðìèíàõ ëèíåéíîé òåîðèè
ïëàñòè÷íîñòè. Â ýòîé ñðåäå âäîëü íàïðàâëåíèÿ x âûðåçàíà öèëèíäðè÷åñêàÿ òðóáà ðàäèóñà b è â îáðàçîâàâøèéñÿ
êàíàë âñòàâëåíà äèñêðåòíàÿ öåïî÷êà àòîìîâ. Ïàðàìåòð b èìååò ñìûñë ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ â íàïðàâëåíèè
ïåðïåíäèêóëÿðíîì öåïè, à ïàðàìåòð a � ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ âäîëü öåïè.

Ðèñ. 2.8. Ñõåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåìíîãî êðàóäèîíà â ðåøåòêå. Ïðóæèíêè ìîäåëèðóþò ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ,
ñâÿçûâàþùèå ñîñåäíèå àòîìû â öåïè [65].
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Òàêàÿ ìîäåëü ñòðóêòóðû êðàóäèîíà èñïîëüçóåò ïðîñòîé ñêàëÿðíûé âàðèàíò òåîðèè óïðóãîñòè, â êîòîðîì
ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñìåùåíèÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ öåïè àòîìîâ. Êàê áûëî ïîêàçàíî Êîâàëåâûì è äð. [65],
ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü îïèñàíà îáîáùåííîé ìîäåëüþ ÔÊ, âêëþ÷àþùåé óïðóãèå ñâîéñòâà êðèñòàëëà. Â
íåïðåðûâíîì ïðèáëèæåíèè ýòà ìîäåëü ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê íåêîòîðîìó èíòåãðàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ ñèíóñ-Ãîðäîí, â êîòîðîì ó÷èòûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîå äàëüíîäåéñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
àòîìàìè öåïè.

2.7 Ìàãíèòíûå öåïè

Ïîäõîä, ïîäîáíûé èñïîëüçóåìîìó â òåîðèè äèñëîêàöèé è ôèçèêå ïîâåðõíîñòè, ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå ïðè îïèñàíèè
äèíàìèêè ïëîñêèõ äåôåêòîâ, òàêèõ êàê ãðàíèöû äâîéíèêîâàíèÿ [66, 67], äîìåííûå ñòåíêè â ôåððîýëåêòðèêàõ [68]
- [71] è â ôåððîìàãíèòíûõ (ÔÌ) èëè àíòèôåððîìàãíèòíûõ öåïÿõ (ÀÔÌ) [72] - [75].

Â ìàãíèòíûõ ñèñòåìàõ äîìåííàÿ ñòåíêà� ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííàÿ îáëàñòü ìåæäó äâóìÿ îáëàñòÿìè
ñ ðàçëè÷íîé íàìàãíè÷åííîñòüþ � îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûì ðåøåíèåì òèïà êèíêà, ñâÿçûâàþùåãî äâà ýêâèâàëåíòíûõ
îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿ. Ïðîñòåéøàÿ îäíîìåðíàÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàãíèòíîé öåïè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
ãàìèëüòîíèàíîì [76]

H = −J
∑
n

SnSn+1 −D
∑
n

(Sxn)2
. (2.4)

Ïåðâûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (2.4) îïèñûâàåò èçîòðîïíóþ ýíåðãèþ îáìåíà, à âòîðîé � îäíî-èîííóþ àíèçîòðîïèþ.
Åñëè J è D ïîëîæèòåëüíû, òî îñü x çàäàåò ïðåäïî÷òèòåëüíîå íàïðàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ñïèíîâ . Äëÿ
ìèíèìóìà ýíåðãèè âñå ñïèíû äîëæíû èìåòü ìàêñèìàëüíûå x-êîìïîíåíòû. Ýòî ïðèâîäèò ê âûðîæäåíèþ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è ïîÿâëåíèþ äâóõ ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ðàçäåëåííûõ ñòàòè÷åñêîé äîìåííîé ñòåíêîé
(ñì. ðèñ. 2.9). Åå ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êîìïðîìèññà ìåæäó ýôôåêòàìè êîíêóðåíöèè îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
J è àíèçîòðîïèè D. Â êëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ñïèíû îïèñûâàþòñÿ êàê âåêòîðû äëèíû S, êàæäûé èç êîòîðûõ
â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

Sn = S · (sin θn cosφn, sin θn sinφn, cos θn). (2.5)

Â ñëó÷àå ñèëüíîé ïëîñêîé àíèçîòðîïèè è ïîïåðå÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ óãëîâ φn
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ÑÃ [73].

Ðèñ. 2.9. Ââåðõó: ñõåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÔÌ äîìåííîé
ñòåíêè â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ H êàê 2π-ïåðåêðó÷èâàíèå
óïîðÿäî÷åííîé öåïè ñïèíîâ, îïèñûâàåìîå êèíêîì ÔÊ ìîäåëè. Âíèçó:
ÀÔÌ äîìåííàÿ ñòåíêà êàê π-ïåðåêðó÷èâàíèå îáîèõ ïîäðåøåòîê
ñïèíîâ öåïè.

Â ÔÌ öåïè ñ òàê íàçûâàåìîé ëåãêî-ïëîñêîñòíîé àíèçîòðîïèåé â íàïðàâëåíèè ïîïåðå÷íîãî ìàãíèòíîãî
ïîëÿ H ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñî âñåìè ñïèíàìè,
íàïðàâëåííûìè âäîëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êèíêîâîå ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ 2π-ïåðåêðó÷èâàíèåì
óïîðÿäî÷åííîé öåïè ñïèíîâ, êîòîðîå ìîæåò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ âäîëü öåïè áåç ðàññåÿíèÿ (ñì. âåðõíåþ ÷àñòü
ðèñ. 2.9). Â ÀÔÌ öåïè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ ñïèíàìè, ò. å.
ñîñòîèò èç äâóõ ïîäðåøåòîê, êîòîðûå, çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøîãî íàêëîíà, àíòèïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó è
ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ìàãíèòíîìó ïîëþ H. Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü ñóùåñòâóåò äâà âûðîæäåííûõ, íî òîïîëîãè÷åñêè
íåýêâèâàëåíòíûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ çíàêîì îðèåíòàöèè ñïèíîâ. ÀÔÌ ðåøåíèå â ýòîì
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ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ π-ïåðåêðó÷èâàíèåì îáîèõ ïîäðåøåòîê ïðè ïåðåìåùåíèè âäîëü öåïè (íèæíÿÿ ÷àñòü ðèñ. 2.9).
Îòëè÷èå â òîïîëîãèè ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íîìó ïðîñòðàíñòâåííîìó è âðåìåííîìó ïîâåäåíèþ êîìïîíåíòîâ ñïèíîâ è
ñèëüíî îòîáðàæàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Â òî âðåìÿ êàê â ÔÌ ñëó÷àå ôëóêòóàöèè ñïèíîâ ïðîèñõîäÿò
òîëüêî îò 2π-ñîëèòîíîâ, â ÀÔÌ ñëó÷àå îíè ïðîèñõîäÿò çà ñ÷åò ïåðåáðàñûâàíèÿ âñåõ ñïèíîâ ìåæäó äâóìÿ
ñîñåäñòâóþùèìè π-ñîëèòîíàìè (òàê íàçûâàåìàÿ �ìîäà ïðîñêàëüçûâàíèÿ�). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôëóêòóàöèè ñïèíîâ
â íàïðàâëåíèè öåïè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîäàâëåíû ñèëüíîé ïëîñêîñòíîé àíèçîòðîïèåé.

Äîìåííàÿ ñòåíêà â ìàãíèòíîé ñèñòåìå îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèåì òèïà êèíêà è ïðåäñòàâëÿåò ìèêðîñêîïè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó, êîòîðóþ ñëîæíî íåïîñðåäñòâåííî íàáëþäàòü, íî ìîæíî îöåíèòü å¼ âëèÿíèå íà ìàêðîñêîïè÷åñêèå
ñâîéñòâà ñèñòåìû. Ìàãíèòíûå êèíêîâûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èçó÷åíû ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Ñàìûì îáùèì
ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ íåóïðóãîå ðàññåèâàíèå íåéòðîíîâ [77]�[79], êîòîðîå ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü âêëàä êèíêîâ â
äèíàìè÷åñêèé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûì è âðåìåííûì Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèåì
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñïèíîâ. Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ìåòîäîì ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî
ðåçîíàíñà [80]�[83], êîòîðûé èçìåðÿåò äèíàìè÷åñêèé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð, èíòåãðèðóåìûé ïî âñåì âîëíîâûì
âåêòîðàì. Äâà äðóãèõ ìåòîäà, ðàìàíîâñêîå ðàññåÿíèå [84] è ýëåêòðîííûé ñïèí-ðåçîíàíñ [82, 85] èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ èçìåðåíèÿ âëèÿíèÿ êèíêîâ êîñâåííî ÷åðåç èíäóöèðîâàííîå ñîëèòîíîì ðàñøèðåíèå ìàãíîííîé øèðèíû
ñïåêòðàëüíîé ëèíèè. ×òî êàñàåòñÿ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, òî ïðîòîòèïîì ÔÌ öåïè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì ÑÃ,
ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ ñèñòåìà CsNiF3 (ñì., íàïðèìåð, ññûëêó [77]), à ïðîòîòèïîì ÀÔÌ öåïè ÿâëÿåòñÿ
TMMC ñîåäèíåíèå (CH3)4NMnCl3 [78].

2.8 Äæîçåôñîíîâñêèå êîíòàêòû
Ñðåäè ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ óðàâíåíèåì ÑÃ, îäíèì èç ñàìûõ åñòåñòâåííûõ ïðèìåðîâ
ÿâëÿåòñÿ äèíàìèêà âèõðåé â äëèííûõ äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòàõ (èíà÷å, äæîçåôñîíîâñêèõ ëèíèÿõ ïåðåäà÷è).
Êèíê â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî íàçûâàþò "ôëàêñîíîì" , ïîñêîëüêó îí íåñåò êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà Φ0 = h/2e =
2.07 · 10−15Wb, äâèæóùèéñÿ ìåæäó äâóìÿ ñâåðõïðîâîäÿùèìè ýëåêòðîäàìè. Èìååòñÿ íåñêîëüêî îáøèðíûõ
îáçîðîâ ïî äèíàìèêå âèõðåé â äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòàõ (ÄÊ) [86]�[88], à íåêîòîðûå íîâûå èññëåäîâàíèÿ
îòðàæåíû â áîëåå ïîçäíåé ëèòåðàòóðå [89]�[91]. Ýòî àêòèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèé, îñîáåííî
ïîñëå îòêðûòèÿ ÿâëåíèÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Ôëàêñîí â ÄÊ íåñåò ìàãíèòíûé ïîòîê Φ0, ñîçäàííûé öèðêóëèðóþùèì â ñâåðõïðîâîäíèêå òîêîì. Ýòîò
êðóãîâîé òîê ÷àñòî íàçûâàþò äæîçåôñîíîâñêèì âèõðåì. Îí ëîêàëèçîâàí ìåæäó äâóìÿ ñâåðõïðîâîäÿùèìè
ïëåíêàìè, ðàçäåëåííûìè ñëîåì äèýëåêòðèêà òîëùèíîé â íåñêîëüêî íàíîìåòðîâ. Êàê áûëî ïîêàçàíî ÌàêËàôëèíûì
è Ñêîòòîì [86], ôëàêñîí ñîîòâåòñòâóåò 2π-êèíêó ðàçíîñòè ôàç ϕ âîëíîâîé ôóíêöèè ìåæäó äâóìÿ ñâåðõïðîâîäÿùèìè
ýëåêòðîäàìè êîíòàêòà. Óðàâíåíèå ñèíóñ-Ãîðäîí ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñëàãàåìûìè, êîòîðîå îïèñûâàåò äèíàìèêó
ñèñòåìû â íîðìàëèçîâàííîé ôîðìå, çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

∂2ϕ

∂t2
− ∂2ϕ

∂x2
+ sinϕ = −α∂ϕ

∂t
+ β

∂3ϕ

∂x2∂t
+ γ. (2.6)

Çäåñü âðåìÿ t èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ ω−1
0 , ãäå ω0 - äæîçåôñîíîâñêàÿ ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà, à ïðîñòðàíñòâåííàÿ

êîîðäèíàòà x èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ äæîçåôñîíîâñêîé ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ λJ . Ïåðâîå äèññèïàòèâíîå
ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå α, ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà òóííåëèðîâàíèÿ êâàçè÷àñòèö (êîòîðîå îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ
îìè÷åñêèì), à âòîðîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå β, ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà ïîâåðõíîñòíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ.
Ïîñòîÿííûé ÷ëåí γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìàëèçîâàííóþ ïëîòíîñòü ïîäìàãíè÷èâàþùåãî òîêà. Äëÿ îïèñàíèÿ
ïîâåäåíèÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèå (2.6) äîëæíî ðåøàòüñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,
êîòîðûå çàâèñÿò îò ãåîìåòðèè êîíòàêòà è ó÷èòûâàþò ìàãíèòíîå ïîëå, íàëîæåííîå â ïëîñêîñòè êîíòàêòà.

Îáùèì ñâîéñòâîì ðåàëüíûõ ÄÊ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íàÿ ìàëîñòü ïàðàìåòðîâ α, β è γ. Âàæíûì ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (2.6) ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ ÿâëÿåòñÿ êèíê ϕ = 4 tan−1 eξ, ãäå ξ = (x − vt)/

√
1− v2. Ñêîðîñòü

v îïðåäåëÿåòñÿ áàëàíñîì ìåæäó ïîòåðÿìè è âîçäåéñòâóþùèìè ñèëàìè, ÷òî ïðèâîäèò ê v = 1/
√

1 + (4α/πγ)2.
Ôëàêñîí âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöå. Åãî ñêîðîñòü íàñûùàåòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ γ/α è
ñòàíîâèòüñÿ áëèçêîé ê ñêîðîñòè c ëèíåéíûõ âîëí â êîíòàêòå, íàçûâàåìîé ñêîðîñòüþ Ñâèõàðòà â ÄÊ ëèíèè.

Ôëàêñîíû â ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòàõ ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì èíòåíñèâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ
è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Âïåðâûå äèíàìèêà ôëàêñîíîâ â äâóõ èíäóêòèâíî ñâÿçàííûõ äëèííûõ
äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòàõ áûëà òåîðåòè÷åñêè ðàññìîòðåíà Ìèíååâûì è äð. [92]. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé äëÿ
ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áûëà äàëåå èññëåäîâàíà Êèâøàðåì è Ìàëîìåäîì [27] è Ãð¼íáåõ-Åíñåíîì è äð. [93, 94].
Î÷åíü âàæíûé øàã ê êîëè÷åñòâåííîìó ñðàâíåíèþ ñ ðåàëüíûìè ýêñïåðèìåíòàìè áûë ñäåëàí Ñàêàè è äð. [95]. Îíè
ïîëó÷èëè ìîäåëü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êîíòàêòàìè. Èññëåäîâàíèå âíóòðåííåãî
äæîçåôñîíîâñêîãî ýôôåêòà â íåêîòîðûõ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ, òàêèõ êàê Ba2Sr2CaCu2O8+y

óáåäèòåëüíî ïîêàçàëè, ÷òî ýòè ìàòåðèàëû ÿâëÿþòñÿ ïî ñóùåñòâó ïðèðîäíûìè ñâåðõðåøåòêàìè äæîçåôñîíîâñêèõ
êîíòàêòîâ, ñôîðìèðîâàííûìè íà àòîìíîé øêàëå [96]�[98]. Ïðîñòðàíñòâåííûé ïåðèîä òàêîé ñâåðõðåøåòêè
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ñîñòàâëÿåò òîëüêî 15�A, ò. å. ýòè äæîçåôñîíîâñêèå êîíòàêòû î÷åíü ïëîòíî óïàêîâàíû. Ñâåðõïðîâîäÿùèå
ýëåêòðîäû áûëè ñôîðìèðîâàíû äâîéíûìè ñëîÿìè îêèñè ìåäè òîëùèíîé â 3 �A è îòäåëåíû äðóã îò äðóãà
äæîçåôñîíîâñêèìè ñâåðõðåøåòêàìè ñî ìíîãèìè àêòèâíûìè ñëîÿìè.

(b)

(a)

Ðèñ. 2.10. Ñõåìàòè÷åñêèé âèä (a) ëèíåéíûõ è (b) êîëüöåâûõ
ëåñòíèö äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ. Ñòðåëêè îáîçíà÷àþò íàïðàâëåíèå
ïðèëîæåííîãî âíåøíåãî ïîäìàãíè÷èâàþùåãî òîêà [99].

Âàæíîå ïðèìåíåíèå ìîäåëè ÔÊ ìîæåò áûòü íàéäåíî â òåîðèè ñèñòåì äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ, ãäå
äèñêðåòíàÿ öåïü ýôôåêòèâíûõ ÷àñòèö ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàãíèòíûé ïîòîê â äèñêðåòíûõ
ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåìàõ ñëàáûõ ñâÿçåé ìåæäó ñâåðõïðîâîäíèêàìè. Ñèëüíûå ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ
â ñëó÷àå ñìåùåííûõ ñèñòåì ìàëûõ ÄÊ, êîòîðûå òàêæå íàçûâàþò ëåñòíèöàìè äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ.
Ïðèìåð òàêîé ñèñòåìû ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàí íà ðèñ. 2.10, ãäå ëåñòíèöà ñîñòîèò èç äåìïôèðîâàííûõ äæîçåôñîíîâñêèõ
òóííåëüíûõ êîíòàêòîâ Nb/Al-AlOx/Nb, è â êàæäîé èõ ÿ÷åéêè ñîäåðæèòñÿ ÷åòûðå ìàëûõ äæîçåôñîíîâñêèõ
êîíòàêòà. Òàêèå ëåñòíèöû ìîãóò áûòü ñäåëàíû ëèáî ñ îòêðûòûìè, ëèáî ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.10(a,b), ñîîòâåòñòâåííî. Îáå ýòè ñèñòåìû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ èçó÷åíèÿ
ëîêàëèçîâàííûõ ìîä � äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ìàãíèòíûé ïîòîê â äèñêðåòíûõ ïàðàëëåëüíûõ ìàññèâàõ ñëàáûõ ñâÿçåé ìåæäó
ñâåðõïðîâîäíèêàìè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ÔÊ ñëåäóþùåãî âèäà

d2ϕn
dt2

=
1
a2

(ϕn−1 − 2ϕn + ϕn+1)− sinϕ− αdϕn
dt

+ γ, (2.7)

ãäå n = 1, . . . , N . Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèÿ Êèðõãîôà äëÿ ýëåêòðîñåòè èç ìàññèâà N
äèñêðåòíûõ ÄÊ ýëåìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ÷åðåç ïàðàëëåëüíûå êîìáèíàöèè ñîïðîòèâëåíèå/èíäóêòîð. Ôàçû íà
âèðòóàëüíûõ òî÷êàõ n = 0 è n =N+1 îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ýòî ìîäåëü áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà
òåîðåòè÷åñêè Óñòèíîâûì è äð. [100] è èõ ïðåäñêàçàíèÿ ïîçæå áûëè ïîäòâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî Âàí äåð
Çàíòîì è äð. [101, 102].

2.9 Íåëèíåéíûå ìîäåëè äèíàìèêè ÄÍÊ

Ìîäåëè òèïà ÔÊ òàêæå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â èíòåðïðåòàöèè îïðåäåëåííûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàêèõ
êàê äèíàìèêà è äåíàòóðàöèÿ ìàêðîìîëåêóëû ÄÍÊ (ñì., íàïðèìåð, ññûëêè [103]�[108], îáçîðû Zhou and
Zhang [109], Gaeta et al. [110] è êíèãó ßêóøåâè÷ [111]). Ñòðóêòóðà äâîéíîé ñïèðàëüíîé öåïè ÄÍÊ äîñòàòî÷íà
ñëîæíà. Îäíàêî íàèáîëåå îáùèå ñâîéñòâà ìàêðîìîëåêóë òèïà ÄÍÊ ìîãóò áûòü îïèñàíû Ãàìèëüòîíèàíîì (1.1)�
(1.5), â êîòîðîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå îñíîâàíèÿ ÄÍÊ öåïè òîæäåñòâåííû.

Îäíà èç ïåðâûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé, ïðåäëîæåííàÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ÄÍÊ, îáðàùàëà âíèìàíèå
íà ðîòàöèîííûå äâèæåíèÿ îñíîâàíèé ÄÍÊ [112] è ôàêòè÷åñêè ñâîäèëàñü ê ýêâèâàëåíòíîé ìåõàíè÷åñêîé
ìîäåëè, ðàññìîòðåííîé âûøå. Èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ ìåæäó ðîòàöèîííûì äâèæåíèåì îñíîâàíèé íèòè ÄÍÊ è
ðîòàöèîííûìè äâèæåíèÿìè ìàÿòíèêîâ, Englander et al. [112] ïðåäïîëîæèëè, ÷òî îòêðûòîå ñîñòîÿíèå ìàêðîìîëåêóëû
ÄÍÊ ìîæåò áûòü îïèñàíî êèíêîâûì ðåøåíèåì ìîäåëè ÔÊ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ìîäåëü áîëåå àêêóðàòíîé,
íóæíî ó÷åñòü ðîòàöèîííûå äâèæåíèÿ îñíîâàíèé îáîèõ íèòåé ÄÍÊ, ðàññìîòðåâ ìîäåëü, ïîäîáíóþ äâîéíîìó
ñòåðæíþ [111].

Òàê íàçûâàåìàÿ ïëîñêàÿ ìîäåëü òîðñèîííîé äèíàìèêè èçíà÷àëüíî áûëà ñîçäàíà äëÿ òîãî ÷òîáû, îïèñàòü
äâèæåíèå êèíêîâ, êîòîðûå äîëæíû èãðàòü öåíòðàëüíóþ ðîëü â òðàíñêðèïöèè ÄÍÊ. Îäíà èç òàêèõ ìîäåëåé
ìîæåò áûòü ââåäåíà äëÿ Â êîíôîðìàöèè ìîëåêóëû ÄÍÊ, ôðàãìåíò êîòîðîé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.11. Ëèíèè íà
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Ðèñ. 2.11. Ôðàãìåíò äâîéíîé öåïè ÄÍÊ, ñîñòîÿùèé èç 3 ïàð AT
îñíîâàíèé. Ïðîäîëüíûé øàã öåïè a = 3.4�A, ïîïåðå÷íûé øàã h =
16.15�A.

ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò ñêåëåòó äâîéíîé ñïèðàëè, à ÷åðíûå è ñåðûå ïðÿìîóãîëüíèêè ñîîòâåòñòâóþò îñíîâàíèÿì
â ïàðàõ (AT è GC). Ýòà ìîäåëü ó÷èòûâàåò ðîòàöèîííûå äâèæåíèÿ îñíîâàíèé âîêðóã ñàõàðà-ôîñôàòíûõ öåïåé
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè ñïèðàëè (ñòðåëêè íà ðèñ. 2.11 ïîêàçûâàþò ïîëîæèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ
âðàùåíèÿ äëÿ êàæäîé öåïè). Åñëè ðàññìîòðåòü ïëîñêóþ ìîäåëü ÄÍÊ, â êîòîðîé ìàêðîìîëåêóëà ôîðìèðóåòñÿ
äâóìÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè h äðóã îò äðóãà, è äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàåòñÿ ÷òî
îñíîâàíèÿ ìîãóò òîëüêî âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé öåïè, îñòàâàÿñü âñå âðåìÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ê íåé, òî
ïîëîæåíèÿ ñîñåäíèõ ïàð ðàçíûõ öåïåé áóäóò çàäàâàòüñÿ òîëüêî óãëàìè âðàùåíèÿ.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ðîòàöèîííîãî äâèæåíèÿ n-ãî îñíîâàíèÿ ïåðâîé öåïè èìååò âèä [111]

mr2 d
2φn,1
dt2

= gr2(φn+1,1 + φn−1,1 − 2φn,1)− kr2[2 sinφn,1 − sin(φn,1 + φn,2)], (2.8)

àíàëîãè÷íûé âèä èìååò óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ âòîðîé öåïè. Çäåñü ïåðåìåííûå φn,1 è φn,2 ñîîòâåòñòâóþò
óãëîâûì ñìåùåíèÿì n-ãî ìàÿòíèêà â ïåðâîé è âòîðîé öåïè ñîîòâåòñòâåííî, g � æåñòêîñòü ãîðèçîíòàëüíîé íèòè,
r è m � äëèíà è ìàññà ìàÿòíèêà, à ïàðàìåòð k îïèñûâàåò ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó öåïÿìè.

Ìîäåëü (2.8) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâå ãðóïïû ÷àñòíûõ ðåøåíèé, φn,1 = ±φn,2, äëÿ êîòîðûõ äèíàìèêà
ÄÍÊ ñíîâà ìîæåò áûòü îïèñàíà ãàìèëüòîíèàíîì (1.1)�(1.5), ãäå x(i)

n � îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà, îïèñûâàþùàÿ
îñíîâàíèå n i-òîé öåïè äâîéíîé ñïèðàëè. Â îáùåì ñëó÷àå ìîäåëü (2.8) îïèñûâàåò äâå ñâÿçàííûå ÔÊ öåïè.

Áûëà òàêæå ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ýòèõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùàÿ âèíòîâóþ ñòðóêòóðó ÄÍÊ [110]. Â
äâîéíîé ñïèðàëè ñëó÷àåòñÿ, ÷òî êîíöû îñíîâàíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ïîëîâèíàìè ñîñåäíèõ ïàð, ìîãóò î÷åíü áëèçêî
ïîäõîäèòü äðóã ê äðóãó. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ýòîãî â ïëîñêóþ ìîäåëü ââîäèòñÿ "ñïèðàëüíûé" ÷ëåí, äîáàâëÿþùèé
ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë ê ãàìèëüòîíèàíó (1.1)�(1.5) äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó îñíîâàíèÿìè ñ íîìåðàìè n
and n + l. Â ýòîì ñëó÷àå â ìîäåëè âèáðàöèîííîé äèíàìèêè ýòè âçàèìîäåéñòâèÿ îñíîâàíèé, èìåþùèå áîëåå
âûñîêèé ïîðÿäîê, ìîäèôèöèðóþò ìîäåëü ÔÊ äëÿ ñðåäíåãî ñìåùåíèÿ ψn = 1

2 (x1
n + x2

n), äåëàÿ çàêîí äèñïåðñèè
ëèíåéíûõ âîëí áîëåå ñëîæíûì. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, íîâûå ñïèðàëüíûå ÷ëåíû ñîçäàþò ýêñòðåìàëüíûå
òî÷êè â ëèíåéíîé äèñïåðñèè, äîïóñêàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ñòàíäàðòíûõ áðèçåðíûõ ìîä, ò.å. ëîêàëèçîâàííûõ
êîëåáàíèé, îòâåòñòâåííûõ çà ëîêàëüíûå îòêðûòèÿ äâîéíîé ñïèðàëè.

2.10 Öåïè âîäîðîäíûõ ñâÿçåé

Áîëåå ãëóáîêèå îñíîâàíèÿ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè ÔÊ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ñëó÷àÿõ, êîãäà àòîìû,
ïðèíàäëåæàùèå öåïè è àòîìû, ñîçäàþùèå âíåøíèé ïîòåíöèàë (ïîòåíöèàë ïîäëîæêè) èìåþò ðàçíîå ôèçè÷åñêîå
ïðîèñõîæäåíèå. Íàïðèìåð, â òàê íàçûâàåìûõ ñóïåðèîííûõ ïðîâîäíèêàõ (ñì., íàïðèìåð, ññûëêó [113] è òàêæå
îáçîðû [114, 115]) àíèçîòðîïíûå êðèñòàëëè÷åñêèå ñòðóêòóðû ôîðìèðóþò êâàçèîäíîìåðíûå êàíàëû, âäîëü
êîòîðûõ èîíû ìîãóò ëåãêî äâèãàòüñÿ. Ïîýòîìó ýòîò òèï ìîäåëåé ìîæíî òîæå ñâåñòè ê àíàëèçó íåêîòîðîé
îäíîìåðíîé öåïè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè.

Íàèáîëåå âàæíàÿ ìîäåëü ýòîãî òèïà ïîÿâëÿåòñÿ â òåîðèè ïðîòîííîé ïðîâîäèìîñòè öåïî÷åê âîäîðîäíûõ
ñâÿçåé. Ñèñòåìû ñ ñåòêîé âîäîðîäíûõ ñâÿçåé � ýòî êâàçèîäíîìåðíûå êëàñòåðû ìîëåêóëÿðíûõ àãðåãàòîâ,
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñî ñâîèìè ñîñåäÿìè ÷åðåç âîäîðîäíûå ñâÿçè. Ñõåìàòè÷åñêè èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
ôîðìå · · ·X�H· · ·X�H· · ·X�H· · ·X�H· · ·, ãäå îòðåçêè ñïëîøíûõ ëèíèé îáîçíà÷àþò êîâàëåíòíûå èëè èîííûå ñâÿçè,
òî÷å÷íûå ëèíèè � âîäîðîäíûå ñâÿçè, à X � îòðèöàòåëüíûé èîí. Ãëàâíàÿ èäåÿ ïðîñòîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè òàêîé
íåëèíåéíîé öåïè îñíîâûâàåòñÿ íà òîì ôàêòå, ÷òî ïðîòîíû äâèãàþòñÿ â äâóõúÿìíîì ïîòåíöèàëå, âîçíèêàþùåì èç
âîäîðîäíûõ ñâÿçåé ñ ðåøåòêîé òÿæåëûõ èîííîâ (êèñëîðîäíàÿ ðåøåòêà), êîòîðàÿ ìîæåò äåôîðìèðîâàòüñÿ [116].
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Ëîêàëüíàÿ äåôîðìàöèÿ êèñëîðîäíîé ðåøåòêè ñíèæàåò àêòèâàöèîííûé áàðüåð äëÿ ïðîòîíîâ, òåì ñàìûì
ñïîñîáñòâóÿ èõ äâèæåíèþ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ýòî ÿâëåíèå, îäíî- èëè äâóõ-êîìïîíåíòíûå íåëèíåéíûå
ìîäåëè äîëæíû âêëþ÷àòü ïðîòîííóþ ïîäðåøåòêó, êîòîðàÿ äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ
(êèíêîâ), â òî âðåìÿ êàê êèñëîðîäíàÿ ïîäðåøåòêà ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíà êàê äðóãàÿ ïîäðåøåòêà èëè
êàê íåêîòîðûé ýôôåêòèâíûé âíåøíèé ïîòåíöèàë äëÿ äâèæåíèÿ ïðîòîíîâ. Áûëî ïðåäëîæåíû íåñêîëüêî ìîäåëåé
ýòîãî òèïà [116]�[121], è îíè äàþò ïðîñòîå è ýôôåêòèâíîå îïèñàíèå ïðîòîííîé ïîäâèæíîñòè â öåïÿõ âîäîðîäíûõ
ñâÿçåé.

Ðèñ. 2.12. Èîííûé (a) è îðèåíòàöèîííûé (áüåðóìîâñêèé) äåôåêò
(b) â êðèñòàëëå ëüäà. Äèíàìèêà ïðîòîíîâ (c) â çèãçàãîîáðàçíîé
äâóõàòîìíîé öåïè âîäîðîäíûõ ñâÿçåé îïèñûâàåòñÿ êàê äâèæåíèå
ïðîòîíîâ â äâóõáàðüåðíîì ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå [121].

Â ñàìîé íèçêî-óðîâíåâîé àïïðîêñèìàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àòîìû êèñëîðîäà èìåþò ôèêñèðîâàííûå
ïîëîæåíèÿ è ñîçäàþò ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè, äåéñòâóþùèé íà äâèãàþùèåñÿ àòîìû âîäîðîäà,
äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ââåñòè äâó-ñèíóñîèäàëüíóþ ìîäåëü ÔÊ (ñì., íàïðèìåð, ññûëêó [121]) ñ ýôôåêòèâíûì
ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè

Vsub(u) = 2V0

[
− sin2

(u
2

)
+ 2A sin2

(u
4

)]
. (2.9)

Òîãäà ìåõàíèçì ïðîòîííîé ïðîâîäèìîñòè ìîæíî îáúÿñíèòü ìèãðàöèîííûì òðàíñïîðòîì äâóõ òèïîâ äåôåêòîâ,
èîííûõ è îðèåíòàöèîííûõ (èëè áüåðóìîâñêèõ) äåôåêòîâ, âäîëü öåïåé, êàê ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.12.
Â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå ýòè äåôåêòû îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ òèïàìè êèíêîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ
äâîéíîé-ÑÃ [121].

Ïîäîáíûé òèï îäíîêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé ñèñòåì ñ âîäîðîäíûìè ñâÿçÿìè â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè
áûë èçó÷åí â ðàáîòàõ [122, 123]. Êîíöåïöèè òåîðèè èíäóöèðîâàííîé êèíêàìè ïðîòîííîé ïðîâîäèìîñòè âêëþ÷àþò
áîëåå îáùèå ñâîéñòâà ìîäåëåé òèïà ÔÊ, à èìåííî äèñêðåòíîñòü ïðîòîííîé öåïè è òåðìàëèçîâàííîå äâèæåíèå
êèíêîâ [124], ýôôåêòû óâåëè÷åíèÿ ïðîòîííîé ïðîâîäèìîñòè âñëåäñòâèå ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ñîèçìåðèìîñòü-
íåñîèçìåðèìîñòü [125], ñëîæíîé çèãçàãîîáðàçíîé ñòðóêòóðû öåïè [126], èçìåíåíèÿ ìàññ âäîëü öåïè [127] è ò.ä.

Áîëåå ñòðîãî äèíàìèêó ñèñòåì, ïîäîáíûõ öåïÿì âîäîðîäíûõ ñâÿçåé, ìîæíî îïèñàòü, ââåäÿ äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå
ïîäðåøåòêè äëÿ ïðîòîíîâ è àòîìîâ êèñëîðîäà ñîîòâåòñòâåííî. Â òàêîì ñëó÷àå íóæíî áóäåò ðàññìîòðåòü
äâóõ-êîìïîíåíòíîå îáîáùåíèå ìîäåëè ÔÊ, êîòîðîå îïèñûâàåò äâå âçàèìîäåéñòâóþùèå öåïè ÷àñòèö, îäíà èç
êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, êîòîðûé ñîçäàåò äðóãàÿ öåïü. Íåñêîëüêî ìîäåëåé ýòîãî
òèïà áûëî ââåäåíî è èçó÷åíî â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè [116]�[121]. Äèíàìèêà äâóõêîìïîíåíòíûõ ìîäåëåé
èìååò íåñêîëüêî íîâûõ ñâîéñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîêîìïîíåíòíûìè ìîäåëÿìè. Íàïðèìåð, ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ
âåòâü ôîíîííîãî ñïåêòðà â ñâÿçàííîì èíòåðâàëå ëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé ñòàíäàðòíîé öåïè ÔÊ. Â ðåçóëüòàòå,
äâèæåíèå êèíêîâ áóäåò óñòîé÷èâûì òîëüêî äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé, êîòîðûå íå ïðåâûøàþò ñêîðîñòè çâóêà
àêóñòè÷åñêèõ ôîíîíîâ êèñëîðîäíîé ïîäðåøåòêè [117]. Ôàêòè÷åñêè, âòîðàÿ ôîíîííàÿ âåòâü èãðàåò âàæíóþ ðîëü
â ðàññåÿíèè êèíêîâ íà ëîêàëüíûõ ïðèìåñÿõ [128].

Ïîäîáíûå äâóõêîìïîíåíòíûå ìîäåëè ÔÊ îïèñûâàþò áîëåå ðåàëèñòè÷åñêè äèíàìèêó è äðóãèõ îáúåêòîâ,
òàêèõ êàê äèñëîêàöèè, êðàóäèîíû, àä-àòîìíûå öåïè, öåïè èîíîâ â ñóïåðèîííûõ ïðîâîäíèêàõ è ò.ä. Âî âñåõ òàêèõ
ñèòóàöèÿõ âòîðàÿ (òÿæåëîàòîìíàÿ) ïîäñèñòåìà ñîîòâåòñòâóåò àòîìàì ïîäëîæêè, òàê ÷òî ñèñòåìà â öåëîì ìîæåò
ñíîâà òðàêòîâàòüñÿ êàê öåïü ÔÊ, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä äåéñòâèåì äåôîðìèðóåìîé ïîäëîæêè. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ
èìååò ìåñòî è äëÿ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé ìîëåêóëÿðíûõ êðèñòàëëîâ è ïîëèìåðíûõ öåïåé, òàê æå êàê è äëÿ



20 2 Ôèçè÷åñêèå Ìîäåëè

ôåððîýëåêòðè÷åñêèõ èëè ôåððîýëàñòè÷íûõ öåïåé, ãäå ðîòàöèîííûå è âèáðàöèîííûå ñòåïåíè ñâîáîäû ÿâëÿþòñÿ
ñâÿçàííûìè [129]�[131].

2.11 Ìîäåëè ãðàíè÷íîãî ñêîëüæåíèÿ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áûñòðî ðàñòåò èíòåðåñ ê ïðèðîäå ñèëû òðåíèÿ íà ìèêðîñêîïè÷åñêîì óðîâíå â îáëàñòè òàê
íàçûâàåìîé íàíîòðèáîëîãèè [132] . Ïîñêîëüêó ñåé÷àñ ñòàëè äîñòóïíû äàííûå ýêñïåðèìåíòîâ è êðóïíîìàñøòàáíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ íà íàíîóðîâíå, òî íà÷àëñÿ ïîèñê ìîäåëåé, ïðàâèëüíî èíòåðïðåòèðóþùèõ ýòè ðåçóëüòàòû.
Íåñêîëüêî ïðîñòûõ ìîäåëåé áûëè ïðåäëîæåíû â íàäåæäå ïîëó÷èòü ëåãêî ïðèìåíèìûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.
Â íèõ âõîäÿò ìíîãîóðîâíåâûå ìîäåëè ñ ãàðìîíè÷åñêèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè [133, 134], ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-
Êîíòîðîâîé-Òîìëèñîíà [135, 136] è îäíîóðîâíåâûå ìîäåëè ñ ãàðìîíè÷åñêèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè è áåñïîðÿäêîì [137,
138]. Äðóãèå áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè òèïà ÔÊ áûëè èçó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè [139,
140] (ÌÄ) . Ê ýòîé âàæíîé çàäà÷å ìîæíî ïðèáëèçèòüñÿ, èñïîëüçóÿ êðóïíîìàñøòàáíîå äâóìåðíîå ÌÄ ìîäåëèðîâàíèå,
ñ öåëüþ îáîñíîâàòü ïðîñòóþ ìîäåëü òðåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïëîñêèìè îäíîìåðíûìè ãðàíè÷íûìè ïîâåðõíîñòÿìè
è çàòåì îïðåäåëèòü åå ïàðàìåòðû. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëè ïðîìåæóòî÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëÿ îáîñíîâàíèÿ, ÷òîáû îïðàâäàòü äîïóùåíèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè ïîëó÷åíèè áîëåå ïðîñòûõ ÔÊ-
òèïà ìîäåëåé òðåíèÿ.

-

+v/2

Ðèñ. 2.13. Ñõåìàòè÷åñêîå ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äâóõ òèïîâ ìîäåëåé ñêîëüæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé: (a) óïðîùåííàÿ
ìîäåëü, (b) ìîäåëü ïðîìåæóòî÷íîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè [141].

Óïðîùåííàÿ îäíîìåðíàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà íàãðóæåííîé äâóõöåïî÷å÷íîé ìîäåëè Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé
ñ îäíîíàïðàâëåííûì äâèæåíèåì, áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [141]. Òàêàÿ ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò ìíîãèå
êëþ÷åâûå ñâîéñòâà êðóïíîìàñøòàáíûõÌÄ ýêñïåðèìåíòîâ (íàïðèìåð, íà÷àëüíî-âðåìåííîå ïîâåäåíèå íà ïîâåðõíîñòè
ðàçäåëà, îáðàçîâàíèå è äâèæåíèå äèñëîêàöèé íà ýòîé ïîâåðõíîñòè, çàâèñèìîñòü ñèëû òðåíèÿ îò ñêîðîñòè
ñêîëüæåíèÿ), â òî æå âðåìÿ îíà äîïóñêàåò áîëåå î÷åâèäíûé è àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ èíòåðïðåòàöèè
ðåçóëüòàòîâ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíîé ìîäåëè ÔÊ, Ð¼äåð è äð. â ðàáîòå [141] èñïîëüçîâàëè ðåçóëüòàòû êðóïíîìàñøòàáíûõ
ÌÄ ñèìóëÿöèé è çàòåì çàìåíèëè íèæíåþ ïîëîâèíó ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû íåêîòîðûì ýôôåêòèâíûì ïåðèîäè÷åñêèì
ñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè. Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî äâà ïåðâûõ óðîâíÿ àòîìîâ, áëèæàéøèõ ê
ïîâåðõíîñòè ñêîëüæåíèÿ, è ñîõðàíÿÿ òðåóãîëüíóþ ñòðóêòóðó ðåøåòêè, îíè çàìåíèëè âåðõíåþ ïîëîâèíó ñèñòåìû
ýôôåêòèâíûì âÿçêèì òðåíèåì äâèæåíèÿ îñòàâëåííûõ àòîìîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ìîäåëü áîëåå ëåãêîé äëÿ
òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà, îíè îãðàíè÷èëè äâèæåíèå àòîìîâ îäíèì íàïðàâëåíèåì, ïàðàëëåëüíûì ïîâåðõíîñòè.
Öåíòð ìàññ äâóõ öåïåé äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Ýòè óïðîùåíèÿ,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.13(a), ïðèâîäÿò ê îäíîìåðíîé äâóõöåïî÷å÷íîé ìîäåëè òèïà ÔÊ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî îïðàâäàíèÿ ýòîé ìîäåëè, Ð¼äåð è äð. [141] ïðîâåëè ñåðèþ ÌÄ ñèìóëÿöèé ïðîìåæóòî÷íîãî
óðîâíÿ ñëîæíîñòè ìåæäó êðóïíîìàñøòàáíûìè è ïðîñòûìè ìîäåëÿìè. Â ýòó ñåðèþ âõîäèëà ÌÄ ñèìóëÿöèÿ
ìîäåëè, â êîòîðîé êàæäàÿ ÷àñòü ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà äâóìÿ öåïî÷êàìè, ñì. ðèñ. 2.13(b). Ñðàâíåíèå ïîâåäåíèÿ
ýòîé ìîäåëè ñ ïîâåäåíèåì ïðîñòîé ìîäåëè ÔÊ ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü îáîñíîâàííîñòü çàìåíû îäíîé ïîëîâèíû
ñèñòåìû ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíîðìèðîâêè ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ,
îáå ìîäåëè äàþò ñõîäíûå ðåçóëüòàòû.
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Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóæäàåì êèíêè ìîäåëè ÔÊ. Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ êèíêîâ â äèñêðåòíîé ðåøåòêå,
îòëè÷àþùèì èõ îò ñîëèòîíîâ, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îáóñëîâëåííîãî äèñêðåòíîñòüþ ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
Ïåéåðëñà-Íàáàððî, êîòîðûé îêàçûâàåò ñèëüíîå âëèÿíèå íà äâèæåíèå êèíêîâ. Ìû îáñóæäàåì äâèãàþùèåñÿ è
çàõâà÷åííûå ñîñòîÿíèÿ êèíêîâ, à òàêæå èõ äèíàìèêó â ïðèñóòñòâèå áåñïîðÿäêà. Äîïîëíèòåëüíî ìû ðàññìîòðèì
èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ êèíêîâ â îáîáùåííûõ ìîäåëÿõ ÔÊ, âêëþ÷àþùèõ ïîòåíöèàë ïîäëîæêè â îáùåé ôîðìå è
àíãàðìîíè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè öåïè.

3.1 Ïîòåíöèàë Ïåéåðëñà-Íàáàððî

Êèíêè ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè íåëèíåéíûìè ìîäàìè ìîäåëè ÔÊ, èìåííî îíè îòâåòñòâåííû
çà ìíîãèå âàæíûå ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè öåïè ñâÿçàííûõ ÷àñòèö íà ïîäëîæêå. Ìíîãèå ñâîéñòâà êèíêîâ
è èõ ñóùåñòâîâàíèå êàê òîïîëîãè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé öåïè íå çàâèñÿò ñóùåñòâåííî îò äèñêðåòíîñòè ïåðâè÷íîé
ìîäåëè, òàê ÷òî ïðèáëèæåíèå, îñíîâàííîå íà íåïðåðûâíîé ìîäåëè ÑÃ, ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå äîïóñòèìûì ïðè
îïèñàíèè ñâîéñòâ êèíêîâ â äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ, ñîõðàíÿþùèì îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû.
Îäíàêî, î÷åíü ñïåöèôè÷åñêèì ñâîéñòâîì äèñêðåòíîé ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå òàê íàçûâàåìîãî ïåðèîäè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà Ïåéåðëñà-Íàáàððî (ÏÍ) VPN (X) (ãäå X � êîîðäèíàòà öåíòðà êèíêà), îêàçûâàþùåãî âëèÿíèå
íà äâèæåíèå êèíêîâ. Èñòîðè÷åñêè, ïîòåíöèàë ÏÍ è åãî ñâîéñòâà âïåðâûå îáñóæäàëèñü â êîíòåêñòå òåîðèè
äèñëîêàöèé êðèñòàëëà [142]�[145].

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, êàê ïðè àíàëèçå äâèæåíèÿ êèíêîâ âîçíèêàåò êîíöåïöèÿ ïîòåíöèàëà ÏÍ, ñðàçó
çàìåòèì, ÷òî â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ñèñòåìà ñòàíîâèòüñÿ èíâàðèàíòíîé ê ëþáîé òðàíñëÿöèè êèíêà
âäîëü öåïè (òàêèå òðàíñëÿöèè âîçìîæíû èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ òàê íàçûâàåìîé ãîëäñòîóíîâñêîé ìîäû â ñïåêòðå
âîçáóæäåíèé êèíêà). Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, òàêàÿ èíâàðèàíòíîñòü îòñóòñòâóåò â äèñêðåòíûõ ìîäåëÿõ;
çäåñü äîïóñòèìû òîëüêî ñäâèãè êèíêà íà øàã ðåøåòêè as è íà åãî êðàòíûå çíà÷åíèÿ. Íàèìåíüøèé ýíåðãåòè÷åñêèé
áàðüåð, êîòîðûé êèíê äîëæåí ïðåîäîëåòü äëÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ, íàçûâàåòñÿ áàðüåðîì ÏÍ EPN . Â äèñêðåòíîì
ñëó÷àå, òðàíñëÿöèîííàÿ ãîëäñòóîíîâñêàÿ ìîäà, èìåþùàÿ íóëåâóþ ÷àñòîòó, çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íî-÷àñòîòíîé ëîêàëèçîâàííîé
ìîäîé, íàçûâàåìîå ìîäîé ÏÍ. Ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð ÏÍ EPN ñîîòâåòñòâóåò ðàçíèöå ìåæäó äâóìÿ çíà÷åíèÿìè
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êèíêà â äâóõ åãî ñòàöèîíàðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ, óñòîé÷èâîé è íåóñòîé÷èâîé (ñåäëîâîé)
[ñì. ðèñ. 3.1(a,b)]. Ïåðâîå ñîñòîÿíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 3.1(a), õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòàöèîíàðíîé êîíôèãóðàöèåé
ñâÿçàííûõ ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâóþùåé ìèíèìóìó ýíåðãèè, ñ êèíêîì, ðàñïîëîæåííûì â ìèíèìóìå ÏÍ ïîòåíöèàëüíîãî
ðåëüåôà VPN (X). Âòîðîå ñîñòîÿíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 3.1(b), ñîîòâåòñòâóåò íåóñòîé÷èâîé êîíôèãóðàöèè, êîãäà
êèíê íàõîäèòüñÿ íà îäíîì èç ìàêñèìóìîâ ýíåðãåòè÷åñêîãî ðåëüåôà ÏÍ.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ öåïè ñ îäíèì êèíêîì U(. . . , un−1, un, un+1, . . .) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò âñåõ
àòîìîâ öåïè. Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 3.1(a), ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ìèíèìóìó ôóíêöèè
U , â òî âðåìÿ êàê ñîñòîÿíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 3.1(b), ñîîòâåòñòâóåò ñåäëîâîé òî÷êå ôóíêöèè U , êîòîðàÿ
ðàñïîëîæåíà ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ìèíèìóìàìè â N -ìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå, ãäå N � ÷èñëî
àòîìîâ â öåïè (N → ∞). Ñåäëîâóþ òî÷êó è ñîñåäíèå òî÷êè ìèíèìóìîâ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå
ìîæíî ñâÿçàòü òàê íàçûâàåìîé àäèàáàòè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, ò.å. êðèâîé, êîòîðàÿ çàäàåò ðåøåíèå ñèñòåìû
ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé

dun(τ)
dτ

= − ∂

∂un
U(. . . , un−1, un, nn+1, . . .), (3.1)

ãäå τ � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé òðàåêòîðèþ. Ýòà òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé íàèñêîðåéøåãî
ñïóñêà, êîòîðàÿ îïèñûâàåò àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííîå äâèæåíèå êèíêà âäîëü öåïè. Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ñèñòåìà
ïîìåùåíà â íèçêîòåìïåðàòóðíûé òåðìîñòàò, êèíê áóäåò äâèãàòüñÿ ïðåèìóùåñòâåííî âäîëü àäèàáàòè÷åñêîé
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Ðèñ. 3.1. Äâå ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè ñâÿçàííûõ ÷àñòèö â ìîäåëè ÔÊ, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó êèíêó öåïè:
(a) óñòîé÷èâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìóìó, è (b) íåóñòîé÷èâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåäëîâîé òî÷êå ÏÍ ïîòåíöèàëüíîãî
ýíåðãåòè÷åñêîãî ðåëüåôà.

òðàåêòîðèè. Ïðè êîíå÷íûõ ñêîðîñòÿõ, äâèæåíèå êèíêà áóäåò ñëàáî îòëè÷àòüñÿ îò äâèæåíèÿ âäîëü àäèàáàòè÷åñêîé
òðàåêòîðèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÏÍ ïîòåíöèàë äëÿ äâèãàþùåãîñÿ âäîëü äèñêðåòíîé öåïè êèíêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

VPN (X) = U(. . . , un−1, un, un+1, . . .)
∣∣∣∣
x∈àäèàáàò. òðîåê.

. (3.2)

Äëÿ òîãî ÷òî áû ââåñòè êîëëåêòèâíóþ êîîðäèíàòó X, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå öåíòðà êèíêà, ìû ïðåäñòàâèì
êîîðäèíàòû àòîìîâ â âèäå

un = f(nas −X), (3.3)
ãäå ôóíêöèÿ f(x) çàäàåò ïðîôèëü êèíêà. Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè, ò.å. ïðè g � 1, ôóíêöèÿ f(x) ñîâïàäàåò
ñ ôóíêöèåé (1.19) äëÿ ÑÃ êèíêà. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x) îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìû ÑÃ êèíêà è ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå, f(x) = u

(SG)
k (x) + ∆uad(x), ãäå ôóíêöèÿ ∆uad(x) íàçûâàåòñÿ �àäèàáàòè÷åñêîé

îáëîæêîé� êèíêà. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.3), êîîðäèíàòó öåíòðà êèíêà ìîæíî îïðåäåëèòü êàê [146]

X = − σ

as

∫
x f ′(x−X) dx, (3.4)

ãäå f ′(x) = df(x)/dx. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû ñ îäíèì èçîëèðîâàííûì êèíêîì áîëåå óäîáíî
îïðåäåëèòü êîîðäèíàòó X, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (3.4) ïî ÷àñòÿì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü X = σ

∑
n un + C,

ãäå ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ C îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû òî÷êà X = 0 ñîîòâåòñòâîâàëà ïîëîæåíèþ êèíêà â
ìèíèìóìå ÏÍ ïîòåíöèàëà (íàïðèìåð, íà óçëå n = 0).

Àìïëèòóäà EPN ÏÍ ïîòåíöèàëà áûëà âû÷èñëåíà âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, â êâàçè-êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå [147]�
[154], äëÿ ïðåäåëà ñëàáûõ ñâÿçåé [155, 156], òàê æå è íåïîñðåäñòâåííî ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè [154, 155],[157]�
[161]. Äëÿ òîãî ÷òî áû îöåíèòü âåëè÷èíó ÏÍ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà, ïîäñòàâèì óðàâíåíèå (3.3) â ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ U è îïóñòèì äîáàâî÷íûé àäèàáàòè÷åñêèé ÷ëåí ê ÑÃ êèíêîâîé ôîðìå, ò.å. âîçüìåì f(x) = u

(SG)
k (x).

Òîãäà, ïðèáëèçèòåëüíî, un+1 áóäåò èìåòü âèä

un+1 ≈ un + asf
′
n, f ′n =

df(z)
dz

∣∣∣∣
z=(nas−X)

. (3.5)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà è ñîõðàíÿÿ òîëüêî ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîé ãàðìîíèêå, ìû
ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [149]

VPN (X) ≈
∞∑

l=0

Bl cos(lX) ≈ 1
2
EPN (1− cosX), (3.6)

ãäå
Bl =

16π2 lg

sinh
(
lπ2√g)

(
l2 +

1
2π2g

)
, l ≥ 1, (3.7)

òàê ÷òî �ãîëûé� ÏÍ ïîòåíöèàë äëÿ ñëó÷àÿ g � 1 çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

E
(0)
PN =

32π2 g

sinh
(
π2√g)

(
1 +

1
2π2g

)
≈ 64π2g exp

(−π2√g) . (3.8)
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Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ äâèãàþùåãîñÿ ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ v ≡ dX/dt � c âäîëü àäèàáàòè÷åñêîé òðàåêòîðèè
êèíêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Kk =
1
2

∑
n

(
dun
dt

)2

=
m

2

(
dX

dt

)2

, (3.9)

ãäå ýôôåêòèâíàÿ ìàññà êèíêà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì

m(X) ≡
∑
n

(
dun
dX

)2

=
∑
n

(f ′)2. (3.10)

Ïîäñòàâèâ ôîðìó ÑÃ êèíêà f(x) = u
(SG)
k (x) â óðàâíåíèå (3.10), äëÿ g � 1 ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [152],

m(X) ≈ m(SG) +
∞∑

l=1

Al cos(lX), (3.11)

ãäå
Al =

4l
sinh(lπ2√g)

. (3.12)

Âëèÿíèå íà ôîðìó êèíêîâ ýôôåêòîâ äèñêðåòíîñòè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà áûëî èçó÷åíî ÷èñëåííî â ðàáîòàõ [150,
152, 154, 159], à òàêæå àíàëèòè÷åñêè â [154],[160]�[162].

Â ñëó÷àå ñèëüíîé ñâÿçè, ò.å. ïðè g � 1, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ìåòîä, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé Ðîçåíàó [7].
Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò óáðàòü ñèíãóëÿðíîñòè â ñïåêòðå è ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî ïàðàìåòðó äèñêðåòíîñòè λ = 1

12 (as/d)2 � 1,

sinu− d2u

dx2
= λ

[(
du

dx

)2

sinu− d2u

dx2
cosu

]
. (3.13)

Ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ëåãêî íàéòè ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèé [27], è òàêàÿ
ïîïðàâêà èìååò ôîðìó

∆uad(z) ≈ −λσ (3 tanh z − z)
cosh z

. (3.14)

Êàê ñëåäóåò èç ýòîãî ðåçóëüòàòà, ïðèâåäåííàÿ øèðèíà äèñêðåòíîãî êèíêà d→ deff = d (1−λ). Òàêîé æå ðåçóëüòàò
÷èñëåííî âïåðâûå áûë ïîëó÷åí Êóðè è äð. [159] è Âèëëèñîì è äð. [152]. ßñíî, ÷òî óìåíüøåíèå øèðèíû êèíêà
äîëæíî ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ âåëè÷èíû ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà ÏÍ EPN , â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (3.8)
ýòîò ðîñò ìîæíî îöåíèòü êàê ñëåäóþùèé

∆EPN ≈ 2d∆d
a2
s

dE
(0)
PN

dg
= −2λg

dE
(0)
PN

dg
. (3.15)

Àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå EPN â ïðåäåëå êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå ïðîñòîé çàäà÷åé,
òàê êàê â ñòàíäàðòíîé ñõåìå òåîðèè âîçìóùåíèé ëþáîå èçìåíåíèå êèíêà âíîñèò ñâîé âêëàä â EPN âî âñåõ
ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé [161]. Îðèãèíàëüíûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûë ïðåäëîæåí Ôëàõîì è
Êëàäêî [154]. Îí ñîñòîèò â ïåðåïèñûâàíèè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ â äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ un,

g (un+1 + un−1 − 2un)− V ′sub(un) = 0, (3.16)

êàê äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(x),

ga2
s

d2u

dx2
− V ′sub(u) = [ρ(x)− 1]V ′sub(u), (3.17)

ãäå

ρ(x) =
∞∑

n=−∞
δ(x− nas) = as

[
1 + 2

∞∑

k=1

cos
(

2πkx
as

)]
, (3.18)

è çàòåì â ðàññìîòðåíèè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.17) êàê ìàëîãî âîçìóùåíèÿ óðàâíåíèÿ ÑÃ. Ðåçóëüòàò
ïðèáëèæåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé ìîæåò áûòü íàéäåí êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÑÃ ñ îðèãèíàëüíûì
ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè Vsub, çàìåíåííûì íà ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë

Veff = Vsub − 1
24g

( as
2π
V ′sub

)2

. (3.19)
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Ýòîò ïîäõîä â äàëüíåéøåì áûë ðàçâèò Êëàäêî è äð. [163] (ñì. òàêæå äèñêóññèþ â ðàáîòå Êåâðåêèäåñà è äð. [164]).
Â ÷àñòíîñòè, ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â óðàâíåíèè (3.8) äîëæåí áûòü ïîäïðàâëåí êàê

exp(−π2√g) → exp
(
−π2√g/

√
1− 1/12g

)
.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå â ãëàâå 5, óðàâíåíèå (3.16) äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîíôèãóðàöèé ìîæíî ñâåñòè ê
ñòàíäàðòíîìó îòîáðàæåíèþ Òåéëîðà-×èðèêîâà äëÿ íåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé äâóõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû, è ïîýòîìó ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.16) ñîîòâåòñòâóþò ìíîãîîáðàçèþ òðàåêòîðèé îòîáðàæåíèÿ.
Â ÷àñòíîñòè, êèíêè ñîîòâåòñòâóþò äâóì ãîìîêëèíè÷åñêèì îðáèòàì ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ, óñòîé÷èâîìó è
íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèÿì. Â òî÷íî èíòåãðèðóåìîì óðàâíåíèè ÑÃ ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåêðûâàþòñÿ; íî â
äèñêðåòíîé ñèñòåìå ÔÊ îíè ðàçëè÷íû è õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçíûìè ýíåðãèÿìè. Ðàçíèöà ìåæäó ýòèìè ýíåðãèÿìè
îïðåäåëÿåò ÏÍ ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð , îí òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ óãëîì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé â òî÷êå,
áëèæàéøåé ê ñåðåäèíå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôèêñèðîâàííûìè òî÷êàìè. Ýòîò óãîë áûë âû÷èñëåí Ëàçóòêèíûì
è äð. [153] â ïðåäåëå g →∞, è ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó äëÿ ÏÍ ýíåðãèè

EPN = Ag exp
(−π2√g) , (3.20)

ãäå ÷èñëåííûé ìíîæèòåëüA = 712.26784... Ñðàâíèâàÿ ýòîò òî÷íûé ðåçóëüòàò ñ "ãîëîé" ÏÍ ýíåðãèåé, îïðåäåëåííîé
â óðàâíåíèè (3.8), ìû íàõîäèì, ÷òî â ïðåäåëå ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáëîæêà êèíêà ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ
ýíåðãèè ÏÍ â 1.13 ðàç.

Ðèñ. 3.2. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëüíîãî ðåëüåôà ÏÍ EPN îò íîðìàëèçîâàííîé øèðèíû êèíêà d/as =
√
g.

Ñïëîøíûå ëèíèè: ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû Äæîñà [155] è Ñòàíöèîôà è äð. [160]; ïóíêòèðíûå: ðåçóëüòàò ïðèáëèæåíèÿ
ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ; ïóíêòèðíî-òî÷å÷íûå: ðåçóëüòàò êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, g � 1, ïàðàìåòðû êèíêà ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû â ñàìîì
ïðîñòîì ïðèáëèæåíèè, åñëè ìû ïðåíåáðåæåì ñìåùåíèÿìè àòîìîâ îò ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè äëÿ âñåõ
÷àñòèö, êðîìå íàõîäÿùèõñÿ â ÿäðå êèíêà. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì (ñì. ññûëêè [155, 165]):m ≈ 1,
εk ≈ 2π2g (1− 2g) è EPN ≈ 2− π2g.

Áîëåå àêêóðàòíûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè òåîðèè åäèíñòâåííîé àêòèâíîé ÿ÷åéêè, ðàçâèòîé
Êëàäêî è äð. [163]. Â ýòîì ïîäõîäå, àòîìû âáëèçè ÿäðà êèíêà ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷íî, â òî âðåìÿ êàê âñå
îñòàëüíûå àòîìû îïèñûâàþòñÿ ëèíåàðèçîâàííûì óðàâíåíèåì (3.16) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èõ ñìåùåíèÿ èç
ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ìàëû. Ïîñëå ýòîãî äâà ðåøåíèÿ, îäíî äëÿ àòîìîâ ÿäðà êèíêà è äðóãîå äëÿ
âñåõ îñòàëüíûõ àòîìîâ, ñîãëàñóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó äëÿ ñèëû
ÏÍ,

FPN ≈
[
(2z − 4g − 1)1/2 − f(g) cos−1 f(g)

]
[1 + f(g)]−1, (3.21)
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ãäå z ≡ √1 + 4g è
f(g) = 2

{
1− (1 + g)

(1 + 2g + z)

}
. (3.22)

Ôóðóÿ è Îçîðèî äå Àëìåèäà [156] ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèé εk è EPN â ñëó÷àå g < 1 èñïîëüçîâàëè ïîäõîä
ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïî ýíåðãèè ñîñòîÿíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 3.1(a),
õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíåðãèåé

εk ≈ 2
[
1− cos

(
2πg

1 + 3g

)]
+
g

2

[
2π

(1 + g)
(1 + 3g)

]2

. (3.23)

Ñåäëîâîå ñîñòîÿíèå, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 3.1(b), èìååò ýíåðãèþ

εsaddle = εk + EPN ≈ 2(2− cosβ) +
g

2

[
π2 +

(
β +

1
β

sinβ
)2
]
, (3.24)

ãäå
β =

2πg
(1 + 2g) +

√
1 + 4g

.

Çàâèñèìîñòü EPN îò ïàðàìåòðà d/as ≡ √g ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.2.
Âëèÿíèå äèñêðåòíîñòè öåïè íà âçàèìîäåéñòâèå äâóõ êèíêîâ áûëî ïðîàíàëèçèðîâàíî ÷èñëåííî Äæîñîì [155].

Áûë ïîêàçàí ýêñïîíåíöèàëüíûé çàêîí êèíê-êèíêîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

v
(FK)
int (R) = Ae−γR/d, (3.25)

äåéñòâóþùèé äëÿ ðàññòîÿíèé R > 3as è äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà g, õîòÿ êîýôôèöèåíòû A è γ ïðè g < 5
çàâèñÿò îò g; â ÷àñòíîñòè, äëÿ g → 0, A(g) ≈ 4π2g (ñì. íèæå ãëàâó 5). Ïðèñóòñòâèå êèíêà â öåïè èçìåíÿåò
ïëîòíîñòü ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû [166], ýòîò ýôôåêò âàæåí â çàäà÷àõ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè çàäà÷è
ÔÊ è áóäåò îáñóæäàòüñÿ äàëåå â ãëàâå 6.

3.2 Äèíàìèêà êèíêîâ
3.2.1 Ýôôåêòèâíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

Â äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ êèíêà, äâèãàþùåãîñÿ
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Èç çà äèñêðåòíîñòè ðåøåòêè äâèæóùèéñÿ êèíê èçëó÷àåò ëèíåéíûå âîëíû (ôîíîíû).
Ýòî îäèí èç îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, îáúÿñíÿþùèõ ïîòåðè ýíåðãèè äèñëîêàöèé íà èçëó÷åíèÿ, îáíàðóæåííûå
äëÿ ðàçëè÷íûõ (áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ) äèñêðåòíûõ ìîäåëåé [167]�[170].

Äëÿ êèíêà, äâèãàþùåãîñÿ â öåïè ÔÊ, ýôôåêòû èçëó÷åíèÿ áûëè èçó÷åíû ÷èñëåííî íåñêîëüêèìè ãðóïïàìè.
Îñíîâûâàÿñü íà âñåñòîðîííèõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòà Êóðè è äð. [159], ìû ìîæåì îáñóäèòü îáùèå ñâîéñòâà
äèíàìèêè ÔÊ êèíêîâ â äèñêðåòíûõ öåïÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû íà÷íåì ñ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ñ
ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì êèíêó, ò.å. âîçüìåì îäíî-êèíêîâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÑÃ ñ íåêîòîðîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, un→−∞ = 0 è un→+∞ = −σas, òî òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ íèêîãäà íå âûéäåò íà óñòîé÷èâîå
ñîñòîÿíèå. Â íà÷àëå ýòî ñîñòîÿíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â èçëó÷åíèå è îäèíàðíûé "îäåòûé" êèíê, ò.å. â êèíê ñ
ìîäèôèöèðîâàííîé äèñêðåòíîñòüþ ðåøåòêè ôîðìîé. Â ðåçóëüòàòå, êèíê áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî öåïè íå
ñâîáîäíî, íî ñ îñöèëëèðóþùåé ñêîðîñòüþ, îñöèëëÿöèè âîçíèêàþò èç çà äèñêðåòíîñòè ðåøåòêè. Äâèãàÿñü ñ
èçìåíÿþùåéñÿ ñêîðîñòüþ, òàêîé êèíê òåðÿåò ñâîþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íà èçëó÷åíèå ôîíîíîâ è, â êîíå÷íîì
ñ÷åòå, îí áóäåò çàõâà÷åí ÏÍ ïîòåíöèàëîì, êîãäà åãî ñêîðîñòü ñòàíåò íèæå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ
vPN . Êèíê, çàõâà÷åííûé ïîòåíöèàëîì ÏÍ, îñöèëëèðóåò âáëèçè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, íåïðåðûâíî
èçëó÷àÿ ôîíîíû è âñå áîëåå ïðèáëèæàÿñü ê ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ñòàöèîíàðíîé
êîíôèãóðàöèè.

Òàêîå ïîâåäåíèå ìîæíî ëåãêî ïîíÿòü â ðàìêàõ ïðîñòîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ýôôåêòèâíîé ÷àñòèöû ìàññû m,
äâèãàþùåéñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå, êîãäà åå îáùàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëåíà êàê

E =
m

2

(
dX

dt

)2

+ VPN (X). (3.26)

Åñëè ýíåðãèÿ E ïðåâîñõîäèò ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð ÏÍ, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìóìó ïîòåíöèàëà VPN (X), òî
÷àñòèöà áóäåò äâèãàòüñÿ âäîëü öåïè è åå ïîëîæåíèå áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì

X(t) = 2 am (ωPN t/k; k) , (3.27)
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ãäå k =
√
EPN/E � ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè ßêîáè. Ñêîðîñòü ÷àñòèöû áóäåò ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿòüñÿ

âáëèçè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñ ÷àñòîòîé

ωtrav(E) =
ωPN

2kK(k)
=
〈
dX

dt

〉(
2π
as

)
, (3.28)

îáóñëîâëåííîé ïåðèîäè÷åñêèì ðåëüåôîì ÏÍ.
Â äðóãîì ñëó÷àå, êîãäà 0 < E < EPN , ýôôåêòèâíàÿ ÷àñòèöà (êèíê) îñòàåòñÿ çàõâà÷åííîé îäíèì èç

ìèíèìóìîâ ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, è êîîðäèíàòû ÷àñòèöû áóäóò îñöèëëèðîâàòü ñîãëàñíî çàêîíó

X(t) = 2 sin−1[k̃ sn(ωPN t; k̃)], (3.29)

ãäå íà ýòîò ðàç ìîäóëè ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè k̃ =
√
E/EPN = k−1. ×àñòîòà îñöèëëÿöèé êèíêà äàåòñÿ

âûðàæåíèåì
ωtrap(E) =

πωPN

2K(k̃)
, (3.30)

òàê ÷òî 0 < ωtrap(E) < ωtrap(0) ≡ ωPN , ãäå

ω2
PN =

1
m

(
d2VPN (X)

dX2

)∣∣∣∣
X=0

≈ EPN
2m

(3.31)

åñòü ÷àñòîòà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé âáëèçè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà ÏÍ, êîòîðóþ íàçûâàþò ÷àñòîòîé ÏÍ.
Äëÿ äèñêðåòíîé ÔÊ öåïè îáùàÿ ýíåðãèÿ êèíêà E íå ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùåéñÿ âåëè÷èíîé èç-çà îáóñëîâëåííîé

íåëèíåéíîñòüþ åãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ðàçëè÷íûìè ìîäàìè, âêëþ÷àÿ ôîíîíû. Ïîýòîìó äâèæåíèå êèíêà ïî öåïè
ìîæåò áûòü îïèñàíî ïðè ïîìîùè ìîäåëè ýôôåêòèâíîé ÷àñòèöû òîëüêî ïðèáëèæåííî, è òàêàÿ äèíàìèêà äîëæíà
áûòü ìîäèôèöèðîâàíà äîïîëíèòåëüíûìè ïðîöåññàìè âîçáóæäåíèÿ ôîíîííûõ ìîä. Äåéñòâèòåëüíî, äâèãàþùèéñÿ
ïî öåïè ñ ìåíÿþùåéñÿ ñêîðîñòüþ êèíê èëè êèíê çàõâà÷åííûé äèñêðåòíîñòüþ ðåøåòêè è îñöèëëèðóþùèé
âáëèçè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà ÏÍ, ïðîèçâîäèò ýôôåêòèâíóþ îñöèëëèðóþùóþ ñèëó íà ôîíîííóþ ïîäñèñòåìó
ñ ÷àñòîòàìè nωtrav èëè nωtrap (n = 1, 2, . . .), ñîîòâåòñòâåííî. Òàêàÿ îñöèëëèðóþùàÿ ñèëà ãåíåðèðóåò ôîíîíû,
ïîýòîìó ýíåðãèÿ êèíêà óáûâàåò, òðàíñôîðìèðóÿñü â ýíåðãèþ âîçáóæäåííûõ ôîíîííûõ ìîä. Äëÿ ó÷åòà ýòîãî,
ââåäåííóþ âûøå ôåíîìåíîëîãèþ ýôôåêòèâíîé ÷àñòèöû íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü äîáàâëåíèåì ýôôåêòèâíîé
ñèëû òðåíèÿ

F (fr) = −mηdX
dt
, (3.32)

êîòîðàÿ îáåñïå÷èò îêîí÷àòåëüíûé çàõâàò êèíêà ïîòåíöèàëîì ÏÍ. Ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ
η â óðàâíåíèè (3.32) ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ýòà çàâèñèìîñòü áóäåò îáñóæäàòüñÿ äàëåå
â ïàðàãðàôå 7.2.

Àäèàáàòè÷åñêàÿ äèíàìèêà êèíêà â äèñêðåòíîé ÔÊ öåïè áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà àíàëèòè÷åñêè Èøèìîðè
è Ìóíàêàòà [150] ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè âîçìóùåíèÿ ñîëèòîíîâ, ðàçâèòîé ðàíåå ÌàêËàôëèíîì è Ñêîòòîì
[86], äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè ìàëû, ò.å. λ = (1/12)as/d)2 � 1. Èøèìîðè è Ìóíàêàòà [150]
âû÷èñëèëè ýôôåêòèâíîå òðåíèå èç-çà èçëó÷åíèÿ ôîíîíîâ è ïîêàçàëè, ÷òî äâèæóùèéñÿ êèíê èçëó÷àåò ôîíîíû
ïðåèìóùåñòâåííî â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì ê äâèæåíèþ. Áîëåå òùàòåëüíîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè êèíêà â
äèñêðåòíîé ÔÊ öåïè áûëî ïðîâåäåíî Ïåéðàðîì è Êðóñêàëîì [171], Áóøåì è äð. [172] ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëåíû íèæå íà ðèñ. 3.3 è 3.4; îíè ïîêàçûâàþò
èçìåíåíèå ñêîðîñòè êèíêà â ñëó÷àÿõ äâèãàþùåãîñÿ è çàõâà÷åííîãî ñîñòîÿíèé.

Äî îáñóæäåíèÿ ñâîéñòâ, îáíàðóæåííûõ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè, ìû ââåäåì ïëîòíîñòü ôîíîííûõ
ñîñòîÿíèé ρ(ω), îïðåäåëåííóþ â îäíîìåðíîé ðåøåòêå êàê (ñì., íàïð., ññûëêó [173])

ρ(ω) =
2
π

ω√
(ω2 − ω2

min)(ω2
max − ω2)

(3.33)

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè ∫ ωmax

ωmin

dω ρ(ω) = 1.

Ôóíêöèÿ ρ(ω) ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè íà êîíöàõ çîíû ôîíîííîãî ñïåêòðà ωmin è ωmax.
Àíãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ðåøåòêè ïðèâîäÿò ê âîçáóæäåíèþ ãàðìîíèê âûñøåãî ïîðÿäêà â ôîíîííîì

ñïåêòðå. Ýòî ìîæåò ïðîèñõîäèòü âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ ýôôåêòèâíîé ýíåðãèè äâèæóùåãîñÿ èëè çàõâà÷åííîãî
êèíêà ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé ðåçîíàíñà

k1ωk = k2ωph(κ), (3.34)
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ãäå ωk ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå ωtrav èëè ωtrap â çàâèñèìîñòè îò òèïà äâèæåíèÿ êèíêà â öåïè, à öåëûå ÷èñëà k1

è k2 îòâå÷àþò çà ïîðÿäîê ðåçîíàíñà. Ýôôåêòèâíîå òðåíèå áóäåò íàèáîëüøèì çà ñ÷åò ðåçîíàíñíîãî ïåðåíîñà
ýíåðãèè â ôîíîííóþ ïîäñèñòåìó ïðè k1 = k2 = 1 è ÷àñòîòå ωph, áëèçêîé ê îäíîìó èç êîíöîâ ôîíîííîãî ñïåêòðà,
ãäå ïëîòíîñòü ôîíîíîâ èìååò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì áîëåå äåòàëüíî
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ äâèãàþùèõñÿ è çàõâà÷åííûõ êèíêîâ.

3.2.2 Äâèæóùèåñÿ êèíêè

Ìû â íà÷àëå èçó÷èì îáùèå ñâîéñòâà äèíàìèêè áûñòðûõ êèíêîâ â äèñêðåòíîé öåïè. Òèïè÷íûé ïðèìåð ýâîëþöèè
êèíêà, äåìîíñòðèðóþùèé èçìåíåíèå åãî ñêîðîñòè, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.3. Îí îñíîâàí íà ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòàõ
Ïåéðàðà è Êðóñêàëà [171]. Áûñòðûé êèíê çàïóñêàåòñÿ íà íåêîòîðîé (îòíîñèòåëüíî áîëüøîé) ñêîðîñòè v0 < c.
Åãî ñêîðîñòü áûñòðî ïîíèæàåòñÿ ñ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ê "êðèòè÷åñêîìó" çíà÷åíèþ v1 â òå÷åíèå íåêîòîðîãî
âðåìåííîãî èíòåðâàëà t1 � ñì. ðèñ. 3.3 (êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü v1 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0).
Äëÿ t < t1, êîãäà v > v1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ωmin < ωtrav < ωmax, (3.35)

ýòî óñëîâèå îáúÿñíÿåò âûñîêóþ ñòåïåíü ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü, íàáëþäàåìûõ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè.

Ðèñ. 3.3. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè êèíêà â ÔÊ öåïè ñ √g = 0.95. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò â öåïè âîçáóæäàåòñÿ êèíê ñî ñêîðîñòüþ
v0 = 0.8 c. Ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò èñ÷åçíîâåíèå ðåçîíàíñîâ k1 = k2 = 1 (ïðè t = t1) è k1 = 2, k2 = 1 (ïðè
t = t2) [171].

Îäíàêî â òî÷êå t = t1 ðåçîíàíñ ïåðâîãî ïîðÿäêà èñ÷åçàåò è âûçâàííîå èçëó÷åíèåì òîðìîæåíèå êèíêà òåïåðü
ñòàíîâèòñÿ ñâÿçàííûì òîëüêî ñ ðåçóëüòàòîì ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà (k1 = 2, k2 = 1). Âðåìÿ ïåðåõîäà t1
÷åòêî íàáëþäàåòñÿ ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè êàê òî÷êà, ãäå ýôôåêòèâíîå òðåíèå η ðåçêî ïîíèæàåòñÿ (ñì.
ðèñ. 3.3). Ñîîòâåòñòâåííî, èçëó÷åíèå êèíêà ñòàíîâèòüñÿ ìåíüøå è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êèíêà óáûâàåò
çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå.

Àíàëîãè÷íî, ïðè t = t2 (ò.å. êîãäà ñêîðîñòü êèíêà ïåðåñåêàåò çíà÷åíèå vk = v2) èñ÷åçàåò ðåçîíàíñ âòîðîãî
ïîðÿäêà (ò.å. ðåçîíàíñíîå óñëîâèå ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ) è ïðè t > t2 ñêîðîñòü êèíêà ìåíÿåòñÿ äàæå åùå
ìåäëåííåå (ñì. ðèñ. 3.3). Ïîçäíåå êèíê çàõâàòûâàåòñÿ ÏÍ ðåëüåôîì â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t = ttrap,
êîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êèíêà äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýíåðãèè ÏÍ E = EPN . ×èñëåííûå
ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå ðàçëè÷íûìè ãðóïïàìè ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå g � 1 âðåìåííîé èíòåðâàë äî
çàõâàòà êèíêà ttrap î÷åíü áîëüøîé. Îäíàêî ýòî âðåìÿ ttrap ñòàíîâèòñÿ ìíîãî ìåíüøèì äëÿ óçêèõ êèíêîâ,
íàïðèìåð ïðè √g = 0.75 êèíê ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0 = 0.8 c íå ìîæåò ïðîéòè áîëüøå äâóõ øàãîâ öåïè,
â ðåçóëüòàòå ýòîãî îí ïî÷òè ñðàçó çàõâàòûâàåòñÿ äèñêðåòíîñòüþ ðåøåòêè. Î÷åíü ïîõîæåå ïîâåäåíèå êèíêà
íàáëþäàëè Êîìáñ è Èï [174] äëÿ äèíàìèêè êèíêà â äèñêðåòíîé ìîäåëè φ4.
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3.2.3 Çàõâà÷åííûå êèíêè

Ýâîëþöèÿ çàõâà÷åííûõ êèíêîâ áûëà ïðîàíàëèçèðîâàíà ÷èñëåííî, â ÷àñòíîñòè, Áóøîì è äð. [172]. Ðåçóëüòàòû,
ïîêàçàííûå íà ðèñ. 3.4, ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû ñïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì ñëó÷àþ äâèãàþùåãîñÿ êèíêà, ó÷èòûâàÿ
ñòðóêòóðó ôîíîííîãî ñïåêòðà è ïëîòíîñòü ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé.

Âî ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî ÷àñòîòà îñöèëëÿöèé çàõâà÷åííîãî êèíêà ωtrap ìåíÿåòñÿ îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ äî
ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ωPN . Êîãäà ÷àñòîòà ωtrap ðàñòåò, ïîðÿäîê ðåçîíàíñîâ ñ ôîíîííûìè ìîäàìè
ïîíèæàåòñÿ, äëÿ îïðåäåëåííûõ ãàðìîíèê ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïåðåñå÷åíèå ñ ãðàíè÷íîé ÷àñòîòîé ôîíîííîãî
ñïåêòðà, îáåñïå÷èâàþùåå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ðåçîíàíñà, äàæå åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îíî íå
âûïîëíÿëîñü. Ñëåäîâàòåëüíî, èçëó÷åíèå êèíêîì ôîíîíîâ äîëæíî âîçðàñòàòü. Îäíàêî, â òèïè÷íîé ñèòóàöèè
âåëè÷èíà ÷àñòîòû ÏÍ, ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà ðåøåòêè g

ωPN (g) ≈
{

2π6

3
g
√
g

sinh(π2√g)

(
1 +

1
2π2g

)}1/2

, (3.36)

ìíîãî ìåíüøå ãðàíè÷íîé ÷àñòîòû ôîíîííîé çîíû ωmin = 1, è ïîýòîìó òàêîé êèíê ìîæåò èçëó÷àòü ôîíîíû
òîëüêî çà ñ÷åò ãàðìîíèê âûñîêîãî ïîðÿäêà, ò.å. çà ñ÷åò ãàðìîíèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ áîëüøèì ÷èñëàì óñëîâèÿ
ðåçîíàíñà (3.34). Íàïðèìåð, ÷àñòîòà ÏÍ âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëå (3.36) ïðè g = 1 èìååò çíà÷åíèå ωPN ≈ 0.18
(ñòðîãàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ÷àñòîòû ωPN áûëà ïðåäëîæåíà Áóøîì è Âèëëèñîì [175], ñì. òàêæå ññûëêó [176])
è äëÿ ðåçîíàíñíîãî ãåíåðèðîâàíèÿ ôîíîíîâ îñöèëëèðóþùèì êèíêîì íåîáõîäèìî â óðàâíåíèè (3.34) âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ k2 ≥ 6. Ìåäëåííî èçìåíÿÿ ñâîþ ÷àñòîòó, êèíê ðåçêî óâåëè÷èâàåò èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, êîãäà
åãî ÷àñòîòà (èëè ÷àñòîòû áîëåå âûñîêîé ãàðìîíèêè) ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ôîíîííîãî ñïåêòðà, ãäå ïëîòíîñòü
ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé ìàêñèìàëüíà. Ýòî ïðèâîäèò ê îñîáåííîñòÿì âî âðåìåííîé ýâîëþöèè êîîðäèíàòû êèíêà,
ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3.4.

Ðèñ. 3.4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ (a) îñöèëëÿöèé êîîðäèíàòû
êèíêà X(t) è (b) ìãíîâåííûé ïîéíòèíãîâûé ïîòîê èçëó÷åíèÿ
ôîíîíîâ âäàëè îò êèíêà, çàõâà÷åííîãî ïîòåíöèàëîì ÏÍ äëÿ öåïè
ÔÊ ñ g = 0.791. Ëåãêî çàìåòèòü ïîÿâëåíèå íîâûõ ðåçîíàíñîâ ñ k1 = 5,
k2 = 1 (ïðè t = t1) è k1 = 4, k2 = 1 (ïðè t = t2) [172].

Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû äëÿ îöåíêè îáóñëîâëåííîãî èçëó÷åíèåì êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η äîâîëüíî äëèííû
è ñëîæíû äëÿ èõ äåòàëüíîãî îáñóæäåíèÿ. Îäíàêî, ìû äîëæíû óïîìÿíóòü, ÷òî ïåðâîå àíàëèòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå
èçëó÷åíèÿ êèíêà áûëî ïðîâåäåíî Èøèìîðè è Ìóíàêàòà [150]. Ýòî âû÷èñëåíèå áûëî îñíîâàíî íà ïðèáëèæåíèè
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîëèòîííîé òåîðèè âîçìóùåíèÿ, íî êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû íå âîñïðîèçâîäèëè õîðîøî äèíàìè÷åñêèå
ñâîéñòâà êèíêîâ, íàáëþäàåìûå ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Ãðóáûå îöåíêè Ïåéðàðà è Êðóñêàëà [171] õîðîøî
ñîãëàñóþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè, è ñëåäîâàòåëüíî îíè ÿâëÿþòñÿ áîëåå òî÷íûìè.
Ïîçæå Âèëëèñ è äð. [152] ïðåäëîæèëè ñòðîãóþ ïðîöåäóðó (ñì. òàêæå ññûëêó [177], ãäå äëÿ íàõîæäåíèÿ
ýôôåêòèâíîãî òðåíèÿ áûëà ðàçâèòà òåõíèêà ïðîåêöèîííûõ îïåðàòîðîâ, è ðàáîòó Èøèìîðè è Ìóíàêàòà [178]).
Îñíîâíîé èäååé èõ ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå êèíêîâûõ ðåøåíèé â äèñêðåòíîì ñëó÷àå â âèäå un(t) =
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f [nas − X(t)] + qn(t) è ðàçâèòèå ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà äëÿ êîîðäèíàòû êèíêà X(t) è ñîïðÿæåííîãî ñ
íåé ìîìåíòà P (t) = m(t)(dX/dt), êîòîðûå òðàêòóþòñÿ êàê êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå, âûäåëåííûå èç ïîëíîãî
ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ. Ïåðåìåííûå qn(t) è ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû pn(t) = dqn/dt
îïèñûâàþò îáëàñòü èçëó÷åíèÿ è îòêëîíåíèå ôîðìû êèíêà îò ñîîòâåòñòâóþùåãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ,
ïîëó÷åííîãî â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè. Ââåäåíèå ýòèõ äâóõ íîâûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ òðåáóåò
âûïîëíåíèÿ äâóõ îãðàíè÷åíèé

C1 ≡
∑
n

f ′nqn = 0 è C2 ≡
∑
n

f ′npn = 0, (3.37)

à òàêæå ìîäèôèêàöèè ñêîáîê Ïóàññîíà {X,P} = 1 è {qn, pm} = δn,m. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàòåì ïîëó÷àþòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè c Ãàìèëüòîíîâûì ôîðìàëèçìîì: dθ/dt = {θ,H}, ãäå θ îáîçíà÷àåò îäíó èç êàíîíè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõX, P , qn è pn, à ÷àñòîòà ÏÍ çàòåì íàõîäèòñÿ ïðè ëèíåàðèçàöèè ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ ìàëîàìïëèòóäíûõ
êîëåáàíèé. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà äàåò îòëè÷íîå ñîãëàñèå ñ ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì è ó÷èòûâàåò ýôôåêòèâíóþ
ðåíîðìàëèçàöèþ ôîðìû êèíêà èç-çà ñèëüíîé äèñêðåòíîñòè ÔÊ ìîäåëè.

3.2.4 Êðàòíûå êèíêè

Äëÿ ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ò.å. äëÿ g ≤ g4π ≈ 0.2025, îòòàëêèâàíèå ìåæäó êèíêàìè òîæå ñëàáî, ïîýòîìó
îíî ìîæåò ñîïåðíè÷àòü ñ ïðèòÿãèâàþùåé ñèëîé ýôôåêòèâíîãî ÏÍ ïîòåíöèàëà. Òàê, äâà (èëè äàæå áîëüøå)
êèíêà ìîãóò áûòü çàõâà÷åíû äèñêðåòíîñòüþ ðåøåòêè, îáðàçóÿ ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå, äâèãàþùååñÿ êàê åäèíûé
ìóëüòèêèíê. Òàêèå 4π-êèíêè, òàêæå êàê è 6π-êèíêè, áûëè âïåðâûå îáíàðóæåíû ÷èñëåííî Ïåéðàðîì è Êðóñêàëîì [171],
êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî òàêèå ìóëüòèêèíêîâûå ñòðóêòóðû äîâîëüíî óñòîé÷èâû, ÷òîáû áûòü ëåãêî îáíàðóæåííûìè
ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Ïåéðàð è Êðóñêàë [171] íàøëè, ÷òî ñêîðîñòü òàêîãî ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ êèíêîâ
íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, îíà çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà öåïè g. Íà ðèñóíêå 3.5 ïîêàçàíû ÷èñëåííûå
ðåçóëüòàòû äëÿ ñêîðîñòè 4π- è 6π-êèíêîâ, îáîçíà÷åííûõ ñîîòâåòñòâåííî êàê v4π è v6π. Íåîæèäàííî îêàçàëîñü,
÷òî ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ v ∼ c òàêèå ìóëüòèêèíêè îñòàþòñÿ óñòîé÷èâûìè äàæå ïðè g > g2nπ, ãäå g2nπ �
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé æåñòêîñòè, íèæå êîòîðîé n ñòàöèîíàðíûõ 2π-êèíêîâ ìîãóò áûòü çàõâà÷åíû
âìåñòå êàê ìóëüòèêèíê â îäíîé âïàäèíå ÏÍ ïîòåíöèàëà (çíà÷åíèå g2nπ çàâèñèò îò ïîðÿäêà ìóëüòèêèíêà
n). Áîëåå òîãî, ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ äëÿ òàêèõ òèïîâ ìóëüòèêèíêîâûõ ðåøåíèé ñòàíîâèòñÿ
ïðåíåáðåæèìî ìàëûì è ïîçâîëÿåò ìóëüòèêèíêó äâèãàòüñÿ ïî ðåøåòêå áåç çàìåòíûõ ïîòåðü íà èçëó÷åíèå.

Ðèñ. 3.5. Ñêîðîñòè v4π (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è v6π (ïóíêòèðíàÿ
êðèâàÿ) 4π- è 6π-êèíêîâ êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà √g = d/as â
ÔÊ ìîäåëè [171].

Ïîëíîå ïîíèìàíèå ïðè÷èí ñóùåñòâîâàíèÿ ìóëüòèêèíêîâ â äèñêðåòíûõ ðåøåòêàõ ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ
â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè âñå åùå îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé, îäíàêî ÿñíî, ÷òî òàêèå ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâÿòñÿ
âîçìîæíûìè èç-çà ëîðåíöîâñêîãî ñîêðàùåíèÿ øèðèíû êèíêà ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ. Äëÿ î÷åíü óçêèõ êèíêîâ
ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè èãðàþò ãëàâíóþ ðîëü. "Ïåðâûé" 2π-êèíê ìóëüòèêèíêîâîé êîíôèãóðàöèè ïðîèçâîäèò
ïîçàäè ñåáÿ ñèëüíîå èçëó÷åíèå, êîòîðîå ïîìîãàåò ñëåäóþùåìó çà íèì êèíêó ïðåîäîëåâàòü ÏÍ áàðüåðû. Òàêèì
îáðàçîì, ñòàáèëüíîñòü êðàòíîãî êèíêà ìîæíî îáúÿñíèòü êàê ðåçóëüòàò "êîìïåíñàöèè" âîëí, èçëó÷àåìûõ
ñîñòàâëÿþùèìè êèíêàìè, êîãäà ýòè âîëíû íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâîôàçå. Âîëíû ãàñÿò äðóã äðóãà, òàê ÷òî ñîñòàâíîé
äâîéíîé êèíê äâèãàåòñÿ ïî÷òè áåç èçëó÷åíèÿ ôîíîíîâ.

Äâîéíûå 4π-êèíêè áûëè èçó÷åíû ÷èñëåííî Ñàâèíûì è äð. [179] ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìîãî ïñåâäî-
ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà [180]. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëåííî âñå ðåøåíèÿ, èìåþùèå âèä áåãóùåé âîëíû
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v. Ðåøåíèå ýòîãî òèïà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå un(t) = u(nas − vt) ≡ u(z), ãäå
êîíòèíóàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ z = nas−vt. Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.9) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ

v2 d
2u

dz2
+ sinu(z)− g [u(z + as) + u(z − as)− 2u(z)] = 0. (3.38)
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Åãî ðåøåíèÿ ìîæíî èñêàòü â âèäå êîíå÷íûõ ðÿäîâ Ôóðüå

u(z) ≈ u0(z) +
M∑

j=1

cjψj(z), (3.39)

ãäå u0(z) � íåêîòîðàÿ ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîäõîäÿùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [íàïðèìåð, äëÿ 4π-êèíêà ìîæíî
âçÿòü u0(z) = 8 tan−1 exp(z/d)], ψj(z) = sin(2πjz/L), è L = Nas � îáùàÿ äëèíà ÔÊ öåïè ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (3.39) â óðàâíåíèå (3.38) ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ
òèïà F (z) = 0, êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé z. Äàëåå, âû÷èñëÿÿ ýòó ôóíêöèþ äëÿ
M ðàçíåñåííûõ òî÷åê zi = (i − 1)L/2(M − 1), ïîëó÷èì ñèñòåìó M íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíîM íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ cj , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
èòåðàöèé Íüþòåíà-Ðàôñîíà èëè ãèáðèäíîãî ìåòîäà Ïàóåëëà. (Äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ÷èñëî M
íóæíî âçÿòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì, îáû÷íî âïîëíå äîñòàòî÷íî âçÿòü M = 100.) Çàìåòèì, ÷òî îïèñàííûé âûøå
ìåòîä ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êèíê ìîæåò äâèãàòüñÿ ñâîáîäíî è ïîòåðè íà èçëó÷åíèå ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóþò.

Èñïîëüçóÿ ýòó òåõíèêó, Ñàâèí è äð. [179] íàøëè öåëóþ èåðàðõèþ ñîñòîÿíèé äâîéíîãî êèíêà, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ
ðàçëè÷íûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ñîñòàâíûìè êèíêàìè. Êàæäîå èç ýòèõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé äèíàìè÷åñêè
óñòîé÷èâî ïðè íåêîòîðîì (ïðåäïî÷òèòåëüíîì) çíà÷åíèå ñêîðîñòè vk äëÿ äàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
Ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äâîéíîìó êèíêó, ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ g, òàê
÷òî ïàðàìåòð g äîëæåí áûòü îãðàíè÷åí ñíèçó: g > gk (g0 ≈ 0.13, g1 ≈ 0.31, g2 ≈ 0.5, è ò.ä.). Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî
ýòè ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî âñëåäñòâèå äèñêðåòíîñòè öåïè ÔÊ, â êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè îíè îòñóòñòâóþò.
Ñòîëêíîâåíèå äâóõ äâîéíûõ êèíêîâ ïðîèñõîäèò êâàçè-óïðóãî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé g è äåñòðóêòèâíî äëÿ
ìåíüøèõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé æåñòêîñòè, çäåñü ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ äâîéíûå êèíêè ðàñïàäàþòñÿ íà îòäåëüíûå
2π-êèíêè.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî õîòÿ òàêèå ìóëüòèêèíêîâûå ðåøåíèÿ ìîäåëè ÔÊ íå ìîãóò áûòü ñòàöèîíàðíûìè,
â ìîäåëèðîâàíèè Ñàâèíà è äð. [179] áûëî îáíàðóæåíî ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå äâóõ íåïîäâèæíûõ 2π-êèíêîâ,
ñâÿçàííûõ ÷åðåç áðèçåð. Òàêèì îáðàçîì, ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ äâóõ
íàíîïòåðîíîâ (ò.å. êèíêîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñöèëëèðóþùåì ôîíå), êîãäà èõ îñöèëëèðóþùèå àñèìïòîòèêè
àííèãèëèðóþò äðóã ñ äðóãîì.

Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, ïîêà åùå íåò òî÷íîãî îáúÿñíåíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìóëüòèêèíêîâ, õîòÿ áûëî ñäåëàíî
íåñêîëüêî ïîïûòîê ïîíÿòü ïðè÷èíó ýôôåêòîâ äàííîãî òèïà â êâàçèêîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè [181, 182].
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ó÷åñòü â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ïðîèçâîäíóþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ìû ïîëó÷èì
âîçìóùåííîå óðàâíåíèå ÑÃ â íîðìàëèçîâàííîé ôîðìå:

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
− β ∂

4u

∂x4
+ sinu = 0, (3.40)

ãäå ïàðàìåòð β = a2
s/12 îïèñûâàåò ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè.

Óðàâíåíèå (3.40) ó÷èòûâàåò ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè ÷åðåç äèñïåðñèîííûé ÷ëåí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà è ïðè β =
0 îíî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â õîðîøî èçâåñòíîå òî÷íî èíòåãðèðóåìîå óðàâíåíèå ÑÃ, êîòîðîå èìååò àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå äëÿ èçîëèðîâàííîãî 2π êèíêà, äâèãàþùåãîñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòüþ v < c. Â îòëè÷èå îò ýòîãî,
×àïíèñ è Êèâøàðü [182] ïîêàçàëè, ÷òî óðàâíåíèå (3.40) äëÿ β 6= 0 îáëàäàåò êëàññîì ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé
â ôîðìå 2nπ ìóëüòèêèíêîâ, äâèãàþùèõñÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè ñêîðîñòÿìè.

Ñëåäóÿ ×àïíèñó è Êèâøàðþ [182], ìû áóäåì èñêàòü ëîêàëèçîâàííîå ðåøåíèå òèïà êèíêà óðàâíåíèÿ (3.40),
êîòîðîå äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v (v2 < c2), ò. å., ìû ïîëîæèì u(z) = u(x − vt). Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå (3.40) è
áåðÿ u(z) ∝ eλz, ìû íàéäåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ â âèäå

λ2 =
1

2β

[
−(c2 − v2)±

√
(c2 − v2)2 + 4β

]
,

òàê ÷òî äëÿ β > 0 âñåãäà ñóùåñòâóþò äâà äåéñòâèòåëüíûõ è äâà ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òàêèì
îáðàçîì, íóëåâîå ñîñòîÿíèå u = 0 ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ (3.40), ñëåäîâàòåëüíî êèíêè, ÿâëÿþùèåñÿ
ãîìîêëèíè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè ê u = 0 (mod 2π), ìîãóò áûòü òîëüêî äëÿ èçîëèðîâàííûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè v
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà β [182].

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âñå ðåøåíèÿ ýòîãî òèïà, ìû â ïåðâóþ î÷åðåäü ôèêñèðóåì çíà÷åíèå β = 1/12.
Èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ñòðåëüáû, ïðèìåíåííûé ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ
u(z) è èñïîëüçóþùèé õîðîøî-óñòîé÷èâûé ìåòîä Íüþòîíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ/ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé, ìîæíî íàéòè íàáîð êèíêîïîäîáíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé. Ïåðâûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì,
÷òî ñîâñåì íå ñóùåñòâóåò 2π-êèíêîâûõ ðåøåíèé. Âìåñòî íèõ ñóùåñòâóåò äèñêðåòíîå ñåìåéñòâî 4π-êèíêîâ, à
èìåííî, ñóùåñòâóåò òîëüêî ÷åòûðå òàêèõ ðåøåíèÿ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé v. Ïåðâîå ðåøåíèå èìååò àíàëèòè÷åñêóþ
ôîðìó [181]
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Ðèñ. 3.6. ×åòûðå 4π-êèíêîâûõ ðåøåíèé ÑÃ óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà (3.40) ïðè β = 1/4. Âåëè÷èíû ñêîðîñòåé v/c äàíû â
îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [182].

u(z) = 8 tan−1 exp
[
(3β)1/4z

]
, (3.41)

ãäå
v2/c2 = 1− 2

√
β/3, (3.42)

ò.å. ìû èìååì v
(1)
4π /c =

√
2/3. Äðóãèå çíà÷åíèÿ: v(2)

4π /c ≈ 0.59498, v(3)
4π (3)/c ≈ 0.42373, è v(4)

4π /c ≈ 0.21109. Âñå ýòè
ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.6. Â äîïîëíåíèå ê 4π êèíêàì, ÷èñëåííûå äàííûå ïîêàçûâàþò íàëè÷èå çíà÷åíèé
v, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò 2nπ êèíêè äëÿ âñåõ n > 2. Çàâèñèìîñòü (3.42) äëÿ òàêèõ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé
íàïîìèíàåò ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû Ïåéðàðà è Êðóñêàëà [171], ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 3.5.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé β < 0 â óðàâíåíèè (3.40) ìîæåò òàêæå èìåòü ìåñòî â îáîáùåííûõ íåëèíåéíûõ
ðåøåòêàõ, åñëè ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå ñëåäóþùèõ ñîñåäåé, ò.å. åñëè ó÷åñòü òàê íàçûâàåìûå âèíòîâûå ÷ëåíû â
íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ [110]. Â ýòîì ñëó÷àå àíàëèç íàìíîãî ïðîùå. Ïîäîáíî íåëîêàëüíûì ÑÃ óðàâíåíèÿì [183], îí
ïðèâîäèò ê íåïðåðûâíîìó îòíîñèòåëüíî v ñåìåéñòâó ìóëüòèêèíêîâ. C ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, â ñëó÷àå
β < 0 ñîñòîÿíèå u = 0 ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ñåäëîâîãî öåíòðà ê ñåäëîâîìó ôîêóñó, è ïîýòîìó ñòðîãèå âàðèàöèîííûå
ïðèíöèïû äàþò ñåìåéñòâî óñòîé÷èâûõ 2nπ êèíêîâ äëÿ âñåõ n > 1.

3.3 Ïîòåíöèàë ïîäëîæêè îáùåãî âèäà

Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ÔÊ (1.1) � (1.5) îïèñûâàåò öåïî÷êó ÷àñòèö, ïîìåùåííóþ â ñòðîãî ñèíóñîèäàëüíûé
ïîòåíöèàë ïîäëîæêè. Îäíàêî, êàê áûëî îïèñàíî ðàíåå â ãëàâå 2, ðåàëèñòè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ìîäåëè ÷àùå
èñïîëüçóþò áîëåå ñëîæíûå òèïû ïîòåíöèàëîâ ïîäëîæêè, êîòîðûå õîòÿ è ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè,
íî ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðîñòîé ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîòåíöèàë ïîäëîæêè â ìîäåëè ÔÊ
ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïîòåíöèàëîì, âîçíèêàþùèì âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ öåïè ñ äðóãèìè ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû, ò. å. ñ àòîìàìè ïîäëîæêè. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñàìîå ïðîñòîå ïðèáëèæåíèå: (i) àòîìû ïîäëîæêè
îáðàçóþò ïðîñòóþ ðåøåòêó ñ îäíèì àòîìîì â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå; (ii) ðàçëîæåíèå Ôóðüå ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ
àïïðîêñèìèðóåòñÿ òîëüêî ïåðâîé ãàðìîíèêîé. Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ôîðìà ïåðèîäè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà Vsub(x) îòëè÷àåòñÿ îò ñèíóñîèäàëüíîé. Íàïðèìåð, äëÿ àòîìîâ àäñîðáèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòüþ
ìåòàëëà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè îáû÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ óçêèìè ÿìàìè, ðàçäåëåííûìè ïëîñêèìè áàðüåðàìè [184].
Áîëåå òîãî, åñëè ïîäëîæêà èìååò áîëåå ñëîæíóþ ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, òî ïîòåíöèàë Vsub(x) òîæå áóäåò èìåòü
áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó ñ íåñêîëüêèìè ìèíèìóìàìè è ìàêñèìóìàìè.

3.3.1 Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ñíà÷àëà ìû îáñóäèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ
ïåðèîäîì as = 2π è èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ìèíèìóì ïðè x ∈ (0, as) , ñêàæåì ïðè x = x0, è îäèí ìàêñèìóì
ïðè x = xm. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî Vsub(x0) = 0 è Vsub(xm) ≡ εs = 2. Êàê è ðàíåå,
ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñîðàçìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå öåïè èìååò òîëüêî îäèí àòîì íà ïåðèîä
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè as.

Îòêëîíåíèå ôîðìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè îò ñèíóñîèäàëüíîé ìåíÿåò ïàðàìåòðû êàê ëèíåéíûõ âîëí (ôîíîíîâ),
òàê è íåëèíåéíûõ ìîä (êèíêîâ). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî â ñèñòåìå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íîâûå êèíêîâûå ðåøåíèÿ è
íîâûå âåòâè ôîíîíîâ. Íåñèíóñîèäàëüíîñòü ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè òàêæå ðåçêî ìåíÿåò âèä áðèçåðíûõ ðåøåíèé.
Â íà÷àëå ðàññìîòðèì çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì ôîðìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ.

Ôîíîííûå ìîäû â ìîäåëè ÔÊ õàðàêòåðèçóþòñÿ äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì ω2
ph(κ) = ω2

min + 2g(1− cosκ),
ãäå |κ| < π, à ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ωmin, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ω2

min = V ′′sub(x0), ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèþ
èçîëèðîâàííîãî àòîìà âáëèçè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ýòà ÷àñòîòà
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íîðìàëèçîâàíà óñëîâèåì ωmin = 1. Â ñëó÷àå áîëåå îñòðûõ ÿì ìû áóäåì èìåòü ωmin > 1, à äëÿ ìèíèìóìîâ
ñ áîëåå ïëîñêèì äíîì � ωmin < 1. Çàìåòèì, ÷òî â îáîáùåííîé ìîäåëè ÔÊ âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå áîëåå ÷åì
îäíîé ôîíîííîé âåòâè, åñëè ïîòåíöèàë Vsub(x) èìååò áîëåå îäíîãî ìèíèìóìà íà ïåðèîä (ñì. äàëåå ñåêöèþ 3.3.4).

Ïðè g � 1 êèíêè ìîãóò áûòü îïèñàíû â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè. Åñëè îïóñòèòü ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè,
òî îáîáùåííîå óðàâíåíèå ÑÃ áóäåò èìåòü âèä

∂2u

∂t2
− d2 ∂

2u

∂x2
+ V ′sub(u) = 0. (3.43)

Óðàâíåíèå (3.43) îáëàäàåò èíâàðèàíòíîñòüþ Ëîðåíöà è ïîýòîìó âñåãäà èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå u(x, t) =
φ(y), y = γ[x − X(t)]/d, γ = (1 − v2/c2)−1/2, ãäå êîîðäèíàòà êèíêà X(t) = X0 + vt, à åãî ñêîðîñòü v = dX/dt
(|v| < c) (íàïîìíèì, ÷òî â èñïîëüçóåìîé ñèñòåìå åäèíèö c = d). Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè φ(y)

d2φ

dy2
= V ′sub(φ) (3.44)

ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé ÷àñòèöû ñ êîîðäèíàòîé φ ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëà
U(φ) = −Vsub(φ). Ìàëîàìïëèòóäíûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ýòîé ÷àñòèöû âáëèçè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà U(φ)
ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíûì âîëíàì, âðàùåíèå ÷àñòèöû � êíîèäàëüíûì âîëíàì (ðåøåòêàì êèíêîâ), à ñåïàðàòðèñíûå
òðàåêòîðèè � îäíîêèíêîâûì ðåøåíèÿì ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

φ(y)→ x0 (mod 2π) è dφ(y)
dy

→ 0 ïðè y → ±∞. (3.45)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3.44) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (3.45) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå
(
dφ

dy

)2

= 2Vsub(φ), (3.46)

èç êîòîðîãî ëåãêî íàéòè ôîðìó êèíêà â íåÿâíîì âèäå

y = ∓
∫ φ(y)

xm

dφ√
2Vsub(φ)

. (3.47)

Çäåñü âåðõíèé çíàê ïåðåä èíòåãðàëîì ñîîòâåòñòâóåò êèíêîâîìó ðåøåíèþ (ëîêàëüíîìó ñæàòèþ öåïè), â òî
âðåìÿ êàê íèæíèé çíàê � àíòèêèíêîâîìó ðåøåíèþ, à âåëè÷èíà xm � ìàêñèìóìó ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Òàê
êàê êèíêîâîå (àíòèêèíêîâîå) ðåøåíèå ñâÿçûâàåò äâà áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè,
íàïðèìåð x0 è x0 + 2π, òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî òèïîâ êèíêîâ, åñëè ïîòåíöèàë èìååò áîëåå äâóõ
ìèíèìóìîâ íà îäèí ïåðèîä (ñì. äàëåå ñåêöèþ 3.3.4).

Ñòàöèîíàðíûé êèíê ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü àñèìïòîòèêàìè åãî õâîñòîâ íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè u(x)→ x0

äëÿ x → +∞ èëè x → −∞, òîãäà |uk(x) − x0| ∝ exp (−ωmin|x|/d), äëÿ |x| → ∞. Õâîñòû êèíêîâ îïðåäåëÿþò
õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êèíêàìè. Ïîýòîìó ñèëà êèíê-êèíêîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò ñëàáåå â ñëó÷àå
ωmin > 1 (ò.å. äëÿ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ñ îñòðûìè ÿìàìè), ÷åì â ñëó÷àå ÑÃ ìîäåëè, êîãäà ωmin = 1. "ßäðî"
êèíêà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

uk(x) ≈ xm −
(σx
d

)
[2Vsub(xm)]1/2

(
1− x2

6 d2
eff

)
(3.48)

äëÿ |ux(x)− xm| � d, òàê ÷òî ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà êèíêà deff = d[−V ′′sub(xm)]−1/2. Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (3.10),
ìàññà êèíêà (â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê

m =
1

4π2√g
∫ x′′0

x′0

dφ
√

2Vsub(φ), (3.49)

ãäå x′0 è x′′0 çàäàþò ïîëîæåíèÿ äâóõ ñîñåäíèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Ýíåðãèÿ
ñòàöèîíàðíîãî êèíêà εk = mc2, ãäå â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ c = d. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êèíêà Kk îïðåäåëÿåòñÿ
êàê Kk = mc2(γ − 1) ≈ 1

2mv
2.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íåñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
Vsub(u). Îäèí èç íèõ � ýòî òàê íàçûâàåìûé ïîòåíöèàë äâîéíîé ÑÃ [32, 185]

V
(DSG)
sub (x) = − cosx− s cos(2x). (3.50)

Ïîòåíöèàë (3.50) òîïîëîãè÷åñêè ïîäîáåí ïîòåíöèàëó ìîäåëè ÑÃ äëÿ |s| < 1/4, íî õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëåå
ïëîñêèìè ÿìàìè ïðè −1/4 < s < 0 è áîëåå îñòðûìè ïðè 0 < s < 1/4. Êðîìå òîãî, ôîðìà ïîòåíöèàëà (3.50) èìååò
äâóõúÿìíóþ (DW, îò àíãëèéñêîãî double well ) ñòðóêòóðó äëÿ s < −1/4 è äâóõáàðüåðíóþ (DB, îò àíãëèéñêîãî
double-barrier) äëÿ s > 1/4. Ìû òàêæå õîòåëè áû óïîìÿíóòü áîëåå îáùèé ïîòåíöèàë ïðåäëîæåííûé Ïåéðàðîì
è Ðåìóàñíå [186, 187], êîòîðûé áóäåò àíàëèçèðîâàòüñÿ äàëåå.
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3.3.2 Âíóòðåííèå ìîäû êèíêà

Â îòëè÷èå îò ÑÃ êèíêà, êèíê â äèñêðåòíîé èëè íåïðåðûâíîé ìîäåëè ÔÊ ñ íåñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì
ïîäëîæêè ìîæåò èìåòü äîïîëíèòåëüíûå ëîêàëèçîâàííûå ñòåïåíè ñâîáîäû, òàê íàçûâàåìûå "âíóòðåííèå ìîäû".
Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü ïðîèñõîæäåíèå òàêèõ ìîä, ìû äîëæíû ëèíåàðèçîâàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (3.43) îêîëî
êèíêîâîãî ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó u(x) = uk(x) + Ψ(x) eiΩt. Òîãäà ôóíêöèÿ Ψ(x) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ òèïà Øðåäèíãåðà

−d2 d
2Ψ

dx2
+W (x)Ψ(x) = ω2Ψ(x), (3.51)

ãäå
W (x) =

d2Vsub(u)
du2

∣∣∣∣
u=uk(x)

. (3.52)

Óðàâíåíèÿ (3.51) è (3.52) âñåãäà èìåþò êîíòèíóóì ðåøåíèé â âèäå ïëîñêèõ âîëí (ôîíîíîâ) ñ ÷àñòîòàìè Ω >
ωmin, a òàêæå, òàê íàçûâàåìóþ ãîëäñòîóíîâñêóþ ìîäó Ψ(x) = duk/dx ñ Ω = 0. Â äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ
ïîñëåäíÿÿ ìîäà èìååò íåíóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ωPN . Äîïîëíèòåëüíî ê ýòèì äâóì ìîäàì, óðàâíåíèå (3.51)
ìîæåò òàêæå èìåòü îäíó èëè íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ ìîä ñ äèñêðåòíûìè ÷àñòîòàìè â ÷àñòîòíîé ùåëè (0, ωmin)
èëè, â çàâèñèìîñòè îò ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, ñ ÷àñòîòàìè Ω > ωmax (ñì äåòàëè â ðàáîòå [190]). Òàêèå ìîäû
ëîêàëèçîâàíû âáëèçè öåíòðà êèíêà è ïîýòîìó îíè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âíóòðåííèå êîëåáàíèÿ ôîðìû
êèíêà. Êîëåáàíèÿ ôîðìû ìîãóò âîçáóæäàòüñÿ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ êèíêîâ è ïðè âçàèìîäåéñòâèÿõ êèíêîâ ñ
ïðèìåñÿìè èëè âíåøíèìè ïåðèîäè÷åñêèìè ïîëÿìè. Ïîýòîìó ýòè ìîäû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â äèíàìèêå êèíêîâ.

Âíóòðåííèå ìîäû êèíêà ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, è ñëåäîâàòåëüíî îíè
îòñóòñòâóþò â òî÷íî èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè ÑÃ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáîå ìàëîå âîçìóùåíèå óðàâíåíèÿ ÑÃ
ìîæåò ñîçäàòü äîáàâî÷íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå îòùåïëÿåòñÿ îò íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Àíàëèòè÷åñêèé
ïîäõîä äëÿ îïèñàíèÿ ðîæäåíèÿ âíóòðåííèõ ìîä óåäèíåííûõ âîëí (â ÷àñòíîñòè êèíêîâ) âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí
Êèâøàðåì è äð. [191]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ìàëîå âîçìóùåíèå îïðåäåëåííîãî çíàêà èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè
ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñîëèòîííîé âíóòðåííåé ìîäû, êîòîðàÿ îòâåòâëÿåòñÿ îò ñïåêòðà íåïðåðûâíûõ âîëí (ñì.
òàêæå ðàáîòû [190], [192]�[194] ñ áîëåå òî÷íûìè ðåçóëüòàòàìè).

Ñëåäóÿ Êèâøàðþ è äð. [191], ìû ðàññìîòðèì êèíêè âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ÑÃ

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ sin u+ εĝ(u) = 0, (3.53)

ãäå ĝ(u) � îïåðàòîð, âûçûâàþùèé âîçìóùåíèå (êîòîðûé îïèñûâàåò äåôîðìàöèþ ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà).
Ñ÷èòàÿ ïàðàìåòð ε ìàëûì, ìû áóäåì èñêàòü êèíêîâîå ðåøåíèå uk(x) óðàâíåíèÿ (3.53) â ôîðìå ðÿäà Òåéëîðà
uk(x) = u

(0)
k (x)+εu(1)

k (x)+O(ε2), ãäå u(0)
k (x) = 4 tan−1 ex � ðåøåíèå íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ ÑÃ. Ïðîñòðàíñòâåííî

ëîêàëèçîâàííóþ êîððåêöèþ u
(1)
k (x) ôîðìû êèíêà ìîæíî çàòåì íàéòè â òî÷íîé ôîðìå

u
(1)
k (x) =

1
cosh x

∫ x

0

dx′ cosh2 x′
∫ x′

0

dx′′
ĝ
(
u

(0)
k

)

coshx′′
.

Äëÿ àíàëèçà ìàëîàìïëèòóäíûõ ìîä îêîëî uk(x), ìû ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (3.53), ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó
u(x, t) = uk(x) + w(x) eiΩt +
w∗(x) e−iΩt, ãäå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå Ω è ôóíêöèÿ w(x) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

d2w

dx2
+
(

2
cosh2 x

− 1
)
w +Ω2w + εf̂(x)w = 0, (3.54)

ãäå f̂(x) ≡ u(1)
k (x) sin

(
u

(0)
k (x)

)
− ĝ′

(
u

(0)
k (x)

)
è ĝ′ = dĝ/dz.

Äëÿ ãëàâíîãî ïîðÿäêà (ε = 0), çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (3.54) îïèñûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì óðàâíåíèåì
ñ ïîääàþùèìñÿ ðåøåíèþ ïîòåíöèàëîì. Åå îáùåå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì íàáîðà ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé

w(x) = α−1W−1(x) +
∫ ∞
−∞

α(k)W (x, k)dk, (3.55)

ãäå ôóíêöèÿ W−1(x) = sechx åñòü ñîáñòâåííàÿ ìîäà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ Ω2 = 0 (òàê íàçûâàåìàÿ íåéòðàëüíàÿ ìîäà), à ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿW (x, k) = eikx(k+ i tanh x)/(k+ i)
îïèñûâàåò íåïðåðûâíûé ñïåêòð âîëí ñ áåñêîíå÷íîé çîíîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé Ω2 = Ω2(k) = 1 + k2. Ìû
çàìåòèì, ÷òî (i) çîíà âîëíîâîãî íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îòäåëåíà îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà
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è (ii) ñîáñòâåííûå ôóíêöèè W (x, k) âêëþ÷àþò òîëüêî îäèí ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â îáîèõ ïðåäåëàõ
x → ±∞, ò.å. ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë â óðàâíåíèè (3.54) ÿâëÿåòñÿ áåçîòðàæàòåëüíûì ïðè ε = 0. Âñëåäñòâèå
ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ, êîíå÷íàÿ òî÷êà çîíû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà (k = 0) ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó è ïðåäåëüíàÿ (íå
îñöèëëèðóþùàÿ) ôóíêöèÿ W (x, 0) = tanhx íå ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî ðàñòóùåé.

Òåïåðü ìû ïðîàíàëèçèðóåì âîçìóùåííóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (3.54) â ïðèáëèæåíèè ïåðâîãî
ïîðÿäêà ïî ε, ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèþ w(x) ïî ìíîæåñòâó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé � ñì. óðàâíåíèå (3.55). Âî-
ïåðâûõ, âîçìóùåíèå ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà â óðàâíåíèè (3.54) äîëæíî ïðèâîäèòü ê äåôîðìàöèè ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé è ê ñäâèãó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Âî-âòîðûõ, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) è (ii)
âîçìóùåíèå ìîæåò ïðèâîäèòü ê ðîæäåíèþ äîáàâî÷íîãî çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, êîòîðîå îòäåëÿåòñÿ îò
çîíû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ýòî íîâîå çíà÷åíèå, ìû çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ε âîçìóùåíèå ìîæåò ñäâèíóòü
êðàéíþþ ÷àñòîòó Ωmin ôîíîííîãî ñïåêòðà, Ω2

min = 1 + ε ĝ′(0). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïèñàíèÿ ðîæäåíèÿ íîâîãî
äèñêðåòíîãî ñîñòîÿíèÿ, ìû ïðåäïîëîæèì ÷òî åãî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îòäåëÿåòñÿ îò êðàéíåé ÷àñòîòû Ω2 =
Ω2

min − ε2κ2, ãäå κ � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå äîáàâî÷íîãî çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, k0 = iεκ.
Çàòåì ìû ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.54) ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (3.55) â ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

a(k) =
ε

2π

∫ +∞

−∞
dk′

K(k, k′) a(k′)
k′2 + ε2κ2

, (3.56)

ãäå a(k) = α(k) (k2 + ε2κ2), à èíòåãðàëüíîå ÿäðî K(k, k′) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

K(k, k′) =
∫ ∞
−∞

W ∗(x, k)
[
f̂(x) + ĝ′(0)

]
W (x, k′) dk′,

ãäå f̂(x) è ĝ(x) ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå îïåðàòîðàìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (3.56), ìû ïðåíåáðåãëè
íåñèíãóëÿðíûì âêëàäîì äèñêðåòíîãî ñïåêòðà è èñïîëüçîâàëè óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè

∫ ∞
−∞

W ∗(x, k′)W (x, k) dx = 2πδ(k′ − k).

Òàê êàê íîâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îòäåëÿåòñÿ îò çîíû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ïðè k = 0 è Ω = Ωmin, òî
ìû ìîæåì ñêîíñòðóèðîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (3.56) ïðè ìàëûõ k, âû÷èñëÿÿ ñèíãóëÿðíûé
âêëàä èíòåãðàëà a(k) = sign(ε) (2|κ|)−1K(k, 0) a(0). Â ðåçóëüòàòå ìû îïðåäåëèì ïàðàìåòð κ èç óñëîâèÿ ñàìîñîãëàñîâàíèÿ

|κ| = 1
2

sign(ε)
∫ ∞
−∞

tanhx
[
f̂(x) + ĝ′(0)

]
tanhx dx. (3.57)

Ñëåäîâàòåëüíî, íîâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå k0 = iεκ äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (3.57) ñòàíîâèòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Èç óðàâíåíèÿ (3.55) ñëåäóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ëîêàëèçîâàííîé, ò.å. w(x) → ±(π/εκ) a(0) exp(∓κx) ïðè x → ±∞. Ýòîò
ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäàåò íàáëþäåíèå, ÷òî áåñïîðîãîâîå ðîæäåíèå âíóòðåííåé ìîäû ñîëèòîíà èç íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî â òåõ ìîäåëÿõ, ãäå óåäèíåííûå âîëíû ñîçäàþò áåçîòðàæàòåëüíûå
ïîòåíöèàëû â ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ ìíîãèõ
ñîëèòîííûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ýòîãî îáùåãî ðåçóëüòàòà ìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâîéíîé ÑÃ, êîòîðîå
ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3.53) ïðè ĝ(u) = sin(2u) [ñì. òàêæå óðàâíåíèå (3.50)]. Êàê áûëî ïîêàçàíî ÷èñëåííî
Êýìïáåëëîì è äð. [195], âíóòðåííÿÿ ìîäà ó êèíêà ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè ε > 0. Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåííûé âûøå
àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, ìû ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ôîðìû êèíêà

u
(1)
k (x) = 2

(
x

cosh x
− sinh x

cosh2 x

)
,

è çàòåì, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (3.57), âû÷èñëèì äèñêðåòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñ k0 = i(8/3)ε. Ñëåäîâàòåëüíî,
âíóòðåííÿÿ ìîäà êèíêà âîçìîæíà òîëüêî äëÿ ε > 0 è åå ÷àñòîòà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Ω2 = 1 + 2ε− 64
9
ε2 + O(ε3). (3.58)

Íàêîíåö, íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âêðàïëåííûå â íåïðåðûâíûé ñïåêòð, ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíû
ïîñðåäñòâîì òåõíèêè ôóíêöèé Åâàíñà. Ýòà òåõíèêà, ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó÷àþ äèñêðåòíûõ ñèñòåì, áûëà íåäàâíî
ðàçâèòà Áîìâîðôîì è äð. [194].

Áðàóí è äð. [190] ïðîàíàëèçèðîâàëè ÷èñëåííî âëèÿíèå äèñêðåòíîñòè è èçìåíåíèÿ ôîðìû ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè íà ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà âíóòðåííèõ ìîä êèíêà. Îíè ïîêàçàëè, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êèíêîâûå
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Ðèñ. 3.7. Ïðèìåð ñïåêòðà ìàëîàìïëèòóäíûõ âîçáóæäåíèé îêîëî êèíêà
â îáîáùåííîé ìîäåëè ÔÊ êàê ôóíêöèÿ øèðèíû êèíêà d äëÿ çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà s = −0.2, îïðåäåëÿþùåãî ôîðìó ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (ñèëüíàÿ
äèñêðåòíîñòü ñîîòâåòñòâóåò ìàëûì çíà÷åíèÿì d). ×àñòîòû áûëè ïîäåëåíû
íà ωmax äëÿ òîãî, ÷òîáû áîëåå ÷åòêî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ìîäû âûøå
ôîíîííîé çîíû äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé d [190].

âíóòðåííèå ìîäû ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íå òîëüêî íèæå, íî òàêæå è âûøå çîíû ôîíîííîãî ñïåêòðà ( â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå ëîêàëèçîâàííàÿ ìîäà îïèñûâàåò ñäâèíóòûå ïî ôàçå êîëåáàíèÿ ôîðìû êèíêà). Ðèñ. 3.7 ïîêàçûâàåò
ïðèìåð ïîëó÷åííîãî ÷èñëåííî ëèíåéíîãî ñïåêòðà âîçáóæäåíèé êèíêà â îáîáùåííîé ìîäåëè ÔÊ ñ ïîòåíöèàëîì
(3.59) ïðè s = −0.2. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ, Áðàóí è äð. [190] íàøëè âíà÷àëå ñîîòâåòñòâóþùóþ
êèíêó ñòàöèîíàðíóþ êîíôèãóðàöèþ ÷àñòèö, ìèíèìèçèðóÿ ýíåðãèþ öåïè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè. Ïîñëå òîãî êàê âñå ðàâíîâåñíûå ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö öåïè ñòàëè èçâåñòíû, ñïåêòð ìàëîàìïëèòóäíûõ
êîëåáàíèé îêîëî ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
äàþò ÷àñòîòû ìàëîàìïëèòóäíûõ êîëåáàíèé îêîëî êèíêà, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà îïèñûâàþò
ïðîñòðàíñòâåííûé ïðîôèëü êàæäûé ìîäû.

Ðèñóíîê 3.7 ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü ñïåêòðà îò ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé øèðèíû êèíêà d. Êðîìå èçìåíåíèÿ
ôîíîííîé çîíû, ýòîò ðèñóíîê ÷åòêî ïîêàçûâàåò ðîñò ÷àñòîòû ÏÍ ìîäû ñ ðîñòîì äèñêðåòíîñòè. Â äîïîëíåíèå ê
ýòîìó, ðèñ. 3.7 ïîêàçûâàåò êàê äèñêðåòíîñòü ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ íîâîãî òèïà âûñîêî÷àñòîòíûõ ëîêàëèçîâàííûõ
ìîä ïðè s < 0. Äèñêðåòíîñòü òàêæå ïðèâîäèò ê áîëåå òîíêèì ýôôåêòàì, êîòîðûå íå âèäíû íà ýòîì ðèñóíêå, èõ
îáñóæäåíèå äàíî â ðàáîòå Áðàóíà è äð. [190].

Áîëåå òîãî, äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, êîãäà óðàâíåíèå îïèñûâàåò êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü
ÔÊ, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü êîíòèíóàëüíîìó ïðåäåëó, ó êèíêà ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âíóòðåííèå ìîäû äëÿ óçêîé
îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà äèñêðåòíîñòè d [190].

3.3.3 Íåñèíóñîèäàëüíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè

Âàæíûé òèï ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, îïèñûâàþùèé ìíîãèå ðåàëèñòè÷åñêèå ñèòóàöèè, íàïðèìåð äèíàìèêó àòîìîâ
àäñîðáèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, áûë ïðåäëîæåí Ïåéðàðîì è Ðåìóàñíå [186],

V
(NS)
sub (x) =

(1 + s)2(1− cosx)
(1 + s2 − 2s cosx)

, |s| < 1. (3.59)

Ïàðàìåòð s (â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå àâòîðû èñïîëüçîâàëè ïàðàìåòð r = −s) õàðàêòåðèçóåò ðàçëè÷íûå ôîðìû
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, èçìåíÿþùèåñÿ îò ñëó÷àÿ ïëîñêèõ ÿì äî ñëó÷àÿ ïëîñêèõ áàðüåðîâ (ñì. ðèñ. 3.8).

×àñòîòíûé ñïåêòð ôîíîíîâ â ìîäåëè (3.59) õàðàêòåðèçóåòñÿ ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòîé ωmin = (1 + s)/(1 − s),
êèíêè � õàðàêòåðèñòè÷åñêîé øèðèíîé deff = ωmind è ìàññîé, îïðåäåëåííîé ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

m = m(SG)

(
ωmin

ω∗

){
tanh−1 ω∗, if s < 0,
tan−1 ω∗, if s > 0,

(3.60)

ãäå ω∗ ≡ |ω2
min − 1|1/2. Ôîðìà êèíêà â ýòîé ìîäåëè áûëà íàéäåíà ÷èñëåííî Ïåéðàðîì è Ðåìóàñíå [186]; êèíê

óçîê â ñëó÷àå ïëîñêèõ ìèíèìóìîâ (s < 0) è øèðîê â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå óçêèõ ÿì (s > 0). Ìàññà êèíêà
m ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè s→ −1, ò. å. êèíêè ëåã÷å ñîçäàòü â ñèñòåìå ñ ïëîñêîäîííûì ïîòåíöèàëîì.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñâîéñòâ äèñêðåòíîé öåïè ñ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè (3.59) ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî èçìåíåíèå
ôîðìû ïîòåíöèàëà äîëæíî ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ ÏÍ áàðüåðà. Ýòî áûëî ïîäòâåðæäåíî ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ Ïåéðàðîì è Ðåìóàñíå [186]. Èõ ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.9. Áàðüåð ÏÍ EPN äëÿ ýòîé
ìîäåëè àíàëèòè÷åñêè áûë îöåíåí by Èøèáàøè è Ñóçóêè [151]. Îíè èñïîëüçîâàëè ôîðìó êèíêà, ïîëó÷åííóþ èç
êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè â äèñêðåòíîì ñëó÷àå. Èõ ðåçóëüòàò çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè
âûðàæåíèÿìè [151],
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Ðèñ. 3.8. Öåïî÷êà ñëàáî ñâÿçàííûõ ÷àñòèö â ïåðèîäè÷åñêîì
ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè (3.59). Ïîêàçàíû ðàçëè÷íûå òèïû
ïîòåíöèàëà äëÿ ïðèâåäåííûõ ñëåâà çíà÷åíèé s [186].

EPN

E
(SG)
PN

∝





exp
(

2π2
√
g|s|

1+
√
|s|

)
, for s < 0,

∣∣∣∣ cos
(

2π2√gs
1+s

)∣∣∣∣ exp
(

2π2s
√
g

1+s

)
, for s > 0.

(3.61)

Äëÿ s > 0 (óçêèå ÿìû) àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà EPN çàâèñèò íåìîíîòîííî îò êîíñòàíòû æåñòêîñòè g. Ìû
äîëæíû çäåñü óïîìÿíóòü, ÷òî òàêàÿ íåìîíîòîííàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ÏÍ îò êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ áûëà
îáíàðóæåíà ðàíüøå äëÿ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñîåäèíåííûõ
êóñêîâ ïàðàáîë [147], [196]�[199]. Â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ñ ñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ VPN (X) èìååò ìèíèìóì ïðè X = 0, ò.å. äëÿ ñòðóêòóðû àòîìîâ ñ äâóìÿ öåíòðàëüíûìè ÷àñòèöàìè
â îäíîé è òîé æå ïîòåíöèàëüíîé ÿìå [ñì. ðèñ. 3.10(a)], à ìàêñèìóì � ïðè X = π äëÿ êîíôèãóðàöèè àòîìîâ,
ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3.10(c), êîãäà îäèí èç àòîìîâ íàõîäèòñÿ íà âåðøèíå îäíîãî èç áàðüåðîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè.
Íàçîâåì ýòó ñèòóàöèþ N ðåëüåôîì (îò àíãëèéñêîãî ñëîâà normal). Ñëó÷àé s ≤ 0 äëÿ íåñèíóñîèäàëüíîé ïîäëîæêè
(3.59) âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò N-ðåëüåôó. Îäíàêî ñëó÷àé s > 0 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì. Êðîìå N-ðåëüåôà, çäåñü
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òàê íàçûâàåìûé I (ò.å. inverse) ðåëüåô, êîãäà êîíôèãóðàöèÿ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 3.10(a),
óæå ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó ÏÍ ïîòåíöèàëà, à êîíôèãóðàöèÿ, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 3.10(c), � ìèíèìóìó
ôóíêöèè VPN (X). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà g, è ñëó÷àè N- è I-
ðåëüåôîâ ÷åðåäóþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïðè èçìåíåíèè g. Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó, ìåæäó îáëàñòÿìè N- è I-ðåëüåôîâ
ñóùåñòâóþò ïðîìåæóòî÷íûå îáëàñòè, ãäå îáå êîíôèãóðàöèè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 3.10(a) è 3.10(c), ñîîòâåòñòâóþò
äâóì ìàêñèìóìàì ôóíêöèè VPN (x), à ìèíèìóì ðåàëèçóåòñÿ äëÿ íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé êîíôèãóðàöèè
[òàêîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.10(b)] ñ 0 < X < π. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, â ïðîìåæóòî÷íûõ îáëàñòÿõ çàâèñèìîñòü
EPN (g) èìååò ðåçêî âûðàæåííûå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû (ñì. ðèñ. 3.9). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè, ñîñòîÿùåãî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàðàáîë, âåëè÷èíà EPN â ïðîìåæóòî÷íûõ îáëàñòÿõ îáðàùàåòñÿ
â íîëü [198, 199]. Â ïðåäåëå g → 0 ýòè ñâîéñòâà ÏÍ ïîòåíöèàëà èñ÷åçàþò è ÏÍ ïîòåíöèàë ñòðåìèòñÿ ê ôóíêöèè
Vsub(X).

Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå äèíàìèêà ìîäåëè ÔÊ ñ íåñèíîñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîäîáíà îïèñàííîé ðàíåå
äèíàìèêå ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ. Äâèæåíèå ÔÊ êèíêà âñåãäà ñîïðîâîæäàåòñÿ èçëó÷åíèåì ôîíîíîâ, êîòîðîå
îáóñëîâëåíî äèñêðåòíîñòüþ ìîäåëè [186]. Êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîãî òðåíèÿ η, îáóñëîâëåííîãî èçëó÷åíèåì,
âîçðàñòàåò ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà |s|, åñëè îíî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ áàðüåðà ÏÍ EPN . Ñòîëêíîâåíèå êèíêîâ
ñ ôîíîíàìè è ñ äðóãèìè êèíêàìè ïðîèñõîäèò ïî÷òè óïðóãî, íî âåëè÷èíà ýôôåêòèâíîãî ñäâèãà ôàç çàâèñèò îò
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s.

Îäíàêî ìîäåëü ÔÊ ñ íåñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè, ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëüþ,
îáëàäàåò ï êðàéíåé ìåðå äâóìÿ íîâûìè ñâîéñòâàìè äèíàìèêè êèíêîâ. Ïåðâûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
äîëãîæèâóùèõ ìàëî-àìïëèòóäíûõ áðèçåðîâ â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà s, à èìåííî, áðèçåðû
(îïèñûâàåìûå ïðèáëèæåííî ýôôåêòèâíûì íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà äëÿ ìåäëåííî èçìåíÿþùåãîñÿ
âîëíîâîãî ïàêåòà � ñì. äàëåå) ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé s â èíòåðâàëå s0 < s < 1, ãäå s0 =

√
24−5 ≈ −0.1.
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Ðèñ. 3.9. Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ÏÍ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà
EPN , äàííîé â åäèíèöàõ ýíåðãèè ïîêîÿ êèíêà, îò øèðèíû êèíêà
d äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà s = −0.8, s = 0 è s = +0.8 [186].

Âòîðûì íîâûì ñâîéñòâîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ó êèíêîâ âíóòðåííèõ ìîä ïðè s > 0, êàê ýòî áûëî
îïèñàíî âûøå. Ýòè äâà ãëàâíûõ ñâîéñòâà íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé â îáîáùåííîé ìîäåëè ÔÊ ñóùåñòâåííî
èçìåíÿþò ñöåíàðèé êèíê-àíòèêèíêîâûõ ñòîëêíîâåíèé.

(a)

(b)

(c)

X = 0

0 < X < π

X = π

Ðèñ. 3.10. Ñòðóêòóðà êèíêà äëÿ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ñ óçêèìè ÿìàìè.

Äëÿ íåñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ñ s < 0 ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êèíêà
Kcr òàêîå, ÷òî áûñòðûå êèíê è àíòèêèíê ñ íà÷àëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, áîëüøåé Kcr, ïðîõîäÿò äðóã ñêâîçü
äðóãà ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ ñâîåé ýíåðãèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòîëêíîâåíèå áóäåò íåóïðóãèì è, â îáùåì ñëó÷àå,
êèíê è àíòèêèíê íå ñìîãóò óéòè äðóã îò äðóãà èç-çà (ïðèòÿãèâàþùåãî) ïîòåíöèàëà èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, òàê êàê
÷àñòü èõ ýíåðãèè òåðÿåòñÿ íà èçëó÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, êèíê è àíòèêèíê ìîãóò îáðàçîâàòü ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå,
ÿâëÿþùååñÿ âûñîêî-àìïëèòóäíûì (ÂÀ) áðèçåðîì (ïðè ïîòåðè ñâîåé ýíåðãèè îí ïðåâðàùàåòñÿ ñî âðåìåíåì â
ìàëî-àìïëèòóäíûé (ÌÀ) áðèçåð). Îäíàêî äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ òàêîãî ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàçëè÷íà äëÿ
ñëó÷àåâ s > s0 è s < s0, ãäå s0 =

√
24 − 5 ≈ −0.1. Â ïåðâîì ñëó÷àå, ÂÀ áðèçåð ìåäëåííî (ïî ñòåïåííîìó

çàêîíó) òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ÌÀ áðèçåð. Â äðóãîì ñëó÷àå, ò.å. äëÿ −1 < s < s0, êîãäà â ñèñòåìå íå ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü ÌÀ áðèçåðû, ÂÀ áðèçåð çàòóõàåò áîëåå áûñòðî, èçëó÷àÿ äâà âîëíîâûõ ïàêåòà. Â ýòîì ïîñëåäíåì
ñëó÷àå, êèíê-àíòèêèíêîâîå ñòîëêíîâåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî äåñòðóêòèâíûì.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè èìååò óçêèå ÿìû (s > 0), ïðè êèíê-àíòèêèíêîâîì ñòîëêíîâåíèè
ïîÿâëÿåòñÿ íîâîå ÿâëåíèå, îáóñëîâëåííîå ñóùåñòâîâàíèåì ó êèíêà âíóòðåííèõ ìîä. À èìåííî, êîíå÷íûé
ðåçóëüòàò êèíê-àíòèêèíêîâîãî ñòîëêíîâåíèÿ ïðè ýíåðãèè íèæå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ Kcr çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè êèíêîâ. Ñòîëêíîâåíèå ìîæåò ïðèâîäèòü ëèáî ê îáðàçîâàíèþ áðèçåðà, êîòîðûé
ïîòîì ìåäëåííî çàòóõàåò, ëèáî áûòü ðåçîíàíñíûì (íåäåñòðóêòèâíûì), êîãäà êèíêè íå àííèãèëèðóþò. Ðåçîíàíñíîå
óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êèíêîì è àíòèêèíêîì ñâÿçàíî ñ ðåçîíàíñíûì îáìåíîì ýíåðãèè ìåæäó òðàíñëÿöèîííûìè
è âíóòðåííèìè ìîäàìè êèíêà. Âïåðâûå òàêîé òèï ðåçîíàíñîâ áûë èçó÷åí Êýìïáýëëîì è äð. [189] (ñì. òàêæå
ðàáîòó Àíèíîñà è äð. [200] è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè) äëÿ ìîäåëè φ4 è ïîçæå äëÿ ïîòåíöèàëà (3.59). Îíè
îáíàðóæèëè, ÷òî îáëàñòè çíà÷åíèé ñêîðîñòè, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáðàçîâàíèå çàòóõàþùåãî ñâÿçàííîãî
ñîñòîÿíèÿ êèíêîâ (òàê íàçûâàåìûå "îêíà" ðåçîíàíñîâ ñêîðîñòè), ÷åðåäóþòñÿ ñ îáëàñòÿìè, ãäå ïðîèñõîäèò ïî÷òè
óïðóãîå ïðîõîæäåíèå êèíêîâ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé
ñêîðîñòè êèíêà âçÿòî èç ðåçîíàíñíîãî "îêíà" , òî êèíê è àíòèêèíê ñâÿçûâàþòñÿ ñðàçó ïîñëå ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ,
çàòåì îíè íà÷èíàþò êîëåáàòüñÿ, îäíàêî ïîñëå íåñêîëüêèõ êîëåáàíèé óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü. Ïðåäëîæåííîå
Êýìïáýëëîì è äð. [189] îáúÿñíåíèå áàçèðóåòñÿ íà òàê íàçûâàåìîì ðåçîíàíñíîì ìåõàíèçìå îáìåíà ýíåðãèè.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòèõ îáîèõ ñëó÷àÿõ êèíêè èìåþò âíóòðåííèå ìîäû (êîëåáàíèÿ ôîðìû), êîòîðûå âîçáóæäàþòñÿ
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ñðàçó ïîñëå ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ, åñëè îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü êèíêà íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Êîãäà
ýòè êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿ, òî îíè çàáèðàþò ÷àñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òðàíñëÿöèîííîãî äâèæåíèÿ êèíêîâ.
Êèíêè íå ìîãóò ðàçîéòèñü è íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ îáðàòíî â ñèëó âçàèìíîãî ïðèòÿæåíèÿ, òàê îíè ñòàëêèâàþòñÿ
ñíîâà è ñíîâà. Ýíåðãèÿ, ñîõðàíåííàÿ â ìîäàõ êîëåáàíèé ôîðìû êèíêîâ, ìîæåò áûòü òåïåðü èñïîëüçîâàíà, åñëè
âûïîëíåíû îïðåäåëåííûå ðåçîíàíñíûå óñëîâèÿ

ωBT12 ≈ 2nπ + δ, (3.62)

ãäå ωB � ÷àñòîòà êîëåáàíèé ôîðìû êèíêà, T12 � âðåìÿ ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ñòîëêíîâåíèåì êèíêîâ, à δ �
ôàçîâûé ñäâèã. Öåëîå ÷èñëî n èãðàåò ðîëü ÷èñëà ðåçîíàíñîâ è îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåçîíàíñíûõ
ñêîðîñòåé äëÿ ðàñõîæäåíèÿ êèíêîâ, êîòîðàÿ ëåæèò íèæå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè,
ïðè êîòîðîé ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíî ñâÿçûâàíèå êèíêîâ. Â ðåàëüíîñòè, ïîëíîå ÷èñëî ðåçîíàíñîâ (ò.å. îêîí)
îãðàíè÷èâàåòñÿ èçëó÷åíèåì ôîíîíîâ. Ïðåäëîæåííîå Êýìïáýëëîì è äð. [189] ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå îáúÿñíåíèå
ðåçîíàíñíûõ ýôôåêòîâ àêêóðàòíî îïèñûâàåò ðåçîíàíñíûå ñòðóêòóðû ñòîëêíîâåíèÿ êèíêîâ, íàáëþäàåìûå ïðè
ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåçîíàíñîâ áûëî ïîêàçàíî äëÿ íåñêîëüêèõ íåëèíåéíûõ
ìîäåëåé, âêëþ÷àÿ ìîäåëè äâîéíîé ÑÃ è φ4.

Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî äàííûå ñâîéñòâà ìîäåëè ÔÊ ñ íåñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè ÿâëÿþòñÿ
áîëåå îáùèìè. Íàïðèìåð, àíàëîãè÷íàÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà íàáëþäàåòñÿ è äëÿ ìîäåëè äâîéíîé ÑÃ [195] ïðè
|s| < 1/4. Çäåñü ÂÀ áðèçåðû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïðè s > −1/16, à âíóòðåííèå ìîäû êèíêà � ïðè s > 0.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà óêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ýêçîòè÷åñêèå ôîðìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
Vsub(x), ïðè êîòîðûõ îòñóòñòâóåò ÏÍ ïîòåíöèàëüíûé ðåëüåô, ò.å. EPN = 0. Ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó
ïîëó÷åíèÿ òàêèõ ýêçîòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ ïðåäëîæèëè Ñïåéò è Âîðä [202] (ñì. òàêæå ññûëêó [203]). Â ÷àñòíîñòè,
êàê ìû óïîìèíàëè ðàíåå, òàêîé ýôôåêò âîçìîæåí ó ïîòåíöèàëà, ñøèòîãî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êóñêîâ ïàðàáîë,
íî òîëüêî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äðóãîé ïðèìåð áûë äàí Áàêîì [204], ïðîèçâîäíàÿ
ýòîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä

V ′sub(x) = 4 tan−1

(
λ sinx

1− λ cosx

)
, (3.63)

ãäå λ = tanh2(as/d). Äëÿ ïîòåíöèàëà (3.63) äèñêðåòíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò òî÷íîå êèíêîâîå ðåøåíèå,
ñîâïàäàþùåå ñ ÑÃ êèíêîì, un(t) = 4 tan−1 exp[−(nas − X)/d]. Ýòîò êèíê ìîæåò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ âäîëü
äèñêðåòíîé öåïè è åãî ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò åãî êîîðäèíàòûX. Òåì íå ìåíåå, ýòà ìîäåëü, â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ
ÑÃ, îñòàåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé, ò.å. îíà íå èìååò ìíîãîñîëèòîííûõ ðåøåíèé.

3.3.4 Ìíîãîÿìíûé ïîòåíöèàë

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü ÔÊ ñ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè, êîòîðûé èìååò áîëåå îäíîãî àáñîëþòíîãî ìèíèìóìà
íà ïåðèîäå as = 2π. Èç ôîðìû òàêîãî ïîòåíöèàëà ñëåäóåò, ÷òî â öåïè áóäåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî òèïîâ
êèíêîâ è íåñêîëüêî âåòâåé ôîíîííîãî ñïåêòðà. Â êà÷åñòâå òèïè÷íîãî ïðèìåðà ìû ðàññìîòðèì äâóõúÿìíûé
(DW) ïîòåíöèàë, ïðåäëîæåííûé Ðåìóàñíå è Ïåéðàðîì [187] (ñì. ðèñ. 3.11)

Vsub(x) =
(1− s)4[1− cos(2x)]
(1 + s2 + 2s sinx)2

, (3.64)

ãäå 0 ≤ s ≤ +1. Ýòîò ïîòåíöèàë èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ìèíèìóìà, îäèí ïðè x01 = 0, äðóãîé ïðè x02 = π, ñ
îäèíàêîâûì óðîâíåì ýíåðãèè Vsub(x01) = Vsub(x02) = 0. Ìèíèìóìû ðàçäåëåíû äâóìÿ áàðüåðàìè ñ ìàêñèìóìàìè
ïðè xm1 è xm2, ãäå ïåðâûé ìàêñèìóì çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s:

Vsub(xm1) = 2
(

1− s
1 + s

)4

, (3.65)

à âòîðîé áàðüåð èìååò ôèêñèðîâàííóþ âûñîòó Vsub(xm2) = 2.
Ìîäåëü ÔÊ ñ äâóõúÿìíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè èìååò äâà îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿ (ñì. ðèñ. 3.12). Â òàê

íàçûâàåìîì �ëåâîì îñíîâíîì ñîñòîÿíèè� (LGS, îò àíãëèéñêîãî left ground state), ïîêàçàííîì íà ðèñ. 3.12(a),
âñå àòîìû öåïè çàíèìàþò ëåâûé ìèíèìóì ïîòåíöèàëà, xn = x01 + 2πn (n = 0,±1, . . .), à â òàê íàçûâàåìîì
�ïðàâîì îñíîâíîì ñîñòîÿíèè� (RGS, îò right ground state), ïîêàçàííîì íà ðèñ. 3.12(b), àòîìû çàíèìàþò òîëüêî
ïðàâûé ìèíèìóì, ò.å. xn = x02 + 2πn. Îáà îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ôîíîííûì ñïåêòðîì ñ ωmin =
2(1− s)2/(1 + s2). Ñòàíäàðòíûé 2π-êèíê, êîòîðûé ñâÿçûâàåò äâà ýêâèâàëåíòíûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð
LGS è LGS−2π, òåïåðü ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà îòäåëüíûõ ïîäêèíêà. Îäèí ïîäêèíê ñâÿçûâàåò ñîñòîÿíèÿ LGS è
RGS [ñì. ðèñ. 3.12(c)] è íàçûâàåòñÿ áîëüøèì êèíêîì, (LK) òàê êàê îí ïðåîäîëåâàåò íàèáîëüøèé áàðüåð. Äðóãîé
ïîäêèíê, ìàëûé êèíê (SK), ñâÿçûâàþùèé ñîñòîÿíèÿ RGS è LGS−2π, ïðåîäîëåâàåò ìåíüøèé ýíåðãåòè÷åñêèé
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Ðèñ. 3.11. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (3.64).
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Ðèñ. 3.12. Ñòðóêòóðà äâóõ òèïîâ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è äâóõ òèïîâ êèíêîâ â ìîäåëè ÔÊ ñ äâóõúÿìíûì ïîòåíöèàëîì
ïîäëîæêè: (a) "ëåâîå" è (b) "ïðàâîå" îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ, (c) áîëüøîé êèíê, (d) áîëüøîé àíòèêèíê, (e) ìàëûé àíòèêèíê,
(f) ìàëûé êèíê.

áàðüåð [ñì. ðèñ. 3.12(f)]. Àíàëîãè÷íî, â ñèñòåìå ìîæíî îïðåäåëèòü áîëüøîé (LK) è ìàëûé (SK) àíòèêèíêè, �
ñì. ðèñ. 3.12(d) è 3.12(e).

ßñíî, ÷òî îäèíî÷íûå LK è SK êèíêè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè òîïîëîãè÷åñêèìè âîçáóæäåíèÿìè öåïè.
Îíè èìåþò òàêèå æå ñâîéñòâà, êàê êèíêè â ñòàíäàðòíîé ÑÃ ìîäåëè, îäíàêî èõ ïàðàìåòðû îòëè÷àþòñÿ îò
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ ÑÃ êèíêà (ñì. ðàáîòó [187]). Íàïðèìåð, ìàññû ýòèõ êèíêîâ ñîâïàäàþò ïðè s = 0
è îäíîâðåìåííî èñ÷åçàþò ïðè s → +1, íî â îáùåì ñëó÷àå îíè ðàçëè÷íû, â ÷àñòíîñòè mSK < mLK . Êðîìå
òîãî, SK êèíê èìååò âíóòðåííþþ ìîäó, à LK íåò. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê îòëè÷íûì äèíàìè÷åñêèì ýôôåêòàì ïðè
ñòîëêíîâåíèè SK è LK êèíêîâ.

Â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ âîçìîæíà ëþáàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êèíêîâ è àíòèêèíêîâ. Îäíàêî
â äâóõúÿìíîé ìîäåëè íåêîòîðûå êîìáèíàöèè êèíêîâ òîïîëîãè÷åñêè íåâîçìîæíû. Íàïðèìåð, â ïåðèîäè÷åñêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êèíêè SK è LK äîëæíû ÷åðåäîâàòüñÿ, òàê êàê ïàðå êèíêîâ LK+SK ñîîòâåòñòâóåò îäèí
"äîïîëíèòåëüíûé" àòîì öåïè. Ôàêòè÷åñêè äâóõúÿìíàÿ ìîäåëü äîïóñêàåò òîëüêî ÷åòûðå òèïà êîìáèíàöèé
êèíêîâ è àíòèêèíêîâ: SK+LK, SK+LK, LK+LK è SK+SK. Ñëåäîâàòåëüíî, â äâóõúÿìíîé ìîäåëè ñòîëêíîâåíèÿ
âîçìîæíû òîëüêî ìåæäó ýòèìè êèíêàìè.

Ñòîëêíîâåíèå êèíêîâ SK+LK (èëè SK+LK). Êàê îáû÷íî, äâà êèíêà ñ îäèíàêîâûìè òîïîëîãè÷åñêèìè
çàðÿäàìè îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà, è â äàííîì ñëó÷àå äâà ýòèõ ðàçëè÷íûõ êèíêà òîïîëîãè÷åñêè íå ìîãóò
ïðîéòè ñêâîçü äðóã äðóãà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîëêíîâåíèå êèíêîâ äîëæíî ïðèâîäèòü ê èõ îòðàæåíèå, êîòîðîå
áóäåò ïî÷òè óïðóãèì ïðè g � 1 � ñì. ññûëêó [187].
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LK+LK ñòîëêíîâåíèå. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå [187] ïîêàçàëî, ÷òî êèíê è àíòèêèíê ýòîãî òèïà ïðîõîäÿò
ñêâîçü äðóã äðóãà, òðàíñôîðìèðóÿñü, â ñîîòâåòñòâèè ñ òîïîëîãèåé ìîäåëè, â ïàðó SK+SK. Òàêîé ýôôåêò
ïðåîáðàçîâàíèÿ êèíêîâ áûë ïðîàíàëèçèðîâàí ðàíåå Ìàêè è Êóìåðîì [205] è Øèôìàíîì è Êóìåðîì [206]
â ðàìêàõ óðàâíåíèÿ ÄÑÃ. Ñîãëàñíî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ðàçíîñòü ýíåðãèè ïîêîÿùèõñÿ êèíêîâ ∆ε =
2(mLK −mSK)c2 > 0 ïåðåõîäèò â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ìàëûõ êèíêîâ. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ,
äàæå íåñìîòðÿ íà èçëó÷åíèå ôîíîíîâ. Îäíàêî ïðè ñèëüíîé äèñêðåòíîñòè, êîãäà g ∼ 1, èçáûòîê ýíåðãèè ∆ε èäåò
íà èçëó÷åíèå, ÷òî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ çàòóõàþùåé êèíê-àíòèêèíêîâîé ïàðû, ïåðåõîäÿùåé â áðèçåð.

SK+ SK ñòîëêíîâåíèå. Åñëè íà÷àëüíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ Kin ìàëûõ êèíêîâ äîñòàòî÷íî âåëèêà,
à èìåííî Kin > 2(mLK − mSK)c2, òî îíè ìîãóò ïðîéòè ñêâîçü äðóã äðóãà, ïðåîáðàçóÿñü â áîëåå ìåäëåííî
äâèãàþùóþñÿ ïàðó LK+LK. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìàëûå êèíêè âåäóò ñåáÿ ïîäîáíî êèíêàì ìîäåëè φ4, ò.å. îíè
ìîãóò ñâÿçàòüñÿ â áðèçåðíîå ñîñòîÿíèå, åñëè èõ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü íå ïðåâûøàåò íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ.

Êýìïáýëë è äð. [195] ïðîâåëè äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ñòîëêíîâåíèÿ êèíêîâ â ìîäåëè ÄÑÃ (3.50), ïîòåíöèàë
êîòîðîé òîæå èìååò äâóõúÿìíóþ ôîðìó ïðè s < −1/4. Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîé âûøå ìîäåëè ñ ïîòåíöèàëîì
(3.64), ïîäêèíêè â ÄÑÃ öåïè èìåþò ðàçíûå àìïëèòóäû: ∆uSK < ∆uLK , ãäå ∆u = |uk(−∞) − uk(+∞)|.
Êèíê SK èñ÷åçàåò ïðè îáíóëåíèè ìàëîãî áàðüåðà, ò.å. ïðè s → −1/4. Êðîìå òîãî, SK êèíê â ìîäåëè ÄÑÃ
îáëàäàþò âíóòðåííåé ìîäîé. Ïîýòîìó, ñòîëêíîâåíèå SK+SK ïðè ìàëûõ êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèÿõ ïðîõîäèò ñ
ðåçîíàíñàìè, ñâÿçàííûìè ñ îáìåíîì ýíåðãèè ìåæäó òðàíñëÿöèîííûìè è âíóòðåííèìè ìîäàìè êèíêîâ ïîäîáíî
ñëó÷àþ, îïèñàííîìó â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå [189, 195, 201].

Ìîäåëü ñ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè áîëåå îáùåé ôîðìû áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ òåîðèè ñîëèòîíîâ â öåïÿõ
âîäîðîäíûõ ñâÿçåé, ãäå òîïîëîãè÷åñêèå ñîëèòîíû îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå òèïû äåôåêòîâ ýòîé ñèñòåìû [122],

Vα,β(x) ∝
[

cosx− α
1− β(cosx− α)

]2

. (3.66)

Çäåñü ïàðàìåòð α (|α| < 1) îïèñûâàåò îòíîñèòåëüíóþ øèðèíó äâóõ áàðüåðîâ è êîíòðîëèðóåò ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñîñåäíèìè ìèíèìóìàìè ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Âòîðîé ïàðàìåòð β îïèñûâàåò îòíîñèòåëüíóþ âûñîòó áàðüåðîâ.
Ïîòåíöèàë (3.66) èìååò ñèíóñîèäàëüíóþ ôîðìó ïðè α = β = 0 è ñâîäèòñÿ ê ïîòåíöèàëó ÄÑÃ ïðè β = 0. Â öåïè
ñ ïîòåíöèàëîì (3.66) ìàññà "ìàëîãî" êèíêà ìîæåò áûòü áîëüøå ìàññû "áîëüøîãî" êèíêà.

Â îïèñàííûõ âûøå ðåçóëüòàòàõ îáñóæäàëñÿ òîëüêî ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Îäíàêî,
â îáùåì ñëó÷àå ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ìîæåò èìåòü ÿìû ñ ðàçíîé êðèâèçíîé. Âñëåäñòâèå ýòîãî â òàêîé ìîäåëè
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áîëåå îäíîé âåòâè ôîíîííîãî ñïåêòðà. Íàïðèìåð, äëÿ àñèììåòðè÷íîãî äâóõúÿìíîãî (ADW)
ïîòåíöèàëà ïðåäëîæåííîãî Ðåìóàñíå è Ïåéðàðîì [187] (ñì. ðèñ. 3.13),

Vsub(x) =
(1− s2)2[1− cos(2x)]
(1 + s2 + 2s cosx)2

, (3.67)

ãäå 0 ≤ s ≤ 1, ëåâîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (LGS) èìååò ìèíèìàëüíóþ ôîíîííóþ ÷àñòîòó (ãðàíèöó ùåëè ñïåêòðà)
ω

(L)
min = (1 − s)/(1 + s) < 1, à ïðàâîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (RGS) õàðàêòåðèçóåòñÿ ùåëüþ ω

(R)
min = (1 + s)/(1 − s) >

1. Â ýòîé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò äâà ïîäêèíêà, "ëåâûé ïîäêèíê" (LK), ñâÿçûâàþùèé ñîñòîÿíèÿ LGS è RGS, è
îáðàòíûé åìó "ïðàâûé ïîäêèíê" (RK) (ýòè êèíêè ìîæíî ïîëó÷èòü îäèí èç äðóãîãî ïðè ïîìîùè çåðêàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ). Ôîðìà êèíêà óæå íå áóäåò ñèììåòðè÷íîé, òàê êàê åãî õâîñòû ëåæàò â ÿìàõ ñ ðàçíîé êðèâèçíîé.
Íàïðèìåð, LK èìååò áîëåå ïðîòÿæåííûé ëåâûé õâîñò,

uk(x→ −∞) ∝ − exp
(
−ω(L)

min|x|/d
)
,

è áîëåå ðåçêî çàòóõàþùèé ïðàâûé õâîñò,

uk(x→ +∞) ∝ −π + exp
(
−ω(R)

minx/d
)
.

Îáà êèíêà èìåþò îäèíàêîâóþ ìàññó

m = m(SG) (1− s2)
4s

ln
(

1 + s

1− s
)
, (3.68)

êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 1
2m

(SG) ïðè s = 0 äî íóëÿ ïðè s = 1.
Êèíê â ìîäåëè ÔÊ ñ àñèììåòðè÷íûì äâóõúÿìíûì ïîòåíöèàëîì (3.67) îáëàäàåò âíóòðåííåé ìîäîé ñ ÷àñòîòîé

ωB . Ðåìóàñíå è Ïåéðàð [187] îáíàðóæèëè èíòåðåñíîå ÿâëåíèå: äëÿ 0 < s < 0.4 âåëè÷èíà ÷àñòîòû ωB ëåæèò ìåæäó
÷àñòîòàìè ω

(L)
min è ω

(R)
min. Ïîýòîìó, êîãäà âîçáóæäàåòñÿ âíóòðåííÿÿ ìîäà êèíêà (íàïðèìåð, ïðè ñòîëêíîâåíèè

êèíêîâ), îíà áûñòðî çàòóõàåò èç-çà èçëó÷åíèÿ ôîíîíîâ îêîëî ëåâîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â íàïðàâëåíèè
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Ðèñ. 3.13. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè (3.67).

ïîëîãîãî õâîñòà êèíêà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ðåçîíàíñíûå ñòðóêòóðû ìîæíî íàáëþäàòü òîëüêî äëÿ ñòîëêíîâåíèé
RK+RK è LK+LK, êîãäà êèíê è àíòèêèíê ñòàëêèâàþòñÿ ñâîèìè ïîëîãèìè õâîñòàìè ("ìÿãêîå" ñòîëêíîâåíèå).
Ïðè ýòîì âñÿ öåïî÷êà âíå çîíû ñòîëêíîâåíèÿ îñòàåòñÿ â ïðàâîì îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ
ôîíîííîé ÷àñòîòîé ω ≥ ω(R)

min > ωB . ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ïðîâåäåííîå Ðåìóàñíå è Ïåéðàðîì [187], ïîêàçàëî
ñóùåñòâîâàíèå îêîí îòðàæàþùèõ çíà÷åíèé ñêîðîñòåé äëÿ ñòîëêíîâåíèÿ ýòèõ òèïîâ êèíêîâ.

ßñíî, ÷òî êàæäîå èç îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé (ëåâîå èëè ïðàâîå) ìîæåò äîïóñêàòü ñóùåñòâîâàíèå äîëãîæèâóùèõ
áðèçåðíûõ ìîä. Ðåìóàñíå è Ïåéðàð [187] ïîêàçàëè, ÷òî ïðàâîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (óçêèå ÿìû) âñåãäà äîïóñêàåò
ñóùåñòâîâàíèå ìàëîàìïëèòóäíûõ áðèçåðîâ, à ëåâîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (øèðîêèå ÿìû) äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå
âûñîêîàìïëèòóäíûõ áðèçåðîâ ïðè 0 < s < s∗, ãäå s∗ = 2 − √3 ≈ 0.268. Ïîýòîìó, ïðè s∗ < s < 1
âûñîêîàìïëèòóäíûé áðèçåð íå ìîæåò áûòü âîçáóæäåí â ðåçóëüòàòå æåñòêîãî êèíê-àíòèêèíêîâîãî ñòîëêíîâåíèÿ
(ò.å., ïðè ñòîëêíîâåíèè LK+LK èëè RK+RK, êîãäà êèíêè ñòàëêèâàþòñÿ ñî ñòîðîíû ñâîèõ êîðîòêèõ õâîñòîâ)
è êèíêè ñðàçó ðàçðóøàþòñÿ, èçëó÷àÿ ôîíîíû. Äðóãîé ñëó÷àé ñòîëêíîâåíèÿ êèíêîâ ïîäîáåí ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè ÑÃ-òèïà, ãäå ñòîëêíîâåíèÿ ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê âçàèìîäåéñòâèå ýôôåêòèâíûõ êâàçè÷àñòèö. Èç-
çà àñèììåòðèè ôîðìû êèíêà, êèíê è àíòèêèíê ìîãóò ñòàëêèâàòüñÿ ëèáî ñî ñòîðîíû èõ äëèííûõ õâîñòîâ
("ìÿãêîå" ñòîëêíîâåíèå), êîãäà öåïî÷êà âíå çîíû ñòîëêíîâåíèÿ íàõîäèòñÿ â ïðàâîì îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, ëèáî ñî
ñòîðîíû èõ êîðîòêèõ õâîñòîâ (òàê íàçûâàåìîå "æåñòêîå" ñòîëêíîâåíèå). Ìÿãêèå ñòîëêíîâåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè
ïîëíîñòüþ óïðóãèìè, â òî âðåìÿ êàê æåñòêèå ñòîëêíîâåíèÿ ïðîèñõîäÿò íå óïðóãî è ñîïðîâîæäàþòñÿ ñèëüíûì
èçëó÷åíèåì [187].

3.3.5 Ìíîãîáàðüåðíûé ïîòåíöèàë

Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ ìîäåëè ÔÊ (ñì. ãëàâó 2) ïîòåíöèàë ïîäëîæêè èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó ñ äîïîëíèòåëüíûìè
ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè, ò.å. äâóõáàðüåðíóþ (DB) ñòðóêòóðó, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 3.14. Â ýòîì ñëó÷àå,
ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â "ìåòàñòàáèëüíîì îñíîâíîì ñîñòîÿíèè" (MGS), êîãäà âñå àòîìû öåïè çàíèìàþò
ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Çäåñü, ïîäîáíî ðàññìîòðåííîé âûøå äâóõúÿìíîé ìîäåëè, 2π-
êèíê ðàñùåïëÿåòñÿ è ñîçäàåò äâà ïîäêèíêà, ñâÿçûâàþùèõ ñîñòîÿíèÿ GS-MGS è MGS-(GS−2π). Îäíàêî â
îòëè÷èå îò äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà, çäåñü àòîìû â îáëàñòè ìåæäó ïîäêèíêàìè íàõîäÿòñÿ â ìåòàñòàáèëüíîì
(âîçáóæäåííîì) ñîñòîÿíèè (ñì. ðèñ. 3.14). Ýòî ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîìó ïðèòÿæåíèþ ìåæäó äâóìÿ ïîäêèíêàìè,
òàê êàê ýíåðãèÿ 2π-êèíêà âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîäêèíêàìè, ò.å. ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
àòîìîâ, çàíèìàþùèõ ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå. Â ðåçóëüòàòå êîíêóðåíöèè ýòîãî ïðèòÿæåíèÿ è îáû÷íîãî
îòòàëêèâàíèÿ ïîäêèíêîâ îäíîãî è òîãî æå òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñíîå ìåæêèíêîâîå
ðàññòîÿíèå R0, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ýíåðãèè 2π-êèíêà. Òàêèì îáðàçîì, äâóõáàðüåðíûé êèíê ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê "ìîëåêóëó" (2π-êèíê), ñîñòîÿùóþ èç äâóõ "àòîìîâ" (ïîäêèíêîâ èëè π-êèíêîâ), ñâÿçàííûõ
âìåñòå íåêîòîðûì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ UDB(R), êîòîðûé èìååò ìèíèìóì ïðè R = R0. ßñíî, ÷òî
äâóõáàðüåðíûé êèíê äîëæåí âñåãäà îáëàäàòü âíóòðåííåé ìîäîé ñ ÷àñòîòîé ωB , êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå èìååò
ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: îíà ñîîòâåòñòâóåò îòíîñèòåëüíûì êîëåáàíèÿì äâóõ "àòîìîâ" âíóòðè "ìîëåêóëû".

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îäèí èç íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ïîòåíöèàëîâ ïîäëîæêè � ïîòåíöèàë
ÄÑÃ (3.50), êîòîðûé èìååò äâóõáàðüåðíóþ ñòðóêòóðó ïðè s > 1/4. Ïîñëå ââåäåíèÿ íîâîãî ïàðàìåòðà r,
îïðåäåëÿåìîãî èç óðàâíåíèÿ s = ( 1

2 sinh r)2, ãäå r > ln(1 +
√

2) ≈ 0.881, ÄÑÃ ïîòåíöèàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

Vr(x) =
sinh2 r

cosh4 r

{
4(1− cosx) + sinh2 r[1− cos(2x)]

}
. (3.69)
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Ïîòåíöèàë (3.69) íà îäíîì ïåðèîäå as = 2π èìååò ìèíèìóì ïðè x0 = 0, äâà ìàêñèìóìà ïðè xm = π ±
cos−1(cosh2r), Vr(xm) = 2, è îòíîñèòåëüíûé ìèíèìóì ïðè xb = π, Vr(xb) = 8 sinh2 r/ cosh4 r.

Ðèñ. 3.14. Êèíê â ìîäåëè ÔÊ ñ äâóõáàðüåðíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè.

Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà g � 1, ñòàöèîíàðíûé äâóõáàðüåðíûé êèíê (àíòèêèíê) èìååò ïðîñòóþ
ôîðìó

u(DB)(x) = ∓2 tan−1

(
sinh y
cosh r

)
, (3.70)

ãäå
y = 2(x−X)/d. (3.71)

Ìàññà êèíêà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

m(DB)(r) = m(SG) sinh r
cosh r

[
1 +

2r
sinh(2r)

]
> m(SG). (3.72)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñòàöèîíàðíûé êèíê (3.70), (3.71) óðàâíåíèÿ äâîéíîé ÑÃ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê
ñóììà äâóõ îäèíî÷íûõ êèíêîâ ÑÃ ìîäåëè [195, 207],

u(DB)(x) = ∓
[
uπ(R̃+ y)− uπ(R̃− y)

]
, (3.73)

ãäå uπ(y) = 2 tan−1 exp(y), R̃ = r, à y îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (3.71). Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòð X ìîæåò áûòü
ðàññìîòðåí êàê êîîðäèíàòà öåíòðà ìàññû äâóõ êèíêîâ, à ïàðàìåòð R = R̃d � êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
ïîäêèíêàìè DB êèíêà.

Âèëëèñ è ñîàâòîðû [208] ïðîàíàëèçèðîâàëè ïîëíóþ ãàìèëüòîíîâó äèíàìèêó DB êèíêà â ìîäåëè ÄÑÃ, ââåäÿ
äâå êîëëåêòèâíûå êîîðäèíàòû X(t) è R(t) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîïðÿæåííûå ìîìåíòû êàê êàíîíè÷åñêèå
ïåðåìåííûå. Ïîäîáíî ãàìèëüòîíîâó ôîðìàëèçìó äëÿ ìîäåëè ÑÃ, â äàííîì ñëó÷àå íóæíî äîáàâèòü ïî êðàéíåé
ìåðå åùå îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû (âíóòðåííèå êîëåáàíèÿ) è ìîäèôèöèðîâàòü ñêîáêè Ïóàññîíà. Ïîñëå äîâîëüíî
äëèííûõ âû÷èñëåíèé Âèëëèñ è ñîàâòîðû [208] ïîêàçàëè, ÷òî ýíåðãèþ ÄÑÃ êèíêà ïðè òàêîì ïîäõîäå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

HDB =
m(DB)

2

(
dX

dt

)2

+
m(R)

2

(
dR

dt

)2

+ UDB(R), (3.74)

ãäå ýôôåêòèâíàÿ ìàññà m(DB) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.72),

m(R)(r) =
∫ ∞
−∞

dx

2π

(
∂u(DB)

∂R

)2

=
1
4
m(SG) sinh r

cosh r

[
1− 2r

sinh(2r)

]
, (3.75)

è

UDB(R) = m(SG)c2
sinh r

2 cosh r

{
1 +

tanh2 r

tanh2 R̃
+

2R̃
[

1

sinh(2R̃)
+

coth R̃
cosh2 r

− tanh2 r coth R̃

2 sinh2 R̃

]}
, (3.76)

ãäå R̃ ≡ R/d. Äëÿ ìàëîàìïëèòóäíûõ âíóòðåííèõ êîëåáàíèé ýíåðãèþ UDB(R) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

UDB(R) ≈ m(DB)c2 +
1
2
m(R)ω2

B(r)(R−R0)2, (3.77)

ãäå R0 = rd, à ωB(r) � ÷àñòîòà âíóòðåííèõ êîëåáàíèé,

ω2
B(r) =

1
m(R)(r)

(
d2UDB
dR2

)∣∣∣∣
R=R0

. (3.78)
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×àñòîòà ωB ìîæåò áûòü íàéäåíà èç óðàâíåíèé (3.75), (3.76), è (3.78), òàêæå îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê
íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (3.51), (3.52). Ïîñëåäíèé ìåòîä ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó
ðåçóëüòàòó [209] ωB ≈ ωmin

√
1− β2, ãäå

β =
1
2

[(
1 +

8
α2

tanh2 r

)1/2

− 1

]
, (3.79)

è
α =

tanh2 r sinh(2r)
[sinh(2r)− 2r]

. (3.80)

Ïîòåíöèàë UDB(R), çàäàâàåìûé óðàâíåíèåì (3.76), ÿâëÿåòñÿ àíãàðìîíè÷íûì. Ïîýòîìó ïðè ðîñòå àìïëèòóäû
êîëåáàíèé "ìîëåêóëû" îíè ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíûìè, è àíãàðìîíè÷íîñòü ïîòåíöèàëà ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííîé.
Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìîãóò âîçáóæäàòüñÿ ãàðìîíèêè âûñøåãî ïîðÿäêà è èçëó÷àòüñÿ ôîíîíû. Îäíàêî âçàèìîäåéñòâèå
âíóòðåííèõ êîëåáàíèé êèíêà ñ ôîíîíàìè ÷ðåçâû÷àéíî ìàëî, òàê îíî ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷åò ðåçîíàíñîâ
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïðîâåäåííîå Áóðäèêîì è ñîàâòîðàìè [210] ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ýôôåêòèâíîå
çàòóõàíèå âíóòðåííèõ êîëåáàíèé ïðåíåáðåæèìî ìàëî, äàæå êîãäà îíè ñòàíîâÿòñÿ ñèëüíî íåëèíåéíûìè.

Â ïðåäåëå r → ∞ ïîòåíöèàë ÄÑÃ (3.69) ñâîäèòñÿ ê ïîòåíöèàëó ÑÃ ñ ïåðèîäîì a = π, DB êèíê (3.73)
ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâà îòäåëüíûõ ÑÃ π-êèíêà, à ÷àñòîòà ωB → 0. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â äèñêðåòíîì ñëó÷àå
ãàìèëüòîíèàí (3.74) äîëæåí âêëþ÷àòü ÏÍ ïîòåíöèàë äëÿ ïîäêèíêîâ.

Êýìïáåë è ñîàâòîðû [195] ïðîâåëè ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå êèíê-àíòèêèíêîâûõ ñòîëêíîâåíèé â ìîäåëè ÄÑÃ è
ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå "ðåçîíàíñíûõ îêîí" , ñâÿçàííûõ ñ ìåõàíèçìîì îáìåíà ýíåðãèè ìåæäó òðàíñëÿöèîííûìè
è âíóòðåííèìè ìîäàìè êèíêîâ. Îêíà ðåçîíàíñíûõ ñêîðîñòåé ñîîòâåòñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà êèíêè ñòàëêèâàþòñÿ
íåóïðóãî è îáðàçóþò áðèçåð, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êèíêè ðàñõîäÿòñÿ, íå ìåíÿÿ ñâîåé èäåíòè÷íîñòè. Ïðè
r > 1/4 ïîÿâëÿþòñÿ êà÷åñòâåííî íîâûå ýôôåêòû, à èìåííî, ðåçóëüòàòîì êèíê-àíòèêîâîãî ñòîëêíîâåíèÿ ìîæåò
ñòàòü îáðàçîâàíèå äâóõ áðèçåðîâ, äâèãàþùèõñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû. Èçìåíåíèå ýíåðãèè ðåçîíàíñîâ ìîæåò áûòü
èçó÷åíî â ðàìêàõ ìîäåëè ýôôåêòèâíûõ êîëëåêòèâíûõ êîîðäèíàò, êîòîðàÿ òðàêòóåò ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ êàê
ñòîëêíîâåíèå äâóõ "ìîëåêóë" , îäíà èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò DB êèíêó, à äðóãàÿ � DB àíòèêèíêó.

3.4 Íåóïîðÿäî÷åííûå ïîäëîæêè

Â ðåàëèñòè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ ìîäåëÿõ âçàèìîäåéñòâèå íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé (êèíêîâ èëè áðèçåðîâ) ñ
íåîäíîðîäíîñòÿìè äîëæíî èãðàòü âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèçìàõ ïåðåíîñà, òàê êàê êèíêè (èëè áðèçåðû) ìîãóò
çàõâàòûâàòüñÿ ëîêàëüíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè èëè îòðàæàòüñÿ îò íèõ. Áîëåå òîãî, çàõâàò áðèçåðà ìîæåò
ïðèâîäèòü ê âîçáóæäåíèþ íåëèíåéíîé ïðèìåñíîé ìîäû. Âîçìîæíîñòü òàêèõ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü
ñâÿçü ìåæäó òåîðèåé íåëèíåéíûõ öåïåé è òåîðèåé ãàðìîíè÷åñêèõ ðåøåòîê ñ äåôåêòàìè (ñì., íàïðèìåð,
ññûëêè [211]�[214]).

Ìíîãèå ñâîéñòâà âçàèìîäåéñòâèÿ ñîëèòîíîâ ñ ïðèìåñÿìè óæå îáñóæäàëèñü â ðàìêàõ ìîäåëè ÑÃ � ñì. îáçîðû
Êèâøàðÿ è Ìàëîìåäà [27], à òàêæå Ãðåäåñêóëà è Êèâøàðÿ [215]. Â äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ ó âçàèìîäåéñòâèÿ
ñîëèòîíîâ ñ ïðèìåñÿìè ïîÿâëÿþòñÿ äâà íîâûõ ñâîéñòâà, êîòîðûå íåîáõîäèìî îáñóäèòü. Ïåðâîå � ýòî òî, ÷òî
â äèñêðåòíîé öåïè êèíê äâèæåòñÿ â ïðèñóòñòâèè ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ÏÍ, àìïëèòóäà êîòîðîãî âñåãäà
ìåíüøå àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Ïîýòîìó ïàðàìåòðû êèíêà ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþòñÿ, è ýòîò ïðîñòîé
ìåõàíèçì èçëó÷åíèÿ ôîíîíîâ ïðèâîäèò ê ïîñëåäóþùåìó ïèíèíãó êèíêà äèñêðåòíîñòüþ ðåøåòêè. Â ðåçóëüòàòå
ýòîãî, ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè, êîòîðûå îòñóòñòâóþò â ìîäåëè SG, ìîãóò ñóùåñòâåííî ìîäèôèöèðîâàòü àäèàáàòè÷åñêîå
ðàññåÿíèå êèíêîâ [49]. Âòîðûì âàæíûì ñâîéñòâîì ðàññåÿíèÿ êèíêîâ ïðèìåñÿìè â äèñêðåòíîé öåïè ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü âîçáóæäåíèÿ ïðè ðàññåÿíèè ïðèìåñíûõ ìîä. Íà ñàìîì äåëå òàêîé ýôôåêò òàêæå âîçìîæåí
è â êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëÿõ ïðè ñòðîãîì ó÷åòå íåîäíîðîäíîñòè, íî èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû ïðèìåñíîé ìîäû
äèñêðåòíîñòüþ äåëàþò ïðîöåññ èõ âîçáóæäåíèÿ áîëåå ëåãêèì [216].

Ïðîñòåéøåå îáîáùåíèå ìîäåëè ÔÊ, ïîçâîëÿþùåå ó÷åñòü äåôåêòû ðàçëè÷íûõ òèïîâ, áûëî èçó÷åíî Áðàóíîì è
Êèâøàðåì [49]. Ìîäåëü ÔÊ ñ áåñïîðÿäêîì â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì ãàìèëüòîíèàíîì [ñðàâíèòå
ñ óðàâíåíèÿìè (1.1) � (1.5)]

H =
∑

j

{
mj

2

(
dxj
dt

)2

+
gj
2

(xj+1 − xj − a0)2 + U(xj)

}

ñ ïîòåíöèàëîì
U(xj) = εj

[
1− cos

(
2πxj
as

)]
+ v(xj),
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ãäå íåîäíîðîäíîñòè ó÷èòûâàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû mj (èçìåíåíèå ìàññ ÷àñòèö), gj (èçìåíåíèå ìåæ÷àñòè÷íîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ), εj (ëîêàëüíûå èçìåíåíèÿ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè) è v(xj) (íåêîòîðûì äîáàâî÷íûì èçìåíåíèåì
ïîòåíöèàëà, ñîçäàâàåìûì ïðèìåñÿìè). Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèé àòîìîâ uj = xj − jas èìåþò âèä [ìû
ðàññìàòðèâàåì çäåñü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ñ a0 = as]

mj
d2uj
dt2

+ gj(uj − uj+1) + gj−1(uj − uj−1)

+εj sinuj + v′(jas + uj) = 0. (3.81)

Åñëè îäèí àòîì öåïè, ñêàæåì ñ íîìåðîì j = 0, èìååò ñâîéñòâà, îòëè÷íûå îò âñåõ îñòàëüíûõ àòîìîâ, òî
òàêóþ íåîäíîðîäíîñòü ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ëîêàëüíûì èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ (â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ,
ââåäåííûõ â ãëàâå 1), ε0 = 1 + ∆ε, m0 = 1 + ∆m, è g0 = g−1 = g + ∆g, òàê ÷òî èçìåíåíèå, îáóñëîâëåííîå ýòèì
âîçìóùåíèåì, δH ãàìèëüòîíèàíà öåïè ÔÊ ìîæíî çàïèñàòü êàê

δH =
∆m

2

(
du0

dt

)2

+
∆g

2
[(u1 − u0)2 + (u0 − u−1)2] +∆ε (1− cosu0). (3.82)

Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè òàêàÿ íåîäíîðîäíîñòü ó÷èòûâàåòñÿ èçìåíåíèÿìè òèïà εj → ε(x) = 1+∆εas δ(x)
è ò. ï.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñîâìåñòíîå äåéñòâèå íåëèíåéíîñòè è áåñïîðÿäêà ìîæåò èçìåíèòü ñâîéñòâà êèíêîâ
äàæå â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå. Ýòà ïðîáëåìó ëåã÷å âñåãî ïðîàíàëèçèðîâàòü â ðàìêàõ ìîäåëè SG, ò. å. äëÿ
êîíòèíóàëüíîé âåðñèè öåïè ÔÊ. Äåéñòâèòåëüíî, ìîäåëü SG ñ äåôåêòàìè áûëà ïðåäëîæåíà Áåðèñâèëîì è
Áèøîïîì [217] ñ öåëüþ àíàëèçà åå ëèíåéíûõ ñâîéñòâ. Íåêîòîðûå òî÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëè SG ñ äåëüòà-
îáðàçíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé äåôåêòîâ è íåëèíåéíûõ
ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð, âîçíèêàþùèõ âñëåäñòâèå ýôôåêòà ïèíèíãà êèíêîâ íà íåîäíîðîäíîñòÿõ. Íåñêîëüêî
ñëó÷àåâ, äëÿ êîòîðûõ òàêèå ñòàöèîíàðíûå ñòðóêòóðû ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû àíàëèòè÷åñêè, áûëè èçó÷åíû
ïðè ëèíåéíîì âçàèìîäåéñòâèè ìåæäó äåôåêòàìè è âîëíîâûì ïîëåì, ò.å. êîãäà v(x) ∼ λ δ(x−x0) (ñì., íàïðèìåð,
ðàáîòó [218]), à òàêæå äëÿ íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (êîãäà, íàïðèìåð, ε(x) ∼ λ δ(x− x0), ñì. [219]). Ðàçðûâ
ïðîèçâîäíîé, îáóñëîâëåííûé òàêîé δ-ôóíêöèåé, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü (äëÿ èçîëèðîâàííûõ äåôåêòîâ) íåëèíåéíûå
óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü íàéäåíû àíàëèòè÷åñêè. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ
ïðè íàëè÷èè äåôåêòîâ ìîæíî âû÷èñëèòü êàê êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ, òàê è ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ðàçëè÷íûõ
âîçìîæíûõ êîíôèãóðàöèé. Ýòà ïðîãðàììà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà íå òîëüêî äëÿ îäíîé èëè äâóõ ïðèìåñåé,
íî òàêæå äëÿ ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äåôåêòîâ â ïðåäåëå èõ ìàëîé êîíöåíòðàöèè [218].

Â îáîáùåííîé ìîäåëè ÔÊ íàáëþäàåòñÿ áîëåå ñëîæíîå ïîâåäåíèå, íàïðèìåð, íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ìîäåëè,
ëåæàùèå çà ïðåäåëîì ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà, ïðèâîäÿò ê íåêîòîðûì êà÷åñòâåííî
íîâûì ðåçóëüòàòàì, òàêèì êàê ñóùåñòâîâàíèå äåôîðìèðîâàííîé êîíôèãóðàöèè öåïè [220] èëè îáðàçîâàíèå
ðàçðûâîâ, êîãäà ðàñòÿæåíèå öåïè ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå [221, 222]. Êîãäà â öåïè ïîÿâëÿþòñÿ
ëîêàëüíûå íåîäíîðîäíîñòè, òî îíè ìîãóò äåéñòâîâàòü êàê ëîâóøêè äëÿ ïèíèíãà àíòèêèíêîâ è îäíîâðåìåííî
ïîâûøàòü ïîðîã äëÿ ðàçðûâà öåïè. Òàêîé ýôôåêò áûë ïðîàíàëèçèðîâàí Ìàëîìåäîì è Ìèë÷åâûì [223], êîòîðûå
ïîêàçàëè, ÷òî ïîðîã ðàçðûâà ó àíòèêèíêà, çàõâà÷åííîãî íåîäíîðîäíîñòüþ ñ ëîêàëüíûì óìåíüøåíèåì ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè, âûøå ÷åì ó ñâîáîäíîãî àíòèêèíêà. Ýòîò ýôôåêò îíè ñâÿçàëè ñ íàáëþäåíèåì îáðàçîâàíèÿ òðåùèí èç
ñäâèãîâûõ äèñëîêàöèé â ãåòåðîñòðóêòóðàõ III-V [44].

3.4.1 Ýôôåêòèâíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå ìîäåëè ÔÊ, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì SG ñ íåîäíîðîäíûìè
ïàðàìåòðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíîå óðàâíåíèå äëÿ êîîðäèíàòû êèíêà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè
óïðîùåííîé âåðñèè ìåòîäà êîëëåêòèâíûõ ïåðåìåííûõ [27, 224, 225]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ðàññìîòðèì
ïðîñòåéøèé ñëó÷àé íåîäíîðîäíîé ìîäåëè SG

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ sinu = εf(x) sinu, (3.83)

ãäå ïðèìåñü ìîäåëèðóåòñÿ ââåäåíèåì âíåøíåãî ïîòåíöèàëà

Uext(x) =
∫ x

dx f(x).

Àíàëèçèðóÿ äèíàìèêó êèíêà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ êîëëåêòèâíûõ êîîðäèíàò ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðîñòåéøèì
ïóòåì íåêîòîðîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû (ñì., íàïðèìåð, ññûëêè [86, 159]). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàêîãî
óðàâíåíèÿ çàìåòèì, ÷òî íåâîçìóùåííàÿ ñèñòåìà SG èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (ò.å. âåëè÷èí,
êîòîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè äâèæåíèè), ñðåäè íèõ ìîìåíò
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P ≡ −
∫ ∞
−∞

dx
∂u

∂t

∂u

∂x
. (3.84)

Äëÿ êèíêà ìîäåëè SG óðàâíåíèå (3.84) ïðèíèìàåò âèä õîðîøî èçâåñòíîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî âûðàæåíèÿ P =
mV/

√
1− V 2, ãäå V � ñêîðîñòü êèíêà. Â ïðèñóòñòâèè âîçìóùåíèé ìîìåíò ïåðåñòàåò ñîõðàíÿòüñÿ. Èñïîëüçóÿ

óðàâíåíèå (3.83), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îí ìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

dP

dt
= ε

∫ ∞
−∞

dx f(x)
∂

∂x
(cosu),

åñëè âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ u → 0 (2π) ïðè x → ±∞. Àäèàáàòè÷åñêèé ïîäõîä çäåñü îñíîâûâàåòñÿ íà
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ε ôîðìà êèíêà íå ìåíÿåòñÿ è òîëüêî êîîðäèíàòà
êèíêà X íà÷èíàåò çàâèñåòü îò âðåìåíè êàê ìåäëåííî èçìåíÿþùàÿñÿ ôóíêöèÿ. Â ïðåäåëàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå äèíàìèêà öåíòðà êèíêà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì
äâèæåíèÿ md2X/dt2 = −U ′(X), ãäå

U(X) ≡ −2ε
∫ ∞
−∞

dx
f(x)

cosh2(x−X)
. (3.85)

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå P ≈ mk (dX/dt), ñïðàâåäëèâîå äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ òàêîãî àäèàáàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äâèæåíèå SG êèíêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
äâèæåíèå êâàçè÷àñòèöû ìàññû m ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ïîòåíöèàëà U(X), çàäàâàåìîãî óðàâíåíèåì (3.85).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäîáíûå ñâîéñòâà âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ êèíêîâ [146].

Ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ åñòåñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3.85). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) áûñòðî ìåíÿåòñÿ íà
ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà äëèíû êèíêà, òî ïðåäïîëîæåíèå î ìàëîñòè ïàðàìåòðà ε äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ. Íàïðèìåð, â
ñëó÷àå f(x) = δ(x) ìû èìååì [86] U(X) = −2ε sech2X. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ôóíêöèÿ f(x) ìåíÿåòñÿ ìåäëåííî,
ò.å. åñëè õàðàêòåðíàÿ äëèíà èçìåíåíèÿ (ñêàæåì L) íàìíîãî áîëüøå øèðèíû êèíêà, ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì î
ìàëîñòè ε ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê âñå ïàðàìåòðû òåîðèè âîçìóùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè ïîðÿäêà L−1 è
ìû îñòàåìñÿ ñ óñëîâèåì U(X) ≈ 4ε f(X/L).

Ïðèáëèæåíèå, èñïîëüçîâàííîå â ïðèâåäåííîì âûøå âûâîäå, îñíîâàíî íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êèíê äâèæåòñÿ
ìåäëåííî ÷åðåç îáëàñòü ïðèìåñè. Â ýòîì ñëó÷àå øèðèíà êèíêà íå ìåíÿåòñÿ ñèëüíî è åå èçìåíåíèåì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò, òàê íàçûâàåìîìó, "íåðåëÿòèâèñòñêîìó" âçàèìîäåéñòâèþ êèíêà ñ ïðèìåñüþ.
Îäíàêî è â ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòàõ ìîæíî ó÷åñòü èçìåíåíèå øèðèíû, ââåäÿ îäíó èëè íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ
êîëëåêòèâíûõ êîîðäèíàò, ñâÿçàííûõ ñ øèðèíîé êèíêà [226, 227]. Áîëåå äåòàëüíûé àíàëèç ýòîãî ïðîâåëè Âîàôî è
Êîôàíè [228]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî êèíê ñóæàåòñÿ â ïðèòÿãèâàþùåì è ðàñøèðÿåòñÿ â îòòàëêèâàþùåì ïîòåíöèàëå
ïðèìåñè.

Ïðåäñòàâëåííàÿ âûøå àäèàáàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ íåäåéñòâèòåëüíîé â ñëó÷àå, êîãäà ëîêàëèçîâàííàÿ
ïðèìåñü äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðèìåñíîé ìîäû � îñöèëëèðóþùåé ëèíåéíîé ìîäû, ëîêàëèçîâàííîé íà ÿ÷åéêå
ñ ïðèìåñüþ. Â ýòîì ïîñëåäíåì ñëó÷àå, êàê áóäåò ïîäðîáíî ïîêàçàíî äàëåå, äâóìÿ ýôôåêòèâíûìè êîëëåêòèâíûìè
êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèå êèíêà è àìïëèòóäà ïðèìåñíîé ìîäû. Ðàçëè÷íûå òèïû òàê íàçûâàåìûõ,
ðåçîíàíñíûõ âçàèìîäåéñòâèé ñîëèòîíîâ è êèíêîâ ñ ïðèìåñÿìè áûëè ðàññìîòðåíû Áåëîâîé è Êóäðÿâöåâûì [229],
ïðîñòåéøèé ïðèìåð òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäñòàâëåí â ïàðàãðàôå 4.3.2.

Â äèñêðåòíîé ðåøåòêå ÔÊ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êîîðäèíàòû êèíêà ìîäèôèöèðóåòñÿ ÏÍ ðåëüåôîì. Îäèí
èç ñïîñîáîâ ïîëó÷åíèÿ ýôôåêòèâíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êèíêà áûë óæå óïîìÿíóò â ïàðàãðàôå 3.2.1,
îí îñíîâàí íà ïðîåêöèîííîé òåõíèêå ðàçâèòîé ãðóïïîé Âèëëèñà. Äðóãîé ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ëàãðàíæåâîì
ôîðìàëèçìå, êîòîðûé ìû ïðèìåíèì çäåñü òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, êàê ðåàëüíî ðàáîòàåò ýòîò ìåòîä
(ñì., íàïðèìåð, ññûëêè [49, 230, 231]).

Äîâàéòå íà÷íåì ñ ëàãðàíæèàíà íåîäíîðîäíîé ÔÊ öåïè

L =
∑

j

{
mj

2

(
duj
dt

)2

− gj
2

(uj+1 − uj)2 − εj
[
1− cos

(
2πuj
as

)]}
. (3.86)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññìîòðåòü ïðîñòåéøèé ñëó÷àé îäíîãî òî÷å÷íîãî äåôåêòà íà óçëå n = 0 (ñëó÷àé íåñêîëüêèõ
ïðèìåñåé òîæå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí ïîäîáíûì ñïîñîáîì), ìû ïîëîæèì εj = εs +∆ε δj0, mj = ma +∆mδj0, è
gj = g+∆g δj0. Ââåäÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå τ = (c/as) t è φj = (2π/as)uj è ïîëîæèâ µ = as/l, c2 = ga2

s/ma,
l = c/ω0, ãäå ω2

0 = 2π2εs/maa
2
s, ìû ïðèâåäåì ëàãðàíæèàí (3.86) ê âèäó

L = A
∑

j

{
1
2

(
dφj
dt

)2(
1 +

∆m

ma
δj0

)
− 1

2
(φj+1 − φj)2

(
1 +

∆g

g
δj0

)
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−µ2(1− cosφj)
(

1 +
∆ε

εs
δj0

)}
,

ãäå A = ma(c/2π)2. Â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòð µ èìååò ñìûñë îòíîøåíèÿ øàãà ðåøåòêè ê
øèðèíå êèíêà. Òåïåðü ìû äîïóñòèì, ÷òî âåëè÷èíà µ ìàëà, òàê ÷òî âîçìóùåííûé êèíê â äèñêðåòíîé öåïè
ìîæíî ïðèáëèæåííî îïèñàòü ÑÃ êèíêîì

φj(τ) = 4 tan−1 eµξj , (3.87)
ãäå ξj = j−Y (τ), à Y (τ) ÿâëÿåòñÿ êîëëåêòèâíîé êîîðäèíàòîé êèíêà. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.87) â Ëàãðàíæèàí
ñèñòåìû è îöåíèâàÿ çàòåì ñóììû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñóììèðîâàíèÿ Ïóàññîíà

∞∑
n=−∞

h f(nh) =
∫ ∞
−∞

dx f(x)

[
1 + 2

∞∑
s=1

cos
(

2πsx
h

)]
,

ìû ïîëó÷èì ýôôåêòèâíûé Ëàãðàíæèàí â ñëåäóþùåé ïðèâåäåííîé ôîðìå [49]

L/A = 4µ

{(
dY

dt

)2

− 4π2

sinh(π2/µ)
cos(2πY )

}
+

2µ2

cosh2(µY )

{(
dY

dt

)2(
∆m

ms

)
−
(
∆g

g
− ∆ε

εs

)}
. (3.88)

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ êîîðäèíàòû êèíêà X = µY ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèÿ (3.88) íåïîñðåäñòâåííî.
Ïðîñòåéøèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî äèñêðåòíîñòü äîáàâëÿåò íåêîòîðîå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå, ñâÿçàííîå ñ ÏÍ
ðåëüåôîì òàê, ÷òî êèíê ìîæíî îïèñàòü êàê ýôôåêòèâíóþ ÷àñòèöó èçìåíÿþùåéñÿ ìàññû, äâèãàþùóþñÿ â
ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëå Ueff(X) = UPN(X) + Uim(X), ãäå

UPN(X) =
2π2µ

sinh(π2/µ)
cos
(

2πX
µ

)
(3.89)

è
Uim(X) =

1
4

(
∆g

g
+
∆ε

εs

)
µ3

cosh2X
. (3.90)

Àíàëèç äâèæåíèÿ êèíêà â îêðåñòíîñòè ïðèìåñè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Áðàóíà è Êèâøàðÿ [49], íî êà÷åñòâåííàÿ
ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà òàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äîâîëüíî ïðîñòà: äâèæåíèå êèíêà îáóñëàâëèâàåòñÿ ïîòåíöèàëàìè
äâóõ òèïîâ � ëîêàëèçîâàííûì (îò ïðèìåñè) è íåëîêàëüíûì (îò ïåðèîäè÷åñêîãî ÏÍ ðåëüåôà). Â ÷àñòíîñòè, åñëè
êèíê çàõâà÷åí äèñêðåòíîñòüþ íå î÷åíü äàëåêî îò ïðèìåñè, òî åãî ÏÍ ÷àñòîòà ðåíîðìàëèçóåòñÿ:

ω2
j = ω2

PN −
µ3

2

(
∆g

g
+
∆ε

ε

)
(1− 2 sinh 2Xj)

cosh4Xj

, (3.91)

ãäå ÷àñòîòà ÏÍ ω2
PN = [8π4/µ sinh(π2/µ)], êîîðäèíàòà Xj = (j + 1

2 )µ, à jas � ðàññòîÿíèå îò ïðèìåñè. Çàìåòèì,
÷òî ïîòåíöèàë ëîêàëüíîé ïðèìåñè îäèíàêîâûì îáðàçîì äåéñòâóåò íà êèíê è àíòèêèíê.

Ïîäîáíàÿ òåõíèêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ÄÍÊ ïðîìîóòîðàì ñ öåëüþ îáúÿñíåíèÿ èõ ðîëè, êàê äèíàìè÷åñêèõ
àêòèâàòîðîâ òðàíñïîðòà ÐÍÊ ïîëèìåðàçû âäîëü öåïè ÄÍÊ. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ êèíêîâ â íåóïîðÿäî÷åííîé ìîäåëè
ÔÊ, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ ÄÍÊ öåïè [103]�[106],[112],[232]�[234], ââîäèòñÿ íåêîòîðûé ýôôåêòèâíûé
ïîòåíöèàë. Ýòèì ìåòîäîì Ñàëåðíî è Êèâøàðü [231] ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå äèíàìè÷åñêè "àêòèâíîãî" ó÷àñòêà
âíóòðè ÄÍÊ ïðîìîóòåðà, ÷òî êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè [235].

Íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ ýôôåêòîâ ìîæíî íàáëþäàòü äëÿ ìíîãî-êèíêîâîé äèíàìèêè , êîãäà âáëèçè ïðèìåñè
âçàèìîäåéñòâóþò äâà èëè áîëåå êèíêîâ. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà äâèæóùèéñÿ êèíê ñòàëêèâàåòñÿ ñ êèíêîì, çàõâà÷åííûì
ïðèìåñüþ, âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòà ñòîëêíîâåíèÿ: äåïèíèíã, çàõâàò è îáìåí [236]. Äëÿ êèíêîâ ñ
ðàçíûìè ïîëÿðíîñòÿìè ðåçóëüòàòîì òàêîãî ñòîëêíîâåíèÿ òàêæå ìîæåò áûòü àííèãèëÿöèÿ êèíêîâ íà ïðèìåñè.
Ðàññåÿíèå ÑÃ áðèçåðà íà ïðèìåñè ìîæíî ðàññìîòðåòü, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ñëó÷àÿ íèçêî÷àñòîòíûõ áðèçåðîâ,
êàê âçàèìîäåéñòâèå ñ ïðèìåñüþ ñâÿçàííîé ïàðû êèíêîâ. Ñëîæíàÿ äèíàìèêà ðàññåÿíèÿ áðèçåðà íà ïðèìåñè áûëà
ïîêàçàíà Êåíôàêîì è Êîôàíè [237] è Æàíãîì [238].

Îáñóæäåííûå âûøå àäèàáàòè÷åñêèå ýôôåêòû îñíîâûâàþòñÿ íà ïðèáëèæåíèè, â êîòîðîì íå ó÷èòûâàþòñÿ
ïîòåðè ýíåðãèè íà èçëó÷åíèå. Îäíàêî âî âðåìÿ ðàññåÿíèÿ íà ïðèìåñÿõ êèíê èçëó÷àåò ôîíîíû. Ýòî ìîæåò
èçìåíèòü îáùóþ êàðòèíó ðàññåÿíèÿ, äîáàâëÿÿ â íåå ýôôåêòèâíûå ðàäèàöèîííûå ïîòåðè [27]. Äåéñòâèòåëüíî, â
íåîäíîðîäíîé ìîäåëè ÔÊ âîçìîæíû òðè òèïà ðàäèàöèîííûõ ïîòåðü:

(i) Ïåðâûé òèï ðàäèàöèîííûõ ïîòåðü îáóñëîâëåí ñóùåñòâîâàíèåì ÏÍ ðåëüåôà, îí óæå áûë äåòàëüíî
îáñóæäåí âûøå.
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(ii) Âòîðîé òèï òàêèõ ðåçîíàíñíûõ ýôôåêòîâ îáóñëîâëåí âûçâàííûì ïðèìåñüþ èçìåíåíèåì ñêîðîñòè êèíêà.
Ýòîò òèï èçëó÷åíèÿ êèíêà ìîæíî âû÷èñëèòü â ïåðâîì ïîðÿäêå êàê èçëó÷åíèå ÑÃ êèíêà. Áîëüøîå ÷èñëî òàêèõ
çàäà÷ ðàññìîòðåíî â îáçîðå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ñîëèòîíà [27]. Âàæíîñòü ðàäèàöèîííûõ ýôôåêòîâ òàêîãî
òèïà áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà Êèâøàðåì è äð. [239] äëÿ ñëó÷àÿ ðàññåÿíèÿ êèíêà íà äâóõ òî÷å÷íûõ ïðèìåñÿõ.
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ êèíêà îñöèëëÿöèîííî çàâèñèò îò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèìåñÿìè. Ýòî îáóñëîâëåíî èíòåðôåðåíöèåé èçëó÷åíèÿ, èñïóñêàåìîãî êèíêîì.

(iii) Òðåòèé òèï íåóïðóãèõ ýôôåêòîâ, êîòîðûå íå ó÷èòûâàþòñÿ ïðè àäèàáàòè÷åñêîì ïîäõîäå � ýòî âîçáóæäåíèå
ó ïðèìåñè ëîêàëèçîâàííûõ ìîä ïðè ðàññåÿíèå êèíêà. Ýòà çàäà÷à áóäåò îáñóæäàòüñÿ íèæå â ïðåäåëå ìîäåëè ÑÃ.

3.4.2 Òî÷å÷íûå äåôåêòû

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) â óðàâíåíèè (3.83) îïèñûâàåò ñëó÷àéíûå ïðèìåñè, òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ïðîñòåéøèé
ñëó÷àé äåëüòà-îáðàçíûõ íåîäíîðîäíîñòåé εf(x) =

∑
n εnδ(x − an), ãäå ÷èñëà εn è an âûáðàíû ñëó÷àéíûìè, è

ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ðàññòîÿíèÿ bn = an+1 − an ÿâëÿþòñÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè
ñ ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè p(b) = b−1

0 e−b/b0 . Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ êîîðäèíàòû êèíêà X ïðèíèìàåò ôîðìó
md2X/dt2 = −U ′(X), ãäå

U(X) =
∑
n

un(X), un(X) ≡ u(X − an), u(X) ≡ − 2ε
cosh2X

. (3.92)

Çäåñü, êàê è âûøå, ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî P ' mV ' mdX/dt. Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ïîäõîäà êîëëåêòèâíîé
êîîðäèíàòû äâèæåíèå ÑÃ êèíêà ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê äâèæåíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ìàññû m â
ýôôåêòèâíîì ñëó÷àéíîì ïîòåíöèàëå, çàäàâàåìîì óðàâíåíèåì (3.92).

Â ðàáîòå Ãðåäåñêóëà è äð. [240] áûëî ïðîàíàëèçèðîâàíî ðàññåÿíèå êèíêà â ñëó÷àå, êîãäà áåñïîðÿäîê
ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûå òî÷å÷íûå ïðèìåñè îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòè, ò. å. ïðè εn = ε.
Îáùèå ìåòîäû, îáû÷íî èñïîëüçóåìûå äëÿ çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé (ñì., íàïðèìåð,
ññûëêè [241]�[243], à òàêæå îáçîðû [215, 244, 245]), íå ìîãóò áûòü ïðÿìî ïðèìåíåíû ê ýòîé çàäà÷å, òàê êàê
äëÿ ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðèìåñåé ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà
[çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàë (3.92) íå ÿâëÿåòñÿ Ìàðêîâñêèì]. Ãðàäåñêóë è äð. [240] ðàçðàáîòàëè ñòàòèñòè÷åñêóþ
ïðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé äâèæåíèÿ êèíêà, íàïðèìåð, ñðåäíåé ñêîðîñòè êèíêà, ïðè óñëîâèè, ÷òî
åãî ñêîðîñòü äîñòàòî÷íî âåëèêà, à ïðîòÿæåííîñòü ïðèìåñåé ìàëà.

Îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ äèíàìèêîé ÔÊ öåïè, ÿâëÿåòñÿ âëèÿíèå áåñïîðÿäêà íà äâèæåíèå
äèñëîêàöèé â êðèñòàëëàõ ñ âûñîêèì ÏÍ ïîòåíöèàëîì. Áàçèñíûå êîíöåïöèè äèñëîêàöèîííîé äèíàìèêè â
êðèñòàëëàõ ñ âûñîêèì ÏÍ ðåëüåôîì áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Àîòì è Õèðøåì [246], à òàêæå Êàçàíöåâûì è
Ïîêðîâñêèì [247]. Çäåñü ïîïåðå÷íîå ñìåùåíèå äèñëîêàöèîííîé ëèíèè îïèñûâàåòñÿ êàê îáóñëîâëåííîå òåïëîâûìè
ôëóêòóàöèÿìè ðîæäåíèå êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé ïîñòîÿííîé ñèëû. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîäâèæíîñòü äèñëîêàöèé òîæå ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ, íàïðèìåð,
ëåãèðîâàíèå êðèñòàëëîâ àòîìàìè ïðèìåñè ìîæåò ïðèâîäèòü ê óâåëè÷åíèþ äèñëîêàöèîííîé ñêîðîñòè [248, 249].
Ýòîò ýôôåêò ìîæíî îáúÿñíèòü â ðàìêàõ ìîäåëè ÔÊ êàê ñëåäñòâèå ëîêàëüíîãî óìåíüøåíèÿ ÏÍ áàðüåðà,
âîçíèêàþùåãî èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äèñëîêàöèåé è ïðèìåñÿìè [250, 251]. Óïîìÿíåì òàêæå, ÷òî òàêèå
âûâîäû áûëè ïîäòâåðæäåíû ìíîãî÷èñëåííûìè ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè, êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî òî÷å÷íûå
äåôåêòû â êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêå îêàçûâàþò ÷ðåçâû÷àéíî ñèëüíûé ýôôåêò íà ïîäâèæíîñòü äèñëîêàöèé [252,
253].

3.4.3 Âíåøíÿÿ íåîäíîðîäíàÿ ñèëà

Êîíöåïöèÿ êèíêà, êàê íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé òî÷å÷íî-ïîäîáíîé ÷àñòèöû ïðèìåíèìà, ñòðîãî ãîâîðÿ, òîëüêî
åñëè âíåøíåå ïîëå èëè ýôôåêòèâíàÿ ñèëà, ñîçäàâàåìàÿ íåîäíîðîäíîñòÿìè, íå ìåíÿþòñÿ áûñòðî íà ïðîñòðàíñòâåííîé
øêàëå ïîðÿäêà øèðèíû êèíêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò îæèäàòü íåêîòîðûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó, íàïðèìåð,
óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè äëÿ êèíêà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà, è äëÿ êèíêà, èçó÷àåìîãî êàê
ïðîòÿæåííûé îáúåêò. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêèå îòëè÷èÿ âîçíèêàþò â îáëàñòÿõ óáûâàíèÿ ñèëû Â
÷àñòíîñòè, â ïðèñóòñòâèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñèëû ñóùåñòâóþò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ äëÿ êèíêîâ ñ öåíòðàìè,
ñâÿçàííûìè (èëè ñîâïàäàþùèìè) ñ ïîëîæåíèåì íóëåé ýòèõ ñèë. Ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç îïèñàííîãî âûøå
ïîäõîäà ýôôåêòèâíîé ÷àñòèöû.

Îäíàêî, óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè êèíêà â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèþ óñòîé÷èâîñòè,
ñëåäóþùåì èç ïðîñòîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êèíêà êàê òî÷å÷íîé ÷àñòèöû. Âïåðâûå ýòî áûëî îòìå÷åíî
Ãîíçàëåñîì è Õîëèñòîì [254] (ñì. òàêæå ññûëêè [255, 256]), êîòîðûå ðàññìîòðåëè î÷åíü ñïåöèàëüíóþ ôîðìó
ñòàòè÷åñêîé ñèëû F (x) â ìîäåëè φ4, ãäå ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî êèíêà uk(x) = A tanh(Bx)
ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè A è B, îïðåäåëÿåìûìè ñèëîé F (x). Çäåñü ëèíåéíàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
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ìàëî-àìïëèòóäíûõ êîëåáàíèé îêîëî êèíêà uk(x), áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíîìó âûáîðó F (x), ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíûì
óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà ñ ïîòåíöèàëîì Ïåø-Òåëëåðà. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü òî÷íî, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñàòü
óñòîé÷èâîñòü êèíêà êàê íåêîòîðîãî ïðîòÿæåííîãî îáúåêòà. Â ðåçóëüòàòå, êîãäà âíåøíÿÿ ñèëà F (x) èìååò îäíó
óñòîé÷èâóþ (x = 0) è äâå íåóñòîé÷èâûå (x = x1,2) ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, êèíê ëîêàëèçîâàííûé íà ëîêàëüíîì
ìèíèìóìå x = 0 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, êîãäà äâå òî÷êè ìàêñèìóìà x = x1,2 íàõîäÿòñÿ âáëèçè öåíòðà êèíêà
x = 0, à âçàèìîäåéñòâèå õâîñòîâ êèíêà ñ ýòèìè íóëÿìè äîñòàòî÷íî ñèëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü óñòîé÷èâûé
êèíê íåóñòîé÷èâûì [254].

Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïîçæå áûëè ïîëó÷åíû Õîëèñòîì [256] äëÿ êèíêà â ìîäåëè Êëåéí-Ãîðäîí ñ äâîéíûì-
êâàäðàòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè. Áîëåå òî÷íî, ìîäåëü èçó÷åííàÿ Õîëèñòîì [256] èìååò ôîðìó,

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ (|u| − 1) sgn(u) = F (x), (3.93)

ãäå ñèëà F (x) áûëà âûáðàíà â ôîðìå

F (x) =
{
A− 1 +A (B2 − 1) e−B|x|

}
sgn(Bx) (3.94)

äëÿ òîãî ÷òîáû èìåòü òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ôîðìû êèíêà

uk(x) = A
(

1− e−B|x|
)

sgn(Bx). (3.95)

Ðàññìàòðèâàÿ êèíê êàê òî÷å÷íóþ ÷àñòèöó, ìû ïîëó÷èì óñëîâèå ñòàáèëüíîñòè
(
dF (x)
dx

)

x=0

> 0,

ò. å. AB2 > 1. Îäíàêî ëèíåéíàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êèíêà (3.95) òðåáóåò äëÿ óñòîé÷èâîñòè
êèíêà âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà Ω2 > 0, êîòîðîå ïðèâîäèò ê äðóãîìó óñëîâèþ AB > 1. Ïðîñòîé àíàëèç ýòèõ äâóõ
óñëîâèé è ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê âíåøíåé ñèëû F (x) äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû [256]: (i) êîãäà ñèëà (3.94) èìååò
åäèíñòâåííûé íîëü, îáà óñëîâèÿ ñîâïàäàþò, (ii) êîãäà ñèëà (3.94) èìååò òðè íóëÿ, íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíûõ
íóëåé ìîæåò äåñòàáèëèçèðîâàòü êèíê, åñëè òî÷êà x = 0 óñòîé÷èâà, èëè ñòàáèëèçèðîâàòü åãî, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Ðèñ. 3.15. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå òóííåëèðîâàíèÿ êèíêà ñ ïîäáàðüåðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Çèãçàãîîáðàçíàÿ
êðèâàÿ � ïîòåíöèàë, êðèâàÿ òèïà ñòóïåíüêè � ñîëèòîí. Ïîêàçàíî: (a) � íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðè t = 0 è (b) - (f) �
ïîñëåäóþùàÿ äèíàìèêà ÷åðåç ðàâíûå ìîìåíòû âðåìåíè [257].

Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ñ öåëüþ èçìåíåíèÿ âîçìîæíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ êèíêà ñ ïîä-áàðüåðíûì
çíà÷åíèåì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ãîíçàëåñ è äð. [257] èññëåäîâàëè, òåîðåòè÷åñêè è ÷èñëåííî, äèíàìèêó äâèæóùåãîñÿ
êèíêà â àñèììåòðè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ñ êîíå÷íûì áàðüåðîì. Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé øèðèíû ÿìû, øèðèíû
áàðüåðà è/èëè âûñîòû áàðüåðà êèíê áóäåò âåñòè ñåáÿ êàê êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè
ïîëó÷èëè óñëîâèå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîëèòîííîãî òóííåëèðîâàíèÿ ïðè ïîä-áàðüåðíîì çíà÷åíèè êèíåòè÷åñêîé
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ýíåðãèè. Ýòî óñëîâèå ñâÿçàíî ñ ïîêàçàííûì âûøå ýôôåêòîì èçìåíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè êèíêà ïðè íàëè÷èè ìíîãèõ
íóëåé âíåøíåé ñèëû. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà êèíê âåäåò ñåáÿ êàê êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà, ìèíèìóì ïîòåíöèàëà
ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîìó êèíêó, ñèäÿùåìó â ìèíèìóìå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû [ñì. ðèñ. 3.15(a)], è îí íå ìîæåò
äâèãàòüñÿ âïðàâî îò òî÷êè x = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà êèíê â òî÷êå x = 0 ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, îí
óæå áóäåò äâèãàòüñÿ âïðàâî, ïåðåñåêàÿ áàðüåð, äàæå åñëè åãî öåíòð ìàññû íàõîäèòñÿ â ìèíèìóìå ïîòåíöèàëà
è åãî íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ [ñì. ðèñ. 3.15(b)-(f)]. Â ýòîì ñëó÷àå êèíê ñîâåðøàåò òóííåëèðîâàíèå ñ
ïîä-áàðüåðíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé.

Ãîíçàëåñ è äð. [257] ïðèìåíèëè ýòè ðåçóëüòàòû ê èçó÷åíèþ äâèæåíèÿ êèíêà â íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåìàõ. Îíè
ðàññìîòðåëè ñèëó F (x) îïðåäåëåííóþ òàê, ÷òî îíà èìååò ìíîãî íóëåé, ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ. Òàêàÿ ñèñòåìà
îïèñûâàåò íåêîòîðûé ìàññèâ íåîäíîðîäíîñòåé, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàí êàê ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ
ñ äâóìÿ íóëÿìè è îäíèì ìàêñèìóìîì. Åñëè äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà óñëîâèå òóííåëèðîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ, òî êèíê
ìîæåò ïåðåñå÷ü âñþ çîíó íåîäíîðîäíîñòè, äàæå åñëè ýòîò ìàññèâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íåóïîðÿäî÷åííûì. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè óñëîâèå òóííåëèðîâàíèÿ âûïîëíåíî, òî ëîêàëèçàöèÿ äâèæóùåãîñÿ êèíêà íå âîçìîæíà.

3.5 Àíãàðìîíè÷åñêîå ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü ðåàëèñòè÷åñêèå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû, íóæíî ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå òèïû àíãàðìîíè÷åñêèõ
ìåæàòîìíûõ ïîòåíöèàëîâ. Òàêîå îáîáùåíèå ìîäåëè ÔÊ ïîçâîëÿåò îïèñàòü íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå íîâûå
ôèçè÷åñêèå ýôôåêòû, òàêèå êàê íàðóøåíèå êèíê-àíòèêèíêîâîé ñèììåòðèè, íîâûå òèïû äèíàìè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ
(ñâåðõçâóêîâûõ âîëí), ðàçðóøåíèå àíòèêèíêîâûõ ñîëèòîíîâ èç-çà ðàçðûâà öåïè, èçìåíåíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
ìîäåëè, èçìåíåíèå õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êèíêàìè è ò.ä.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëèñòè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ââåäåíèÿ â ÔÊ
ìîäåëü àíãàðìîíè÷åñêîãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû êðàòêî îáñóäèì íåñêîëüêî
ìåõàíèçìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè, àäñîðáèðîâàííûìè íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà (äåòàëè ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [36, 258, 259]).

Åñëè àäàòîìû èìåþò çàðÿäû, òî ìåæäó íèìè âîçíèêàåò êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå Vint(x) ≈ e2/x (e �
çàðÿä àäàòîìà), äåéñòâóþùåå ìåæäó íèìè íà ðàññòîÿíèÿõ x < a∗ (a∗ � ðàäèóñ ýêðàíèðîâàíèÿ, êîòîðûé äëÿ
ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïîäëîæêè ñîâïàäàåò ñ äåáàåâñêèì ðàäèóñîì ýêðàíèðîâàíèÿ, à äëÿ ìåòàëëè÷åñêîé ïîäëîæêè
îí ðàâåí îáðàòíîìó ìîìåíòó Òîìàñà-Ôåðìè) [260]. Äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâîé ïîäëîæêè çíà÷åíèå a∗ äîñòàòî÷íî
âåëèêî è ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä â ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ âíîñèò ñòåïåííîé çàêîí Vint(x) ∝ x−1. Äëÿ
àäñîðáöèè íà ìåòàëëè÷åñêîé ïîäëîæêå çíà÷åíèå ðàäèóñà ýêðàíèðîâêè a∗ èìååò ïîðÿäîê ïîñòîÿííîé ðåøåòêè;
äëÿ x > a∗ âçàèìîäåéñòâèå àäàòîìîâ èìååò äèïîëü-äèïîëüíûé õàðàêòåð: Vint(x) ≈ 2p2

A/x
3, ãäå pA � äèïîëüíûé

ìîìåíò àäàòîìà [261]. Åñëè àäàòîìû íåéòðàëüíû, òî èõ âçàèìîäåéñòâèå ïðÿìî ñâÿçàíî ñ ïåðåêðûòèåì èõ
ýëåêòðîííûõ îáîëî÷åê, êîòîðîå ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ Vint(x) ∝ exp(−βx) [258].
Áîëåå ñëîæíûå çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ âîçìîæíû ïðè, òàê íàçûâàåìîì, "íåïðÿìîì" ìåõàíèçìå âçàèìîäåéñòâèè
àäàòîìîâ [36, 258, 259], êîòîðûé ìîæíî ïðèáëèçèòåëüíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáîáùåííûì çàêîíîì

Vint(x) ∼ x−n sin(2kFx+ φ), (3.96)

ãäå n ìîæåò èìåòü çíà÷åíèÿ îò 1 äî 5 â çàâèñèìîñòè îò ýëåêòðîííîé ñòðóêòóðû ïîäëîæêè, φ � íåêîòîðàÿ
ïîñòîÿííàÿ ôàçà è kF � ìîìåíò Ôåðìè ýëåêòðîíîâ ïîäëîæêè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå íåêîòîðîå ïðèòÿæåíèå (èëè
"ýôôåêòèâíîå" ïðèòÿæåíèå) àäàòîìîâ ïðîèñõîäèò òîëüêî íà îïðåäåëåííûõ ðàññòîÿíèÿõ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îõâàòèòü äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ôèçè÷åñêè âàæíûõ ñèñòåì ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ1:

(i) Ýêñïîíåíöèàëüíûé
Vint(x) = V0 exp[−β(x− as)], (3.97)

ãäå V0 � ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àäàòîìàìè, çàíèìàþùèìè ñîñåäíèå ìèíèìóìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè,
à ïàðàìåòð β õàðàêòåðèçóåò àíãàðìîíè÷íîñòü ïîòåíöèàëà;

(ii) Ñòåïåííîé
Vint(x) = V0

(as
x

)n
, (3.98)

ãäå n � öåëîå ÷èñëî (n ≥ 1);
1 Çäåñü ñëåäóåò óïîìÿíóòü åùå îäèí ÷àñòî âîçíèêàþùèé â ïðèëîæåíèÿõ ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ìåæóçåëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ Vint(x) = V0[1 − cos(x)] � ñì., íàïðèìåð, ìîäåëü ìàãíèòíîé öåïè (2.4) è óðàâíåíèå (4.56). Ïðè òàêîì
âçàèìîäåéñòâèè òîïîëîãè÷åñêèé ñîëèòîí ïåðåñòàåò áûòü òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûì, òàê êàê óçêèé êèíê un = 0, ïðè
n ≤ 0, un = 2π ïðè n > 0 â öåïî÷êå ñ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè ñ ïåðèîäîì 2π ýêâèâàëåíòåí îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ un ≡ 0.
Çäåñü êèíê ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî ïðè ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèè V0 ïðåâûøàþùåì íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå.
Â òåðìàëèçîâàííîé öåïè òàêîé êèíê âñåãäà áóäåò èìåòü êîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè (ïðèìå÷àíèå ïåðåâîä÷èêà).
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(iii) ïîòåíöèàë Ìîðñà
Vint(x) = Vm

[
e−2β(x−a0) − 2e−β(x−a0)

]
, (3.99)

ãäå a0 � ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå, Vm � ãëóáèíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû; è, íà êîíåö,
(iv) Äâóõúÿìíûé ïîòåíöèàë

Vint = Vm

[
1
2
β4(x− a∗)4 − β2(x− a∗)2

]
. (3.100)

Ïîñëåäíèé ïîòåíöèàë èìååò äâà ìèíèìóìà ïðè x = a∗±β−1. Åãî êà÷åñòâåííî ìîæíî ïðèáëèçèòü îñöèëëèðóþùèì
ïîòåíöèàëîì (3.96), êîòîðûé âîçíèêàåò ïðè "íåïðÿìîì" âçàèìîäåéñòâèè àäàòîìîâ.

Ïîòåíöèàëû (3.97) è (3.98) ÿâëÿþòñÿ îòòàëêèâàþùèìè. Êîíå÷íî ìîæíî äîáàâèòü ïðèòÿãèâàþùóþ âåòâü
ôîðìû Vint ∝ x, òàê ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùèé ïîòåíöèàë èìåë ìèíèìóì ïðè íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè x0. Òàêàÿ
ìîäèôèêàöèÿ áóäåò äàâàòü èçìåíåíèÿ òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íîé öåïè. Îäíàêî â äàííîì ïàðàãðàôå ìû
ðàññìàòðèâàåì áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó.

Ïîòåíöèàëû (3.97) è (3.98) ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè 2, ò.å. V ′′int(x) > 0 äëÿ âñåõ x > 0, à ïîòåíöèàëû
(3.99) è (3.100) ÿâëÿþòñÿ íåâûïóêëûìè. Ïîòåíöèàë (3.99) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïðè x > a0 + β−1 ln 2, à
ïîòåíöèàë (3.100) � â èíòåðâàëå a∗ − β−1/

√
3 < x < a∗ + β−1/

√
3. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ïðè íåêîòîðûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a0 (èëè a∗), β, è Vm îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ íåòðèâèàëüíûì è åãî
ñïåêòð âîçáóæäåíèé ìåíÿåòñÿ. Ìîäåëü ÔÊ ñ íåâûïóêëûìè ïîòåíöèàëàìè (3.99) è (3.100) áóäåò ðàññìîòðåíà
â ïàðàãðàôå 3.5.2. Ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîòåíöèàë (3.97) è, îñîáåííî, ñòåïåííîé ïîòåíöèàë (3.98) ÿâëÿþòñÿ
äàëüíîäåéñòâóþùèìè ïîòåíöèàëàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü íóæíî ó÷åñòü íå òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå áëèæàéøèõ
ñîñåäåé, íî è âçàèìîäåéñòâèå äàëüíèõ ñîñåäåé. Òàêîãî òèïà çàäà÷è áóäóò îáñóæäàòüñÿ â ïàðàãðàôàõ 3.5.3 è 3.5.4,
ãäå ìû ïîêàæåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå âñåõ ñîñåäåé èçìåíÿåò òîëüêî ïàðàìåòðû ñèñòåìû ïðè ýêñïîíåíöèàëüíûì
âçàèìîäåéñòâèåì (3.97), â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñëó÷àÿ ñòåïåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (3.98) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ íåëîêàëüíûì äàæå â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè.

3.5.1 Êîðîòêîäåéñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

Ïðè ñëàáîé àíãàðìîíè÷íîñòè ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîòåíöèàë ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà è
ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ [165]

d2un
dt2

+ sinun = V ′′int(as) (un+1 + un−1 − 2un)
[
1 +

V ′′′int(as)
2V ′′int(as)

(un+1 − un−1)
]
.

Ïðåíåáðåãàÿ ýôôåêòàìè äèñêðåòíîñòè, ò.å. èñïîëüçóÿ êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ñâåñòè
ê ôîðìå

∂2u

∂t2
− d2

[
1 + αd

(
∂u

∂x

)]
∂2u

∂x2
+ sinu = 0, (3.101)

ãäå ìû ââåëè ïàðàìåòð d = as
√
g, g = V ′′int(as), è ïàðàìåòð àíãàðìîíè÷íîñòè

α =
(as
d

) V ′′′int(as)
V ′′int(as)

. (3.102)

Àíãàðìîíè÷íîñòü íå ìåíÿåò ñïåêòð ëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé (ôîíîíîâ) öåïè. Îäíàêî êèíêîâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.101) áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ðåøåíèÿ äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ÔÊ öåïè. Äëÿ ìàëûõ α ñòàöèîíàðíîå êèíêîâîå ðåøåíèå
ìîæåò áûòü íàéäåíî â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé [27]

uk(z) = u
(SG)
k (z) + αuα(z), (3.103)

ãäå
uα(z) = −4

3
tan−1(sinh z) sechz (3.104)

ñ z = x/d. Ïðîñòîé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî àíãàðìîíè÷íîñòü ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçðóøàåò ñèììåòðèþ
ìåæäó êèíêîì è àíòèêèíêîì, òàê êàê ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (3.103), êîððåêöèÿ uα íå çàâèñèò îò çíàêà òîïîëîãè÷åñêîãî
çàðÿäà êèíêà σ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà êèíêà èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó σα(πd/3), ò.å.

deff = d (1− πσα/3) . (3.105)
2 Â êíèãå ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè îíà âûïóêëà âíèç (ò. å. V ′′(x) > 0), è âîãíóòîé, åñëè îíà âûïóêëà
ââåðõ (ò. å. V ′′(x) < 0).
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Ýòî ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èçìåíåíèþ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñâîéñòâà êèíêîâ è àíòèêèíêîâ,
íàïðèìåð, ýôôåêòèâíîé ìàññû mσ ≈ m(SG) (1 + πσα/6) è àìïëèòóäû ÏÍ ïîòåíöèàëà, êîòîðóþ ìîæíî îöåíèòü
êàê

EPN ≈ E(SG)
PN (g)− 2π

3
σαg

dE
(SG)
PN (g)
dg

, (3.106)

ãäå ôóíêöèÿ E(SG)
PN (g) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (3.8). Ìû òàêæå çàìåòèì, ÷òî ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâîé

ïàðû çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
εpair = ε

(SG)
pair

(
1− 4

27
α2

)
, ε

(SG)
pair = 2ε(SG)

k . (3.107)

Òàêîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè ìåæäó êèíêîì è àíòèêèíêîì áûëî âïåðâûå îáíàðóæåíî Ìèë÷åâûì èÌàðêîâûì [262]
(ñì. òàêæå ññûëêè [263, 264]). Êàê ïîêàçàë Zhang [265], èçìåíåíèå ôîðìû êèíêà ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ
ó íåãî íèçêî-÷àñòîòíûõ (èëè âûñîêî-÷àñòîòíûõ) âíóòðåííèõ ìîä.

Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà (3.97) áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû g è α ðàâíû g = V0β
2 è

α = −βas/d. Åñëè ïàðàìåòð àíãàðìîíè÷íîñòè α îòðèöàòåëåí, òî ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà êèíêà (σ = +1) áóäåò
áîëüøå, â òî âðåìÿ êàê øèðèíà àíòèêèíêà (σ = −1) áóäåò ìåíüøå ÷åì ó ÑÃ êèíêà. Ýòî ÿâëåíèå èìååò ïðîñòóþ
ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ýôôåêòèâíûå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ êèíêà (ò.å. â îáëàñòè
ëîêàëüíîãî ñæàòèÿ öåïè) ïðåâûøàþò ñèëû äëÿ àíòèêèíêà (â îáëàñòè ëîêàëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ öåïè). Ïîýòîìó,
äëÿ òåõ æå ñàìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû V0 è β, êèíê, ïî ñðàâíåíèþ ñ àíòèêèíêîì, õàðàêòåðèçóåòñÿ
ìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè ýôôåêòèâíîé ìàññû è Ïåéåðëñ-Íàáàððîâñêîãî áàðüåðà. Ýòî êà÷åñòâåííîå ðàññìîòðåíèå
ïîäêðåïëÿåòñÿ ðèñóíêîì 3.16, âçÿòûì èç ðàáîòû Áðàóíà è äð. [165], êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ
çàâèñèìîñòåé EPN (g) è m(g) äëÿ ÔÊ ìîäåëè ïðè ó÷åòå òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäíèìè
àòîìàìè, íî â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì, êàê
â óðàâíåíèè (3.97). Õîðîøî âèäíî, ÷òî "ðàñùåïëåíèå" êðèâûõ íà ðèñóíêå 3.16 ñòàíîâèòñÿ òåì áîëüøå, ÷åì
áîëüøå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà β.

Ðèñ. 3.16. Àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà (a) è ýôôåêòèâíàÿ ìàññà (b)
äëÿ êèíêà è àíòèêèíêà êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà l = π

√
g äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà áëèæàéøèå ñîñåäè âçàèìîäåéñòâóþò ÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíûå
ñèëû (3.97). Ïðèâåäåíû êðèâûå äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
àíãàðìîíè÷íîñòè β: β = 0 (êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ÔÊ), β =

√
12/2π

è β =
√

30/2π. Ïóíêòèðíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò àíàëèòè÷åñêèì
àñèìïòîòèêàì [165].

Óðàâíåíèå (3.105) ïîêàçûâàåò, ÷òî øèðèíà àíòèêèíêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà àíãàðìîíè÷íîñòè
β. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ýòîò ýôôåêò áîëåå äåòàëüíî, Ìèë÷åâ è Ìàðêîâ [262] ïðèìåíèëè îïåðàòîðíîå
ñîîòíîøåíèå un±1 = exp(±as5)un ê äèñêðåòíîé âåðñèè ìîäåëè ÔÊ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì è
ïîëó÷èëè îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

2g exp{−β[sinh(as5)u} sin{β[cosh(as5)− 1]u} = β sinu. (3.108)

Ñîõðàíÿÿ â óðàâíåíèè (3.108) òîëüêî ïðîèçâîäíûå íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà, åãî ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ [221]
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d2 d
2u

dx2
exp

(
αd
du

dx

)
= sinu. (3.109)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (3.109) äàåò

1−
(

1− αddu
dx

)
exp

(
αd
du

dx

)
=
β2

g
(C − cosu), (3.110)

ãäå C � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Çíà÷åíèå C = 1 ñîîòâåòñòâóåò ñåïàðàòðèñíîé êðèâîé íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè
(ux, u), êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò òî÷êè u = 0 è ux = 0. Ýòà ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ñîîòâåòñòâóåò êèíêîâîìó
(àíòèêèíêîâîìó) ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.109). Ïîäñòàâèâ u = π â óðàâíåíèå(3.110), ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(
1− αddu

dx

)
exp

(
αd
du

dx

)
= 1− 2β2

g
, (3.111)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ux â öåíòðå êèíêà. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.111) íå èìååò ðåøåíèÿ
äëÿ àíòèêèíêà (ux > 0) ïðè β > βcr =

√
g/2, ò.å. åñëè α < αcr = −1/

√
2. Â ýòîì ñëó÷àå ñåïàðàòðèñà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ àíòèêèíêó (èçáûòî÷íîé âàêàíñèè) èìååò ðàçðûâ (ò.å., ux → ∞). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîòåíöèàë (3.97) íå ìîæåò ñîïðîòèâëÿòüñÿ ðàñòÿæåíèþ öåïè è öåïî÷êà äîëæíà ðàçîðâàòüñÿ
íà äâå íåñâÿçàííûå (ïîëó-áåñêîíå÷íûå) ÷àñòè [221]. Ïðîâåäåííûé Ìèë÷åâûì è Mazzucehelli [266] àíàëèç ïîêàçàë,
÷òî ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà àíòèêèíêà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê deff = d

√
1− 2α2 ïðè α → αcr. Ýíåðãèÿ àíòèêèíê-

àíòèêèíêîâîãî îòòàëêèâàíèÿ vkk̄(R) ∝ exp(−R/deff) òîæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè α < αcr. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøîé àíãàðìîíè÷íîñòè ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà, àíòèêèíêè ìîãóò ïðèáëèæàòüñÿ äðóã ê äðóãó,
ñîçäàâàÿ â öåïè êëàñòåðû èçáûòî÷íûõ âàêàíñèé, è ýòî îáúÿñíÿåò ýôôåêò "ðàçðûâà" öåïè. Òàêîé ýôôåêò ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè êèíêà è àíòèêèíêà, à òàêæå ïðè âçàèìîäåéñòâèè êèíêà ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè
(òàêèìè, êàê ãðàíèöû ðàçäåëà) [267].

Êîíå÷íî, èñïîëüçîâàííîå âûøå êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå ñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìûì ïðè α → αcr, äàæå
â ñëó÷àå g → ∞. Ïðåäñêàçûâàåìûé "ðàçðûâ" àòîìíîé öåïè ÿâëÿåòñÿ àðòåôàêòîì íåïðèìåíèìîãî çäåñü
êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Òàêîé "ðàçðûâ" îçíà÷àåò òîëüêî òî, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà êèíêà ñòàíîâèòñÿ
ìåíüøåøàãà ðåøåòêè as, à ýíåðãèÿ ðàçóïîðÿäî÷èâàíèÿ ðåãóëÿðíîé öåïè àíòèêèíêîâ äîñòàòî÷íî ìàëà. Ðåàëüíûé
ðàçðûâ öåïè âîçìîæåí òîëüêî äëÿ íåâûïóêëûõ ìåæàòîìíûõ ïîòåíöèàëîâ, òàêèõ êàê ïîòåíöèàë Ìîðñà (3.99)
(ñì. äàëåå ãëàâó 5).

Â ñëó÷àå êîãäà α ∼ αcr, ïàðàìåòðû àíòèêèíêà ìîæíî íàéòè ïðè ïîìîùè ïðèáëèæåíèÿ ñëàáîé ñâÿçè [155,
165]. Äëÿ α < αcr àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè εs = 2
(ñì. ðèñ. 3.16), òàê ÷òî àíòèêèíê íå ìîæåò ñâîáîäíî äâèãàòüñÿ âäîëü öåïè è íàõîäèòñÿ â ñèëüíî-ñâÿçàííîì
ñîñòîÿíèè, îáóñëîâëåííîì ÿìîé ÏÍ ïîòåíöèàëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êèíê (ëîêàëüíîå ñæàòèå öåïè) äâèãàåòñÿ
âäîëü àíãàðìîíè÷åñêîé ÔÊ öåïè áîëåå ñâîáîäíî, ÷åì âäîëü ãàðìîíè÷åñêîé, òàê êàê deff(σ = +1) > d è EPN (σ =
+1) < E

(SG)
PN .

Èçîëèðîâàííûå êèíêè è àíòèêèíêè àíãàðìîíè÷åñêîé öåïè äîïóñêàþò, òàê-íàçûâàåìûå, ñâåðõçâóêîâûå óäàðíûå
âîëíû. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî, äàâàéòå îïóñòèì ïîòåíöèàë ïîäëîæêè. Òîãäà öåïî÷êà àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ
÷åðåç ýêñïîíåíöèàëüíûå, ñèëû áóäåò ñîâïàäàòü ñ õîðîøî èçâåñòíîé ðåøåòêîé Òîäû [268]�[270]. Ñîëèòîí Òîäà
èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó

un(t) = mas +
1
β

ln
[

1 + exp(−2κ)φn(t)
1 + φn(t)

]
, (3.112)

ãäå
φn(t) = exp(zn/deff), zn = nas − vt. (3.113)

Ñîëèòîí â ðåøåòêå Òîäû ìîæåò äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ v > c, îí õàðàêòåðèçóåòñÿ ýôôåêòèâíîé øèðèíîé
deff = as/2κ, ìàññîé m = 1/βdeff , ìîìåíòîì p = mv è ýíåðãèåé εToda = 2V0 (sinhκ coshκ − κ). Èñïîëüçîâàííûé
âûøå ïàðàìåòð κ = κ(v) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (sinhκ)/κ = v/c (íàïîìíèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì åäèíèöû
â êîòîðûõ c = d = as

√
g ). Òîäîâñêèé ñîëèòîí ÿâëÿåòñÿ êèíêî-ïîäîáíûì âîçáóæäåíèåì, äâèãàþùèìñÿ

âäîëü öåïè è âûçûâàþùèì ñìåùåíèå åå àòîìîâ íà ∆u = −mas. Òàêîå âîçáóæäåíèå ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì
è íå ìîæåò áûòü ñòàöèîíàðíûì ïîäîáíî òîïîëîãè÷åñêîìó êèíêó ìîäåëè ÔÊ. Îäíàêî, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ñîëèòîí, ïîäîáíûé Òîäîâñêîìó, ìîæåò íåêîòîðîå êîíå÷íîå âðåìÿ äâèãàòüñÿ â ÔÊ öåïè. Ïîä äåéñòâèåì
ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè äâèãàþùèéñÿ ñîëèòîí áóäåò òåðÿòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ, óìåíüøàÿ
ñâîþ ñêîðîñòü. Êîãäà çíà÷åíèå v ïðèáëèçèòñÿ ê ñêîðîñòè çâóêà c, Òîäîâñêèé ñîëèòîí äîëæåí ðàñïàñòüñÿ íà ÔÊ
êèíêè è èçëó÷åíèå. Îáùåå ÷èñëî ÔÊ êèíêîâ ìîæåò áûòü îöåíåíî ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé:
nk = [m− 1/2], ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè [. . .] îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà.

Äåéñòâèòåëüíî, ñâåðõçâóêîâîå äâèæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ áûëî îïèñàíî Ñàâèíûì [271] äëÿ ìîäåëè
φ4 ñ àíãàðìîíè÷åñêèì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Îí íàøåë, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè
êèíêà, êîãäà àìïëèòóäà ñìåùåíèé àòîìîâ ∆u òî÷íî ñîãëàñóåòñÿ ñ øèðèíîé äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà, ∆u = −as,
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ñâåðõçâóêîâîé êèíê äâèãàåòñÿ ïî÷òè áåç èçëó÷åíèÿ ôîíîíîâ. Òàêîé ñâåðõçâóêîâîé êèíê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê n àêóñòè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ Áóññèíåñêà, ñâÿçàííûõ âìåñòå òîïîëîãè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì, îáóñëîâëåííûì
ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè (ñóììà èõ àìïëèòóä äîëæíà òî÷íî ñîâïàäàòü ñ øèðèíîé áàðüåðà ïîòåíöèàëà φ4).
Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êèíêîâ, êîòîðûõ ìîæíî ñâÿçàòü âìåñòå â îäèí êèíê, çàâèñèò îò ïàðàìåòðà àíãàðìîíè÷íîñòè
âçàèìîäåéñòâèÿ è âîçðàñòàåò âìåñòå ñ íèì. Òàê ÷òî äëÿ ñëàáîé àíãàðìîíè÷íîñòè ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíî
ñâåðõçâóêîâîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè êèíêà (nmax = 1), íî ïðè áîëåå ñèëüíîì àíãàðìîíèçìå ÷èñëî äîïóñòèìûõ
äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè âîçðàñòàåò.

Ïîçæå ïîäîáíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷èëè Çîëîòàðþê è äð. [272] ñ ïîìîùüþ ïñåâäîñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà (ñì.
ïàðàãðàô 3.2.4) äëÿ ÔÊ öåïè, ðàñïîëîæåííîé íà ñèíóñîèäàëüíîì ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå
àòîìîâ îïèñûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïîòåíöèàëîì (3.97). Ñíîâà áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ñâåðõçâóêîâîé 2π-êèíê
èìååò èåðàðõèþ ñîñòîÿíèé, n = 1, 2, . . . , nmax (êàæäîå ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò êèíêó, äâèãàþùåìóñÿ òîëüêî ñ
îäíîé ñâîåé îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ), êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ñâÿçàííûå âìåñòå n
àêóñòè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ Òîäû, ñóììà àìïëèòóä êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè as. Áîëåå
òîãî, òàêæå áûëè íàéäåíû êðàòíûå ñâåðõçâóêîâûå 2Qπ-êèíêè ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì Q > 1 è îíè òàêæå
îáëàäàþò òàêîé æå èåðàðõèåé ñîñòîÿíèé. Âñå ýòè ðåøåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû, ò. å. åñëè èõ ñëåãêà
ìîäèôèöèðîâàòü, íàïðèìåð, èçìåíèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó àêóñòè÷åñêèìè ïîäñîëèòîíàìè â n-îì ñîñòîÿíèè êèíêà,
òî ó êèíêà ïîÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèé ôîí. Îäíàêî ñòàðòóÿ ñ ôîðìû êèíêà, ïîëó÷åííîé ïñåâäîñïåêòðàëüíûì
ìåòîäîì, è ïðîâåäÿ ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî ýòè êèíêè äèíàìè÷åñêè
óñòîé÷èâû. Íàêîíåö îòìåòèì, ÷òî âñå ýòè ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ êèíêîâ (äëÿ ëîêàëüíîãî ñæàòèÿ
öåïè).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ñïåöèàëüíîé ôîðìû ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà

Vint(x) =
g

2
(x− as)2

[
1 + γ (x− as)2

]
, (3.114)

ãäå ïàðàìåòð àíãàðìîíèçìà èìååò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå γ = 1/48, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîäåëè ÔÊ â
êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå èìååò òî÷íîå êèíêîâîå ðåøåíèå ñòàíäàðòíîé ôîðìû

uk(x, t) = 4 tan−1 exp
{
− (x− vt)

deff

}
, (3.115)

êîòîðîå ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ ëþáîé ñêîðîñòüþ v [273, 274]3.
Ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà êèíêà (3.115) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

deff =
as√

6




[(v
c

)2

− 1
]

+

√[(v
c

)2

− 1
]2

+
1
3

(as
d

)2





−1/2

, (3.116)

òàê ÷òî â ïðåäåëå |v| � c øèðèíà êèíêà ïðèáëèæàåòñÿ ê çíà÷åíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ
deff = d

√
1− (v/c)2. Äëÿ ñëó÷àÿ ñâåðõçâóêîâîãî äâèæåíèÿ, êîãäà |v| � c, øèðèíà êèíêà çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

deff ≈ asc/
√

12(v2 − c2), êîòîðîå âûãëÿäèò ïîäîáíî ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå äëÿ øèðèíû äèíàìè÷åñêîãî
ñîëèòîíà Òîäû.

3.5.2 Íåâûïóêëûå ìåæàòîìíûå ïîòåíöèàëû

Â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî â öåïè ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ âûïóêëîé
ôóíêöèåé, ò.å. V ′′int(x) > 0 äëÿ âñåõ x > 0. Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé âîãíóòîãî ïîòåíöèàëà, ò.å. êîãäà V ′′int(x) < 0,
ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìåíåå èíòåðåñåí, òàê êàê ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó

Vint(a−∆a) + Vint(a+∆a)− 2Vint(a) < 0, (3.117)

âñå àòîìû áóäóò ñòðåìèòüñÿ çàíÿòü îäíó ÿìó ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè.
Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì íåâûïóêëûé ïîòåíöèàë ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûé

èìååò òî÷êó ïåðåãèáà ai, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì V ′′int(ai) = 0. Ìîäåëü ÔÊ ñ òàêèì ïîòåíöèàëîì îáëàäàåò
ñëîæíûìè ñâîéñòâàìè. Ñèëüíàÿ íåëèíåéíîñòü åå äèíàìèêè îáóñëîâëåíà ñóùåñòâîâàíèåì äâóõ êîíêóðèðóþùèõ
øêàë äëèíû: ïåðèîäà ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè as = 2π è øêàëîé, çàäàâàåìîé òî÷êîé ïåðåãèáà ai, ïðè êîòîðîé ñèëà
ìåæàòîìíîé ñâÿçè äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàë Vint

3 Îòìåòèì, ÷òî áîëåå òî÷íûé àíàëèç äèñêðåòíîé ìîäåëè ïîêàçûâàåò îòñóòñòâèå ó êèíêà ñïëîøíîãî èíòåðâàëà ñêîðîñòåé.
Çäåñü, êàê è äëÿ öåïè ñ êóáè÷åñêèì àíãàðìîíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, ñïåêòð ñêîðîñòåé ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç
îòäåëüíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè (ïðèìå÷àíèå ïåðåâîä÷èêà).
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ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì äî òî÷êè ïåðåãèáà, ò.å. V ′′int > 0 äëÿ x < ai, è âîãíóòûì íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîäîáíî
ïîòåíöèàëó Ìîðñà (3.99). Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé ìîæíî ñâåñòè ê ýòîìó, çàìåíèâ êèíêè àíòèêèíêàìè.

Íåâûïóêëûé ïîòåíöèàë Vint(x), êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ àíãàðìîíè÷åñêèì. Òàê, êîãäà àíãàðìîíè÷íîñòü äîñòàòî÷íî
âåëèêà, àíòèêèíêè â öåïè ìîãóò ïðèâîäèòü ê åå ðàçðûâó. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ê ïðîàíàëèçèðîâàííîìó âûøå
ñëó÷àþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïîòåíöèàëà, òåïåðü ðàçðûâ öåïè ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ðàçðóøåíèåì öåïè íà
äâå íåçàâèñèìûå ïîëóáåñêîíå÷íûå öåïè, âñëåäñòâèå ïðèòÿãèâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àíòèêèíêàìè [222].
Áîëåå òî÷íî, âçàèìîäåéñòâèå àíòèêèíêîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîçäàíèþ êëàñòåðà èç n àíòèêèíêîâ, ÷òî ïîçâîëèò
ïîíèçèòü ýíåðãèþ ñèñòåìû åñëè n > ncr. Êðèòè÷åñêèé ðàçìåð êëàñòåðà ncr ìîæåò áûòü îöåíåí èç íåðàâåíñòâà

Vint(ncras) + Vint(2as) ≥ Vint(ncras + as) + Vint(as), (3.118)

òàê ÷òî ncr ≈ ai/as. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðûâ öåïè çäåñü ñâÿçàí ñ ðîñòîì ÷èñëà àíòèêèíêîâ, ïðîöåññ ðîæäåíèÿ
êîòîðûõ íàïîìèíàåò ôàçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãî ðîäà èíèöèèðîâàííûé òåïëîâûìè ôëóêòóàöèÿìè.

Äðóãèì ñâîéñòâîì ìîäåëè ÔÊ ñ íåâûïóêëûì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü åå
òðèâèàëüíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (ÎÑ). Èç âèäà óðàâíåíèÿ (3.117) ìû ìîæåì îæèäàòü, ÷òî òðèâèàëüíîå
ÎÑ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïðè ai < as, ò.å. êîãäà V ′′int(as) < 0. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè
V ′′int(as) ≤ −1/4 òðèâèàëüíîå ÎÑ [ñì. ðèñ. 3.17(a)] ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì è öåïî÷êà áóäåò äèìåðèçîâàíà, òàê
÷òî êîðîòêèå è äëèííûå ñâÿçè áóäóò ÷åðåäîâàòüñÿ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.17(b) äëÿ ÔÊ öåïè ñ ìåæàòîìíûì
âçàèìîäåéñòâèåì Ìîðñà ïîòåíöèàë!Ìîðñà [220, 275]. Ýòî ÿâëåíèå îáóñëîâëåíî òåì ôàêòîì, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ
îäíîé äëèííîé è îäíîé êîðîòêîé ñâÿçè ìåíüøå, ÷åì ýíåðãèÿ ñâÿçè ñ ïðîìåæóòî÷íîé äëèíîé. Óìåíüøàÿ
äàëüøå çíà÷åíèå V ′′int(as), îñíîâíîå ñîñòîÿíèå öåïè ìîæåò ñòàòü òðèìåðíûì ïðè V ′′int(as) ≤ −1/3 [ðèñ. 3.17(c)],
òåòðàìåðíûì [ðèñ. 3.17(d)], ïåíòàìåðíûì [ðèñ. 3.17(e)], è ò.ä. Ïðîñòîé ëèíåéíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè

V ′′int(as) ≤ −
1
2

[
1− cos

(
2π
q

)]
, (3.119)

òðèâèàëüíîå ÎÑ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ïîÿâëåíèÿ ñóïåðñòðóêòóðû ñ ïåðèîäîì a = qas
[íåðàâåíñòâî (3.119) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî ïðè q > 2].

Ðèñ. 3.17. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÔÊ ìîäåëè ñ ìåæàòîìíûì
ïîòåíöèàëîì Ìîðñà (3.99): (a) íåäåôîðìèðîâàííàÿ öåïü, (b) äèìåðíîå
ÎÑ, (c) òðèìåðíîå ÎÑ, (d) òåòðàìåðíîå ÎÑ è (e) ïåíòàìåðíîå ÎÑ [220].

Íàõîæäåíèå âñåõ êîíôèãóðàöèé îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ìîäåëè ÔÊ ñ íåâûïóêëûì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì
ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé, òàê êàê ñèñòåìà ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ∂U/∂un = 0 (ãäå U � ïîëíàÿ
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ) èìååò íåîáû÷íî ìíîãî ðåøåíèé, è òîëüêî îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì,
à îñòàëüíûå ñîîòâåòñòâóþò ìåòàñòàáèëüíûì è íåóñòîé÷èâûì êîíôèãóðàöèÿì. Ãðèôèòö è ×îó [276] ïðåäëîæèëè
àëãîðèòì, ïðÿìî íàïðàâëåííûé íà íàõîæäåíèå ÎÑ è äåéñòâóþùèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîòåíöèàëîâ Vsub(x) è
Vint(x). Ñîãëàñíî ýòèì àâòîðàì, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå áåñêîíå÷íîé öåïè ìîæíî íàéòè êàê ðåøåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî
óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (u, u′ ∈ [−as/2,+as/2]),

ε0 + Ṽ (u′) = Vsub(u′) + min
u

[Vint(u′ − u− as) + Ṽ (u)]. (3.120)

Ôóíêöèÿ Ṽ (u) íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïîòåíöèàëîì [îíà èìååò òîò æå ñàìûé ïåðèîä, êàê è ïåðâîíà÷àëüíûé
ïîòåíöèàë ïîäëîæêè, Ṽ (u+as) = Ṽ (u)], à çíà÷åíèå ε0 ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì ýíåðãèè íà îäíó ÷àñòèöó â ÎÑ.
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Áûëî ïîêàçàíî [276, 277], ÷òî ôóíêöèÿ Ṽ (u) âñåãäà ñóùåñòâóåò è ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ε0, óäîâëåòâîðÿþùåå
óðàâíåíèþ (3.120), îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ìîæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå

u = M(u′), (3.121)

ïîëó÷àþùååñÿ ïðè íàõîæäåíèè u êîòîðîå, ïðè äàííîì u′, ìèíèìèçèðóåò ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.120). Òî÷êà
ïðèòÿæåíèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ, un+1 = M(un), ãåíåðèðóåò ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíôèãóðàöèþ ÎÑ: xn = nas+un.

Ñ öåëüþ ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ óðàâíåíèé (3.120) è (3.121), äàâàéòå ðàññìîòðèì
ïîëóáåñêîíå÷íóþ öåïü àòîìîâ ñ ãðàíè÷íûì àòîìîì, ôèêñèðîâàííûì â ïîëîæåíèè u0 [278]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü öåïè ñâîáîäíî ðåëàêñèðóåò ê ñîñòîÿíèþ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé, êîíôèãóðàöèÿ êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ. Òîãäà çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé dṼ (u0)/du0 äàåò âåëè÷èíó ñèëû, êîòîðóþ
íóæíî ïðèëîæèòü äëÿ óäåðæàíèÿ êðàåâîãî àòîìà â ïîëîæåíèè ñ u = u0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå n-ãî àòîìà
áóäåò çàäàâàòüñÿ ôóíêöèåé Mn(u0).

Îáû÷íî ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (3.120) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñåòêè èç ñòà (èëè áîëåå)
ðàâíîìåðíî ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê â èíòåðâàëå âîêðóã òî÷êè u = 0 è ïðèìåíåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(3.120) ê ôóíêöèÿì, îïðåäåëåííûõ íà ýòèõ òî÷êàõ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé Ṽ (n) îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà
Ṽ (n+1) è Ṽ (n) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íà êîíñòàíòó ε0 â ïðåäåëàõ âûáðàííîé òî÷íîñòè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà
âçàèìîäåéñòâèÿ ñ æåñòêèì ÿäðîì óðàâíåíèå (3.120) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå [279].

Êàê òèïè÷íûé ïðèìåð, ðàññìîòðèì ïðèíàäëåæàùóþ Ìàðøàíäó è äð. [280] óïðîùåííóþ ìîäåëü ÔÊ, â
êîòîðîé ñèíóñîèäàëüíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(x) çàìåíåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïàðàáîë, (1−cosxn)→ 1

2u
2
n.

Äëÿ äâóõúÿìíîãî ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà (3.100) ñ β = 1, a∗ = as + δ, è Vm = 1
2K, ãàìèëüòîíèàí ïðèîáðåòåò

ôîðìó

H =
∑
n

[
1
2

(
dun
dt

)2

+
1
2
u2
n +

1
4K

(un+1 − un − δ)4 − 1
2K

(un+1 − un − δ)2

]
. (3.122)

Ðèñ. 3.18. (a) Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë Ṽ (u) è (b) ñîîòâåòñòâóþùåå
îòîáðàæåíèå un+1 = M(un) äëÿ ìîäåëè (3.122) ñ äâóõúÿìíûì
ìåæàòîìíûì ïîòåíöèàëîì ïðè K = 0.5 è δ = 0.33. Òàêæå â ÷àñòè (b)
ïîêàçàíû ðàçðûâû (òî÷å÷íûå ëèíèè), ëèíèÿ un+1 = un è ïðåäåëüíûé
öèêë ïåðèîäà q = 3 [280].

Íà ðèñ. 3.18 ïðèâåäåí ïðèìåð ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà Ṽ (u) è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó îòîáðàæåíèÿ M(u),
ïîëó÷åííîãî äëÿ ýòîé ìîäåëè [280]. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ṽ (u) íåïðåðûâíà, íî èìååò ðàçðûâû ïåðâîé
ïðîèçâîäíîé â òåõ æå òî÷êàõ, ãäå ðàçðûâíî îòîáðàæåíèåM . Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
"ïèíèíãîâàíî" íà ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè (äëÿ íåñîèçìåðèìîé êîíôèãóðàöèè ÎÑ, ïðè êîòîðîì àòîìû öåïè ìîãóò
"ñêîëüçèòü" ïîä äåéñòâèåì íóëåâîé ñèëû, ñëåäóåò îæèäàòü ãëàäêîñòü ôóíêöèé Ṽ è M).

Ôàçîâàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ Ìàðøàíäîì ñ ñîàâòîðàìè [280] äëÿ ìîäåëè (3.122), ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 3.19. Ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè ÎÑ îáîçíà÷åíû îòíîøåíèåì äâóõ öåëûõ ÷èñåë p/q, ãäå q õàðàêòåðèçóåò
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ïåðèîä ìîäóëÿöèè ñòðóêòóðû a = qas, à p çàäàåò ÷èñëî äëèííûõ ñâÿçåé â îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå
p =

∑q
1Θ(un+1−un) (çäåñü Θ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, Θ = +1 äëÿ x ≥ 0 è Θ = 0 äëÿ x < 0). ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

íàâîäÿò íà ìûñëü, ÷òî ìîäåëü (3.122) ïðåäñòàâëÿåò äüÿâîëüñêóþ (êàíòîðîâñêóþ) ëåñòíèöó , õîòÿ ñòðîãîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íå âîçìîæíî â ðàìêàõ àëãîðèòìà ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà. Âî-âòîðûõ,
ôàçà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòíîøåíèþ ν = (p+r)/(q+s), âñåãäà íàõîäèòñÿ ìåæäó ôàçàìè p/q è r/s ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ K. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ôàç ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè âçÿòûìè ôàçàìè
(âêëþ÷àÿ íåñîèçìåðèìûå ôàçû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ èððàöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëà ν).

Ðèñ. 3.19. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ìîäåëè (3.122). ×èñëà
p/q õàðàêòåðèçóþò òèï è ñòðóêòóðó ìîäóëèðîâàííûõ ôàç.
Íåïðîíóìåðîâàííûå îáëàñòè ñîäåðæàò äîïîëíèòåëüíûå
ñîèçìåðèìûå ôàçû. Âî âñòàâêå ïîêàçàíà òðîéíàÿ êðèòè÷åñêàÿ
òî÷êà [280].

Ïðè àäèàáàòè÷åñêîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, ò. å. δ èëè K â óðàâíåíèè (3.122), äîëæíû ïðîèñõîäèòü
ôàçîâûå ïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôàçàìè. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå [278, 280] ïîêàçàëî, ÷òî ïåðåõîä
ìåæäó îäíîðîäíîé (1/1) è ëþáîé ìîäóëèðîâàííîé (p/q ñ q > 1) ôàçîé îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (âòîðîãî
ïîðÿäêà) ôîíîí-ñòèìóëèðîâàííûì ïåðåõîäîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïåðåõîäû ìåæäó ìîäóëèðîâàííûìè îñíîâíûìè
ñîñòîÿíèÿìè, òàêèìè êàê 1

2 → 2
3 , 1

2 → 3
4 , 2

3 → 3
4 è ò.ä., îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîäàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà è

ïðîèñõîäÿò ÷åðåç ðîæäåíèå äåôåêòîâ òèïà êèíêà ñ ïîñëåäóþùèì îáðàçîâàíèåì ÿäåð äåôåêòîâ.
Ñòîèò îòìåòèòü ðàáîòó Áèðíà è Ìèëëåðà [279] êîòîðûå ðàññìîòðåëè ìîäåëü ÔÊ ñ íåâûïóêëûìè ïîòåíöèàëîì

Ëåííàðäà-Äæîíñà è äâóõúÿìíûì ïîòåíöèàëîì ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, à òàêæå èññëåäîâàíèÿ Òàêåíî è
Õîììà [281] è Éîêîé ñ ñîàâòîðàìè [282], ãäå áûë ïðîàíàëèçèðîâàí ñèíóñîèäàëüíûé ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë.
Ìàðèàí è Áèøîï [283] èññëåäîâàëè ìîäåëü ÔÊ, â êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ê äâóõúÿìíîìó ìåæ÷àñòè÷íîìó
âçàèìîäåéñòâèþ ñ a∗ = as ó÷òåíî âçàèìîäåéñòâèå ñëåäóþùèõ áëèæàéøèõ ñîñåäåé, òàê ÷òî ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû
èìååò âèä

H =
∑
n

[
1
2

(
dun
dt

)2

+ (1− cosun) +
1
2
Vmβ

4(un+1 − un)4

−Vmβ2(un+1 − un)2 +
γ

2
(un+1 + un−1 − 2un)2

]
. (3.123)

Ìîäåëü (3.123) ìîæåò áûòü ïîëåçíà ïðè îïèñàíèè äâîéíèêîâàíèÿ â ìàðòåíñèòíûõ ìàòåðèàëàõ [284, 285]. Äëÿ
òîãî ÷òîáû ïðèìåíèòü ìåòîä ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà Ìàðèàí è Ôëîðèÿ [278] ïðåîáðàçîâàëè ãàìèëüòîíèàí
(3.123) â ôîðìó, ñîäåðæàùóþ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå áëèæàéøèõ ñîñåäåé, íî ñ âåêòîðíûìè ïåðåìåííûìè,
îïðåäåëåííûìè êàê vn ≡ {u2n, u2n+1}. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë Ṽ (vn) ñòàíîâèòñÿ äâóõìåðíûì.
Âû÷èñëåííàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñîñòîèò èç ðàçëè÷íûõ ìîäóëèðîâàííûõ ñîèçìåðèìûõ è íåñîèçìåðèìûõ
ñòðóêòóð ÎÑ.

Äàâàéòå òåïåðü êîðîòêî îáñóäèì ñïåêòð âîçáóæäåíèé ìîäóëèðîâàííûõ ÎÑ. Ñïåðâà ìû äîëæíû çàìåòèòü,
÷òî ÎÑ ñî ñëîæíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé (ò. å. ñ q > 1) ìîæåò èìåòü áîëüøå ÷åì îäíó ôîíîííóþ âåòâü.
Âî âòîðûõ, ìîäóëèðîâàííîå ÎÑ ñ ïåðèîäîì a = qas ÿâëÿåòñÿ q-êðàòíî âûðîæäåííûì, òàê êàê ñäâèã âñåõ
àòîìîâ â öåïè íà ðàññòîÿíèå, êðàòíîå ïåðèîäó ïîäëîæêè ∆x = jas, j = 1, . . . , q − 1, áóäåò ïåðåâîäèòü
ÎÑ â íåýêâèâàëåíòíîå ñîñòîÿíèå. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ñèòóàöèÿ âïîëíå ïîäîáíà òîé, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â
ñëó÷àå ìíîãîÿìíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (ñì. âûøå ïàðàãðàô 3.3.4). Ñòàíäàðòíûé 2π-êèíê ðàñùåïëÿåòñÿ
íà q íåçàâèñèìûõ ïîäêèíêîâ ñ îòòàëêèâàþùèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ìåæäó íèìè. Îäèí èç ýòèõ ïîäêèíêîâ
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(êîíêðåòíî, íàèáîëüøèé) ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíûì ÑÃ êèíêó, êîòîðûé îïèñûâàåò êîíôèãóðàöèþ, â êîòîðîé àòîìû
çàíèìàþò ñîñåäíèå ìèíèìóìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Îñòàëüíûå (q − 1) ïîäêèíêîâ îãðàíè÷åíû íåêîòîðîé
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé ïîäëîæêè. Èíîãäà èõ íàçûâàþò "âíóòðåííèìè êèíêàìè" èëè "äîìåííûìè ñòåíêàìè".
Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî âñå òèïû ïîäêèíêîâ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâû. Êîíå÷íî, ñàìè ïîäêèíêè è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ
äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ íåêîòîðûì òîïîëîãè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì.

Ïîíÿòíî, ÷òî äèíàìèêà êèíêîâ â ñëó÷àå ìîäóëèðîâàííîãî ÎÑ íàìíîãî ñëîæíåå èõ äèíàìèêè â ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè ÔÊ. Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà äàâàéòå, ñëåäóÿ ðàáîòå Ìàðèàíà ñ ñîàâòîðàìè [286], ðàññìîòðèì
ìîäåëü ÔÊ ñ äâóõúÿìíûì ìåæàòîìíûì ïîòåíöèàëîì (3.100) (ñ a∗ = as èëè δ = 0). Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.19,
ÎÑ öåïè äèìåðèçîâàíî åñëè Vmβ2 > 1/8, ò. å. åñëè V ′′int(as) ≤ −1/4. Ýòî ÎÑ ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíî âûðîæäåííûì.
Ïåðâîå ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ êîíôèãóðàöèåé ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ äëèíàìè ïðóæèí "êîðîòêàÿ-äëèííàÿ", äëÿ
êîòîðîé êîîðäèíàòû àòîìîâ xn = nas + un, un = (−1)nb, ãäå b ≈ (1/2β)(1 − 1/8Vmβ2)1/2 äëÿ β � 1. Âòîðîå
ÎÑ ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè ñ äëèíàìè ïðóæèí "äëèííàÿ-êîðîòêàÿ" ñ êîîðäèíàòàìè un = (−1)n+1b. Äëÿ
òîãî ÷òîáû ðàññìîòðåòü ïîäêèíê (�âíóòðåííèé� êèíê), ñâÿçûâàþùèé ýòè äâà ÎÑ, ìû ââåäåì áåçðàçìåðíóþ
ïåðåìåííóþ vn = (−1)nun/b è âîñïîëüçóåìñÿ êîíòèíóàëüíûì ïðèáëèæåíèåì vn → v(x) è vn±1 → v ± asvx, â
êîòîðîì ãàìèëüòîíèàí ñâîäèòüñÿ ê ôîðìå [286]

H ≈ b2
∫
dx

as

{
1
2

(
∂v

∂t

)2

+
1
2
C(v)

(
∂v

∂x

)2

+A (v2 − 1)2

}
, (3.124)

ãäå
A = 2

(
Vmβ

2 − 1
8

)
è C(v) = 2Vmβ2

[
1− 3v2

(
1− 1

8Vmβ2

)]
.

Ãàìèëüòîíèàí (3.124) ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè φ4 ñ ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé ïðóæèíû C(v), çàâèñÿùåé îò ïåðåìåííîé
v(x, t). Êèíê ìîäåëè φ4 (3.124) v(x) ∝ tanh(x/deff) èìååò ýôôåêòèâíóþ øèðèíó

deff = b
√

2
(

1− 12b2β2

1− 1/8Vmβ2

)1/2

. (3.125)

Øèðèíà êèíêà ñòàíîâèòüñÿ áåñêîíå÷íîé ïðè Vmβ2 → 1/8 (êîãäà èñ÷åçàåò äèìåðèçàöèÿ ÎÑ), è îíà ñòàíîâèòñÿ
íóëåâîé ïðè b→ 1/2β

√
3 èëè ïðè Vmβ2 → 1

8 + 1
16 = 3

16 . Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíûì ñëó÷àþ àíòèêèíêà
â ìîäåëè ÔÊ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì, êîãäà ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè α íå ïðåâûøàåò
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ αcr (ñì. ïàðàãðàô 3.5.1). Àíàëîãè÷íî ýòîìó ñëó÷àþ, êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå çäåñü
òîæå ñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìûì è äëÿ Vmβ2 ≥ 3/16 ïîäêèíê áóäåò ïèíèíãîâàí íà ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè.

Îáùèé ìåòîä àíàëèçà êèíêîâ, âîçáóæäåííûõ íà ìîäóëèðîâàííîì ÎÑ, òðåáóåò ïðÿìîëèíåéíûõ, íî äîñòàòî÷íî
äëèííûõ âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó çäåñü ìû ïðèâåäåì òîëüêî îñíîâíóþ èäåþ ýòîãî ïîäõîäà, íå âõîäÿ â îáñóæäåíèå
ñïåöèôè÷åñêèõ äåòàëåé. Êîîðäèíàòû àòîìîâ çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

xn = nas +Xn + un, (3.126)

ãäå Xn ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòå êèíêà (äëÿ ñëó÷àÿ ìåæôàçíîé ãðàíèöû Xn = 0) è un (|un| < as/2) îïèñûâàåò
ìîäóëÿöèþ ÎÑ. Ñìåùåíèÿ un ðàçëîæèì â ðÿäû Ôóðüå

un(t) = vn(t)eiQn + v∗n(t)e−iQn + h.h., (3.127)

ãäå h.h. � îáîçíà÷åíèå äëÿ âûñøèõ ãàðìîíèê ñ íåêîòîðûì âîëíîâûì ÷èñëîì Q = 2πp/q (p è q � öåëûå ÷èñëà),
õàðàêòåðèçóþùèì ìîäóëèðîâàííîå ÎÑ. (Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû â óðàâíåíèè (3.127) îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïåðâûìè
ãàðìîíè÷åñêèìè ÷ëåíàìè, òî ïðèáëèæåííîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ áåñêîíå÷íî âûðîæäåííûì
äëÿ q > 2 è ñîîòâåòñòâóþùèå êèíêè íå áóäóò òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâû). Çàòåì âûðàæåíèÿ (3.126) è (3.127)
ïîäñòàâèì â ãàìèëüòîíèàí ìîäåëè. Ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ïðèìåò ôîðìó

Vsub(xn) = 1− cosun cosXn + sinun sinXn, (3.128)

ãäå ôóíêöèè cosun è sinun ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿäû Òåéëîðà ïî ìàëûì un. Ïîëó÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå
ýòîãî ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ðàññìîòðåòü â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè â ðàìêàõ ïðÿìîãî ïîäõîäà èñïîëüçóÿ,
íàïðèìåð, ìåòîäû, îïèñàííûå äåòàëüíî Ñëîòîì è Åíñåíîì [57, 287] äëÿ frustrated φ4-model. À èìåííî, äîïóñêàÿ,
÷òî ïåðåìåííûå Xn è vn ìåäëåííî ìåíÿþòñÿ íà øêàëå ïîðÿäêà øàãà ðåøåòêè as, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
êîíòèíóàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ nas → x, Sn → S(x, t), Sn±1 → S±asSx, ãäå S ∼ O(1), Sx = ∂S/∂x ∼ O(ε), S2

x, Sxx ∼
O(ε2), è ò. ä. ñ ε� 1, ãäå Sn îáîçíà÷àåò Xn èëè vn. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ãàìèëüòîíèàí, îïóñêàÿ áûñòðî
ìåíÿþùèåñÿ ÷ëåíû è äåëàÿ íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí,
äàþùèé ýôôåêòèâíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, êîòîðîå äîëæíî áûòü ðåøåíî âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè



58 3 Êèíêè

óñëîâèÿìè. Îäíàêî îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà äîâîëüíî òðóäî¼ìêà, òàê ÷òî áîëåå ïðîñòûì îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèñêðåòíîé ÔÊ ìîäåëè.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ìû õîòåëè áû íàïîìíèòü, ÷òî ÔÊ ìîäåëü ñ ìåæàòîìíûìè ïîòåíöèàëàìè
Ìîðñà èëè Ëåííàðäà-Äæîíñà èìåþò â äåéñòâèòåëüíîñòè òðè õàðàêòåðíûå äëèíû as, ai, è a0. Äîïîëíèòåëüíàÿ
ïðîñòðàíñòâåííàÿ øêàëà a0 ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ èñïîëüçîâàííûõ âûøå
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (òî åñòü äëÿ ôèêñèðîâàííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè êîíöîâ öåïè) ýòîò ôàêò íå èçìåíÿåò
ðåçóëüòàòû ïðè a0 ≥ aFM , ãäå âåëè÷èíà aFM (aFM < as), ââåäåííàÿ Ôðàíêîì è Âàí äåð Ìåðâå [31, 32], îïèñûâàåò
ñèòóàöèþ, êîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå öåïè ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè ñîäåðæèò êèíêè ñ êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ. Äëÿ
a0 < aFM áåñêîíå÷íàÿ öåïü (ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè) áóäåò ðàçðûâàòüñÿ íà äâå ïîëó-áåñêîíå÷íûå öåïè, òàê
êàê ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ýíåðãèè ñèñòåìû â ñëó÷àå, êîãäà Vint(x)→ 0 ïðè x→∞. Îäíàêî, òàêîé ðàçðûâ
íå ñâÿçàí ñ �äîïîëíèòåëüíûìè� àíòèêèíêàìè, êàê â ñëó÷àå ïðîàíàëèçèðîâàííîì ðàíåå.

3.5.3 Âçàèìîäåéñòâèå Êàö-Áàêåðà

Òåïåðü ìû ðàñøèðèì êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü ÔÊ, ïðåäïîëîæèâ ÷òî â öåïè âçàèìîäåéñòâóþò íå òîëüêî áëèæàéøèå
ñîñåäíèå àòîìû. Ìû ðàññìîòðèì ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ Vint(x), êîòîðûé îñòàåòñÿ âûïóêëûì è äîñòàòî÷íî
áûñòðî ïàäàåò ïðè |x| → ∞ (íàïðèìåð, êàê â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåãî ïîòåíöèàëà). Â äåéñòâèòåëüíîñòè,
äèíàìèêà ìîäåëè ÔÊ â ýòîì ñëó÷àå ïîäîáíà äèíàìèêå äëÿ ìîäåëè, â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâóþò òîëüêî
áëèæàéøèå ñîñåäè, íî îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåíîðìèðîâàííûì ïàðàìåòðîì âçàèìîäåéñòâèÿ

g → geff =
∞∑

j=1

j2V ′′int(jas). (3.129)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ìû âîçüìåì ýêñïîíåíöèàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå (3.97), äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå (3.129)
ïðèíèìàåò âèä

geff = g
(1 + S)
(1− S)3

, (3.130)

ãäå ïàðàìåòð g = V0β
2 áûë îïðåäåëåí ðàíåå, à ïàðàìåòð

S = e−βas . (3.131)

Äëÿ äàëüíîäåéñòâóþùåãî ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà, êîãäà βas � 1, èç óðàâíåíèÿ (3.130) ñëåäóåò, ÷òî

geff ≈ 2g
(βas)3

� g. (3.132)

Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà óïîìÿíóòûé âûøå ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí áîëåå
ïðîñòûì ïóòåì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, âïåðâûå ïðåäëîæåííîãî Ñàðêåðîì è Êðóìõàíñëîì [288] (ñì. òàêæå ññûëêè
[165],[289]�[291]). Ñëåäóÿ ýòîé ïðîöåäóðå, ðàçëîæèì ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ (3.97) â ðÿä Òåéëîðà, ñîõðàíÿÿ
êóáè÷åñêèå ÷ëåíû äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé è êâàäðàòíûå ÷ëåíû äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ îñòàëüíûõ
àòîìîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò èìåòü âèä

Hint =
1
2

∑

i6=j
Vint(xi − xj) ≈ A

6

∑

i

(ui − ui−1)3 + J
(1− S)

4S

∑

i 6=j
S|i−j|(ui − uj)2, (3.133)

ãäå ìû ââåëè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: A = α(d/as)3, J = (d/as)2/(1 − S), à ïàðàìåòðû d = as
√
g è α =

−βas/d áûëè óæå ââåäåíû ðàíåå. Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí (3.133) îïèñûâàåò îäíîìåðíóþ öåïî÷êó àòîìîâ,
âçàèìîäåéñòâèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ïàðíûìè ïîòåíöèàëàìè ôîðìû Êàö-Áàêåðà [292, 293]. Ãàìèëüòîíèàíó
(3.133) ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

d2ui
dt2

+ sinui +
1
2
A [(ui − ui−1)2 − (ui+1 − ui)2] + 2Jui = Li, (3.134)

ãäå âñïîìîãàòåëüíàÿ âåëè÷èíà

Li = J
(1− S)
S

+∞∑

j=−∞(j 6=0)

S|j|ui+j (3.135)

óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ [288],
(
S +

1
S

)
Li = Li+1 + Li−1 + J

(1− S)
S

(ui+1 + ui−1 − 2Sui), (3.136)
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êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñâåñòè óðàâíåíèÿ (3.134) � (3.136) ê íåêîòîðîé ýôôåêòèâíîé çàäà÷å, âêëþ÷àþùåé òîëüêî
âçàèìîäåéñòâèå áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ àòîìîâ.

Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèÿ (3.134) � (3.136) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ôîðìå

∂2u

∂t2
− d2

eff

∂2u

∂x2
+ sinu− αd3 ∂u

∂x

∂2u

∂x2
=

a2
sS

(1− S)2
f(u), (3.137)

ãäå

f(u) =
∂4u

∂2x ∂t2
−
(
∂u

∂x

)2

sinu− ∂2u

∂x2
(1− cosu) (3.138)

è
d2

eff ≡ d2 (1 + S + S/J)
(1− S)3

. (3.139)

Ââåäÿ áåçðàçìåðíóþ êîîðäèíàòó x→ x/deff , ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂2u

∂t2
−
(

1 + αeff
∂u

∂x

)
∂2u

∂x2
+ sinu = εf(u), (3.140)

ãäå

αeff ≡ α
(

d

deff

)3

and ε =
S

S + J(1 + S)
. (3.141)

Â ñëó÷àå d � as ìû áóäåì èìåòü J � 1 è ε � 1; ïîýòîìó, âîçìóùåíèå εf(u) â óðàâíåíèå (3.140) ìîæåò áûòü
îïóùåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äàëüíîäåéñòâóþùåå ýêñïîíåíöèàëüíîå ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå, ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðàññìîòðåííûìè ðàíåå êîðîòêîäåéñòâóþùèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè, ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî êàê ýôôåêòèâíîå ïåðåíîðìèðîâàíèå
ïàðàìåòðîâ êèíêà, íàïðèìåð øèðèíà êèíêà óâåëè÷èâàåòñÿ (d → deff > d), â òî âðåìÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèé
ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè óìåíüøàåòñÿ (α → αeff < α). Ìû çäåñü õîòèì òàêæå îòìåòèòü, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó äâóìÿ êèíêàìè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîòÿæåííûì, ÷åì ïðÿìîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ àòîìàìè
áëàãîäàðÿ ïîòåíöèàëó (3.97), òàê êàê d−1

eff ≈ β (βs/2g)1/2 � β äëÿ βas � 1 è g � 1.
Êîãäà ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå ñòàíîâèòñÿ ïðîòÿæåííåå öåëîé öåïè, ò.å. åñëè β → 0 òàê ÷òî S → 1,

òî ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà êèíêà ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (3.130) áåñêîíå÷íî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì
ïðåäåëå áàðüåð Ïàéåðñà-Íàáàððî äîëæåí èñ÷åçàòü. Îäíàêî, Ìèíãàëååâ è äð. [294] ïîêàçàëè, ÷òî ýòî âåðíî
òîëüêî â ñëó÷àå J > 1/2. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó ïñåâäî-äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ñì., íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ
(3.108)�(3.111) â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå 3.5.1; ôàêòè÷åñêè, ýòà òåõíèêà ýêâèâàëåíòíà ïîäõîäó Ðîçåíàó [7]
äåòàëüíî îïèñàííîìó â ïàðàãðàôå 1.1). Ìèíãàëååâ è äð. [294] èçó÷èëè ìîäåëü (3.133) äëÿ ñëó÷àÿ A = 0, ò.å.
â ñëó÷àå, êîãäà èãíîðèðóåòñÿ àíãàðìîíè÷íîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ, è íàøëè íåÿâíóþ àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìó êèíêà
è ôîðìóëó äëÿ åãî ýíåðãèè â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
J , J < Jc ≡ S/(S + 1), êèíê ñòàíîâèòñÿ �S-ïðîôèëüíûì� (ìíîãîçíà÷íûì), ò.å. íàêëîí ïðîôèëÿ êèíêà â åãî
öåíòðå ñòàíîâèòñÿ âåðòèêàëüíûì ïðè J = Jc, à ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ J îí èìååò êîíå÷íîå ïîëîæèòåëüíîå
çíà÷åíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå ñòàíîâèòñÿ íåäîïóñòèìûì ïðè J ≤ Jc. Àíàëîãè÷íî
ïðèìåðó àíãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, îïèñàííîãî ðàíåå â ïàðàãðàôå 3.5, â ýòîì ñëó÷àå øèðèíà êèíêà
ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå øàãà ðåøåòêè [ñì. óðàâíåíèå (3.139)], òàê ÷òî òàêîé êèíê ìîæåò áûòü íàçâàí �ñóùåñòâåííî
ëîêàëèçîâàííûì�. Áàðüåð ÏÍ, îäíàêî, îñòàåòñÿ êîíå÷íûì äàæå â ïðåäåëå β → 0 åñëè J < Jc. Èíòåðåñíî
îòìåòèòü, ÷òî åñëè ïðîèãíîðèðîâàòü íåôèçè÷åñêóþ ÷àñòü S-êèíêà è çàìåíèòü åå âåðòèêàëüíûì íàêëîíîì, òî
ðåçóëüòèðóþùàÿ ôîðìà êèíêà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìîé, ïîëó÷åííîé ÷èñëåííî äëÿ äèñêðåòíîé öåïè, åñëè
ïàðàìåòð β äîñòàòî÷íî ìàë. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå êèíê ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè òî÷å÷íî-ïîäîáíûì îáúåêòîì è
ñîñòîèò òîëüêî èç ñâîèõ õâîñòîâ, êîòîðûå õîðîøî îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Äðóãîé èíòåðåñíûé ýôôåêò, íàéäåííûé Ìèíãàëååâûì è äð. [294], ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàëüíîäåéñòâóþùåå
ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå ñèëüíî óñèëèâàåò ïîÿâëåíèå êèíêîâûõ ïðîôèëüíûõ ìîä (ñì. ïàðàãðàô 3.3.2) ïðè
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ β. Íàïðèìåð, â òî âðåìÿ êàê ñòàíäàðòíàÿ (β =∞) ìîäåëü ÔÊ äåìîíñòðèðóåò ñóùåñòâîâàíèå
òîëüêî îäíîé ïðîôèëüíîé ìîäû äëÿ óçêîãî èíòåðâàëà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà J , îêîëî J ≈ 0.5, äàëüíîäåéñòâóþùåå
âçàèìîäåéñòâèå ñ, íàïðèìåð, ïîêàçàòåëåì β = 0.2π äàåò ñåìü âíóòðåííèõ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä, è èõ ÷èñëî
áåñêîíå÷íî ðàñòåò â ïðåäåëå α → 0. Íàêîíåö, Ìèíãàëååâ è äð. [294] îòìåòèëè, ÷òî âñëåäñòâèå íàðóøåíèÿ
èíâàðèàíòíîñòè Ëîðåíöà â ìîäåëè ñ àíãàðìîíè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì äâèæóùèéñÿ êèíê äîëæåí èçëó÷àòü
ôîíîíû ñ âîëíîâûì âåêòîðîì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ñêîðîñòè êèíêà, äàæå â ïðåäåëå êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ,
êîãäà èãíîðèðóþòñÿ ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè è ÏÍ ïîòåíöèàë îòñóòñòâóåò.

È ïîñëåäíåå, èç óðàâíåíèé (3.137) � (3.139) ñëåäóåò, ÷òî äàëüíîäåéñòâóþùèé õàðàêòåð ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
èçìåíÿåò ó ôîíîíîâ äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âîëíîâûõ ÷èñåë |κ| � π äèñïåðñèîííîå
îòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü â ñëåäóþùåé ôîðìå

ω2
ph(κ) =

ω2
min + geffκ

2

1 + S(1− S)−2κ2
, (3.142)
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ãäå geff = (deff/as)2 è ωmin = 1. Ìû òàêæå õîòèì îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëü äâîéíîé ÑÃ ñ âçàèìîäåéñòâèåì Êàö-
Áàêåðà áûëà èçó÷åíà Êðîéòîðè [290] ñ êà÷åñòâåííî ïîäîáíûìè ðåçóëüòàòàìè.

3.5.4 Äàëüíîäåéñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå

Îáñóæäàåìûå âûøå ïîòåíöèàëû ïîçâîëÿþò ñâåñòè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïðåäåëå êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
ê óðàâíåíèþ ÑÃ-òèïà ñ ëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó ñëó÷àþ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
äëÿ ìîäåëè ÔÊ ñî ñòåïåííûì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

Vint(x) = V0

(as
x

)n
(3.143)

ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê íåëîêàëüíîìó èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó ÑÃ óðàâíåíèþ [34, 165, 295]. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ïîëó÷èòü òàêîå óðàâíåíèå, âîñïîëüçóåìñÿ êîíòèíóàëüíûì ïðèáëèæåíèåì: j → y = jas,

∑
j →

∫
dy/as, è ñäåëàåì

çàìåíó ïåðåìåííîé y → x = y + u(y), òàê ÷òî ïðèáëèçèòåëüíî, dx = (1 + uy) dy ≈ (1 + ux) dy è dy ≈ (1− ux) dx.
Òîãäà ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áóäåò èìåòü âèä

Hint =
1
a2
s

∫∫
dxdx′

∂u(x)
∂x

∂u(x′)
∂x′

Vint(x− x′). (3.144)

Ïîëó÷èâøèåñÿ ôîðìóëà (3.144) èìååò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë, òàê êàê âåëè÷èíà ρ(x) ≡ −ux(x)/as ÿâëÿåòñÿ
ïëîòíîñòüþ èçáûòî÷íûõ àòîìîâ (îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîé ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû). Äëÿ ëîêàëüíîãî ïîòåíöèàëà
âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ

Vint(x) = a δ(x) d2 (3.145)
óðàâíåíèå (3.144) áóäåò èìåòü âèä ñòàíäàðòíîãî óðàâíåíèÿ ÑÃ. Äëÿ íåëîêàëüíîãî ïîòåíöèàëà (3.143) èíòåãðàë
(3.144) ðàñõîäèòñÿ ïðè (x−x′)→ 0 è èç-çà ýòîãî íóæíî äåëàòü îáðåçàíèå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ íà íåêîòîðîì
ðàññòîÿíèè a∗ ≈ as [165]. Ââåäÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå, ìû ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí äëÿ íåëîêàëüíîé ìîäåëè
ÑÃ

H = Hlocal +
A

2δ

∫
dx
∂u

∂x

∫ ∞
δ

dx′

(x′)n

[
∂u

∂x
(x+ x′) +

∂u

∂x
(x− x′)

]
, (3.146)

ãäå δ = as/d, A = V0 δ
n+1/(2π)2. Åñëè ïîòåíöèàë Vint(x) ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèì, òî, áåç ïîñëåäíåãî ÷ëåíà

â óðàâíåíèè (3.146), âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïðèìåò ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìîäåëè ÑÃ, äëÿ êîòîðîé d2 =
a2
sV
′′
int(as) = V0n(n + 1). Ìû èñïîëüçóåì ýòî ñîîòíîøåíèþ ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ

è ïðåäñòàâëåíèÿ ïàðàìåòðà V0 ïîòåíöèàëà (3.143) â òåðìèíàõ ïàðàìåòðà d. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì A =
V0δ

n−1/n(n + 1) è ãàìèëüòîíèàí (3.146) áóäåò ôóíêöèåé òîëüêî äâóõ ïàðàìåòðîâ δ è n. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíèàíó (3.146), èìååò ôîðìó

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ V ′sub(u) = A

∂

∂x

∫ ∞
δ

dx′

(x′)n
[ux(x+ x′) + ux(x− x′)], (3.147)

è îíî îïèñûâàåò äèíàìèêó öåïè ñ íåëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì.
Èç óðàâíåíèÿ (3.147) ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ñòðóêòóðà ÿäðà êèíêà (ò.å. åãî ôîðìà ïðè |x−X| < d) îïðåäåëÿåòñÿ,

ãëàâíûì îáðàçîì, ëîêàëüíûìè ÷ëåíàìè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ [295]. Ñëåäîâàòåëüíî, �ëîêàëüíûå� õàðàêòåðèñòèêè
êèíêà, òàêèå êàê åãî ýôôåêòèâíàÿ ìàññà èëè àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà, íå äîëæíû ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ
îò çíà÷åíèé, âû÷èñëåííûõ äëÿ ëîêàëüíîé ìîäåëè ÔÊ ñ ïåðåíîðìèðîâàííîé ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè geff =∑∞
j=1 V

′′
int(jas) = gSn+2, g = n(n + 1)V0/a

2
s, ãäå Sm =

∑∞
j=1 j

−m (íàïðèìåð, S3 ≈ 1.202, S5 ≈ 1.037), è
àíãàðìîíè÷íîñòüþ âçàèìîäåéñòâèÿ, çàäàâàåìîé ïàðàìåòðîì

αeff = αS
−3/2
n+2 , α = −(n+ 2)/d. (3.148)

Äåéñòâèòåëüíî, çàâèñèìîñòè EPN (l) è m(l) (ãäå l ≡ π
√
g) âû÷èñëåííûå Áðàóíîì è äð. [165] äëÿ êóëîíîâñêîãî

(n = 1) è äèïîëü-äèïîëüíîãî (n = 3) âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 3.20, êà÷åñòâåííî ïîäîáíû
çàâèñèìîñòÿì íà ðèñ. 3.16, ïîëó÷åííûì äëÿ ìîäåëè ÔÊ ñ ëîêàëüíûì àíãàðìîíè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì.
Îòëè÷èå ìåæäó ïàðàìåòðàìè EPN è m äëÿ êèíêà è àíòèêèíêà ïðè îäèíàêîâîì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà g íàìíîãî
áîëüøå äëÿ äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷åì äëÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷òî, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (3.148),
îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøåé íåëèíåéíîñòüþ äèïîëüíîãî ïîòåíöèàëà. Çàìåòèì, ÷òî àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà äëÿ
ìîäåëè ÔÊ ñ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì (n = 1) ïðè òåõ æå ñàìûõ çíà÷åíèÿõ ñèñòåìíûõ ïàðàìåòðîâ
áûëà âû÷èñëåíà Âîíãîì è Ïèêåòîì [296]. Áðàóí è äð. [165] âû÷èñëèëè òàêæå ïàðàìåòðû êèíêà äëÿ ñòåïåííîé
ìîäåëè ÔÊ ñ íåñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè. Çàâèñèìîñòè (ñì. ðèñ. 3.21) ïîäîáíû àíàëîãè÷íûì
çàâèñèìîñòÿì äëÿ ëîêàëüíîé ìîäåëè ÔÊ, îïèñàííîé â ïàðàãðàôå 3.3.2.
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Ðèñ. 3.20. (a) Çàâèñèìîñòè ýíåðãèè ÏÍ EPN (l) è (b) ýôôåêòèâíîé
ìàññû m(l) äëÿ êèíêà è àíòèêèíêà â ñëó÷àå êóëîíîâñêîãî è äèïîëü-
äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïàðàìåòð l = 1

2

√
V0n(n+ 1) äëÿ n = 1

èëè 3 îïðåäåëÿåòñÿ øèðèíîé êèíêà d. Ïóíêòèðíûå êðèâûå ïîêàçûâàþò
àíàëèòè÷åñêèå àñèìïòîòèêè [165].

Ðèñ. 3.21. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ÏÍ EPN (l), ãäå l =
√

3V0, äëÿ äèïîëüíîãî îòòàëêèâàíèÿ àòîìîâ â ñëó÷àå
íåñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (3.59) äëÿ s = −r = ±0.3. Äëÿ ñðàâíåíèÿ, ïóíêòèðíî-òî÷å÷íûå
êðèâûå ïîêàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêè êèíêà äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà. Ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò
ðåçóëüòàò ïðèáëèæåíèÿ ñëàáîé ñâÿçè. Îáëàñòè íîðìàëüíîãî è îáðàòíîãî ÏÍ ðåëüåôà îáîçíà÷åíû áóêâàìè N è I,
ñîîòâåòñòâåííî [165].

Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êèíêà ïîäîáíû õàðàêòåðèñòèêàì äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè
ÔÊ, àñèìïòîòèêè êèíêà óðàâíåíèÿ (3.147), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì, ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò
àñèìïòîòèê ÑÃ êèíêà. Îíè èìåþò ñòåïåííîé õàðàêòåð [34, 295]. Äåéñòâèòåëüíî, ëèàíåðèçóÿ óðàâíåíèå (3.147)
âáëèçè àñèìïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ u(∞) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ìû ïîëó÷èì

|u(x)− u(∞)| ≈ 2πnA
ω2

min|x|n+1
, x→ ±∞, (3.149)

ãäå ω2
min = V ′′sub(0). ßñíî, ÷òî äëÿ ìåæàòîìíûõ ñèë, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó

êèíêàìè (ò.å., ìåæäó �èçáûòî÷íûìè� àòîìàìè èëè âàêàíñèÿìè â öåïè) äîëæíî òîæå ïîä÷èíÿòüñÿ ñòåïåííîìó
çàêîíó. Ýòî áûëî ïîêàçàíî Êîñåâè÷åì è Êîâàëåâûì [34] äëÿ êðàóäèîíîâ â îáúåìå êðèñòàëëà, Ãîðäîíîì è
Âèëàíîì [297], Ëþêñþòîâûì [298] è Òàëàïîâûì [299] äëÿ óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ, àäñîðáèðîâàííûõ
íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, à Õàëäàíå è Âèëàíîì [300] è Ïîêðîâñêèì è Âèðî÷åêîì [295] äëÿ äèïîëü-äèïîëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ àäàòîìîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî íåïîñðåäñòâåííî, äàâàéòå ðàññìîòðèì öåïî÷êó ñ äâóìÿ
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êèíêàìè, èìåþùèìè òîïîëîãè÷åñêèå çàðÿäû σ1 è σ2, êîòîðûå îòäåëåíû äðóã îò äðóãà íåêîòîðûì ðàññòîÿíèåì
x0. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.147) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ äâóõ ÑÃ êèíêîâ

u(x, t) = uSGk

(
x− 1

2
x0

)
+ uSGk

(
x+

1
2
x0

)
. (3.150)

Â ðàìêàõ àäèàáàòè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèÿ [27] èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîé êîîðäèíàòû x0 â ñèëó âçàèìîäåéñòâèÿ
êèíêîâ äàåòñÿ (äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé x0) ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì [165]

d2x0

dt2
= (2π)2nA

σ1σ2

xn+1
0

, (3.151)

êîòîðîå ñâîäèò çàäà÷ó ê äâèæåíèþ ýôôåêòèâíîé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå

V
(0)
int (x0) =

(2π)2Aσ1σ2

xn0
. (3.152)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå îáðàòíîãî ââåäåíèÿ ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ ìû íàéäåì, ÷òî ïîëó÷åííûé âûøå
çàêîí âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì êàê âçàèìîäåéñòâèåì äâóõ �èçáûòî÷íûõ� àòîìîâ (èëè âàêàíñèé)
â öåïè. Òàêîé âêëàä âî âçàèìîäåéñòâèå êèíêîâ îòñóòñòâóåò â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ, ãäå ó÷èòûâàþòñÿ ñèëû
âçàèìîäåéñòâèÿ òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ò.å. äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ ìû âñåãäà áóäåì èìåòü V (0)

int ≡ 0.
Â ëîêàëüíîé ìîäåëè ÔÊ, îäíàêî, âçàèìîäåéñòâèå êèíêîâ ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå ïåðåêðûòèÿ èõ õâîñòîâ, è òàêîå
ïåðåêðûòèå äàåò ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ V (loc)

int (x) ∝ ux(x), êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè �èçáûòî÷íûõ�
àòîìîâ. Êîíå÷íî, òàêîé æå ýôôåêò áóäåò òàêæå äàâàòü âêëàä â ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ êèíêîâ è äëÿ ñèë,
ïîä÷èíÿþùèõñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ýòîò âêëàä áóäåò ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ îñíîâíûì
âçàèìîäåéñòâèåì, îïèñûâàåìûì óðàâíåíèåì (3.152), ò.å. V (loc)

int ∝ x−(n+2). Äåéñòâèòåëüíî, êàê ñëåäóåò èç
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Áðàóíà è äð. [165], â ñëó÷àå äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðåçóëüòàò V (loc)

int (x) ∝ x−5

õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷èñëåííûìè äàííûìè.
Ôîíîííûé ñïåêòð íåëîêàëüíîé ìîäåëè ÔÊ îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

ω2
ph(k) = ω2

min + 2g
∞∑

j=1

1− cos(κj)
jn+2

, (3.153)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíûì äèñïåðñèîííîìó îòíîøåíèþ ëîêàëüíîé ìîäåëè ÔÊ. Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â
ãëàâå 4, ïàðàìåòðû áðèçåðíûõ âîçáóæäåíèé çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ïàðàìåòðîâ ëîêàëüíîé ìîäåëè ÔÊ.

Íåäàâíî, íåëîêàëüíîå óðàâíåíèå ÑÃ ôîðìû

∂2u

∂t2
+ sinu =

∂

∂x

∫ +∞

−∞
dx′G(x− x′) ∂u

∂x′
(x′, t), (3.154)

ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ÿäðîì G(x) = (2λ)−1 exp(−|x|/λ), ÿäðî Ìàêäîíàëüäà, G(x) = (πλ)−1K0(|x|/λ) áûëî
ïîëó÷åíî ñ öåëüþ îïèñàíèÿ íåëîêàëüíûõ ýôôåêòîâ â ýëåêòðîäèíàìèêå äëèííûõ äæîñåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ [301].
Äëÿ ýòîãî òèïà íåëîêàëüíûõ ìîäåëåé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåëîêàëüíîå óðàâíåíèå ÑÃ (3.154) ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì
âçàèìîäåéñòâèåì íå äîïóñêàåò íèêàêèõ äâèæóùèõñÿ 2π-êèíêîâ, íî âìåñòî ýòîãî îíî äîïóñêàåò äâèæóùèåñÿ
4π-, 6π-, è ò.ä. êèíêè. Îäíàêî, ýòè ñëîæíûå êèíêè ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêî ñ íåêîòîðûìè îïðåäåëåííûìè
ñêîðîñòÿìè [183, 302].

3.5.5 Êîìïàêòîíû-êèíêè

Åñëè âçàèìîäåéñòâèå â öåïè ÔÊ ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî íåëèíåéíûì è ëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå îòñóòñòâóåò, òî êèíêè
ìîãóò áûòü ëîêàëèçîâàíû íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàþùèõ õâîñòîâ. Ýòîò ýôôåêò îáóñëîâëåí òîëüêî íåëèíåéíîé äèñïåðñèåé. Òàêîé òèï óåäèíåííûõ âîëí ñ
êîìïàêòíûì íîñèòåëåì îáû÷íî íàçûâàþò êîìïàêòîíàìè, îíè âïåðâûå áûëè èññëåäîâàíû äëÿ îáîáùåííîãî
óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà ñ ÷èñòî íåëèíåéíîé äèñïåðñèåé [303].

Êèâøàðü [305] ñîîáùèë, ÷òî âíóòðåííèå ëîêàëèçîâàííûå ìîäû â ÷èñòî àíãàðìîíè÷åñêèõ ðåøåòêàõ ìîãóò
äåìîíñòðèðîâàòü êîìïàêòîíî-ïîäîáíûå ñâîéñòâà. Ïîçæå Äþñåëü è ñîàâòîðû [30] ïîêàçàëè, ÷òî òàêàÿ æå
ôåíîìåíîëîãèÿ ìîæåò òàêæå ïîÿâëÿòüñÿ â Êëåéí-Ãîðäîíîâñêèõ ñèñòåìàõ ñ àíãàðìîíè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì,
îíè ïîëó÷èëè ýêñïåðèìåíòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ êîìïàêòîíîâ â ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìå, ñäåëàííîé èç îäèíàêîâûõ ìàÿòíèêîâ, ñâÿçàííûõ ïðóæèíàìè. Íåäàâíî, ðåøåíèå â âèäå òåìíîãî êîìïàêòîíà
áûëî íàéäåíî â ìîäåëè ýêñèòîíîâ Ôðåíêåëÿ [304].
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Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü êèíê íà êîìïàêòíîì íîñèòåëè, ìû ðàññìîòðèì àíãàðìîíè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå â
ìîäåëè ÔÊ, çàïèñàííîé â ñòàíäàðòíîé ôîðìå

d2un
dt2

− [V ′int(un+1 − un)− V ′int(un−1 − un)] + V ′sub(un) = 0, (3.155)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýíåðãèÿ ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èìååò ôîðìó

Vint(un+1 − un) =
cl
2

(un+1 − un)2 +
cnl

4
(un+1 − un)4. (3.156)

Çäåñü, ïàðàìåòðû cl è cnl êîíòðîëèðóþò èíòåíñèâíîñòü ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèé, ñîîòâåòñòâåííî.
Â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ôîðìó

∂2u

∂t2
−
[
cl + 3cnl

(
∂u

∂x

)2
]
∂2u

∂x2
− V ′sub(u) = 0, (3.157)

ãäå ìû îïóñòèëè ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ïðåäïîëîæèâ ÷òî cnl(ux)2uxx � cluxxxx. Âûñìàòðèâàÿ
ëîêàëèçîâàííûå ðåøåíèÿ ñî ñòàöèîíàðíîé ôîðìîé, äâèãàþùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, ìû íàéäåì, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ
ëèíåéíàÿ äèñïåðñèÿ èñ÷åçàåò â äâóõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî êîãäà (i) cl = 0, v = 0 è (ii) cl 6= 0, v = ±√cl, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò êèíêó ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Â ñëó÷àå íîðìàëèçîâàííîãî ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
Vsub(u) = (1/2)[1 + cos(πu)], ñòàöèîíàðíûé êîìïàêòíûé êèíê ìîæåò áûòü íàéäåí â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå êàê
ðåøåíèå, ñîñòîÿùåå èç ÷åòûðåõ êóñêîâ

uk(x) = ± 2
π

cos−1
{

cn2
[ π

2α1/4
(x− x0), k

]}
, (3.158)

äëÿ |x−x0| < 1 è u = ±1 äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé. Â óðàâíåíèè (3.158) α = 3cnl, çíàêè �+� è �−� ñîîòâåòñòâóþò
ïîëóîñÿì x ≥ x0 è x ≤ x0, ñîîòâåòñòâåííî, à cn � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ßêîáè ñ ìîäóëåì k. Òàêîå æå ðåøåíèå
ìîæåò áûòü íàéäåíî äëÿ äâèæóùåãîñÿ êîìïàêòîíà ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè, êîãäà cl 6= 0. Ýòî
ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñòàöèîíàðíîãî êîìïàêòîíà, ñäåëàâ çàìåíó ïåðåìåííîé x→ (x±√cl t).

Ðèñ. 3.22. Íîðìàëèçîâàííûå êîìïàêòîíû äëÿ äâóõ òèïîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè: (a) ïîòåíöèàë φ4 è (b) ñèíóñîèäàëüíûé
ïîòåíöèàë. Äëÿ êàæäîãî ïîòåíöèàëà S-îáðàçíàÿ âîëíîâàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò êîìïàêòíóþ ÷àñòü, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò
äâå ïîñòîÿííûõ ÷àñòè ðåøåíèÿ, ïîêàçàííûå ãîðèçîíòàëüíûìè òî÷å÷íûìè ëèíèÿìè [30].

Ðåøåíèå (3.158) îïèñûâàåò òîïîëîãè÷åñêèé êîìïàêòîí, ÿâëÿþùèéñÿ îáîáùåíèåì íà÷àëüíîé êîíöåïöèè,
ïðåäëîæåííîé äëÿ óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðèçà ñ íåëèíåéíîé äèñïåðñèåé. Åãî ôîðìà ñîñòîèò èç äâóõ
êóñêîâ ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè, êîòîðûå ñâÿçûâàþò äâå ïðÿìûå ëèíèè u = ±1. Áîëåå òîãî, êîíöåïöèÿ êèíêà
êîìïàêòîíà ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ëþáûå òèïû ìîäåëè Êëåéíà-Ãîðäîíà è ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(u). Äëÿ
íèõ ìîæíî òàêæå íàéòè òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Äþñåëü è ñîàâòîðû [30] ïðèâåëè òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ
φ4, äâóêâàäðàòè÷íîé è ÑÃ ìîäåëåé. Ðèñóíîê 3.22 äåìîíñòðèðóåò äâà ïðèìåðà êèíêà êîìïàêòîíà äëÿ φ4 è
ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëîâ, ñîîòâåòñòâåííî.

Äþñåëü ñ ñîàâòîðàìè [30] èññëåäîâàëè ÷èñëåííî óñòîé÷èâîñòü êèíêîâûõ êîìïàêòîíîâ îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ
è âíåøíåãî øóìà. Îíè íàøëè, ÷òî ñòàöèîíàðíûé êèíêîâûé êîìïàêòîí óñòîé÷èâ, â òî âðåìÿ êàê êîìïàêòîí,
äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v =

√
cl � íåóñòîé÷èâ. Îíè òàêæå ñêîíñòðóèðîâàëè ìåõàíè÷åñêèé àíàëîã íåëèíåéíûé

öåïè ñ äâóõúÿìíûì ïîòåíöèàëîì � ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ðåøåòêó ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ. Ðåãóëèðóÿ íàïðÿæåíèå
ìåòàëëè÷åñêèõ ïîëîñ, Äþñåëü ñ ñîàâòîðàìè [30] ñìîãëè ñäåëàòü ëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ïî÷òè îòñóòñòâóþùèì.
Ýòî ïîçâîëèëî èì ïîëó÷èòü ïðîôèëü, î÷åíü áëèçêèé ïî ôîðìå ê ñòàöèîíàðíîìó êèíêó-êîìïàêòîíó. Äëÿ
äâèæóùåãîñÿ êîìïàêòîíà, ôîðìàëüíî ñóùåñòâóþùåãî â ìîäåëè êàê ñ ëèíåéíîé òàê è íåëèíåéíîé äèñïåðñèÿìè,
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áûëî ïîêàçàíî ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷òî îí ïåðåõîäèò â îáû÷íûé êèíê ïîñëå èñïóñêàíèÿ íåáîëüøîãî
êîëè÷åñòâà èçëó÷åíèÿ.

Äèíäà ñ ñîàâòîðàìè [306] ïðîàíàëèçèðîâàëè âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ó êèíêîâ ñ êîïàêòîíîïîäîáíûì
ïðîôèëåì óñòîé÷èâîãî áàëëèñòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â äèñêðåòíîé öåïè ñ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè φ4 è àíãàðìîíè÷åñêèì
âçàèìîäåéñòâèåì. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè ðåøåòêè è íàëè÷èå ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó ÿ÷åéêàìè ðåøåòêè ïðåïÿòñòâóþò óñòîé÷èâîìó áàëëèñòè÷åñêîìó äâèæåíèþ êîìïàêòîíà, òàê êàê â ñèëó
ñïåöèôè÷åñêîé ñòðóêòóðû ìàëî-àìïëèòóäíîãî ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà êîìïàêòîíà, åãî íèçêî÷àñòîòíûå âíóòðåííèå
ìîäû âõîäÿò â ïðÿìîé ðåçîíàíñ ñ ôîíîííûìè ìîäàìè. Ýòè èññëåäîâàíèÿ îòêðûëè îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, äëÿ
êîòîðûõ âîçìîæíî áàëëèñòè÷åñêîå äâèæåíèå êîìïàêòîíî-ïîäîáíûõ êèíêîâ è ïîêàçàëè õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèé
ìåæäó òàêèìè êèíêàìè. Èç ìîäåëèðîâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó êèíêîâûìè êîìïàêòîíîì è àíòè-
êîìïàêòîíîì, äâèãàþùèìèñÿ íà íèçêèõ âñòðå÷íûõ ñêîðîñòÿõ, âñåãäà ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ èõ äîëãîæèâóùåãî
ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîäîáíî ñòîëêíîâåíèþ êèíêà è àíòèêèíêà â öåïè φ4. Îäíàêî Äèíäà è äð. [306] íàøëè, ÷òî
ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó êîìïàêòîíàìè íèêîãäà íå ïðèâîäèò ê îòðàæåíèþ, ïðè ëþáîé ñêîðîñòè èõ ñáëèæåíèÿ, äàæå
åñëè ñêîðîñòè èõ âñòðå÷íîãî äâèæåíèÿ ðàçëè÷íû, èëè êîìïàêòîíû èìåþò ðàçíûå äèàìåòðû. Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ñòîëêíîâåíèè âñÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ êîìïàêòîíîâ ïðåîáðàçóåòñÿ â èõ âíóòðåííèå ìîäû.
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Áðèçåðû

Â ýòîé ãëàâå ìû îïèøåì ñâîéñòâà áðèçåðîâ â ìîäåëè ÔÊ. Âíà÷àëå, ìû îáñóäèì áðèçåðû â ñëàáî äèñêðåòíîé
ìîäåëè ÑÃ, â êîòîðîé äèñêðåòíîñòü ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ìàëîå âîçìóùåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå îäíèì
èç çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, îáóñëîâëåííûõ ìíîãî-ñîëèòîííûìè ýôôåêòàìè, ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëüíîå ñîëèòîííîå
ðàññåÿíèå. Çàòåì ìû ðàññìîòðèì íåëèíåéíûå ìîäû ëîêàëèçîâàííûå íà ïðèìåñÿõ � íåëèíåéíûå ïðèìåñíûå ìîäû.
Â çàêëþ÷åíèå, ìû îïèøåì ñëó÷àé ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûõ äèñêðåòíûõ ìîä � äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ.

4.1 Âîçìóùåííûå áðèçåðû óðàâíåíèÿ ñèíóñ-Ãîðäîí

Äàæå ñëàáàÿ äèñêðåòíîñòü íå ïîçâîëÿåò îñöèëëèðóþùèì áðèçåðàì ñóùåñòâîâàòü êàê äèíàìè÷åñêèì íåëèíåéíûì
ìîäàì öåïî÷êè. Ñëàáàÿ äèñêðåòíîñòü äåéñòâóåò êàê âíåøíåå âîçìóùåíèå, êîòîðîå íàðóøàåò òî÷íóþ èíòåãðèðóåìîñòü
ÑÃ ìîäåëè. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî áðèçåðû èçëó÷àþò ëèíåéíûå âîëíû è ìåäëåííî çàòóõàþò. Îäíàêî, äëÿ öåïî÷åê ñ
ñèëüíûì ìåæ÷àñòè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì, äèíàìèêà áðèçåðîâ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà â ðàìêàõ âîçìóùåííîãî
óðàâíåíèÿ ÑÃ, êîòîðîå ó÷èòûâàåò ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå äèñêðåòíîñòüþ. Òîãäà, äèíàìèêà áðèçåðîâ è èõ
âðåìÿ æèçíè áóäóò çàâèñåòü îò íà÷àëüíîé ýíåðãèè è ýòè âåëè÷èíû áóäóò ðàçëè÷íû äëÿ áðèçåðîâ ñ ìàëûìè è
áîëüøèìè àìïëèòóäàìè [307]. Ôàêòè÷åñêè, âî ìíîãèõ íåèíòåãðèðóåìûõ ìîäåëÿõ áðèçåðû ÿâëÿþòñÿ äîëãîæèâóùèìè
íåëèíåéíûìè âîçáóæäåíèÿìè, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, òàêèõ êàê
íåðàâíîâåñíàÿ äèíàìèêà íåëèíåéíûõ ñèñòåì [308], ïåðåíîñ ýíåðãèè â çàïðåùåííîé çîíå ñïåêòðà [309], à òàêæå
â íà÷àëüíîé ñòàäèè ñòðóêòóðíûõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ðîäà [310].

4.1.1 Âûñîêî-àìïëèòóäíûå áðèçåðû

Ïðè g <∼ 1, íèçêî÷àñòîòíûé áðèçåð ìîæåò áûòü ñëåäñòâèåì çàõâàòà äâóõ îòäåëüíûõ êèíêà è àíòèêèíêà
ñîîòâåòñòâóþùèìè ÿìàìè ðåëüåôà ÏÍ. Âëèÿíèå äèñêðåòíîñòè íà äèíàìèêó áðèçåðîâ è âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíîãî
ïîòåíöèàëà ÏÍ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Áóøà è Ïåéðàðà [311]. Ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå
èäåè, à äåòàëè âû÷èñëåíèé ìîæíî íàéòè â ïåðâîèñòî÷íèêå [311].

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü äèñêðåòíûé áðèçåð â öåïî÷êå, ìû èñïîëüçóåì àíçàö, îñíîâàííûé íà òî÷íîì
áðèçåðíîì ðåøåíèè ìîäåëè ÑÃ

u(br)
n = 4 tan−1

{
sinh(kBZ)

cosh[kB(n−X)]

}
, (4.1)

ãäå X ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì áðèçåðà (çäåñü ìû èñïîëüçóåì as = 1) è ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð;
2Z(t) çàäàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïîäêèíêàìè (ôàêòè÷åñêè, ìåæäó êèíêîì è àíòèêèíêîì), êîòîðûå
îáðàçóþò áðèçåð, à ïàðàìåòð kB çàäàåò ÷àñòîòó áðèçåðà ωbr =

√
1− k2

B . Ýòîò àíçàö (4.1) áûë èñïîëüçîâàí äëÿ
òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ãàìèëüòîíèàí öåïî÷êè ÔÊ [311] â òåðìèíàõ êîëëåêòèâíûõ êîîðäèíàò X, Z, è kB . Îí
ñîñòîèò èç äâóõ íåçàâèñÿùèõ ÷àñòåé äëÿ âíóòðåííåé è ïðîñòðàíñòâåííîé äèíàìèêè áðèçåðà. Åñëè ìû âîçüìåì
íà÷àëüíûé ïðîôèëü áðèçåðà (4.1) ïðè âðåìåíè t = 0, êîãäà ïîäêèíêè íàèáîëåå îòäåëåíû äðóã îò äðóãà, ò.å.
Z(t)|t=0 = Z0, òî ïîëó÷èì óñëîâèå äëÿ òàêîãî íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ

tanh(kBZ0) = kB . (4.2)

Òîãäà, âèä äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè áðèçåðà ìîæíî óïðîñòèòü, ñîõðàíèâ òîëüêî ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ðÿäàõ Ôóðüå
[òàê êàê êîýôôèöèåíòû óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî êàê 1/ sinh(π2/kB)], òàê ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò

Ebr(Z0, X) = 16 kB

[
1 +

2π2/kB
sinh(π2/kB)

cos(2πZ0) cos(2πX)
]
. (4.3)



66 4 Áðèçåðû

Ðèñ. 4.1. Çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíåðãèè áðèçåðà îò Z0 äëÿ (a) X = 0 è (b) X = 1/2. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
óðàâíåíèþ (4.3), ìàðêåðû "ïëþñ" ñîîòâåòñòâóþò ýíåðãèè ñòàöèîíàðíîé êîíôèãóðàöèè öåïî÷êè, à ìàðêåð "êðóã"
ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëåííîìó ðåçóëüòàòó [311].

Óðàâíåíèå (4.3) íóæíî ðàññìàòðèâàòü îäíîâðåìåííî ñ óñëîâèåì (4.2), êîòîðîå ìåíÿåò çíà÷åíèå kB äëÿ
êàæäîãî çíà÷åíèÿ Z0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûñîêî-÷àñòîòíûõ (ò.å., äëÿ ìàëî-àìïëèòóäíûõ) áðèçåðîâ, êîãäà
ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè ìàëû, kB → 0 è ìû âíîâü ïîëó÷èì õîðîøî èçâåñòíîå êîíòèíóàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ
ýíåðãèè ÑÃ áðèçåðà Ebr = 16 kB . Äëÿ âûñîêî-àìïëèòóäíûõ áðèçåðîâ óðàâíåíèå (4.1) ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå
äâóõ ÏÍ ïîòåíöèàëîâ, îäíîãî äëÿ X è äðóãîãî äëÿ Z0. Îíè îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ áóäåò çàõâà÷åí
íà÷àëüíûé, íàõîäÿùåéñÿ â ïîêîå, ïðîôèëü áðèçåðà.

Ðèñóíîê 4.1 ïîêàçûâàåò îáùóþ ýíåðãèþ áðèçåðà, âû÷èñëåííóþ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè äëÿ äâóõ
çíà÷åíèé êîîðäèíàòû áðèçåðà X. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîëó÷åííûì èç óðàâíåíèÿ (4.3), à
ñèìâîëüíûå ìàðêåðû îáîçíà÷àþò ýíåðãèè, âû÷èñëåííûå ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè. Òàê êàê Z0 èçìåðåíà
îòíîñèòåëüíî X, òî êàæäàÿ èç ïàíåëåé (a) è (b) íà ðèñ. 4.1 óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ìèíèìóì ÏÍ ÿì ïðèõîäèòñÿ
íà ïîëîæåíèÿ êèíêîâ ìåæäó ÷àñòèöàìè.

Ðèñ. 4.2. Ýíåðãåòè÷åñêèå ïîòåðè áðèçåðà ∆Ebr êàê ôóíêöèÿ îò
ω0/ωbr [312].

Èñïîëüçóÿ ìîëåêóëÿðíóþ äèíàìèêó è ÷èñëåííóþ òåõíèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, Áóø è Ïåéðàð [311]
ïîêàçàëè, ÷òî áðèçåð â ìîäåëè ÔÊ ñàìîïðîèçâîëüíî ñîâåðøàåò ðåçêèé ïåðåõîä èç êîðîòêî-æèâóùåãî â äîëãî-
æèâóùåå ñîñòîÿíèå. Ýòîò òèï äèíàìèêè áðèçåðà ìîæåò áûòü îáúÿñíåí ñòðóêòóðîé ñïåêòðà èçëó÷åíèé èñïóñêàåìûõ
áðèçåðîì. Àìïëèòóäà èçëó÷åíèé â íà÷àëå è â êîíöå ïåðåõîäà îòëè÷àåòñÿ áîëåå ÷åì íà ÷åòûðå ïîðÿäêà.

Ïðè íåáîëüøîé ñòåïåíè äèñêðåòíîñòè, èçëó÷åíèå ôîíîíîâ âûñîêî-àìïëèòóäíûì äèñêðåòíûì áðèçåðîì â
ìîäåëè ÔÊ áûëî íåäàâíî èçó÷åíî Äìèòðååâûì è äð. [311]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå g � 1 èìååò ìåñòî
ðåçîíàíñ ìåæäó êîëåáàíèÿìè áðèçåðà è ôîíîíàìè èç íèæíåé ãðàíèöû ôîíîííîé çîíû (ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k =
0). Â ÷àñòíîñòè, Äìèòðååâ è äð. [312] óñòàíîâèëè ÷èñëåííî, ÷òî â ñëàáî äèñêðåòíîé ÔÊ ìîäåëè [ò.å., äëÿ 0.1 ≤ h ≤
0.5, ãäå h−1 =

√
g], ðåçîíàíñ ìåæäó âûñîêî-àìïëèòóäíûì áðèçåðîì è ôîíîíàìè èç íèæíåé ãðàíèöû ôîíîííîé

çîíû íàáëþäàåòñÿ êîãäà (2m + 1)ωbr = ω0 ñ ïîëîæèòåëüíûì öåëûì m. Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ áðèçåð
íà÷èíàåò èñïóñêàòü îòíîñèòåëüíî áîëüøèå âñïûøêè èçëó÷åíèé â âèäå ìàëî-àìïëèòóäíûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ.
Íàèáîëåå çàìåòíûå ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ ïðèm = 1. Äëÿ ñèñòåì ñ ñèëüíîé äèñêðåòíîñòüþ, ðåçîíàíñíûé ýôôåêò
íå ïðîÿâëÿåòñÿ, òàê êàê áðèçåð ïðîõîäèò ÷åðåç ðåçîíàíñû î÷åíü áûñòðî. Òàêèì îáðàçîì, ðåçîíàíñíûé ýôôåêò
çàìåòåí ïðè óìåðåííîé äèñêðåòíîñòè, íî íàèáîëåå ñèëüíî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ñëàáîé äèñêðåòíîñòè.
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Íà ðèñ. 4.2 ïðåäñòàâëåíî èçìåíåíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü ∆Ebr áðèçåðà íà l-òîì ïîëó-ïåðèîäå êîëåáàíèé
êàê ôóíêöèÿ îò ω0/ωbr. Îäíà òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ïîëó-êîëåáàíèþ áðèçåðà èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
îïðåäåëåííîìó ïåðèîäó êîëåáàíèÿ l. Êàê ïîêàçûâàåò ðèñ. 4.2, ýíåðãèÿ, èçëó÷àåìàÿ íà ïîëó-êîëåáàíèè, â ñðåäíåì,
ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè (2m+1)ωbr = ω0. ×åì ìåíüøå m, ÷åì ðåç÷å óâåëè÷åíèå, òàê ÷òî íàèáîëåå âûðàæåííûé
ðåçîíàíñ îòìå÷àåòñÿ, êîãäà òðîéíàÿ ÷àñòîòà 3ωbr ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ω0.

4.1.2 Ìàëî-àìïëèòóäíûå áðèçåðû

Â ïðåäåëå ìàëîé àìïëèòóäû, êîãäà øèðèíà áðèçåðà íàìíîãî áîëüøå øàãà ðåøåòêè, ýôôåêòàìè äèñêðåòíîñòè
ìîæíî ïðàêòè÷åñêè ïðåíåáðå÷ü. Ïîòåðè ýíåðãèè áðèçåðà, ñâÿçàííûå ñ èçëó÷åíèåì, áóäóò äîñòàòî÷íî ìàëûìè.
Ýòè ïîòåðè îáû÷íî ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû ïî îòíîøåíèþ ïàðàìåòðà îïðåäåëåííîãî êàê îòíîøåíèå øàãà
ðåøåòêè ê øèðèíå áðèçåðà. Ïðåíåáðåãàÿ èçëó÷åíèåì, ìû ìîæåì íàéòè ïðèáëèæåííûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ
äëÿ áðèçåðîâ ìåòîäîì ìóëüòè-øêàëüíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Ñòðîãàÿ ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ òàêèõ
âûñîêî-÷àñòîòíûõ áðèçåðíûõ ìîä äëÿ îáùèõ ìîäåëåé ñ ïðîèçâîëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè áûëà ïðåäëîæåíà
íåñêîëüêèìè àâòîðàìè ( ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè [313]�[315] è ïðèâåäåííûå â íèõ ññûëêè).

Ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ïðåäåëå ìàëûõ àìïëèòóä, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå

ubr(x, t) = µΦ(x, t)eiΩt + c.c., (4.4)
ãäå c.c. îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, à µ = (ω2

min−Ω2)1/2 � ìàëûé ïàðàìåòð àñèìïòîòè÷åñêîé ïðîöåäóðû.
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (4.4) â äèñêðåòíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ è ðàçëîæèâ ïîòåíöèàë ïîäëîæêè äëÿ ìàëûõ un,
V ′sub(u) ≈ ω2

minu+ βu2 + β̃u3, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ýôôåêòèâíîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ âîëíîâîãî ïàêåòà
Φ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðåøåòêà èçìåíÿåòñÿ ìåäëåííî îòíîñèòåëüíî øêàëû ïîðÿäêà ïåðèîäà ðåøåòêè (ñì. äåòàëè,
íàïðèìåð, â ðàáîòå [314]),

2iΦt −QΦzz +G |Φ|2Φ = 0, (4.5)
ãäå ïåðåìåííàÿ z ñâÿçàíà ñ îãèáàþùåé äâèãàþùåéñÿ ñ áðèçåðîì, à ïàðàìåòðû Q è G ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè
ïàðàìåòðîâ ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà [314]. Óðàâíåíèå (4.5) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà
(ÍÓØ) è èìååò ëîêàëèçîâàííîå ñîëèòîííîå ðåøåíèå ïðè óñëîâèè QG > 0, ýòî ïîñëåäíåå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìàëî-àìïëèòóäíûõ áðèçåðîâ.

Ýôôåêòèâíîå óðàâíåíèå ÍÓØ (4.5) îïèñûâàåò áðèçåð äëÿ ëþáîãî òèïà ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Îäíàêî, èç-
çà ïðèñóòñòâèÿ áîëåå âûñîêèõ ãàðìîíèê, òîëüêî îäíà ìîäåëü ÑÃ äîïóñêàåò íåèçëó÷àþùèå áðèçåðû, òàê êàê
èíòåãðèðóåìîñòü ýòîé ìîäåëè îáóñëàâëèâàåò îòñóòñòâèå ýôôåêòîâ îáóñëîâëåííûõ ãàðìîíèêàìè áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà. Äëÿ äðóãèõ òèïîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè áûëî ñòðîãî ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íûå áðèçåðíûå ðåøåíèÿ íå
ñóùåñòâóþò [316, 317] è ïîñëå âîçáóæäåíèÿ â öåïî÷êå áðèçåð áóäåò ìåäëåííî èçëó÷àòü ýíåðãèþ. Òàêîé òèï
äîëãî-æèâóùåãî èçëó÷àþùåãî ïðîöåññà áûë îïèñàí äëÿ áðèçåðîâ ìîäåëè ÑÃ [311, 312] è ìîäåëè φ4 [318].

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ò.å. äëÿ ñëó÷àÿ äàëüíîäåéñòâóþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè â öåïî÷êå,
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü è äëÿ îïèñàíèÿ ìàëîàìïëèòóäíûõ áðèçåðîâ íóæíî èñïîëüçîâàòü
íåêîòîðóþ äðóãóþ òåõíèêó (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [165]). Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû áðèçåðà çíà÷èòåëüíî
îòëè÷àþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ â ëîêàëüíîé ìîäåëè ÔÊ [319].

4.2 Ñòîëêíîâåíèÿ áðèçåðîâ

Êàê ìû óæå óïîìèíàëè âûøå, â ïðåäåëå g � 1 ÔÊ ìîäåëü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåòñÿ ÑÃ óðàâíåíèåì.
Îäíàêî, ýòî óòâåðæäåíèå íå âñåãäà âåðíî äëÿ ìíîãî-ñîëèòîííûõ ñòîëêíîâåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ñèëüíî
íåóïðóãèìè äàæå â ñëó÷àå ñëàáîé äèñêðåòíîñòè.

Ñòîëêíîâåíèÿ ñîëèòîíîâ â ñëàáî âîçìóùåííîì ÑÃ óðàâíåíèè âíà÷àëå áûëè èçó÷åíû òåîðåòè÷åñêè Êèâøàðåì
èÌàëîìåäîì [27]. Â ñëó÷àå äâóõ-ñîëèòîííûõ ñòîëêíîâåíèé äèñêðåòíîñòü ïðèâîäèò ê ðàñïàäó âûñîêî-àìïëèòóäíîãî
(ò.å. íèçêî-÷àñòîòíîãî) áðèçåðà íà êèíê-àíòèêèíêîâóþ ïàðó â ðåçóëüòàòå åãî ñòîëêíîâåíèÿ ñ äðóãèì êèíêîì èëè
áðèçåðîì, à òàêæå ê îáóñëîâëåííîìó èçëó÷åíèåì ñïëàâó êèíê-àíòèêèíêîâîé ïàðû â áðèçåð. Íåäàâíî Êåâðåêèäåñ
ñ ñîàâòîðàìè [320] èñïîëüçîâàëè òî÷íîå ðåøåíèå ÑÃ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåå ðåøåòêó áðèçåðîâ è èçó÷èëè
àñèìïòîòè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ áðèçåðàìè. Îíè óñòàíîâèëè ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü
âçàèìîäåéñòâèÿ îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó áðèçåðàìè, à òàêæå åå ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû.

Áîëåå èíòåðåñíûå ýôôåêòû âîçìîæíû äëÿ ìíîãî-ñîëèòîííûõ ñòîëêíîâåíèé. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíèå ñòîëêíîâåíèÿ
òðåõ êèíêîâ â ñëàáî âîçìóùåííîì ÑÃ óðàâíåíèè, ïðîâåäåííîå Êèâøàðåì è Ìàëîìåäîì [27], ïîêàçàëî, ÷òî
âîçìîæíî ïðîòåêàíèå ñòîëêíîâåíèÿ áåç ïîòåðè ýíåðãèè íà èçëó÷åíèå è ñ îáìåíîì ìîìåíòîâ ìåæäó ñòàëêèâàþùèìè
êèíêàìè, êîãäà ñòîëêíîâåíèå êèíêîâ ïðîèñõîäèò ïî÷òè â îäíîé òî÷êå.

Áîëåå íåäàâíî ìíîãî-÷àñòè÷íûå ýôôåêòû ñòîëêíîâåíèÿ ñîëèòîíîâ àêòèâíî èçó÷àëèñü ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè [321]�
[325] äëÿ ñëàáî äèñêðåòíîé ÔÊ ìîäåëè. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè âîçìîæíîñòü îòíîñèòåëüíî ñòðîãîãî, áåç
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Ðèñ. 4.3. Ïðèìåðû ðàññåÿíèÿ áðèçåðîâ â ìîäåëè ÔÊ ñ g = 25 ïðè íà÷àëüíûõ ñêîðîñòÿõ vB2 = −vB1 = 0.2, è ÷àñòîòàõ
ωB1 = 0.1 è ωB2 = 0.8ωB1. Íà÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòàëêèâàþùèìè áðèçåðàìè (a) D0 = 20.0, (b) D0 = 4.3, (c)
D0 = 8.1, (d) D0 = 100.0, (e) D0 = 104.1, (f) D0 = 104.13, (g) D0 = 104.26, (h) D0 = 104.285 è (i) D0 = 104.33 [324].

èçëó÷åíèÿ, îáìåíà ýíåðãèè ìåæäó êèíêàìè è áðèçåðàìè â ÔÊ ìîäåëè ñ î÷åíü ñëàáîé ñòåïåíüþ äèñêðåòíîñòè.
Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðàííèìè òåîðåòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíèÿìè. Âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ, ðåçîíàíñíûé îáìåí ýíåðãèè ìåæäó ñòàëêèâàþùèìè ñîëèòîíàìè ìîæåò áûòü îáúÿñíåí ÷åðåç âîçáóæäåíèå
ñîëèòîííûõ âíóòðåííèõ ìîä [326]. Îäíàêî, â ñëó÷àå ìíîãî-ñîëèòîííûõ ñòîëêíîâåíèé, îáìåí ýíåðãèÿìè ìåæäó
ñòàëêèâàþùèìè ñîëèòîíàìè çàìåòåí äàæå òîãäà, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðîëüþ âíóòðåííèõ ñîëèòîííûõ
ìîä [191], òàê ÷òî ýòîò îáìåí äîëæåí èìåòü äðóãîå îáúÿñíåíèå.

Ìíîãî-÷àñòè÷íûå ýôôåêòû ñòàíîâÿòñÿ âîçìîæíû òîëüêî åñëè âî âçàèìîäåéñòâèå ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ïî
êðàéíåé ìåðå òðè ñîëèòîíà è èõ ñòîëêíîâåíèå ïðîèñõîäèò ïî÷òè â îäíîé òî÷êå. Äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ êèíêîâ
âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ î÷åíü ìàëà. Îäíàêî, åñëè îäèí èç ñòàëêèâàþùèõñÿ ñîëèòîíîâ ÿâëÿåòñÿ áðèçåðîì,
êîòîðûé ñîñòîèò èç äâóõ ñâÿçàííûõ êèíêîâ, êîòîðûå âñåãäà íàõîäÿòñÿ ðÿäîì äðóã ñ äðóãîì, íåóïðóãîå
ñòîëêíîâåíèå ñ êèíêîì èëè äðóãèì áðèçåðîì ñòàíîâèòñÿ áîëåå òèïè÷íûì.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî íà ðèñ. 4.3 ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå òèïè÷íûå ðåçóëüòàòû ñòîëêíîâåíèÿ ìåæäó
äâóìÿ áðèçåðàìè â ñëàáî äèñêðåòíîé ÔÊ öåïî÷êå ñ h = 0.2 (íàïîìíèì, ÷òî h−1 =

√
g), òàê ÷òî äèñêðåòíîñòü

â ñàìîì äåëå äàåò î÷åíü ñëàáîå âîçìóùåíèå. Äåâÿòü ôðàãìåíòîâ ðèñ. 4.3 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì
íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ D0 ìåæäó ñòàëêèâàþùèìè áðèçåðàìè. Â ñëó÷àÿõ (a) è (d) ñòîëêíîâåíèÿ ïðàêòè÷åñêè
óïðóãè, ò.å. ìåæäó ñòàëêèâàþùèìè áðèçåðàìè íå ïðîèñõîäèò îáìåíà ýíåðãèé è èìïóëüñàìè. Âî âñåõ îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 4.3, ñòîëêíîâåíèå áðèçåðîâ ÿâëÿåòñÿ íåóïðóãèì. Â ñëó÷àå (a), íà ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ,
áðèçåðû êîëåáëþòñÿ ïî÷òè â ïðîòèâîôàçå è ïîýòîìó îíè îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà. Â ñëó÷àå (d), ñòàëêèâàþùèå
áðèçåðû êîëåáëþòñÿ ïî÷òè â ôàçå, íî ñòîëêíîâåíèå îñòàåòñÿ óïðóãèì, òàê êàê îíî ïðîèñõîäèò áåç âêëþ÷åíèÿ
òðåõ- èëè ÷åòûðåõ-êèíêîâûõ ýôôåêòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â ñëó÷àÿõ (b) è (c)
ìîæíî çàìåòèòü òðåõ-êèíêîâûå ýôôåêòû, à â ñëó÷àÿõ (e�i) â ñòîëêíîâåíèè ó÷àñòâóþò âñå ÷åòûðå ïîäêèíêà.
Ðåçóëüòàòîì òàêèõ ñòîëêíîâåíèé ìîæåò áûòü ðàñïàä îäíîãî ñòàëêèâàþùåãîñÿ áðèçåðà (èëè äàæå äâóõ) íà
ñâîáîäíûå êèíêè. Ïðîöåññû ðàçðóøåíèÿ ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ó áðèçåðîâ ñ äîñòàòî÷íî ìàëûìè âíóòðåííèìè
÷àñòîòàìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåóïðóãîñòü ñòîëêíîâåíèé ïðîÿâëÿåò ñåáÿ òîëüêî â îáìåíå ýíåðãèåé è èìïóëüñàìè
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ìåæäó áðèçåðàìè, êàê ýòî ïîêàçàíî â ñëó÷àå (i). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, èçëó÷åíèå ïðè ñòîëêíîâåíèè ëèáî î÷åíü ìàëî,
ëèáî ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò.

4.2.1 Ìíîãî-ñîëèòîííûå ýôôåêòû

Ïðè÷èíó áåçèçëó÷àòåëüíîãî îáìåíà ýíåðãèè ìåæäó ñîëèòîíàìè â ñëàáî äèñêðåòíîé ÔÊ öåïî÷êå ìîæíî ïîíÿòü
èç àíàëèçà íåâîçìóùåííîãî ÑÃ óðàâíåíèÿ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ïàðàìåòðû ñòàëêèâàþùèõñÿ
ñîëèòîíîâ âûáðàíû ïðàâèëüíî, òîãäà äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ÑÃ óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü î÷åíü áëèçêèìè äðóã
ê äðóãó â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîýòîìó, åñëè äîáàâèòü ê ñèñòåìå î÷åíü ñëàáîå âîçìóùåíèå, òî îäíî
ðåøåíèå ìîæåò ëåãêî òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ â äðóãîå. Ýòîò ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü íåóïðóãîå
ñòîëêíîâåíèå áðèçåðîâ â ïî÷òè èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå. Áîëåå òîãî, òàê êàê ýòîò ýôôåêò ïðåäñêàçûâàåòñÿ èç
àíàëèçà íåâîçìóùåííîãî ÑÃ óðàâíåíèÿ, òî îí íå äîëæåí çàâèñåòü îò ñïåöèàëüíîãî âèäà âîçìóùåíèÿ.

Ðàññìîòðèì êèíê-áðèçåðíîå ñòîëêíîâåíèå, îïèñûâàåìîå òðåõ-ñîëèòîííûì ðåøåíèåì ÑÃ óðàâíåíèÿ ôîðìû
u = v + w, ãäå ôóíêöèÿ v îïèñûâàåò êèíê v = 4 tan eB ñ B = δk(x − xk − vkt). Çäåñü δ−1

k =
√

1− v2
k ÿâëÿåòñÿ

øèðèíîé êèíêà, ñêîðîñòü êèíêà 0 ≤ vk < 1, à ïàðàìåòð xk îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå êèíêà ïðè t = 0. Âòîðàÿ ÷àñòü
ðåøåíèÿ w = 4 tan[(ηX)/(ωY )] ñ

X = 2ω (sinhD − cosC sinhB) + 2δkδB (vk − vB) sinC coshB

Y = 2η (cosC + sinhD sinhB)− 2δkδB (1− vkvB) coshD coshB,

ãäå C = −ωδB [t− vB(x− xB)] + 2πm ñ öåëûì m, D = ηδB (x− xB − vBt), δ−1
B =

√
1− v2

B , 0 ≤ vB < 1 � ñêîðîñòü
áðèçåðà, η =

√
1− ω2, ÷àñòîòà áðèçåðà ω (0 ≤ ω < 1) îïðåäåëÿåò àìïëèòóäó áðèçåðà (èëè åãî ýíåðãèþ ïîêîÿ), à

xB çàäàåò ïîëîæåíèå áðèçåðà â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.
Ìåñòî è âðåìÿ êèíê-áðèçåðíîãî ñòîëêíîâåíèÿ çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

xc =
vkxB − vBxk
vk − vB , tc =

xB − xk
vk − vB . (4.6)

Äàâàéòå ðàññìîòðèì äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ ýòîé ôîðìû, u è u∗, äëÿ êîòîðûõ ìû âîçüìåì ñêîðîñòè
ñîëèòîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè, vk = −v∗k è vB = −v∗B , à ïîëîæåíèÿ ñîëèòîíîâ â ìîìåíò âðåìåíè
t = tc äëÿ ðåøåíèÿ u∗

x∗k =
xk(vk + vB)− 2vkxB

vB − vk , x∗B =
2vBxk − xB(vk + vB)

vB − vk (4.7)

âîçüìåì òàêèìè, ÷òîáû xc = x∗c è tc = t∗c . Âåëè÷èíû âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ â ðåøåíèÿõ u è u∗ îñòàâèì
îäèíàêîâûìè. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè

ω (xB − xk) = 2πmδB (vk − vB) , (4.8)

ãäå m � öåëîå, òî â ìîìåíò âðåìåíè t = tc ìû áóäåì èìåòü u(x, tc) ≡ u∗(x, tc), à äëÿ ïðîèçâîäíûõ � ut(x, tc) =
−u∗t (x, tc). Â ñèëó äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé vk → 0 è vB → 0, ìû èìååì ut(x, tc)→ 0 è u∗t (x, tc)→ 0 äëÿ ëþáîãî
x, èëè ut(x, tc)→ u∗t (x, tc) äëÿ ëþáîãî x.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ýòè óñëîâèÿ ïî÷òè âûïîëíåíû, òî â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè t = tc äâà êà÷åñòâåííî
ðàçíûõ ðåøåíèÿ u è u∗, òàê æå êàê è èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ut, u∗t ñòàíîâÿòñÿ áëèçêèìè äðóã äðóãó. Ñ
ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, óñëîâèå (4.8) îçíà÷àåò, ÷òî âñå òðè ñîëèòîíà âñòðå÷àþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Êîãäà ýòî
ïðîèñõîäèò, êèíê-áðèçåðíîå ñòîëêíîâåíèå ñòàíîâèòñÿ ñèëüíî íåóïðóãèì äàæå â ñëàáî âîçìóùåííîé ñèñòåìå.
Óñëîâèå (4.8) ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíî ÷åðåç äëèíó âîëíû áðèçåðà λ = 2πδB |vB |/ω êàê xB/λ = m, ãäå m �
öåëîå ÷èñëî.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4.4, ïîêàçûâàþò èñêëþ÷èòåëüíî âûñîêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü
êèíê-áðèçåðíûõ ñòîëêíîâåíèé ê èçìåíåíèþ îòíîñèòåëüíîé ôàçû ñîëèòîíîâ. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçìåíèòü îòíîñèòåëüíóþ
ôàçó áûëè èçìåíåíî íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå áðèçåðà xB , â òî âðåìÿ êàê âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû îñòàâàëèñü
ôèêñèðîâàííûìè: xk = 0, vk = 0 äëÿ êèíêà è ω = 0.1, vB = −0.2 äëÿ áðèçåðà. Äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ áðèçåðîì êèíê
íàõîäèëñÿ â ïîêîå, ïîýòîìó èçìåíåíèå ñêîðîñòè êèíêà ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ∆Vk ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê
ìåðà íåóïðóãîñòè êèíê-áðèçåðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Íåóïðóãîñòü êèíê-áðèçåðíîãî ñòîëêíîâåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ
âáëèçè òî÷êè φ = 0 íà òðè ïîðÿäêà âåëè÷èíû.

4.2.2 Ôðàêòàëüíîå ðàññåÿíèå

Îäíèì èç íàèáîëåå èíòðèãóþùèõ ñâîéñòâ âçàèìîäåéñòâèé ñîëèòîíîâ â íåèíòåãðèðóåìûõ ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ
ôðàêòàëüíàÿ ïðèðîäà èõ ðàññåÿíèÿ, êîòîðàÿ âïåðâûå áûëà îáíàðóæåíà äëÿ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ñòîëêíîâåíèé
â ìîäåëè φ4 [200]. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôðàêòàëüíîãî ñîëèòîííîãî ðàññåÿíèÿ îáû÷íî îáúÿñíÿþòñÿ âîçáóæäåíèåì
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Ðèñ. 4.4. Êèíê-áðèçåðíîå ñòîëêíîâåíèÿ îïèñàííûå ÑÃ
óðàâíåíèåì. Ïîêàçàíû çàâèñÿùèå îò ôàçû äâóõ� [(a)] è òðåõ�[(b)]
ñîëèòîííûå ñòîëêíîâåíèÿ. Òàêæå äàíà çàâèñèìîñòü èçìåíåíèÿ
ñêîðîñòè êèíêà (c) îò ôàçû ñòîëêíîâåíèÿ â ïðèñóòñòâèè ñëàáîé
äèñêðåòíîñòè (h = 0.1). Âñòàâêà ïîêàçûâàåò óâåëè÷åííûé ó÷àñòîê
ðèñóíêà.

âíóòðåííèõ ñîëèòîííûõ ìîä, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ñâîéñòâîì óåäèíåííûõ âîëí ìíîãèõ
íåèíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ ñîëèòîíàìè [191]. Ôèçèêà ôðàêòàëüíîãî ðàññåÿíèÿ ñîëèòîíîâ ìîæåò
áûòü ïîíÿòà êàê ðåçîíàíñíûé îáìåí ýíåðãèÿìè ìåæäó ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì ñîëèòîíà è åãî âíóòðåííåé
ìîäîé [189, 195]. Ïîäîáíûé ìåõàíèçì áûë îáíàðóæåí âî âçàèìîäåéñòâèè êèíêà ñ ëîêàëèçîâàííîé ïðèìåñüþ [326].

Íåäàâíî Äìèòðèåâ è äð. [324] îïèñàëè äðóãîé ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì ôðàêòàëüíîãî ðàññåÿíèÿ ñîëèòîíîâ
â ñëàáî äèñêðåòíîé ÔÊ ìîäåëè. Â ýòîì ñëó÷àå ðîëü âíóòðåííèõ ñîëèòîííûõ ìîä íå ñóùåñòâåííà [191] è
íàáëþäàåìûå ïðè ðàññåÿíèè ñîëèòîíîâ ôðàêòàëüíûå ñòðóêòóðû äîëæíû îáúÿñíÿòüñÿ êà÷åñòâåííî äðóãèì
ìåõàíèçìîì, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîíÿò êàê ïðîÿâëåíèå ìíîãî÷àñòè÷íûõ ýôôåêòîâ â ñòîëêíîâåíèè ñîëèòîíîâ.
Ýòè ýôôåêòû îáóñëîâëåíû ðåçîíàíñíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó "àòîìíûìè" è "ìîëåêóëÿðíûìè" ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ñòàëêèâàþùèõñÿ ñîñòàâíûõ ñîëèòîíîâ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòîò ýôôåêò, ìû ðàññìîòðèì ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ áðèçåðîâ â ñëàáî
äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ, êîãäà äâà ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ áðèçåðîâ ðàñïàäàþòñÿ íà äâà îòäåëüíûõ óäàëÿþùèõñÿ
áðèçåðà. Ïîñëå ðàñïàäà äâà íåçàâèñèìûõ áðèçåðà äâèãàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Àáñîëþòíûå
çíà÷åíèÿ èõ ñêîðîñòåé ïî÷òè ðàâíû, òàê êàê â ñëàáî äèñêðåòíîé öåïî÷êå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà ïî÷òè
âûïîëíÿåòñÿ, à áðèçåðû áûëè âçÿòû òàêèìè, ÷òîáû èìåòü ïî÷òè îäèíàêîâûå ýíåðãèè. Íà ðèñ. 4.5 ïîêàçàíà
çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè áðèçåðà ïîñëå ðàñùåïëåíèÿ v∗B îò íà÷àëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñòàëêèâàþùèìè áðèçåðàìè
D0.

Ôóíêöèÿ v∗B(D0) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñàìîïîäîáèÿ íà ðàçëè÷íûõ øêàëàõ, êîòîðîå îáû÷íî ñâÿçàíî ñ ôðàêòàëüíûì
ðàññåÿíèåì. ×åòûðå óðîâíÿ òàêîãî ïîäîáèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.5(a)�(d), ãäå êàæäûé ñëåäóþùèé ãðàôèê
ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü íà èíòåðâàëå, îáîçíà÷åííîì íà ïðåäûäóùåì ãðàôèêå ìàëûì èíòåðâàëîì I. Êîýôôèöèåíò
óâåëè÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî òàêîãî øàãà ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 13.5. Íà êàæäîé øêàëå ôóíêöèÿ v∗B(D0) âûãëÿäèò
êàê ÷åðåäîâàíèå ãëàäêèõ è õàîòè÷åñêèõ îáëàñòåé. Îäíàêî, ïðè áîëüøåì óâåëè÷åíèè, êàæäàÿ õàîòè÷åñêàÿ
îáëàñòü ñíîâà ñîäåðæèò õàîòè÷åñêèå îáëàñòè è ãëàäêèå ïèêè. Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ðàñõîæäåíèÿ v∗B(D0)
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ãëàäêèõ ïèêîâ íà ðàçëè÷íûõ øêàëàõ. Â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ, øèðèíà ïèêîâ
ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, òàê ÷òî ïëîòíîñòü ïèêîâ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, õîòÿ âûñîòà ïèêîâ îñòàåòñÿ
â îäíîé è òîé æå øêàëå.

Ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ôóíêöèè v∗B(D0) ïîäòâåðæäàåò õàîòè÷åñêèé õàðàêòåð ðàññåÿíèÿ áðèçåðîâ â ñëàáî
äèñêðåòíîì ñëó÷àå. Ôðàêòàëüíàÿ ïðèðîäà ñòîëêíîâåíèé áðèçåðîâ ìîæåò èìåòü ïðîñòîå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå.
Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â ñëàáî äèñêðåòíîé (è, ñëåäîâàòåëüíî, ñëàáî âîçìóùåííîé) ñèñòåìå áðèçåðû ïðèòÿãèâàþòñÿ
äðóã ê äðóãó ñî ñëàáîé ñèëîé. Êàê ìîæíî óâèäåòü èç ðèñ. 4.5, õàîòè÷åñêèå îáëàñòè ïîÿâëÿþòñÿ òàì, ãäå
ãëàäêèå ïèêè äàþò ïî÷òè íóëåâóþ ñêîðîñòü v∗B(D0). Â ýòèõ îáëàñòÿõ, ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ è ïîñëåäóþùåãî
ðàñùåïëåíèÿ áðèçåðû ïîëó÷àþò î÷åíü íåáîëüøóþ ñêîðîñòü. Ïðè òàêîé ìàëîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè áðèçåðû
íå ìîãóò ïðåîäîëåòü èõ âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå è ñíîâà ñòàëêèâàþòñÿ. Ïðè âòîðîì ñòîëêíîâåíèè, èç-çà îáìåíà
èìïóëüñàìè, áðèçåðû ìîãóò ïîëó÷èòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ äîñòàòî÷íóþ äëÿ óõîäà äðóã îò äðóãà, íî çäåñü
èìååòñÿ êîíå÷íàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ýíåðãèÿ áóäåò íèæå ïðåäåëà ýíåðãèè ðàçðûâû. Â ïîñëåäíåì
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Ðèñ. 4.5. Ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà (ïðèâåäåíû ÷åòûðå øêàëû) ñòîëêíîâåíèÿ áðèçåðîâ, ïîêàçàííàÿ êàê ôóíêöèÿ
v∗B(D0) [324].

ñëó÷àå, áðèçåðû ñòîëêíóòñÿ â òðåòèé ðàç è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîëêíîâåíèé ïðèâîäèò
ê ðåçîíàíñíîìó îáìåíó ýíåðãèåé ìåæäó "àòîìíîé" (òðàíñëÿöèåé êèíêîâ) è "ìîëåêóëÿðíîé" (îòíîñèòåëüíûõ
êîëåáàíèé) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû áðèçåðà è ê ôðàêòàëüíîìó ðàññåèâàíèþ.

4.2.3 Õîëîäíûé ãàç ñîëèòîíîâ ñîëèòîí!õîëîäíûé ãàç

Êàê áûëî îïèñàíî âûøå, êèíêè, áðèçåðû è ôîíîíû â óðàâíåíèè ÑÃ ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ãàç ñâîáîäíûõ
êâàçè÷àñòèö, êîòîðûå íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé â ðàìêàõ òî÷íî èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè. Â ðåçóëüòàòå
ýòîãî, îáùåå ÷èñëî êâàçè÷àñòèö êàæäîãî òèïà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêàÿ
êàðòèíà ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå ñëàáî âîçìóùåííîãî ÑÃ óðàâíåíèÿ. Îäíàêî, ýòî ïðåäïîëîæåíèå äîïóñòèìî
òîëüêî â îòñóòñòâèè ìíîãî-÷àñòè÷íûõ ýôôåêòîâ, êîòîðûå, ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííûì âûøå ðåçóëüòàòàì, ìîãóò
ïðèâîäèòü ê ñîâåðøåííî äðóãèì ðåçóëüòàòàì [325].

Äëÿ èëëþñòðàöèè âàæíîñòè ìíîãî÷àñòè÷íûõ ýôôåêòîâ, ìû ðàññìîòðèì äèíàìèêó, òàê íàçûâàåìîãî, "õîëîäíîãî
ãàçà ñîëèòîíîâ", ñîñòîÿùåãî èç êèíêîâ è àíòèêèíêîâ, íàõîäÿùèõñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè â ïîêîå.
Ðèñóíîê 4.6 ïîêàçûâàåò âðåìåííóþ äèíàìèêó ãàçà èç 800 êèíêîâ è àíòèêèíêîâ (ïîêàçàíà òîëüêî ìàëàÿ ÷àñòü
âñåé ñèñòåìû) â ÔÊ ñèñòåìå ñî ñëàáîé äèñêðåòíîñòüþ h = 0.2 (òàê ÷òî g = 25). Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàâàëèñü
ñ ïîìîùüþ ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÑÃ

u(x, t) = 2 sin−1

{
dn
[
x− vt√
1− v2

, κ

]}
, (4.9)

ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè, v è κ, â ïðåäåëå íóëåâîé ñêîðîñòè v = 0. Ïàðàìåòð κ îïðåäåëÿåò
ïðîñòðàíñòâåííûé ïåðèîä ðåøåíèÿ (íà ïðåäñòàâëåííîì âíèçó ïðèìåðå ýòîò ïåðèîä ðàâåí 16).

Êîãäà ïåðèîä ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ïàðà êèíêîâ íà êàæäîì ïåðèîäå ðåøåíèÿ (4.9) ìîæåò áûòü
ðàññìîòðåíà ëèáî êàê êèíê-àíòèêèíêîâñêàÿ ïàðà, ëèáî êàê êàê âûñîêîàìïëèòóäíûé áðèçåð, â êîòîðûé ñâÿçàíû
âíóòðåííèå ïîäêèíêè. Âñëåäñòâèå åñòåñòâåííîãî ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó êèíêàìè ðàçëè÷íîé ïîëÿðíîñòè, ïåðèîäè÷åñêàÿ
öåïî÷êà ïåðåìåæàþùèõñÿ êèíêîâ è àíòèêèíêîâ íåóñòîé÷èâà. Äàæå áåç ëþáîãî âîçìóùåíèÿ (êðîìå äèñêðåòíîñòè),
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Ðèñ. 4.6. Èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì ãàçà 800 êèíêîâ ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðíîñòè (ïîêàçàíà òîëüêî ìàëàÿ ÷àñòü öåïî÷êè)
â ñëàáî äèñêðåòíîé ÔÊ öåïî÷êå [327].

êèíêè, êàê ïîêàçàíî íà íèæíåé ÷àñòè ðèñ. 4.6, ïîñëå âðåìåíè t ∼ 300 íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ. Êîãäà êèíêè
âçàèìîäåéñòâóþò â ïàðàõ, îíè ñòàëêèâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè óïðóãî. Îäíàêî, ìíîãî÷àñòè÷íûå ñòîëêíîâåíèÿ
ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå è áîëåå ÷àñòûìè è âåðîÿòíîñòü íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé ïîñòåïåííî âîçðàñòàåò.
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t Ðèñ. 4.7. ×èñëî êèíêîâ, áðèçåðîâ è òðåõ-ñîëèòîííûõ ñîñòîÿíèé
êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè [327].

Íà ðèñ. 4.7 ìû ïîêàçûâàåì äîëãîâðåìåííîå èçìåíåíèå ÷èñëà êèíêîâ, áðèçåðîâ è, ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ
èñòî÷íèêà íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ, ÷àñòîòû òðåõ-ñîëèòîííûõ ñîñòîÿíèé â ñèñòåìå. Äëÿ t < 300, äî ïðîÿâëåíèÿ
íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåòêè êèíêîâ, â ñèñòåìå îòñóòñòâóþò áðèçåðû. Äëÿ t > 300 ÷èñëî êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð
ïîñòåïåííî óìåíüøàåòñÿ, à ÷èñëî áðèçåðîâ è òðåõ-ñîëèòîííûõ ñîñòîÿíèé âîçðàñòàåò. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà
äâóõ îñíîâíûõ ìåõàíèçìîâ. Ïåðâûé ìåõàíèçì � ýòî ñïëàâëåíèå êèíêà è àíòèêèíêà, äâèãàþùèõñÿ ñ ìàëûìè
îòíîñèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè, â áðèçåð. Âòîðîé ìåõàíèçì � îáðàçîâàíèå áðèçåðîâ â ðåçóëüòàòå íåóïðóãèõ
ìíîãî-ñîëèòîííûõ ñòîëêíîâåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà áðèçåð ñòàëêèâàåòñÿ ñ êèíêîì èëè ñ äðóãèì áðèçåðîì,
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âåðîÿòíîñòü òðåõ-êèíêîâîãî ñòîëêíîâåíèÿ íå ìàëà, îíà ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè áðèçåðîâ. Òàêèì îáðàçîì,âåðîÿòíîñòü
íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà áðèçåðîâ â ãàçå (ñì. ðèñ. 4.7, ãäå ôðàêöèÿ òðåõ-ñîëèòîííûõ
ñîñòîÿíèé ôàêòè÷åñêè ïîêàçûâàåò ÷èñëî íåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé ñîëèòîíîâ).

Èç ðèñ. 4.7 ìîæíî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî ñîëèòîíîâ, âû÷èñëåííîå êàê Ntot = N1 +2N2 +3N3 + . . .,
ãäå Nn � ÷èñëî n-ñîëèòîííûõ ñîñòîÿíèé, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Îäíàêî, ÷èñëî òîëüêî êèíêîâ è áðèçåðîâ íå
ïîñòîÿííî. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñèëó î÷åíü ñëàáîé äèñêðåòíîñòè, ïîòåðè ýíåðãèè íà èçëó÷åíèå â ýòîì ïðèìåðå
òîæå î÷åíü ìàëû (îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî íà ìîìåíò âðåìåíè t = 20000 îòíîñèòåëüíûå ïîòåðè íà èçëó÷åíèå íå
ïðåâûøàþò 0.5%).

4.3 Ïðèìåñíûå ìîäû

Ïðåæäå ÷åì àíàëèçèðîâàòü äèñêðåòíûå áðèçåðû, ìû ââåäåì ïîíÿòèå íåëèíåéíûõ ïðèìåñíûõ ìîä êàê ïðîñòðàíñòâåííî
ëîêàëèçîâàííûõ ìîä, îáóñëîâëåííûõ äåôåêòàìè ðåøåòêè. Â ìàëî-àìïëèòóäíîì ïðåäåëå, òàêèå ìîäû õîðîøî
èçâåñòíû â ëèíåéíîé òåîðèè êîëåáàíèé ðåøåòêè è îíè òàêæå ìîãóò áûòü íàéäåíû è â íåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ.
Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ïðèìåñíûå ìîäû îáåñïå÷èâàþò ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíîé òåîðèåé êîëåáàíèé ðåøåòêè è
òåîðèåé âíóòðåííèõ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä (äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ) îáóñëîâëåííûõ íåëèíåéíîñòüþ áåñïðèìåñíîé
öåïî÷êå.

4.3.1 Ñòðóêòóðà è óñòîé÷èâîñòü

Ëîêàëèçîâàííûå ìîäû, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåñÿìè (íàïðèìåð, òî÷å÷íûìè äåôåêòàìè â êðèñòàëëå), õîðîøî èçâåñòíû
â òåîðèè êîëåáàíèé ðåøåòêè (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ [214]). Îíè òàêæå âîçìîæíû âî ìíîãèõ òèïàõ
ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé, âêëþ÷àÿ ÔÊ öåïî÷êó. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä òàêîãî òèïà â ðàìêàõ
ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè ÔÊ, ìû ðàññìîòðèì ìàëîàìïëèòóäíûå êîëåáàíèÿ àòîìîâ äîïóñòèâ, ÷òî sinuj ≈ uj .
Òîãäà, ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûå ìîäû ëèíåéíîé ðåøåòêè íà ÿ÷åéêå ñ ïðèìåñüþ ìîãóò áûòü íàéäåíû
àíàëèòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ òåõíèêè ôóíêöèè Ãðèíà [173, 214]. Äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåàðèçîâàííîé ÔÊ ìîäåëè ýòîò
àíàëèç áûë âûïîëíåí Áðàóíîì è Êèâøàðåì [49].

Ôóíêöèÿ Ãðèíà öåïî÷êè ñ ïðèìåñÿìè óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Äàéñîíà, è ïðîñòîé àíàëèç åãî ðåøåíèé
äàåò óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèìåñíûõ ìîä [49]. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îáóñëîâëåííûå ïðèìåñÿìè
ëîêàëèçîâàííûå ìîäû âîçìîæíû òîëüêî ñ ÷àñòîòàìè, ëåæàùèìè ëèáî âûøå, ëèáî íèæå çîíû ÷àñòîòíîãî
ñïåêòðà ôîíîíîâ (ωmin, ωmax), ãäå äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ÷àñòîòû ωmin = 1 è ωmax =

√
1 + 4g. Íàïðèìåð, â

ñëó÷àå èçîòîïè÷åñêîé ïðèìåñè (ò.å. äåôåêòíîãî àòîìà ñ ìàññîé îòëè÷íîé îò ìàññû îñòàëüíûõ àòîìîâ ðåøåòêè)
âïåðâûå ïðîàíàëèçèðîâàííîì Ëèôøèöåì [211], ìû äîëæíû âçÿòü ∆m 6= 0, íî ∆g = ∆ε = 0. Â ðåçóëüòàòå
ëîêàëèçîâàííàÿ ïðèìåñíàÿ ìîäà ñóùåñòâóåò äëÿ ∆m > 0 (ò.å. äëÿ äåôåêòà ñ òÿæåëîé ìàññîé) íèæå ÷àñòîòíîé
çîíû, 0 < ωl < ωmin, à äëÿ ∆m < 0 (ò.å. äåôåêòà ñ ëåãêîé ìàññîé) � âûøå ÷àñòîòíîé çîíû, ωl > ωmax. ×àñòîòû
ìîäû ωl îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

ω2
l =

(1 + 2g)∓
√

4g2 +∆m2(1 + 4g)
(1−∆m2)

, (4.10)

ãäå çíàê ± îïðåäåëÿåò, ñîîòâåòñòâåííî, ñëó÷àé ∆m > 0 èëè ∆m < 0.
Îáóñëîâëåííûå ïðèìåñüþ ëîêàëèçîâàííûå ìîäû ìîãóò áûòü ëåãêî îïèñàíû â íåëèíåéíîé ÔÊ öåïî÷êå â

äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå, êîãäà ñòàíîâèòñÿ äîïóñòèìûì ýôôåêòèâíîå óðàâíåíèå ÑÃ. Â ýòîì ñëó÷àå, ðåøåíèå
äëÿ íåëèíåéíîé ïðèìåñíîé ìîäû ìîæíî ïîëó÷èòü êàê áðèçåðíóþ ìîäó, çàõâà÷åííóþ ïðèìåñüþ [49, 328, 329].
Àíàëîãè÷íî îáñóæäåííîìó âûøå ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ, íåëèíåéíûå ïðèìåñíûå ìîäû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
òîëüêî ñ ÷àñòîòàìè, ëåæàùèìè ëèáî íèæå, ëèáî âûøå çîíû ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ôîíîíîâ. Îäíàêî, ôîðìà
íåëèíåéíîé ìîäû, ìîäèôèöèðîâàííàÿ íåëèíåéíîñòüþ, ïðèîáðåòàåò íåñêîëüêî íîâûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ñàìà
íåëèíåéíîñòü ìîæåò ðàñøèðèòü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåëèíåéíîé ìîäû (ñì., íàïðèìåð, ññûëêè [49, 328]�[331]),
îäíàêî, àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå íåëèíåéíûå ëîêàëèçîâàííûå ìîäû, âîçáóæäåííûå âáëèçè
ëîêàëüíîé ïðèìåñè, óñòîé÷èâû òîëüêî â îáëàñòÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíûõ ìîä [49, 330].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äàâàéòå ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà òîëüêî∆ε 6= 0, òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíòèíóàëüíàÿ
âåðñèÿ ÔÊ ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ âîçìóùåííûì ÑÃ óðàâíåíèåì

utt − uzz + sinu = −ε1(z) sinu, (4.11)

ãäå z = x/d, d = as
√
g è ε1 = ∆ε/2

√
g. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïðèìåñíàÿ ìîäà äëÿ óðàâíåíèÿ (4.11) çàäàåòñÿ

âûðàæåíèåì
u = A exp(ε|z|/2) cos(ωlt), ãäå ωl =

√
1− ε2/4. Òàêàÿ ìîäà ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè óñëîâèè ε < 0. Äëÿ àíàëèçà

ïðèìåñíîé ìîäû â íåëèíåéíîì ñëó÷àå óäîáíî âìåñòî óðàâíåíèÿ (4.11), ñäåëàâ çàìåíó u = Ψeit+Ψ∗e−it (çâåçäî÷êà
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îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå), ââåñòè ýôôåêòèâíîå óðàâíåíèå îãèáàþùåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ôóíêöèÿ
îãèáàþùåé Ψ ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ è äîñòàòî÷íî ìàëà äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìîòðåòü íåëèíåéíîñòü â ñàìîì ìàëîì
ïîðÿäêå. Òîãäà, âîçìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó ê ýôôåêòèâíîìó óðàâíåíèþ ÍØ

2iΨt − Ψzz − 1
2
|Ψ |2Ψ = 0 (4.12)

ñ óñëîâèåì ñøèâêè ïðè z = 0
Ψz|0+ − Ψz|0− = ε1Ψ(0). (4.13)

Ñøèâàÿ äâà ñîëèòîííûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÍØ (4.12)�(4.13), ìû ìîæåì íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ
íåëèíåéíîé ïðèìåñíîé ìîäû

u(z, t) = 4β
cos(Ωlt)

cosh[β(|z|+ z0)]
, (4.14)

ãäå ÷àñòîòà ïðèìåñíîé ìîäû Ωl îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
Ωl =

√
1− β2/2 è, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ, òåïåðü çàâèñèò îò àìïëèòóäû ìîäû β. Óðàâíåíèå, êîòîðîå

ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ñøèâêè (4.13), ïðèíèìàåò ôîðìó

tanh(βz0) = − ε1
2β
. (4.15)

Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó íåëèíåéíîé ïðèìåñíîé ìîäû, êîòîðàÿ èìååò ðàçëè÷íûå ôîðìû äëÿ ðàçíûõ
çíàêîâ ε1. Äëÿ ε1 < 0, óðàâíåíèå (4.15) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó z0 > 0 è ïðèìåñíàÿ ìîäà áóäåò èìåòü ôîðìó
ïîäîáíóþ ãàðìîíè÷åñêîìó ñëó÷àþ [ñì. ðèñ. 4.8(a)]. Áîëåå òîãî, äëÿ z0 → ∞ îíà âîçâðàùàåòñÿ ê ëèíåéíîìó
ñëó÷àþ. Â ñëó÷àå ε1 > 0, óðàâíåíèå (4.15) ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ñ z0 < 0 è ïðèìåñíàÿ ìîäà áóäåò èìåòü äâà
ìàêñèìóìà [ñì. ðèñ. 4.8(b)]. Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðèíöèïå ëîêàëèçîâàííàÿ ïðèìåñíàÿ ìîäà
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî áëàãîäàðÿ íåëèíåéíîñòè â ñëó÷àÿõ, êîãäà åå ñóùåñòâîâàíèå íåâîçìîæíî â ëèíåéíîì
ïðåäåëå. Îäíàêî, ýòîò íîâûé òèï ëîêàëèçîâàííûõ ïðèìåñíûõ ìîä íå äàåò óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé [49, 330].

Ðèñ. 4.8. Ïðîôèëè íèçêî-÷àñòîòíîé íåëèíåéíîé ìîäû äëÿ (a) ε1 < 0
(óñòîé÷èâûé) è (b) ε1 > 0 (íåóñòîé÷èâûé). Ïàðàìåòð z0 îïðåäåëåí â
óðàâíåíèè (4.15).

Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì íàéòè ïðèìåñíûå ìîäû ñ ÷àñòîòàìè, ëåæàùèìè âûøå ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû
ëèíåéíîé ðåøåòêè ωmax, ñíîâà èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå ìåäëåííî èçìåíÿþùåéñÿ îãèáàþùåé ìîäû. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû íà÷èíàåì ñ ïîèñêà ðåøåíèÿ ìîäåëè ÔÊ, îïèñûâàþùåãî íå ñîâïàäàþùèå ïî ôàçå êîëåáàíèÿ àòîìîâ.
Ïîëó÷åííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå [49] èìååò âèä

uj = 4(−1)jβ
cos(Ωlt)

sinh[β(|z|+ z0)]
, (4.16)

îíî ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.9. Ïàðàìåòð ñøèâêè z0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
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coth(βz0) =
ε1
2β
, (4.17)

à ÷àñòîòà ìîäû
Ωl = ωmax +

β2

2ωmax
, (4.18)

ëåæèò âûøå ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû ñïåêòðà. Òàêàÿ ìîäà ñóùåñòâóåò òîëüêî â ñëó÷àå ε1 > 0.
Ïîäîáíûå òèïû ïðèìåñíûõ ìîä ìîãóò áûòü íàéäåíû è â äðóãèõ ìîäåëÿõ. Âîòòèñ ñ ñîàâòîðàìè [332]

àíàëèçèðîâàëè êîðîòêèå ñåêöèè öåïî÷êè ÄÍÊ ñ äåôåêòîì, ñ öåëüþ ïîíÿòü êàê ÷àñòîòà, àìïëèòóäà è ëîêàëèçàöèÿ
áðèçåðíûõ ìîä çàâèñèò îò ïðî÷íîñòè ñâÿçåé ìåæäó ïàðàìè îñíîâàíèé âäîëü öåïî÷êè è ìåæäó öåïî÷êàìè.
Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðèñóòñòâèå äåôåêòà â öåïî÷êå äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëèçîâàííîé áðèçåðíîé
ìîäû. Çíà÷åíèÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ îñíîâàíèÿ ñ áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè
äëÿ âîçìóùåíèé ñòðóêòóðû áðèçåðíîé ìîäû íà ïðèìåñè.

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ äëÿ ñóùåñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ ïðèìåñíûõ ìîä ÿâëÿåòñÿ
èõ óñòîé÷èâîñòü. Õîòÿ òàêèå ïðèìåñíûå ìîäû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äàæå äëÿ óñëîâèé, êîãäà ëèíåéíûå ïðèìåñíûå
ìîäû îòñóòñòâóþò, íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòè íîâûå ìîäû ôàêòè÷åñêè íåóñòîé÷èâû. Îäíèì èç ñàìûõ
ïðîñòûõ ñïîñîáîâ ïðîâåñòè àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðàññìîòðåííûõ âûøå íåëèíåéíûõ ìîä, ýòî ââåñòè íåáîëüøîå
ðàññîãëàñîâàíèå ìåæäó äâóìÿ ÷àñòÿìè ñîñòàâíîãî ðåøåíèÿ (4.14). Òîãäà ìàëîàìïëèòóäíûå êîëåáàíèÿ îêîëî
ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ áóäóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ÷àñòîòîé [49] ω̃2 = −3ε1(β + ε/2), êîòîðàÿ ÿñíî ïîêàçûâàåò,
÷òî íåëèíåéíàÿ ìîäà íåóñòîé÷èâà ïðè ε1 > 0, ò.å. òîëüêî ïðè óñëîâèè, êîãäà ëèíåéíàÿ çàäà÷à íå èìååò
ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, äàæå êîãäà ñóùåñòâóþò ñòàöèîíàðíûå ëîêàëèçîâàííûå
ðåøåíèÿ íîâûé ôîðìû, òîëüêî îäíà íåëèíåéíîñòü íå ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ
ïðèìåñíûõ ìîä.

Ðèñ. 4.9. Ïðîôèëü âûñîêî-÷àñòîòíîé íåëèíåéíîé ïðèìåñíîé ìîäû
ïðè ε1 > 0. Ïàðìåòð z0 îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (4.17).

Óñòîé÷èâîñòü íåëèíåéíûõ ïðèìåñíûõ ìîä äëÿ ÍÓØ îáñóæäàëàñü Áîãäàíîì è äð. [333]. Îíè èñïîëüçîâàëè
àíàëèç, ïîäîáíûé ðàçâèòîìó Âàõèòîâûì è Êîëîêîâûì [334] äëÿ óåäèíåííûõ âîëí îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ ÍØ
â îäíîðîäíîé ñðåäå, è ñôîðìóëèðîâàëè óñòîé÷èâîñòü â òåðìèíàõ èíâàðèàíòà

N(ωl) =
∫ ∞
−∞
|Ψ(x;ωl)|2dx.

Â ðåçóëüòàòå, îíè óñòàíîâèëè, ÷òî íåëèíåéíàÿ ìîäà ïðè ε1 > 0 íåóñòîé÷èâà, íåóñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóåò
óñëîâèþ dN(ωl)/dωl < 0. Òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â ýêñïîíåíöèàëüíîì ðîñòå àíòèñèììåòðè÷åñêèõ
âîçìóùåíèé, êîòîðûå ñäâèãàþò ñîëèòîí â îäíó ñòîðîíó îò ïðèìåñíîé ìîäû, êîòîðàÿ îêîí÷àòåëüíî îòáðàñûâàåò
ëîêàëèçîâàííóþ ìîäó â ñèëó îòòàëêèâàþùåãî ýôôåêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ íåé, ñîãëàñíî ñ ïðåäñêàçàíèåì
îñíîâàííîì íà ýôôåêòèâíîì ïîòåíöèàëå. Áîëåå îáùèé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïðèìåñíûõ áûë ïðîâåäåí Ñóõîðóêîâûì
è äð. [335], êîòîðûå ðàññìîòðåëè íåëèíåéíûå ëîêàëèçîâàííûå ìîäû îáóñëîâëåííûå íåëèíåéíîé ïðèìåñüþ
â îáîáùåííîì óðàâíåíèè ÍØ è îïèñàëè òðè òèïà íåëèíåéíûõ ïðèìåñíûõ ìîä : îäíî- è äâó-âûïóêëûõ
ñèììåòðè÷íûõ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä (êàê îáñóæäåííûå âûøå) è àñèììåòðè÷íûå ëîêàëèçîâàííûå ìîäû (âîçìîæíûå
äëÿ íåëèíåéíîé ïðèìåñè). Îíè ïîëó÷èëè îáùèé àíàëèòè÷åñêèé êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåëèíåéíûõ
ëîêàëèçîâàííûõ ìîä è ðàññìîòðåëè â äåòàëÿõ ñëó÷àé ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòè. Ñóõîðóêîâ è äð. [335] îáñóäèëè
òàêæå íåñêîëüêî ñöåíàðèåâ îáóñëîâëåííîé íåóñòîé÷èâîñòüþ äèíàìèêè íåëèíåéíûõ ïðèìåñíûõ ìîä, âêëþ÷àÿ
ðàçðóøåíèå ìîäû èëè ïåðåêëþ÷åíèå â íîâîå óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå, è êîëëàïñà íà ÿ÷åéêå ïðèìåñè.
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Â äèñêðåòíîé öåïî÷êå ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ëîêàëèçîâàííîé ìîäîé è ïðèìåñüþ ìîäèôèöèðóåòñÿ
ýôôåêòèâíûì ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì Ïåéåðëñà-Íàáàððî. Èç-çà ñëîæíîé ñòðóêòóðû ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê
îáùåãî ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ìîäà ñäâèãàåòñÿ îò ÿ÷åéêè ñ ïðèìåñüþ, ñîçäàâàÿ àñèììåòðè÷íóþ íåëèíåéíóþ
ïðèìåñíóþ ìîäó . Òàêîé òèï (âûñîêî-÷àñòîòíûõ) íåëèíåéíûõ ïðèìåñíûõ ìîä áûë ïðîàíàëèçèðîâàí äëÿ ðåøåòêè
áåç ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, íî ñ íåëèíåéíûì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì [331, 336]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ
ìîäà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü äàæå äëÿ ïðèìåñè ñ òÿæåëîé ìàññîé (ò.å. äëÿ ε1 > 0, ñì. âûøå). Òàêèå ìîäû ñëåäóåò
îæèäàòü äëÿ ðåøåòêè ñ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè, íî îíè äî ñèõ ïîð íå èññëåäîâàíû.

Äðóãîé î÷åíü âàæíîé çàäà÷åé, îòíîñÿùåéñÿ ê òåîðèè íåëèíåéíûõ ïðèìåñíûõ ìîä, ÿâëÿåòñÿ çàòóõàíèå ìîäû â
ñèëó èçëó÷åíèÿ ôîíîâ. Äëÿ ìàëî÷àñòîòíûõ ïðèìåñíûõ ìîä òàêîå ýôôåêòèâíîå çàòóõàíèå îáû÷íî ïðîèñõîäèò ïî
ñòåïåííîìó çàêîíó [49, 307], â òî âðåìÿ êàê äëÿ âûñîêî-÷àñòîòíûõ ìîä âðåìÿ èõ æèçíè ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî
êîðî÷å (ñì. ðàáîòó [49] è ïðèâåäåííûå â íåé ññûëêè).

4.3.2 Âçàèìîäåéñòâèå ñîëèòîíîâ ñ ïðèìåñÿìè

Â îáùåì ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèå êèíêà ñ ïðèìåñüþ ìîæåò áûòü îïèñàíî ïðîñòûì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ òîò
ôàêò ÷òî ëîêàëüíàÿ ïðèìåñü ïîâûøàåò ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë êèíêà (ñì. âûøå ãëàâó 3). Îäíàêî, ìîäåëü
êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû ïðèìåíèìà òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïðèìåñü íå äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèìåñíîé
ìîäû � ëîêàëèçîâàííîãî êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà ïðèìåñè. Òàêàÿ ïðèìåñíàÿ ìîäà ìîæåò âîçáóæäàòüñÿ
ïðè ðàññåÿíèè êèíêà, ÷òî ìîæåò èçìåíèòü ðåçóëüòàò ïðîõîæäåíèÿ êèíêà. Âàæíîñòü ïðèìåñíûõ ìîä ïðè
âçàèìîäåéñòâèè êèíêà ñ ïðèìåñÿìè áûëà îòìå÷åíà â ðàáîòàõ Ôðàãèñ è äð. [337], Êèâøàðÿ è äð. [326], Æàíãà è
äð. [338]�[341], Ìàëîìåäà ñ ñîàâòîðàìè [342], è Áåëîâà è Êóäðÿâöåâà [343]. Âñåñòîðîííèé îáçîð ðàçëè÷íûõ òèïîâ
âçàèìîäåéñòâèÿ êèíêîâ ñ ïðèìåñÿìè ìîæíî íàéòè â ñòàòüå [229].

Âàæíûì ýôôåêòîì, îòêðûòûì ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè [326], ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êèíê ìîæåò áûòü
ïîëíîñòüþ îòðàæåí ïðèòÿãèâàþùåé ïðèìåñüþ èç-çà ðåçîíàíñíîãî îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó òðàíñëÿöèîííîé
ìîäîé êèíêà è ïðèìåñíîé ìîäîé. Ýòîò ðåçîíàíñíûé ôåíîìåí î÷åíü ïîäîáåí ðåçîíàíñàì íàáëþäàåìûì ïðè êèíê-
àíòèêèíêîâûõ ñòîëêíîâåíèÿõ â íåëèíåéíûõ Êëåéí-Ãîðäîíîâñêèõ óðàâíåíèÿõ [189, 195, 200, 201].

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü èñòî÷íèê ðåçîíàíñà êèíê-ïðèìåñíûõ âçàèìîäåéñòâèé, ìû íà÷íåì ñ ìîäåëè ÑÃ
(3.83), â êîòîðóþ âêëþ÷åíà ëîêàëüíàÿ ïîäîáíàÿ òî÷êå ïðèìåñü, ò.å. f(x) = δ(x). Êîãäà ïðèìåñü îòñóòñòâóåò,
ìîäåëü (3.83) äåìîíñòðèðóåò äâèæåíèå êèíêà áåç âîçìóùåíèé. Â ïðèñóòñòâèè δ-ïîäîáíîé ïðèìåñè, ïîòåíöèàë
(3.85) ñòàíîâèòñÿ U(X) = −2εsech2X, ò.å. ïðè ε > 0 ïðèìåñü ïðèòÿãèâàåò êèíê.

Êèâøàðü è äð. [326] (ñì. òàêæå Æàíã è äð. [338]�[340]) èçó÷èëè ÷èñëåííî êèíê-ïðèìåñíîå âçàèìîäåéñòâèå
ïðè ε > 0. Îíè íàøëè, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè ðàçëè÷íûõ îáëàñòè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè êèíêà, à
èìåííî, îáëàñòè äâèæåíèÿ, çàõâàòà è îòðàæåíèÿ. Ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü vc (íàïðèìåð, vc ≈ 0.2678
äëÿ ε = 0.7) òàêàÿ, ÷òî åñëè âõîäÿùèé êèíê èìååò ñêîðîñòü áîëüøóþ ÷åì vc, òî îí ïðîõîäèò íå óïðóãî
÷åðåç ïðèìåñü è óäàëÿåòñÿ îò íåå áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ, òåðÿÿ ÷àñòü ñâîåé êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè íà èçëó÷åíèå è âîçáóæäåíèå ïðèìåñíîé ìîäû. Â ýòîì ñëó÷àå, èìååòñÿ ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó
êâàäðàòàìè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè êèíêà vi è åãî êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ vf : v2

f = α(v2
i − v2

c ), ãäå êîíñòàíòà
α ≈ 0.887. Åñëè âõîäÿùàÿ ñêîðîñòü êèíêà ìåíüøå ÷åì vc, êèíê óæå íå ìîæåò óáåæàòü íà áåñêîíå÷íîñòü îò
ïðèìåñè ñðàçó ïîñëå ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îí îñòàíîâèòñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè è âåðíåòñÿ
îáðàòíî (èç-çà äåéñòâèÿ íà êèíê ïðèòÿãèâàþùåé ñèëû îò ïðèìåñè) è ñíîâà ïðîâçàèìîäåéñòâóåò ñ ïðèìåñüþ.
Äëÿ áîëüøèíñòâà çíà÷åíèé ñêîðîñòè, êèíê ñíîâà ïîòåðÿåò ýíåðãèþ ïðè âòîðîì âçàèìîäåéñòâèå, è â êîíöå-
êîíöîâ áóäåò çàõâà÷åí ïðèìåñüþ. Îäíàêî, äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè âõîæäåíèÿ, êèíê
ìîæåò óáåæàòü â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ñðàçó ïîñëå âòîðîãî ñòîëêíîâåíèÿ, ò.å. êèíê ìîæåò áûòü
ïîëíîñòüþ îòðàæåí ïðèìåñüþ. Îòðàæåíèå âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü êèíêà áåðåòñÿ èç
îïðåäåëåííûõ ðåçîíàíñíûõ îêîí (ñì. ðèñ. 4.10). Ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Êèâøàðü è äð. [326]
íàøëè ÷èñëî òàêèõ îêîí. Èñïîëüçóÿ èäåþ ðåçîíàíñíîãî îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó òðàíñëÿöèîííîé ìîäîé êèíêà
è ïðèìåñíîé ìîäîé, ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ïðåäñêàçàòü ïîëîæåíèÿ ðåçîíàíñíûõ îêîí [326]

v2
n ≈ v2

c −
11.0153

(n tim + 0.3)2
, n = 2, 3, . . . , (4.19)

ãäå tim � ïåðèîä êîëåáàíèÿ ïðèìåñíîé ìîäû, à vc � êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü. Ýòà ôîðìóëà ïðèâåäåíà äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîêàçàòü åå î÷åíü õîðîøóþ òî÷íîñòü (ñì. ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûå â òàáëèöå ïðèâåäåííîé Êèâøàðåì è
äð. [326]).

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü îáúÿñíåíèå ðåçîíàíñíûõ ñòðóêòóð ïðè êèíê-ïðèìåñíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ, çàìåòèì
âíà÷àëå, ÷òî íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (3.83) äîïóñêàåò ëîêàëèçîâàííûå ìîäû. Ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå (3.83) äëÿ
ìàëûõ u, ìû ìîæåì íàéòè àíàëèòè÷åñêè ôîðìó ïðèìåñíîé ìîäû

uim(x, t) = a(t) e−ε|x|/2, (4.20)
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ãäå a(t) = a0 cos(Ωt + θ0), ÷àñòîòà ïðèìåñíîé ìîäû Ω =
√

1− ε2/4, à θ0 � íà÷àëüíàÿ ôàçà. Ôàêòè÷åñêè,
ïðèìåñíàÿ ìîäà (4.20) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê çàõâà÷åííàÿ ïðèìåñüþ ìàëî-àìïëèòóäíàÿ êîëåáàòåëüíàÿ
ìîäà ñ ýíåðãèåé Eim = Ω2a2

0/ε.

Ðèñ. 4.10. Êîíå÷íàÿ ñêîðîñòü êèíêà vf êàê ôóíêöèÿ
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè êèíêà vi ïðè ε = 0.7. Íîëü êîíå÷íîé
ñêîðîñòè îçíà÷àåò, ÷òî êèíê çàõâà÷åí ïðèìåñüþ [326].

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðîàíàëèçèðîâàòü êèíê-ïðèìåñíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåòîäîì êîëëåêòèâíîé êîîðäèíàòû,
ïðèíÿâ âî âíèìàíèå äâå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå, à èìåííî � êîîðäèíàòó êèíêà X(t) è àìïëèòóäó ïðèìåñíîé
êîëåáàòåëüíîé ìîäû a(t) [ñì. óðàâíåíèå (4.20)]. Ïîäñòàâëÿÿ àíçàö

u = uk + uim = 4 tan−1 e[x−X(t)] + a(t) e−ε|x|/2 (4.21)

â Ëàãðàíæèàí ñèñòåìû è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî a è ε äîñòàòî÷íî ìàëû äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü
÷ëåíàìè âûñîêîãî ïîðÿäêà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé (ïðèâåäåííûé) ýôôåêòèâíûé ëàãðàíæèàí

Leff =
1
2
m

(
dX

dt

)2

+
1
ε

[(
da

dt

)2

−Ω2a2

]
− U(X)− aF (X), (4.22)

ãäå ôóíêöèÿ U(X) äàíà âûøå, à F (X) = −2ε tanhX sechX. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
áóäóò èìåòü âèä

m
d2X
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+ U ′(X) + aF ′(X) = 0,
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ε

2
F (X) = 0. (4.23)

Ñèñòåìà (4.23) îïèñûâàåò ÷àñòèöó (êèíê) ñ êîîðäèíàòîé X(t) è ýôôåêòèâíîé ìàññîé m, íàõîäÿùóþñÿ ïîä
äåéñòâèåì ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà U(X) (ε > 0), è "ñëàáî" âçàèìîäåéñòâóþùóþ ñ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì
a(t) (ïðèìåñíàÿ ìîäà). Çäåñü ìû ãîâîðèì "ñëàáî", òàê êàê ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ aF (X) èìååò ïîðÿäîê O(ε) è îí
óìåíüøàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî. Ñèñòåìà (4.23) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì õîðîøî èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿmkd

2X/dt2 =
−U ′(X), îïèñûâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèå êèíêà ñ ïðèìåñüþ â àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (4.23) ìîæåò îïèñàòü âñå ñâîéñòâà êèíê-ïðèìåñíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Ïåðâîå, îíà
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè çàõâàòà êèíêà, êîòîðîå äàåòñÿ óðàâíåíèåì [339,
340]

vthr =
πε√

2
sinh[ΩZ(vthr)/2vthr]

cosh(Ωπ/2vthr)
, (4.24)

ãäå Z(v) = cos−1[(2v2 − ε)/(2v2 + ε)]. Ñðàâíèâàÿ àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ñ ðåçóëüòàòàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (3.83), Æàíã è äð. [338] íàøëè, ÷òî òåîðèÿ âîçìóùåíèé äîïóñòèìà òîëüêî äëÿ î÷åíü
ìàëûõ ε (ε ≤ 0.05), â òî âðåìÿ êàê ôîðìóëà (4.24) äàåò õîðîøèå îöåíêè ñêîðîñòè vthr(ε) äëÿ ε èç èíòåðâàëà
(0.2, 0.7).

Êàê áûëî óêàçàíî Êèâøàðåì è äð. [326] èÆàíãîì è äð.et al. [339], óðàâíåíèå (4.23) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî
êàê êà÷åñòâåííàÿ ìîäåëü äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðåçîíàíñíîãî îáìåíà ýíåðãèÿìè ìåæäó êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöåé è
îñöèëëÿòîðîì. Ðåçîíàíñíîå îòðàæåíèå ÷àñòèöû îò ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ êèíêà îò
ïðèòÿãèâàþùåé ïðèìåñè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëëåêòèâíî-êîîðäèíàòíûé ïîäõîä ìîæåò äàòü êà÷åñòâåííîå îáúÿñíåíèå
ðåçîíàíñíûõ ýôôåêòîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè êèíêà ñ ïðèìåñüþ. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ, êîëëåêòèâ-êîîðäèíàòíàÿ
ìîäåëü (4.23) êîíñåðâàòèâíà, ïîýòîìó îíà íå ìîæåò îáúÿñíèòü íåóïðóãèå ýôôåêòû, òèïà îòëîæåííîãî çàõâàòà
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êèíêà ïðèìåñüþ. Òàêèå ýôôåêòû ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû òîëüêî ïðè ââåäåíèè äðóãèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìû,
íàïðèìåð, ýôôåêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ôîíîíàìè èëè ñ íåêîòîðîé äðóãîé ïîäñèñòåìîé [342].

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûå ðåçîíàíñíûå ôåíîìåíû îòìå÷åíû òàêæå ïðè âçàèìîäåéñòâèè êèíêà ñ
ïðèìåñüþ â ìîäåëè φ4 [340, 343]. Îäíàêî, ðåçîíàíñíûå ñòðóêòóðû φ4 êèíê-ïðèìåñíûõ âçàèìîäåéñòâèé çäåñü
áîëåå ñëîæíû ÷åì â ÑÃ ìîäåëè, òàê êàê φ4 êèíê èìååò âíóòðåííåþ (ïðîôèëüíóþ) ìîäó, êîòîðóþ òàêæå
ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê ýôôåêòèâíûé îñöèëëÿòîð. Æàíã è äð. [340] ðàçâèëè êîëëåêòèâ-êîîðäèíàòíûé ïîäõîä
ó÷èòûâàþùèé òðè äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå. Îíè íàøëè, ÷òî èç-çà ýôôåêòà ñîåäèíåíèÿ ïðèìåñíîé è êèíêîâîé
âíóòðåííèõ êîëåáàòåëüíûõ ìîä íåêîòîðûå ðåçîíàíñíûå îêíà ìîãóò èñ÷åçàòü.

Ðèñ. 4.11. Èçìåíåíèå ïîëÿ u(x, t) äëÿ áðèçåðà ñ íà÷àëüíîé ÷àñòîòîé ωbr = 0.4, ñêîðîñòüþ vbr = 0.35, è ðàçíûìè
íà÷àëüíûìè ôàçàìè, ïðè åãî ðàññåÿíèè íà ïðèòÿãèâàþùåé ïðèìåñè. Ïðè ôàçå θ = π/2 áðèçåð (a) ïðîõîäèò ÷åðåç ïðèìåñü,
(b) îòðàæàåòñÿ ïðè θ = 2π/15, (c) çàõâàòûâàåòñÿ ïðè θ = π/30 è (d) ðàñïàäàåòñÿ íà êèíê-àíòèêèíêîâóþ ïàðó äëÿ θ = π/15.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, êèíê çàõâàòûâàåòñÿ ïðèìåñüþ, à àíòèêèíê ïðîäîëæàåò äâèãàòüñÿ âïåðåä [238].

Îïèñàííûå âûøå ðåçîíàíñíûå âçàèìîäåéñòâèÿ áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè äëÿ åäèíè÷íîé
ïðèìåñè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì ýòîãî ýôôåêòà áûë õîðîøî ïîíÿò. ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå
íåñêîëüêèõ ïðèìåñåé ÷åòêèå ïðîöåññû îáìåíà ýíåðãèè íàáëþäàòü ãîðàçäî ñëîæíåå (äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïðèìåñåé
ñì. ðàáîòó Æàíãà ñ ñîàâòîðàìè [341]). Îäíàêî, ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà ïðèìåñåé äîëæíî
ïðèâîäèòü ê íàðóøåíèþ òîíêîé ñòðóêòóðû ðåçîíàíñîâ, îñîáåííî äëÿ ñëó÷àÿ ñëó÷àéíîé ðåøåòêè. Òàê, âîçìîæíûì
ìåõàíèçìîì òîðìîæåíèÿ êèíêà â ñëó÷àéíîé ñðåäå ÿâëÿåòñÿ âîçáóæäåíèå íà ïðèìåñÿõ ëîêàëèçîâàííûõ êîëåáàòåëüíûõ
ìîä, íî íå èçëó÷åíèå ìàëî-àìïëèòóäíûõ âîëí. Ýòîò ìåõàíèçì áûë óïîìÿíóò â áîëåå ðàííåé ðàáîòå Òñèðóè [344],
â êîòîðîé îáñóæäàëîñü äâèæåíèå ñîëèòîíîâ â íåëèíåéíîé ðåøåòêå ñ èçîòîïè÷åñêèì áåñïîðÿäêîì (ñì. òàêæå
ðàáîòó Ìàëîìåäà [345] äëÿ ñëó÷àÿ φ4 êèíêà).

Êîãäà äèñêðåòíûé áðèçåð (èëè íåëèíåéíàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ ìîäà) âçàèìîäåéñòâóåò ñ ïðèìåñüþ, ìîæíî
íàáëþäàòü ðåçîíàíñíûå ýôôåêòû, ïîäîáíûå îïèñàííûì âûøå [216]. Â ÷àñòíîñòè, èç-çà íàëîæåíèÿ ÷àñòîò
áðèçåðà è ëîêàëèçîâàííîé ìîäû, ëîêàëüíîå èçìåíåíèå ñëó÷àéíîé ìàññû òîëüêî íà 5− 10% óæå äîñòàòî÷íî äëÿ
çàõâàòà ðåøåòêîé áðèçåðà. Ôîðèíàø è äð. [216] òàêæå íàáëþäàëè, ÷òî äèñêðåòíîñòü ðåøåòêè âûçûâàåò áîëåå
ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ëîêàëèçîâàííûìè áðèçåðíîé ìîäîé è ïðèìåñíîé ìîäîé, õîòÿ îíè è íå ñìîãëè
îïèñàòü ýòîò ýôôåêò êà÷åñòâåííî â ðàìêàõ ìåòîäà êîëëåêòèâíîé êîîðäèíàòû, òàê êàê ôîðìó äâèæóùåãîñÿ
â äèñêðåòíîé öåïî÷êå áðèçåðà íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äàæå ÷èñëåííî. Ìíîæåñòâî èíòåðåñíûõ ýôôåêòîâ áûëî
îïèñàíî by Forinash et al. [216] äëÿ ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ áðèçåðà ñ âîçáóæäåííîé ïðèìåñüþ. Â ÷àñòíîñòè,
îíè îòìåòèëè, ÷òî áåñïîðÿäîê, ñâÿçàííûé ñ ïðèìåñÿìè, ìîæåò äåéñòâîâàòü êàê êàòàëèçàòîð äëÿ íåëèíåéíîé
ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè, òàê êàê ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñïëàâó äâóõ íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé â îäíî áîëüøîå
âîçáóæäåíèå.

Ïîçæå, Æàíã [238] ïðåäñòàâèë áîëåå äåòàëüíûå ðåçóëüòàòû î ïðèìåñíîì ðàññåÿíèè áðèçåðîâ â ìîäåëè ÑÃ è
ïîêàçàëè êàê ðåçóëüòàò ðàññåÿíèÿ çàâèñèò îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè áðèçåðà, îò âíóòðåííåé ÷àñòîòû êîëåáàíèÿ è
ôàçû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðèòÿãèâàþùåé ïðèìåñè áðèçåð ìîæåò ëèáî áûòü çàõâà÷åí ïðèìåñüþ, ïðîéòè ÷åðåç
íåå, ïîëíîñòüþ îòðàçèòüñÿ îò íåå èëè ðàñïàñòüñÿ íà êèíê-àíòèêèíêîâóþ ïàðó. Íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêèõ
âçàèìîäåéñòâèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.11 (a�d), äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé âíóòðåííåé ôàçû íàáåãàþùåãî áðèçåðà.
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Êàê áûëî îáíàðóæåíî Æàíãîì [238], äëÿ îòòàëêèâàþùåé ïðèìåñè ìàëî-àìïëèòóäíûé áðèçåð âåäåò ñåáÿ
ïîäîáíî òâåðäîé ÷àñòèöå è ðåçóëüòàò ðàññåÿíèÿ ãëàâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ áðèçåðà.
Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ðàññåÿíèå âûñîêî-àìïëèòóäíîãî áðèçåðà çàâèñèò îäíîâðåìåííî îò íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè è ôàçû. Çäåñü ïðè ôèêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè áðèçåð ìîæåò ëèáî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðèìåñü
èëè îòðàæàòüñÿ îò íåå â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ôàçû � ñì. ðèñ. 4.11(a)�(d). Ñóùåñòâîâàíèå ýòîãî ñëîæíîãî
è èíòåðåñíîãî ÿâëåíèÿ îáóñëîâëåíî âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó âíóòðåííåé è òðàíñëÿöèîííîé ìîäàìè áðèçåðà,
êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ ñèëüíî ñâÿçàííûìè ïðè íàõîæäåíèè áðèçåðà áëèçè îáëàñòè ïðèìåñè.

×åí è äð. [346] èññëåäîâàëè ÷èñëåííî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðèìåñÿìè è áðèçåðàìè â öåïî÷êå ñâÿçàííûõ
íåëèíåéíûõ ìàÿòíèêîâ ñîâåðøàþùèõ âåðòèêàëüíûå êîëåáàíèÿ. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ ÔÊ ñ âíåøíåé
ñèëîé. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äåôåêòíûé ìàÿòíèê ïðèòÿãèâàåò èëè îòðàæàåò ñîëèòîíû, âêëþ÷àÿ áðèçåðû
è êèíêè, õîðîøî ïîäòâåðæäàÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Õàðàêòåðèñòèêà âçàèìîäåéñòâèé, ïðèòÿæåíèå èëè îòðàæåíèå,
çàâèñÿò íå òîëüêî îò ïîëÿðíîñòè ïðèìåñåé, íî òàêæå îò íåñóùåé ÷àñòîòû è òîïîëîãèè ñîëèòîíîâ. Ýòè íàáëþäåíèÿ
ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî âî âçàèìîäåéñòâèè áðèçåðíûõ è êèíêîâûõ ðåøåíèé ñ ïðîòÿæåííûìè è ëîêàëèçîâàííûìè
äåôåêòàìè èìååòñÿ íåêîòîðîå ïîäîáèå. Èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ñâÿçàíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ äåôåêòà è
àìïëèòóäîé äâèæåíèÿ.

4.4 Äèñêðåòíûå áðèçåðû

4.4.1 Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà ÿâëåíèå ëîêàëèçàöèè îáû÷íî âîñïðèíèìàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò âíåøíåãî áåñïîðÿäêà,
êîòîðûé íàðóøàåò äèñêðåòíóþ òðàíñëÿöèîííóþ èíâàðèàíòíîñòü òî÷íîé êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Ïîäîáíûìè
ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ëîêàëèçîâàííûå êîëåáàòåëüíûå ìîäû îêîëî ïðèìåñåé êðèñòàëëà [347] è àíäåðñîíîâñêàÿ
ëîêàëèçàöèÿ ýëåêòðîíîâ â íåóïîðÿäî÷åííîé ñðåäå [348]. Òèïè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â òî÷íîé
ðåøåòêå, ñâîáîäíîé îò âíåøíèõ äåôåêòîâ, ôîíîíû è ýëåêòðîíû ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â ôîðìå ðàñïðîñòðàíåííûõ,
ïëîñêî-âîëíîâûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî òâåðäî óêîðåíèâøååñÿ óáåæäåíèå áûëî ñèëüíî ïîêîëåáëåíî â êîíöå 1980-õ
ãîäîâ îòêðûòèåì, òàê-íàçûâàåìûõ, âíóòðåííèõ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä, èëè äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ êàê òèïè÷íûõ
âîçáóæäåíèé ïðàâèëüíûõ, íî ñèëüíî íåëèíåéíûõ, ïðîñòðàíñòâåííî-ïðîòÿæåííûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì.

Äëÿ àíãàðìîíè÷åñêèõ ðåøåòîê áåç ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, òàêèå ëîêàëèçîâàííûå áðèçåðî-ïîäîáíûå ñîñòîÿíèÿ
ñóùåñòâóþò â ôîðìå òàê-íàçûâàåìûõ âíóòðåííèõ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä [349, 350] ýíåðãèÿ êîòîðûõ ëîêàëèçîâàíà
âñåãî íà íåñêîëüêèõ ÿ÷åéêàõ, âñëåäñòâèå íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè öåïî÷êè. Ðàçëè÷íûå
ñâîéñòâà âíóòðåííèõ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä îáñóæäåíû âî ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [161],[351]�
[370] è îáçîðû Òàêåíî è äð. [351], Ñèâåðñà è Ïýéäæà [371], Êèñåëåâà è äð. [372], à òàêæå Ôëàõà è Âèëèñà [373]).
Âàæíûì òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì áûëî ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íåëèíåéíûõ
ëîêàëèçîâàííûõ ìîä [374], îñíîâàííîå íà àíàëèçå ñèñòåìû ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëÿòîðîâ (â òàê-
íàçûâàåìîì, àíòèêîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå � ñì. ðàáîòû [375, 376]).

Ïåðâîíà÷àëüíîé ìîäåëüþ â êîòîðîé âïåðâûå áûëè îïèñàíû äèñêðåòíûå áðèçåðû ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êà ÷àñòèö ñ
àíãàðìîíè÷åñêèì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì. Îíà îïèñûâàåò îäíîìåðíóþ ðåøåòêó áåç ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè,
â êîòîðîé êàæäûé àòîì âçàèìîäåéñòâóåò òîëüêî ñî ñâîèìè áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ÷åðåç ñèììåòðè÷åñêèé
íåëèíåéíûé ïîòåíöèàë [349, 350]. Ýòà ìîäåëü äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä (ñì.
íèæå ðèñ. 4.12). Ëîêàëèçîâàííàÿ Ñèâåðñ-Òàêåíîâñêàÿ (ÑÒ) ìîäà èìååò ñèììåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó [350] ñ ñâîèì
ìàêñèìóìîì àìïëèòóä ðàñïîëîæåííîì íà óçëå ðåøåòêå, à Ïàæå (Ï) ìîäà èìååò àñèììåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ
öåíòðîì ëîêàëèçàöèè ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè [352]. Îáå ýòè ìîäû ìîãóò äâèãàòüñÿ âäîëü ðåøåòêè [377, 378],
íî èõ äâèæåíèå íàõîäèòñÿ ïîä ñèëüíûì âëèÿíèåì äèñêðåòíîñòè ðåøåòêè, ïîäîáíî îïèñàííûì âûøå ÔÊ
êèíêàì. Àäèàáàòè÷åñêîå äâèæåíèå ëîêàëèçîâàííîé ìîäû ìîæåò áûòü òàêæå ðàññìîòðåíî êàê ïîñëåäîâàòåëüíûå
ïåðåõîäû ìåæäó ÑÒ è Ï ìîäàìè. Èç-çà äèñêðåòíîñòè ðåøåòêè ýòè äâà ñîñòîÿíèÿ èìåþò ðàçëè÷íûå ýíåðãèè [379],
è ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê äâà ñîñòîÿíèÿ îäíîé è òîé æå ìîäû àäèàáàòè÷åñêè äâèãàþùåéñÿ ÷åðåç íåêîòîðûé
ýôôåêòèâíûé ÏÍ ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Â òàêîé êàðòèíå Ï-ìîäà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìèíèìóìó ýôôåêòèâíîãî
ÏÍ ïîòåíöèàëà, à ÑÒ-ìîäà � åãî ìàêñèìóìó, ÷òî îòðàæàåò äèíàìè÷åñêóþ íåóñòîé÷èâîñòü ìîäû.

Êàê èçâåñòíî, íåëèíåéíàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ ìîäà ïîÿâëÿåòñÿ â ìîäåëÿõ, ãäå íåëèíåéíîñòü ñâÿçàíà ñ ïîòåíöèàëîì
ïîäëîæêè, ïîäîáíûõ ïðîñòåéøåìó òèïó ÔÊ öåïî÷êè. Ñàìîé òèïè÷íîé ìîäåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìàëî-àìïëèòóäíûé
ïðåäåë ÔÊ ìîäåëè ñ êâàðòåòíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè. Ýòà ìîäåëü áûëà èçó÷åíà íåñêîëüêèìè àâòîðàìè [161,
351, 357, 367, 380] è äèñêðåòíûå áðèçåðû áûëè îáíàðóæåíû ñ ÷àñòîòàìè íèæå ìèíèìàëüíîé ÷àñòîòû ëèíåéíîãî
ñïåêòðà.

Áûëî àíàëèòè÷åñêè è ÷èñëåííî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíîãî ÏÍ ïîòåíöèàëà äëÿ
äâèãàþùåéñÿ ëîêàëèçîâàííîé ìîäû, ïîäîáíîãî ÏÍ ïîòåíöèàëó äëÿ ÔÊ êèíêà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [381, 382]).
Ñïåêòð ëèíåéíîé äèñêðåòíîé ÔÊ öåïî÷êè îãðàíè÷åí ñâåðõó êðèòè÷åñêîé ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòîé, ñóùåñòâîâàíèå
êîòîðîé îáóñëîâëåíî äèñêðåòíîñòüþ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü íàõîæäåíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä ñ ÷àñòîòàìè
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âûøå êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòû , ïîäîáíûõ íå÷åòíûì ÑÒ ìîäàì èëè ÷åòíûì Ï ìîäàì â öåïî÷êå ñ àíãàðìîíè÷åñêèìè
ìåæàòîìíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Âàæíîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷åé, ñâÿçàííîé ñ ýòèìè ëîêàëèçîâàííûìè íåëèíåéíûìè
ìîäàìè ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ äîëãîæèâóùèìè âîçáóæäåíèÿìè, ñïîñîáíûìè âíåñòè
ñâîé âêëàä âî ìíîãèå ñâîéñòâà íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ ñèñòåì.

4.4.2 Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ïî ñóùåñòâó òðåáóåòñÿ òîëüêî íàëè÷èå äâóõ êîìïîíåíòîâ:
(i) ïåðâîå, ñèñòåìà äîëæíà áûòü äåéñòâèòåëüíî íåëèíåéíîé, ò. å., ÷àñòîòà ìîäû äîëæíà çàâèñåòü îò åå
àìïëèòóäû; (ii) âòîðîå, ñèñòåìà äîëæíà áûòü äèñêðåòíîé, òàêîé ÷òîáû ëèíåéíûé ôîíîííûé ñïåêòð èìåë ùåëè
è íå ïðîñòèðàëñÿ äî áåñêîíå÷íûõ ÷àñòîò. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìîæíî íàéòè ëîêàëüíûå ìîäû ñ ÷àñòîòîé è
åå âûñøèìè ãàðìîíèêàìè ëåæàùèìè âíå ëèíåéíîãî ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà. Òîãäà, èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ýòà
ëîêàëüíàÿ ìîäà íå ìîæåò èñïóñêàòü íèêàêîãî èçëó÷åíèÿ ëèíåéíûõ ôîíîíîâ (ïî êðàéíåé ìåðå â ãëàâíîì ïîðÿäêå)
è ýíåðãèÿ ëîêàëüíîé ìîäû áóäåò îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííîé. Òàêàÿ ëîêàëüíàÿ ìîäà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â òå÷åíèå
äîëãîãî âðåìåíè êàê êâàçè-óñòîé÷èâîå ðåøåíèå. Íà ñàìîì äåëå, â ðàìêàõ ýòèõ äîïóùåíèé ìîæíî äîêàçàòü áîëåå
ñòðîãîå óòâåðæäåíèå, ò. å. ñóùåñòâîâàíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ñ áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì æèçíè [374, 375].
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Ðèñ. 4.12. Ëèíåéíûé ñïåêòð ω(q) è ñòðóêòóðà ÷åòûðåõ òèïîâ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ (âñòàâêè) â öåïî÷êå ñ ïîòåíöèàëîì
ïîäëîæêè. Ñòðåëêè ïîêàçûâàþò òî÷íûå ÷àñòîòû áðèçåðîâ äëÿ äâóõ íèæíèõ è âåðõíèõ ñòðóêòóð.

Ýòè àðãóìåíòû ÿñíî äàþò ïîíÿòü ïî÷åìó òî÷íûå áðèçåðíûå ðåøåíèÿ â ìîäåëè ÑÃ íå ÿâëÿþòñÿ îáùèìè. Çäåñü
â ïðîñòèðàþùèìñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ëèíåéíîì ôîíîííîì ñïåêòðå âñåãäà áóäóò ëåæàòü ãàðìîíèêè áðèçåðîâ è
îòñóòñòâèå ëèíåéíîãî èçëó÷åíèÿ ÿâèëîñü áû î÷åíü íåîæèäàííûì ôåíîìåíîì. Õîòÿ äèñêðåòíîå óðàâíåíèå ÍØ
ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷åíèåì, òàê êàê äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîãî
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ÷òîáû íåñóùàÿ ÷àñòîòà äèñêðåòíîãî áðèçåðà (íåò íè êàêèõ ãàðìîíèê) íå ëåæàëà â ëèíåéíîì
ôîíîííîì ñïåêòðå. Òàêèå æå àðãóìåíòû òàêæå ïîäñêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå êâàçè-ïåðèîäè÷åñêèõ äèñêðåòíûõ
áðèçåðîâ â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ ñ ïðîòÿæåííûìè ëèíåéíûìè ôîíîíàìè, òàê æå ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷åíèåì.
Çäåñü ïðè÷èíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âðåìåííîé ñïåêòð Ôóðüå òàêîãî ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèéñÿ ïëîòíûì íà äåéñòâèòåëüíîé
îñè, îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ çîíàìè ëèíåéíûõ ôîíîíîâ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî îíè äîëæíû èçëó÷àòü ýíåðãèþ
â âèäå ýìèññèè ôîíîíîâ äî òåõ ïîð ïîêà ðåøåíèå íå ñòàíåò ïåðèîäè÷åñêèì ïî âðåìåíè èëè íå èñ÷åçíåò.
Íà÷àëüíûé ìåòîä Ìàêàéÿ è Îáðè [374] äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ðàáîòàåò âáëèçè
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ïðåäåëà íàçûâàåìîãî àíòèêîíòèíóàëüíûì, â êîòîðîì ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà ìàññèâ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
àíãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ è ãäå ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíûõ ìîä ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ìåñòîì. Òîãäà,
òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òàêîå òî÷íîå ðåøåíèå
ñîõðàíÿåòñÿ, êîãäà àíãàðìîíè÷åñêèå îñöèëëÿòîðû îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ àíòèêîíòèíóàëüíîãî ïðåäåëà äàííîé ìîäåëè. Ýòè ìîäåëè ìîãóò ðàçäåëåíû íà äâà êëàññà. Ïåðâûé
êëàññ âêëþ÷àåò òîëüêî îïòè÷åñêèå ìîäû ñ ôîíîííîé ùåëüþ. Âòîðîé êëàññ, ÿâëÿþùèéñÿ áîëåå åñòåñòâåííûì
äëÿ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ, âêëþ÷àåò àêóñòè÷åñêèå ôîíîíû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðâîãî êëàññà ìû ðàññìîòðèì îáùóþ ôîðìó öåïî÷êè Êëåéíà-Ãîðäîíà

d2un
dt2

− g (un+1 + un−1 − 2un) + V ′sub(un) = 0, (4.25)

ãäå àòîìû ñî ñêàëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè un è åäèíè÷íîé ìàññîé íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
Vsub(u) ñ íóëåâûì ìèíèìóì ïðè u = 0 è âçàèìîäåéñòâóþò ñî ñâîèìè áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè ñ ïîñòîÿííîé
âçàèìîäåéñòâèÿ g.

Äëÿ ìàëûõ ñìåùåíèé u ýòîò ïîòåíöèàë ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Vsub(u) = 1
2u

2+. . . è ëåãêî íàéòè, ÷òî ÷àñòîòà
ëèíåéíîãî ôîíîíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì q åñòü ω(q) =

√
1 + 4g sin2(q/2). Ýòè ÷àñòîòû îáðàçóþò ôîíîííûé ñïåêòð

çàíèìàþùèé èíòåðâàë [1,
√

1 + 4g] è èìåþùèé ùåëü [0, 1] (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íîðìàëèçîâàííàÿ ÷àñòîòà
ùåëè ω0 = 1). Àíòèêîíòèíóàëüíûé ïðåäåë äëÿ ýòîé ìîäåëè ïîëó÷àåòñÿ ïðè g = 0, êîãäà àíãàðìîíè÷åñêèå
îñöèëëÿòîðû íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì. Òîãäà äâèæåíèå êàæäîãî îñöèëëÿòîðà áóäåò ïåðèîäè÷åñêèì, ñ ÷àñòîòîé
ω(I) çàâèñÿùåé îò åãî àìïëèòóäû èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, îò åãî äåéñòâèÿ I [êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü âíóòðè
çàìêíóòîãî êîíòóðà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (u, u̇)]. Òàêèì îáðàçîì, ìû â îáùåì èìååì dω(I)/dI 6= 0.

Ñóùåñòâóþò òðèâèàëüíûå áðèçåðíûå ðåøåíèÿ â àíòèêîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå ñîîòâåòñòâóþùèå, íàïðèìåð,
îäíîìó îñöèëëÿòîðó êîëåáëþùåìóñÿ íà ÷àñòîòå ωbr, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå îñöèëëÿòîðû îñòàþòñÿ íåïîäâèæíûìè.
Ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè âåäåò ê ðàñøèðåíèþ ìîäû íà íåñêîëüêî ÿ÷ååê (ñì.
ðèñ. 4.12). Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà, íåëèíåéíîñòü ìîæåò îáåñïå÷èâàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ñîñòîÿíèé (áðèçåðîâ) ñ ÷àñòîòàìè âíå ñïåêòðà ëèíåéíûõ êîëåáàíèé, êàê ýòî ïîêàçàíî
íà ðèñ. 4.12 äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëè φ4 ñ ïîòåíöèàëîì Vsub(u) = − 1

2u
2+ 1

4u
4, ãäå ùåëåâàÿ ÷àñòîòà ω0 =

√
2. Ïðåäñòàâèì

óñëîâèÿ äëÿ îáðàçîâàíèÿ äèñêðåòíîãî áðèçåðà òîëüêî â íèçó, â ùåëè ωbr <
√

2. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü, íàïðèìåð,
âîçáóäèâ êîëåáàíèå òîëüêî îäíîãî èç íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ äîâîëüíî ìàëîé àìïëèòóäîé, òàêîé ÷òîáû åãî
÷àñòîòà áûëà ìåíüøå íàèìåíüøåé äîïóñòèìîé ëèíåéíîé ÷àñòîòû. Òîãäà, åñëè âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÿ÷åéêàìè
äîñòàòî÷íî ñëàáî, òî íå òîëüêî îñíîâíàÿ ÷àñòîòà ýòîé ìîäû ωbr áóäåò ëåæàòü íèæå ùåëè, íî è âñå ãàðìîíèêè
ýòîé ÷àñòîòû áóäóò ëåæàòü âûøå åå. Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü íå áóäåò âîçìîæíîñòè (ëèíåéíîãî) âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ ïðîòÿæåííûìè ìîäàìè, äàæå â ïðåäåëå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû, êîãäà ñïåêòð ω(q) ñòàíîâèòüñÿ ïëîòíûì. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî áðèçåð íå ñìîæåò ðàçðóøàòüñÿ èç-çà èçëó÷åíèÿ ëèíåéíûõ âîëí (ôîíîíîâ) è, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò
(ëèíåéíî) óñòîé÷èâ.

Â ñëó÷àå, êîãäà nωbr 6= 1 äëÿ ëþáîãî öåëîãî n, ò.å., êîãäà ÷àñòîòà áðèçåðà è âñå åå ãàðìîíèêè íå ðàâíû
âûðîæäåííîé ôîíîííîé ÷àñòîòå ω(q) ïðè q = 0, òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà, â ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå, ÷òî ýòî ðåøåíèå ñîõðàíèòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ g êàê áðèçåðíîå ðåøåíèå ñ ÷àñòîòîé ωbr [374]. Áîëåå òîãî, äàæå â ñëîæíûõ ìîäåëÿõ ñ
àíòèêîíòèíóàëüíûì ïðåäåëîì ìîæíî ëåãêî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â áëèçè ýòîãî ïðåäåëà [383]�
[385].

Îäíàêî, ìîäåëè âòîðîãî êëàññà ñ àêóñòè÷åñêèìè ôîíîíàìè ñîçäàþò òðóäíîñòè, òàê êàê çäåñü ôîíîííûé
ñïåêòð ñîäåðæèò ÷àñòîòó ω(q) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, nωbr âñåãäà ïðèíàäëåæèò ýòîìó ôîíîííîìó ñïåêòðó ïðè n =
0. Îäíàêî, Îáðè [386] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ìîäåëÿõ ìîëåêóëÿðíîãî êðèñòàëëà ñ ãàðìîíè÷åñêèìè àêóñòè÷åñêèìè
ôîíîíàìè è íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ çâóêà, ðåçîíàíñíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áðèçåðíûìè ãàðìîíèêàìè ïðè n = 0
è àêóñòè÷åñêèìè ôîíîíàìè ñòàíîâèòüñÿ áåçîïàñíûì è áðèçåð ñîõðàíÿåòñÿ â ñâÿçàííîé ñèñòåìå.

4.4.3 Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå ÍØ

Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äèñêðåòíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèåØðåäèíãåðà (ÍÓØ) íå îïèñûâàåò âñå ñâîéñòâà äèñêðåòíûõ
áðèçåðîâ â íåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ ïðè íàëè÷èè ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, îíî ñëóæèò ôóíäàìåíòàëüíîé ìîäåëüþ
èìåþùåé ìíîãî ïðèëîæåíèé è ïîçâîëÿåò èçó÷èòü ìíîãèå ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû ñâÿçàííûå ñ äèíàìèêîé
äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè, ìû ðàññìîòðèì äèíàìèêó îäíîìåðíîé ÔÊ öåïî÷êè ñ ïîòåíöèàëîì
ïîäëîæêè îáùåé ôîðìû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî àìïëèòóäû ìîä îòíîñèòåëüíî ìàëû, ìû ðàçëîæèì ïîòåíöèàë ïîäëîæêè,
ñîõðàíÿÿ íåëèíåéíûå ÷ëåíû íèçêèõ ïîðÿäêîâ. Äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè êîýôôèöèåíò α, ñòîÿùèé ïåðåä
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êóáè÷åñêèì ÷ëåíîì, ðàâåí íóëþ â ñèëó ñèììåòðèè ïîòåíöèàëà, íî íèæå ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé
(ýòî ïîçâîëèò, íàïðèìåð, ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ, êîãäà öåïî÷êà ÔÊ íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ìàëîãî ïîñòîÿííîãî
ïîëÿ). Îáîçíà÷èâ ÷åðåç un(t) ñìåùåíèå n-îé ÷àñòèöû ìû áóäåì èìåòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

d2un
dt2

− g (un+1 + un−1 − 2un) + ω2
0un + αu2

n + βu3
n = 0, (4.26)

ãäå g � ïîñòîÿííàÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, ω0 � ÷àñòîòà ìàëî-àìïëèòóäíûõ êîëåáàíèé â ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè, α è β
� ïàðàìåòðû àíãàðìîíèçìà ïîòåíöèàëà. Ëèíåéíûå âîëíû ñ ÷àñòîòîé ω è ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k îïèñûâàþòñÿ
äèñïåðñèîííûì ñîîòíîøåíèåì

ω2 = ω2
0 + 4g sin2

(
kas
2

)
, (4.27)

ãäå as � øàã ðåøåòêè. Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (4.27), ëèíåéíûé ñïåêòð èìååò ùåëåâóþ ÷àñòîòó ω0 è â ñèëó
äèñêðåòíîñòè îãðàíè÷åí ñâåðõó ÷àñòîòîé îáðåçàíèÿ ωmax = (ω2

0 + 4g)1/2.
Àíàëèçèðóÿ ìåäëåííîå âðåìåííîå èçìåíåíèå âîëíîâîãî ïàêåòà, ìû ïîïûòàåìñÿ ïîëíîñòüþ ñîõðàíèòü äèñêðåòíîñòü

ïåðâè÷íîé ìîäåëè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè óñëîâèè ω2
0 � g, ò.å. êîãäà ñëàáà ñèëà

âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè. Èùà ðåøåíèå â ôîðìå

un = φn + ψne
−iω0t + ψ∗ne

iω0t + ξne
−2iω0t + ξ∗ne

2iω0t + . . . , (4.28)

ìû ïðèíèìàåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ïîäîáíî êîíòèíóàëüíîìó ñëó÷àþ, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [314]): φn ∼ ε2,
ξn ∼ ε2, ψn ∼ ε, à òàêæå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìîäåëè g ∼ ε2, ω2

0 , α, β ∼ 1, (d/dt) ∼ ε2.
ßñíî ÷òî ýòîò âûáîð ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèì çíà÷åíèÿì ω2

0 (ìû ìîæåì ïðîñòî ðàçäåëèòü âñå ÷ëåíû
íà çíà÷åíèå ÷àñòîòû ùåëè).

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (4.28) â óðàâíåíèå (4.26) è ñîõðàíÿÿ òîëüêî ÷ëåíû ìëàäøåãî ïîðÿäêà ïî ε, ìû ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ ψn,

2iω0
dψn
dt

+ g (ψn+1 + ψn−1 − 2ψn)− 2α (φnψn + ψ∗nξn)− 3β |ψn|2ψn = 0, (4.29)

è äâà àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ φn è ξn,

φn ≈ −2α
ω2

0

|ψn|2, ξn ≈ α

3ω2
0

ψ2
n. (4.30)

Ðåçóëüòàòû (4.29) è (4.30) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè õîðîøî èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé â êîíòèíóàëüíîì ñëó÷àå [314].
Òàêèì îáðàçîì, êîíå÷íîå äèñêðåòíîå óðàâíåíèå ÍØ ïðèíèìàåò âèä

i
dψn
dt

+K(ψn+1 + ψn−1 − 2ψn) + λ|ψn|2ψn = 0, (4.31)

ãäå K = g/2ω0, λ = [(10α2/3ω2
0) − 3β]/2ω0. Óðàâíåíèå (4.31) èñïîëüçóåòñÿ íèæå äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõ

òèïîâ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä â ÔÊ öåïî÷êå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, äèñêðåòíîå óðàâíåíèå ÍØ (4.31), òàêæå
èçâåñòíîå êàê äèñêðåòíîå óðàâíåíèå ñàìîëîêàëèçàöèè [387, 388], êàê õîðîøî èçâåñòíî èìååò ìíîãî÷èñëåííûå
ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ. Îíî îïèñûâàåò ÿâëåíèå ñàìîëîêàëèçàöèè â ìîäåëÿõ òåîðèè ïîëÿ, îò ñàìîçàõâàòà
êîëåáàòåëüíûõ ìîä â ïðèðîäíûõ è ñèíòåòè÷åñêèõ áèîìîëåêóëàõ [387, 389] äî äèíàìèêè ëèíåéíûõ ìàññèâîâ
âèõðåé, ÿâëÿÿñü ñïåöèàëüíûì ïðåäåëîì äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó [390]. Îáîáùåííàÿ âåðñèÿ
äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ ÍØ ñ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíüþ íåëèíåéíîñòè áûëà òàêæå ðàññìîòðåíà äëÿ èçó÷åíèÿ
âëèÿíèÿ íåëèíåéíîñòè íà ñòðóêòóðó è óñòîé÷èâîñòü ëîêàëèçîâàííûõ ìîä (ñì., íàïðèìåð, ññûëêè [391]�[395]). Ìû
õîòèì îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî â íàñòîÿùåì êîíòåêñòå óðàâíåíèå (4.31) ïîÿâëÿåòñÿ êàê ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå
ïðè ïðåäïîëîæåíèè î ìåäëåííîì (âðåìåííîì) èçìåíåíèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ è ïðåíåáðåæåíèè ãàðìîíèêàìè
âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòîòà ùåëè ω0 ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé îòíîñèòåëüíî
îñòàëüíûõ ÷àñòîò â ñèñòåìå, ò. å. ω2

0 � 4g è ω2
0 � αu0, βu

2
0, ãäå u0 ÿâëÿåòñÿ àìïëèòóäíîé âîëíû. Ïåðâîå

íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñëàáî äèñïåðñèîííûõ ñèñòåì â êîòîðûõ ÷àñòîòà ω0 áëèçêà ê ωmax, â òî âðåìÿ
êàê ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî íåëèíåéíîñòü ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé. Âñå ýòî
ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ÍØ. Â ðåøåòêå, îäíàêî, óñëîâèå ω2

0 � 4g îçíà÷àåò
òàêæå, ÷òî çäåñü ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñèëüíûì îáîñíîâàíèåì äëÿ èíòåðåñà ê äèñêðåòíûì ìîäàì
ëîêàëèçîâàííûì íà íåñêîëüêèõ ÷àñòèöàõ.

Ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü

Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå ÍØ (4.31) ïîçâîëÿåò ëåãêî àíàëèçèðîâàòü ìîäóëÿöèîííóþ íåóñòîé÷èâîñòü ìîä ñ ïîñòîÿííîé
àìïëèòóäîé. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, íåëèíåéíûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü íåóñòîé÷èâîñòü,



4.4 Äèñêðåòíûå áðèçåðû 83

êîòîðàÿ âåäåò ê ñàìîïðîèçâîëüíîé ìîäóëÿöèè óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ýôôåêòîâ
íåëèíåéíîñòè è äèñïåðñèè. Ýòî ÿâëåíèå, èçâåñòíîå êàê ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, áûëî èññëåäîâàíî â
êîíòèíóàëüíûõ (ñì., íàïðèìåð, ññûëêè [396]�[399]) è äèñêðåòíûõ [400] ìîäåëÿõ. Êàê áûëî îòìå÷åíî, ìîäóëÿöèîííàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü îòâåòñòâåííà çà ëîêàëèçàöèþ ýíåðãèè è îáðàçîâàíèå ëîêàëèçîâàííûõ ìîä.

Äëÿ äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ ÍØ (4.31), ïîëó÷åííîãî â îäíî-÷àñòîòíîì ïðèáëèæåíèè, ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü
ìîæåò áûòü ëåãêî ïðîàíàëèçèðîâàíà. Óðàâíåíèå (4.31) èìååò òî÷íîå íåïðåðûâíîå âîëíîâîå ðåøåíèå

ψn(t) = ψ0 e
iθn with θn = kasn− ωt, (4.32)

ãäå ÷àñòîòà ω ïîä÷èíÿåòñÿ íåëèíåéíîìó äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ

ω = 4K sin2

(
kas
2

)
− λψ2

0 . (4.33)

Ëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü âîëíû (4.32), (4.33) ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà ïóòåì ëèíåàðèçàöèè óðàâíåíèÿ â âèäå
ψn(t) = (ψ0 + bn) exp(iθn + iχn), ãäå bn = bn(t) è χn = χn(t) ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ
ïàðàìåòðàìè íåñóùåé âîëíû. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè äâà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿ äëÿ ýòèõ ôóíêöèé îïðåäåëÿþò
äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

[Ω − 2K sin(Qas) sin(kas)]2 =
4K sin2(Qas/2) cos(kas)

[
4K sin2(Qas/2) cos(kas)− 2λψ2

0

]
(4.34)

äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà Q è ÷àñòîòû Ω ëèíåéíûõ âîëí ìîäóëÿöèè. Â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå, êîãäà Qas � 1
è kas � 1, óðàâíåíèå (4.34) ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó âûðàæåíèþ ïîëó÷åííîìó äëÿ êîíòèíóàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ÍØ [397].

Óðàâíåíèå (4.34) îïðåäåëÿåò óñëîâèå äëÿ óñòîé÷èâîñòè â ðåøåòêå ïëîñêîé âîëíû ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k.
Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü òîìó, ÷òî áûëî íàéäåíî â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå, òåïåðü óñòîé÷èâîñòü çàâèñèò îò k.
Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî åñëè [400]

λ cos(kas) > 0. (4.35)

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî λ è âçÿòîãî k, ò.å. k < π/2as, ïëîñêàÿ âîëíà áóäåò íåóñòîé÷èâîé ê ìîäóëÿöèÿì âî âñåé
ýòîé îáëàñòè ïðè óñëîâèè ψ2

0 > 2K/λ. Óñòîé÷èâîñòü ïëîñêî-âîëíîâîãî ðåøåíèÿ ê ìîäóëÿöèÿì ïàðàìåòðîâ
âîëíû ïîçâîëÿåò ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î âîçìîæíûõ òèïàõ íåëèíåéíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä, êîòîðûå ìîãóò
ñóùåñòâîâàòü â öåïî÷êå.

Ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ãåíåðèðîâàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä â
äèñêðåòíûõ ðåøåòêàõ, òàê êàê äèñêðåòíîñòü ðåøåòêè ðàäèêàëüíî èçìåíÿåò óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Äàìîíò ñ
ñîàâòîðàìè [401] ïðîàíàëèçèðîâàëè, ñëåäóÿ ïðåäëîæåííîé Êèâøàðåì è Ïåéðàðîì òåõíèêå [400], ìîäóëÿöèîííóþ
íåóñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ âîëí â ïðèñóòñòâèè øóìà â ðåøåòêå ñ êóáè÷åñêèì è êâàðòåòíûì ïîòåíöèàëîì
ïîäëîæêè. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì ëîêàëèçàöèè ýíåðãèè
(ñì. òàêæå ññûëêó [402] äëÿ ñëó÷àÿ äåôîðìèðóåìîé äèñêðåòíîé ìîäåëè ÍØ).

Ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûå ìîäû

Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, îäíèì èç îñíîâíûõ ýôôåêòîâ ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå
ëîêàëèçîâàííûõ ìîä (ñì., íàïðèìåð, [403]). Â äàííîì ñëó÷àå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ λ > 0 îáëàñòü ìàëûõ k
íåóñòîé÷èâà è, ñëåäîâàòåëüíî, íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò âåñòè ê îáðàçîâàíèþ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä ñ ÷àñòîòàìè
ëåæàùèìè íèæå íåëèíåéíîé çîíû ñïåêòðà (4.33). Òàêóþ ëîêàëèçîâàííóþ ìîäó ìîæíî íàéòè â òî÷íîé ôîðìå
èç óðàâíåíèÿ ÍØ (4.31) ñëåäóÿ ìåòîäó Ïýéäæà [352]. Èùà ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.31) â ôîðìå
ψn(t) = Afne

−iωt, ìû ïîëó÷èì íàáîð ñâÿçàííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé fn,

ωfn +K(fn+1 + fn−1 − 2fn) + λA2f3
n = 0. (4.36)

Ìû èùåì ñåé÷àñ äâà òèïà ñòðîãî ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.36), êîòîðûå èìåþò öåíòðû íà è ìåæäó
öåíòðàìè ÷àñòèö. Âíà÷àëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîäà èìååò öåíòð íà ÿ÷åéêå n = 0 è âîçüìåì f0 = 1, f−n = fn,
|fn| � f1 äëÿ |n| > 1. Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê îáðàçöó òàê íàçûâàåìûõ �A-ìîä� (ëåâàÿ íèæíÿÿ ìîäà
íà ðèñ. 4.12),

ψ(A)
n (t) = A (. . . , 0, ξ1, 1, ξ1, 0, . . .) e−iωt, (4.37)

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð ξ1 = K/λA2 ÿâëÿåòñÿ ìàëûì (ò.å., ÷ëåíû ïîðÿäêà ξ2
1 îïóùåíû). ×àñòîòà ω â

óðàâíåíèè (4.37) ðàâíà ω = −λA2 è îíà äåéñòâèòåëüíî ëåæèò íèæå íàèìåíüøåé ÷àñòîòû çîíû.
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Âòîðîé òèï ëîêàëèçîâàííûõ ìîä, �B-ìîäû�, ìîãóò áûòü íàéäåíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîëåáàíèÿ ìîäû
ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè (ïðàâàÿ íèæíÿÿ ìîäà íà ðèñ. 4.12),

ψ(B)
n (t) = B (. . . , 0, ξ2, 1, 1, ξ2, 0, . . .) e−iωt, (4.38)

ãäå çíà÷åíèÿ ω è ξ2 çàäàþòñÿ êàê ξ2 = K/λB2 è ω = −λB2.
Âû÷èñëåíèå ýôôåêòèâíîãî ÏÍ ïîòåíöèàëà äëÿ ëîêàëèçîâàííîé ìîäû ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé ÷åì

äëÿ êèíêîâ, òàê êàê ëîêàëèçîâàííûå ìîäû èìåþò áîëüøå ïàðàìåòðîâ è ÏÍ ïîòåíöèàëüíûé ðåëüåô íåëüçÿ ñòðîãî
îïðåäåëèòü [404]. Îäíàêî, ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî òèïà ÏÍ ïîòåíöèàëà, îêàçûâàþùåãî
âëèÿíèå íà äâèæåíèå íåëèíåéíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä âäîëü ðåøåòêè. Âíà÷àëå, ñëåäóÿ ðàáîòå Êèâøàðÿ è
Êýìïáåëà [381], ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü ëîêàëèçîâàííóþ âîëíó ôèêñèðîâàííîé ôîðìû äâèãàþùóþñÿ ïî ðåøåòêè
áåç èçìåíåíèÿ ôîðìû. Òîãäà, ÿñíî, ÷òî �A� ôîðìà âîçíèêàåò êîãäà öåíòð ïèêà ïðèõîäèòñÿ íà óçåë ðåøåòêè,
à ôîðìà �B� � êîãäà öåíòð ïèêà íàõîäèòñÿ ðîâíî ïîñåðåäèíå ìåæäó óçëàìè. Ýòî íàáëþäåíèå çàñòàâëÿåò
ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ýíåðãèé ýòèõ äâóõ ìîä äëÿ ñëó÷àÿ ÍÓØ ñ ñîõðàíåíèåì èíòåãðàëà äâèæåíèÿ N =

∑
n |ψn|2.

Òàêîå ñðàâíåíèå èíòåãðàëîâ N , âû÷èñëåííûõ äëÿ A- è B-ìîä, äàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó àìïëèòóäàìè A è
B â íàèìåíüøåì ïîðÿäêå ìàëîãî ïàðàìåòðà ξ1 è ξ2, A2 = 2B2. Ñ ýòèì óñëîâèåì íà A è B, ìû ìîæåì
òåïåðü èíòåðïðåòèðîâàòü ýòè äâå ìîäû êàê ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ òîé æå ñàìîé ëîêàëèçîâàííîé ìîäû.
Âû÷èñëèâ ðàçíèöó ýíåðãèé ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè ìû ïîëó÷èì ∆EAB = EA −EB =
− 1

2λA
4 + λB4 = − 1

4λA
4.

Èç ýòîé ïðîñòîé îöåíêè ìîæíî ñäåëàòü âàæíîå çàêëþ÷åíèå, ÷òî çäåñü ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé ýíåðãåòè÷åñêèé
áàðüåð (âûñîòà ýôôåêòèâíîãî ÏÍ ïîòåíöèàëà) ìåæäó äâóìÿ ñòàöèîíàðíûìè ñîñòîÿíèÿìè äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ
ÍØ. Òàêæå ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå íåëèíåéíîé ëîêàëèçîâàííîé ìîäû âäîëü öåïî÷êè áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ
âëèÿíèåì ïåðèîäè÷åñêîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ðåëüåôà. Â ÷àñòíîñòè, ëîêàëèçîâàííàÿ ìîäà ìîæåò áûòü çàõâà÷åíà
ïîòåíöèàëîì (ò.å. çàõâà÷åíà äèñêðåòíîñòüþ ðåøåòêè). Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïðîìîäåëèðîâàòü ýòî ÿâëåíèå, ýòî
�òîëêíóòü� ëîêàëèçîâàííóþ ìîäó äëÿ òîãî ÷òîáû îíà íà÷àëà äâèãàòüñÿ ïî ðåøåòêå, èçìåíèâ íà÷àëüíóþ ôàçó
ìîäû [405]. B-ìîäà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàêñèìóìó ïîòåíöèàëà, ïðàêòè÷åñêè ñðàçó íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ. Ïîíÿòíî,
÷òî äëÿ äâèæåíèÿ âäîëü öåïî÷êè íóæíî ïðåîäîëåòü íåêîòîðûé ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð [405]. Âñå ýòî ÿâëÿåòñÿ
êîñâåííûì ïðîÿâëåíèåì ýôôåêòèâíîãî áàðüåðà îáóñëîâëåííîãî äèñêðåòíîñòüþ ðåøåòêè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
åãî íå âîçìîæíî îïðåäåëèòü ñòðîãèì ñïîñîáîì.

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé âûøå àíàëèç ÷àñòè÷íî îòíîñèòñÿ ê ñâîéñòâàì óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ
ëîêàëèçîâàííûõ ìîä: ñòàöèîíàðíàÿ ëîêàëèçîâàííàÿ ìîäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëîêàëüíîìóìàêñèìóìó ÏÍ ïîòåíöèàëà
äîëæíî ïðîÿâëÿòü íåóñòîé÷èâîñòü, â òî âðåìÿ êàê ìîäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìóìó äîëæíà áûòü óñòîé÷èâîé.
Ýòî êà÷åñòâåííîå íàáëþäåíèå íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ ðàáîòîé by Ñàíäóñêè è äð. [360], êîòîðûå
ïîêàçàëè ÷èñëåííî è àíàëèòè÷åñêè (èñïîëüçóÿ äðóãèå àðãóìåíòû, íå ññûëàþùèåñÿ íà ÏÍ ïîòåíöèàë) ÷òî, â
ñëó÷àå ìåæàòîìíîãî êâàðòåòíîãî àíãàðìîíèçìà ëîêàëèçîâàííàÿ ìîäà ÑÒ (ëåâàÿ âåðõíÿÿ ìîäà íà ðèñ. 4.12) â
äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, íî Ï ìîäà (ïðàâàÿ âåðõíÿÿ ìîäà íà ðèñ. 4.12) ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî
óñòîé÷èâîé.

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôîðìû ÏÍ ïîòåíöèàëà â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ÍØ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè
èíòåãðèðóåìîé âåðñèè ðåøåòî÷íîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. Àáëîâèö-Ëàäèê (AL) ìîäåëè [406], è ó÷åñòü ðàçíîñòü ìåæäó
ýòèìè äâóìÿ ìîäåëÿìè êàê âîçìóùåíèå (ñì. òàêæå ññûëêè [234, 382, 407], ãäå âîçìóùåííàÿ AL öåïî÷êà áûëà
ðàññìîòðåíà êàê íîâàÿ âàæíàÿ ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü). Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ýòî ìû ïðåäñòàâèì ïåðâîíà÷àëüíóþ
äèñêðåòíîå óðàâíåíèå ÍØ (4.31) â ôîðìå

i
dψn
dt

+K(ψn+1 + ψn−1 − 2ψn) +
1
2
λ(ψn+1 + ψn−1)|ψn|2 = R(ψn) , (4.39)

ãäå
R(ψn) =

1
2
λ | ψn |2 (ψn+1 + ψn−1 − 2ψn) . (4.40)

Ìû íà÷íåì ñ òî÷íîãî ðåøåíèÿ AL ìîäåëè (Àáëîâèö è Ëàäèê, 1976) äëÿ íåâîçìóùåííîãî ñëó÷àÿ (R = 0), êîòîðîå
ìû ïðåäñòàâèì â ôîðìå

ψn(t) =
sinhµ exp [iν(n− x0) + iα]

cosh [µ(n− x0)]
, (4.41)

ãäå dµ/dt = 0, dν/dt = 0, dx0/dt = (2/µ) sinhµ sin ν, è
dα/dt = 2[coshµ cos ν − 1]. Â óðàâíåíèè (4.41) è â ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ ñâÿçàííûõ ñ óðàâíåíèÿìè (4.39),
(4.40) ìû èñïîëüçóåì íîðìàëèçîâàííûå ïåðåìåííûå t→ t/K è |ψn|2 → (2K/λ)|ψn|2.

Ðàññìîòðåâ òåïåðü ïðàâóþ ñòîðîíó óðàâíåíèÿ (4.39) êàê âîçìóùåíèå (÷òî êîíå÷íî ñïðàâåäëèâî äëÿ íå
ñëèøêîì ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûõ ìîä) ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ âîçìóùåíèÿ îñíîâàííóþ íà îáðàòíîì
ïðåîáðàçîâàíèè ðàññåÿíèÿ [27]. Äëÿ ñëó÷àÿ AL ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðñèÿ òåîðèè âîçìóùåíèÿ ñîëèòîíîâ
áûëà äåòàëüíî ðàçðàáîòàíà Âàõíåíêî è Ãàäèäååì [408]. Ñîãëàñíî ýòîìó ïîäõîäó, ïàðàìåòðû ëîêàëèçîâàííîãî



4.4 Äèñêðåòíûå áðèçåðû 85

ðåøåíèÿ (4.41), ò.å. µ, ν, α è x0 ñ÷èòàþòñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ âî âðåìåíè. Óðàâíåíèÿ îïèñûâàþùèå èõ
èçìåíåíèå â ïðèñóòñòâèå âîçìóùåíèé áûëî ïîëó÷åíî Âàõíåíêî è Ãàäèäååì [408]. Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (4.40) â
ýòè óðàâíåíèÿ è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ïóàññîíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóìì, ïîÿâëÿþùèõñÿ êàê ðåçóëüòàò äèñêðåòíîñòè
ïåðâè÷íîé AL ìîäåëè, ìû ïîëó÷èì äâà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ñîëèòîíà ν è x0:

dx0

dt
=

2
µ

sinhµ sin ν , (4.42)

dν

dt
= −2π3 sinh2 µ sin(2πx0)

µ3 sinh(π2/µ)
, (4.43)

à òàêæå dµ/dt = 0. Â óðàâíåíèè (4.43) ìû ó÷ëè òîëüêî âêëàä ïåðâûõ ãàðìîíèê, òàê êàê ñòàðøèå ãàðìîíèêè,
ïîðÿäêà s, áóäóò âñåãäà ïîÿâëÿòüñÿ ñ äîïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì∼ exp(−π2s/µ), êîòîðûé, êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ,
ÿâëÿåòñÿ ìàëûì.

Ñèñòåìà (4.42)�(4.43) ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, ñîîòâåòñòâóþùèé ãàìèëüòîíèàí çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

H = − 2
µ

sinhµ cos ν − π2 sinh2 µ

µ3

cos(2πx0)
sinh(π2/µ)

, (4.44)

ãäå ïàðàìåòðû x0 è ν èìåþò ñìûñë îáîáùåííûõ êîîðäèíàòû è ìîìåíòà, ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðâûé ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ýôôåêòèâíîé ÷àñòèöû, âòîðîé � ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, êîòîðûé ïî ñóùåñòâó
ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ïåðèîäè÷åñêèì ÏÍ ðåëüåôîì. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ìîäåëÿìè ìàëà,
ò.å. åñëè ïàðàìåòð µ ìàë, àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà, îïðåäåëåííàÿ êàê

Umax =
π2 sinh2 µ

µ3 sinh(π2/µ)
, (4.45)

ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà µ−1. Êàê ìû ìîæåì âèäåòü, çàâèñèìîñòü (4.45) è ïåðèîäè÷åñêèé
ïîòåíöèàë Umax cos(2πx0) ïîäîáíû çàâèñèìîñòè è ïîòåíöèàëó â çàäà÷å äëÿ òîïîëîãè÷åñêèõ êèíêîâ â îáñóæäåííîé
âûøå ÔÊ ìîäåëè. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, âñå òèïû äâèæåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ÷àñòèö îñòàþòñÿ òàêèìè æå êàê è â
ñëó÷àå êèíêà, â ÷àñòíîñòè, íåëèíåéíàÿ ìîäà ìîæåò áûòü çàõâà÷åíà äèñêðåòíîñòüþ ïîäîáíî ïèíèíãîâàííîìó
êèíêó.

Ïîäõîä îñíîâàííûé íà âîçìóùåíèÿõ èíòåãðèðóåìîé AL ðåøåòêè áûë ïðîâåðåí Áàíãîì è Ïåéðàðîì [315]. Îíè
íàøëè òîëüêî êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé íåëèíåéíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ìîä â
îáîáùåííûõ ÔÊ ìîäåëÿõ. Îäíîé èç âîçìîæíûõ ïðè÷èí ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîå äîïóùåíèå ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (4.42) è (4.43), êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå î÷åíü ìàëûõ âîçìóùåíèé.
Â îáùåì ñëó÷àå, âñå âûñîêî-÷àñòîòíûå ãàðìîíèêè â Ïóàññîíîâñêèõ ñóììàõ äàþò âêëàä òîãî æå ïîðÿäêà è
ïîýòîìó êîëè÷åñòâåííîãî ñîâïàäåíèÿ íå ñëåäóåò îæèäàòü. Îäíàêî, òåîðèÿ îñíîâàííàÿ íà AL ìîäåëè ìîæåò
áûòü ïîëåçíîé êàê ïðîñòîé ïðèìåð îáúÿñíåíèÿ, êàê èç-çà äèñêðåòíîñòè ðåøåòêè ïîÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ
çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ ìîäû, êîãäà ìîäåëü ðåøåòêè ñòàíîâèòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé.

4.4.4 Òåìíûå áðèçåðû

Êàê õîðîøî èçâåñòíî â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëüíîì ïðèáëèæåíèè äèñêðåòíîå ÍÓØ (4.31) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ
òèïà ñîëèòîííûõ ðåøåíèé, ñâåòëûå è òåìíûå ñîëèòîíû. Ñâåòëûå ñîëèòîíû ïîäîáíû îáñóæäåííûì âûøå
ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûì ìîäàì, â òî âðåìÿ ëîêàëèçîâàííûå ñòðóêòóðû, ïîäîáíûå òåìíûì ñîëèòîíàì,
ãîðàçäî ìåíüøå îáñóæäåíû â ëèòåðàòóðå. Öåëüþ ýòîãî ïàðàãðàôà ïðåäñòàâèòü, ñëåäóÿ ðàáîòå Êèâøàðÿ [409]
(ñì. òàêæå ññûëêè [410]�[412]) äâà òèïà òàêèõ ñòðóêòóð äëÿ ÔÊ-ïîäîáíîé ðåøåòêè. Òàêèå òèïû ñòðóêòóð
íàáëþäàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî Äåíàðäî è äð. [413] â öåïî÷êå ïàðàìåòðè÷åñêè óïðàâëÿåìûõ ìàÿòíèêîâ (ñì.
òàêæå ðàáîòó [414] äëÿ ñëó÷àÿ äèàòîìíîé ðåøåòêè). Àíàëîãè÷íûå òèïû òåìíî-ñîëèòîííûõ ëîêàëèçîâàííûõ
ìîä äëÿ öåïî÷êè ñ àíãàðìîíè÷åñêèì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì áûëè òàêæå ïðîàíàëèçèðîâàíû Áîðòîëàíè
ñ ñîàâòîðàìè [415].

Çàìåòèì â íà÷àëå, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî λ, íåïðåðûâíîå âîëíîâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî òîëüêî äëÿ
k > π/2as, òàê ÷òî òåìíî-ïðîôèëüíûå ñòðóêòóðû âîçìîæíû, íàïðèìåð, âáëèçè ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòû ωm = 4K.
Ïîäñòàâëÿÿ ψn = (−1)nΨ(x, t) eiωmt â óðàâíåíèå (4.31), â êîòîðîì ìåäëåííî èçìåíÿþùèéñÿ îãèáàþùàÿ Ψ
ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ðåøåíèå íåïðåðûâíîãî ÍÓØ. Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ëåãêî ïîëó÷èòü òåìíî-
ñîëèòîííîå ðåøåíèå

ψn = (−1)nA tanh(Ax) e−iΩt, (4.46)
ãäå Ω = 4K − λA2 è x = nas

√
K ðàññìîòðåíû êàê íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå.

Èùà òåïåðü ïîäîáíûå ñòðóêòóðû äëÿ äèñêðåòíîãî ÍÓØ (4.31), ìû îáíàðóæèì, ÷òî îíè òîæå âîçìîæíû,
íàïðèìåð, â ôîðìå
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FIG. 1. (a), (b) Two types of “staggered” dark-soliton modesÐèñ. 4.13. Äâà òèïà �÷åðåäóþùèõñÿ� òåìíî-ñîëèòîííûõ ìîä ðåøåòêè. Ïîêàçàíû àìïëèòóäû êîëåáàíèé äëÿ êàæäîé
ÿ÷åéêè(âåðõíÿÿ ëèíèÿ) è çíà÷åíèÿ |ψn|2 (íèæíÿÿ ëèíèÿ) [416].

ψn = Ae−iΩt(. . . , 1,−1, 1,−ξ1, 0, ξ1,−1, 1, . . .), (4.47)
ãäå Ω = 4K − λA2 è ξ1 = 1 − ∆1, ∆1 = K/λA2 � 1. Ñòðóêòóðà (4.47) ÿâëÿåòñÿ ñîëèòîíîì óðàâíåíèÿ
ÍÓØ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ äëÿ ìàëûõ ∆1. Îíà ÿâëÿåòñÿ âîçáóæäåíèåì òèïà ôàçîâîãî êèíêà, ëîêàëèçîâàííûì
íà íåñêîëüêèõ ÷àñòèöàõ ðåøåòêè [ñì. Ðèñ.. 4.13(a)]. Òàê êàê ÷àñòîòà Ω ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòîé
íåëèíåéíîãî ñïåêòðà, ìû íàçîâåì ýòè ñîëèòîíû �êðàåâûìè êèíêàìè�.

Òåìíî-ñîëèòîííûå ìîäû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4.13(a) è 4.13(b) îïèñûâàþò äâà òèïà ñòàöèîíàðíûõ
�òåìíûõ� ñîëèòîíîâ â äèñêðåòíîé ðåøåòêå. Îäíà ìîäà (A-ìîäà) èìååò öåíòð ñ íóëåâîé èíòåíñèâíîñòüþ íà
óçëå ðåøåòêå, äðóãàÿ ìîäà (B-ìîäà) èìååò öåíòð ïîñåðåäèíå ìåæäó äâóìÿ óçëàìè. Ýòè äâå ìîäû ìîæíî âñåãäà
íàéòè â èíòåðâàëå îò êîíòèíóàëüíîãî ïðåäåëà (g → ∞) äî àíòèêîíòèíóàëüíîãî ïðåäåëà (g → 0). Ïðè g → 0,
A-ìîäà îïèñûâàåò åäèíñòâåííóþ �äûðó� â íåñóùåé âîëíå ïîñòîÿííîé àìïëèòóäû, ñî ñäâèãîì íà π ôàçû âîëíû
ïðè ïåðåñå÷åíèè ýòîé äûðû. Àíàëîãè÷íî, B-ìîäà îïèñûâàåò êîëåáàòåëüíóþ ìîäó ðåøåòêè ñ ôàçîâûì ñäâèãîì
íà π ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ÿ÷åéêàìè, à íå â äûðå.

Éîõàíñîí è Êèâøàðü [416] èçó÷èëè òåìíûå áðèçåðû è èõ óñòîé÷èâîñòü â äèñêðåòíîì óðàâíåíèè ÍØ è
îïèñàëè îñöèëëÿöèîííóþ íåóñòîé÷èâîñòü òåìíûõ ñîëèòîíîâ. Îíè íàøëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé
âçàèìîäåéñòâèÿ ðåøåòêè g, gcr ≈ 0.07647, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Ïðè g = gcr ïðîèñõîäèò
áèôóðêàöèÿ Õîïôà, ïðè êîòîðîé ïàðà ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé ïîêèäàåò ìíèìóþ îñü è óõîäèò â
êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Òàêèì îáðàçîì, îñöèëëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðîèñõîäèò äëÿ A-ìîäû ïðè g > gcr,
íåóñòîé÷èâîñòü ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè íåóñòîé÷èâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ B-
ìîäû, ïðè g = 0 âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò â íóëå. Êàê òîëüêî ïàðàìåòð g âîçðàñòàåò, îäíà ïàðà âûõîäèò
íà äåéñòâèòåëüíóþ îñü è äàëüøå îñòàåòñÿ çäåñü äëÿ âñåõ g > 0. Ïîýòîìó, B-ìîäà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé.
Ýòà íåóñòîé÷èâîñòü ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà âðîæäåííîé äèñêðåòíîñòè ìîäåëè íåëèíåéíîé ðåøåòêè. Óíèâåðñàëüíîñòü
ñöåíàðèÿ ïîÿâëåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî îíà èìååò ìåñòî è â äðóãèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëÿõ,
äîïóñêàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå òåìíûõ ñîëèòîíîâ. Íàáëþäàåìàÿ çäåñü íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà
êàê íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå íåóñòîé÷èâîñòåé èìåþùèõ ìåñòî â ìàëûõ ðåøåòêàõ [387, 388].

Äðóãîé òèï òåìíî-ïðîôèëüíûõ íåëèíåéíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ñòðóêòóð, êîòîðûé ìîæíî òàêæå îïèñàòü
àíàëèòè÷åñêè êàê äëÿ êîíòèíóàëüíîé, òàê è äëÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè, ðåàëèçóåòñÿ â ñëó÷àå êîãäà ÷àñòîòà ìîäû
íàõîäèòñÿ ðîâíî ïîñåðåäèíå çîíû ñïåêòðà, ò.å. êîãäà âîëíîâîå ÷èñëî ðàâíî π/2as. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì
ðàçäåëèòü ÷àñòèöû â öåïî÷êå íà äâà ïîäìíîæåñòâà, íà ÷àñòèöû ñ ÷åòíûìè è íà ÷àñòèöû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè,
è çàòåì îòäåëüíî îïèñàòü èõ äèíàìèêó ââåäÿ íîâûå ïåðåìåííûå, ïîëîæèâ ψn = vn, äëÿ n = 2l è ψn = wn, äëÿ
n = 2l + 1. Îñíîâíîé èäååé òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äâóõ
âîëíîâûõ ïàêåòîâ vn è wn [409].

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè k = π/2as ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àíçàö

v2l = (−1)l V (2l, t) e−iω1t, w2l+1 = (−1)lW (2l + 1, t) e−iω1t, (4.48)

ãäå ω1 = 2K ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòîé ÷åòûðåõ-÷àñòè÷íîé ëèíåéíîé ìîäû. Çäåñü ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ôóíêöèè
V (2l, t) è W (2l + 1, t) ïëàâíî èçìåíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ïîäñòàâèâ óðàâíåíèå (4.48) â óðàâíåíèå (4.31), ìû
ïîëó÷èì ñèñòåìó äâóõ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé

i
∂V

∂t
+ 2asK

∂W

∂x
+ λ|V |2V = 0, (4.49)
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i
∂W

∂t
− 2asK

∂V

∂x
+ λ|W |2W = 0, (4.50)

ãäå ïåðåìåííàÿ x óæå ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíîé. Äëÿ àíàëèçà ëîêàëèçîâàííûõ ñòðóêòóð ìû áóäåì èñêàòü
ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.49) è (4.50) â ôîðìå (V,W ) ∝ (f1, f2)eiΩt ïðåäïîëîæèâ, äëÿ ïðîñòîòû,
÷òî f1 è f2 ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè. Òîãäà, ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4.49) è (4.50)
áóäóò îïèñûâàòüñÿ ñèñòåìîé äâóõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

df1

dz
= −Ωf2 + λf3

2 , (4.51)

df2

dz
= Ωf1 − λf3

1 , (4.52)

ãäå z = x/2asK. Óðàâíåíèÿ (4.51), (4.52) îïèñûâàþò äèíàìèêó ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû
ñ ñîõðàíÿþùåéñÿ ýíåðãèåé E = − 1

2Ω (f2
1 + f2

2 ) + 1
4λ (f4

1 + f4
2 ). Ýòî ñèñòåìó ìîæíî ëåãêî ïðîèíòåãðèðîâàòü ñ

ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè φ = (f1/f2), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
(
dφ

dz

)2

= ω2
1Ω

2(1 + φ2)2 + 4λE (1 + φ4). (4.53)

Ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè E ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå òèïû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.53) [409]. Ñîëèòîííûì
ðåøåíèÿì íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè (f1, f2) ñîîòâåòñòâóþò ñåïàðàòðèñû ñâÿçûâàþùèå ïàðó ñîñåäíèõ ñåäëîâûõ òî÷åê
(0, f0), (0,−f0), (f0, 0), èëè (−f0, 0), ãäå f2

0 = Ω/λ. Íàéäÿ çíà÷åíèå E ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì ñåïàðàòðèñíûì
ðåøåíèÿì E = −Ω2/4λ ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ óðàâíåíèå (4.53) è ïîëó÷èòü
ñîëèòîííîå ðåøåíèå

φ(z) = exp(±
√

2Ωz), (4.54)

f2
2 =

Ωe∓
√

2Ωz[2 cosh(
√

2Ωz)±√2 ]
2λ cosh(2

√
2Ωz)

, f1 = φf2. (4.55)

Ðåøåíèÿ (4.54), (4.55) ñ îòðèöàòåëüíîé Ω ñóùåñòâóþò òàêæå äëÿ äåôîêóñèðóþùåé íåëèíåéíîñòè, êîãäà λ < 0.
Ýòè ðåçóëüòàòû äàþò ïðîôèëè ëîêàëèçîâàííûõ ñòðóêòóð â äèñêðåòíîé íåëèíåéíîé ðåøåòêå. Äûðî÷íûå

ëîêàëèçîâàííûå ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëåíû äâóìÿ êèíêàìè â íå÷åòíûõ è ÷åòíûõ êîëåáàòåëüíûõ ìîäàõ, êîòîðûå
íà áåñêîíå÷íîñòè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå ïîëÿðíîñòè.

Ìîæíî òàêæå íàéòè ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûå íåëèíåéíûå ñòðóêòóðû â ðåøåòêå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿì
(4.54), (4.55) â ñëåäóþùåé ôîðìå ψn = Ae−iΩt(. . . , 1, 0,−1, 0, ξ2, ξ2, 0. − 1, 0, 1, . . .), ãäå Ω = 2K − λA2 � ÷àñòîòà
íà ñåðåäèíå íåëèíåéíîãî ñïåêòðà, à ξ2 = 1−∆2, ∆2 = K/2λA2 � 1. Ýòî ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì äëÿ
ìàëûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ∆2.

4.4.5 Ðîòîáðèçåðû

Íåëèíåéíûå ëîêàëèçîâàííûå ìîäû ñîñòîÿò íå òîëüêî èç êîëåáàòåëüíûõ ìîä. Òàêåíî è Ïåéðàð [369] ïîêàçàëè
ñóùåñòâîâàíèå â öåïî÷êå ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ òàê-íàçûâàåìûõ ðîòàöèîííûõ ìîä â êîòîðûõ öåíòðàëüíûé
ðîòàòîð îñóùåñòâëÿåò ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå âðàùåíèå, â òî âðåìÿ êàê ñîñåäíèå ñîâåðøàþò òîëüêî êîëåáàíèÿ
ó ñâîèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, äâèæåíèå öåíòðàëüíîé óçëà è äâèæåíèå
ñîñåäíèõ ëåæàò íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ îò ñåïàðàòðèñû. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìîäû âðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ
âíóòðåííå äèñêðåòíûìè.

Îäíàêî, â ñèëó ñïåöèôèêè ìîä âðàùåíèÿ, ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çäåñü íàìíîãî ñëîæíåå ÷åì
äëÿ êîëåáàòåëüíûõ ìîä, òàê êàê õàðàêòåð äâèæåíèå öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò õàðàêòåðà
äâèæåíèÿ äðóãèõ ÿ÷ååê. Ýòî ïðåïÿòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþ ëþáîãî êîíòèíóàëüíîãî ïðåäåëà, äëÿ îïèñàíèÿ
äèíàìèêè ðàçíûõ ÿ÷ååê äîëæíû áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçíûå ôóíêöèè. Òàêåíî è Ïåéðàð [369] ïîêàçàëè, êàê
ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. ×èñëåííûå ïðîâåðêè ïîäòâåðäèëè, ÷òî ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
õîðîøèì, òàê êàê îíî ó÷èòûâàåò âíóòðåííþþ äèñêðåòíîñòü ðåøåòêè. Ïîçæå îíè ïðèâåëè ðåøåíèå îñíîâàííîå
íà ôóíêöèè Ãðèíà ðåøåòêè [417]. ×èñëåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ
äàâàåìîãî ôóíêöèåé Ãðèíà, íåìíîãî ëó÷øå ÷åì ïðåäûäóùåå, íî áîëåå âàæíî, ÷òî ýòîò ìåòîä íå îãðàíè÷åí
òîëüêî îäíîìåðíûìè ðåøåòêàìè, åãî ìîæíî ëåãêî ôîðìàëüíî ðàñøèðèòü íà ñëó÷àé äâóõ è òðåõ ðàçìåðíîñòåé.

Ìîäåëü ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå

ün + g sinun = J [sin(un+1 − un)− sin(un − un−1)], (4.56)

ãäå un � ïîëåâàÿ ïåðåìåííàÿ ñâÿçàííàÿ ñ n-îé ÿ÷åéêîé ðåøåòêè, à J � ïîñòîÿííàÿ. Ýòîò íàáîð óðàâíåíèé
îïèñûâàåò äèíàìèêó öåïî÷êè ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ èëè ìîëåêóë â ïëàñòè÷åñêîì êðèñòàëëå.
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Ìû èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.56) â êîòîðîì îäèí ðîòàòîð (ñêàæåì, n = 0) ñîâåðøàåò âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå, â òî âðåìÿ êàê âñå îñòàëüíûå ñîâåðøàþò êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî |u0| � |un|
äëÿ n ≥ 1, è ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûñîêî-àìïëèòóäíîå äâèæåíèå öåíòðàëüíîé ÿ÷åéêè ñ n = 0 íå
âîçìóùàåòñÿ ìàëûìè êîëåáàíèÿìè ñîñåäíèõ ÿ÷ååê. Öåíòðàëüíûé ðîòàòîð îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ü0 + ω2
0 sinu0 = 0, (4.57)

ãäå ω0 =
√
g + 2J , è åãî ðåøåíèå îïèñûâàþùåå âðàùåíèå ñ ÷àñòîòîé Ω èìååò ôîðìó u0(t) = 2am[(Ω/2)t, k], ãäå

k � ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêîé ôóíêöèè ßêîáè, k < 2ω0/Ω < 1. Ñâÿçûâàíèå ýòîãî âðàùåíèå ñ äâèæåíèåì ñîñåäíèõ
ÿ÷ååê ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìîäó â êîòîðîé öåíòðàëüíûé ðîòàòîð îñóùåñòâëÿåò ìîíîòîííî ðàñòóùåå âðàùåíèå,
â òî âðåìÿ êàê åãî ñîñåäè òîëüêî êîëåáëþòñÿ îêîëî ñâîèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî äîâîëüíî òî÷íîå âûðàæåíèÿ äëÿ âðàùàþùèõñÿ ìîä ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè ìåòîäà
èñïîëüçóþùåãî ôóíêöèþ Ãðèíà ðåøåòêè. Íà÷àëüíûé øàã ìåòîäà � ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèé äëÿ ÿ÷ååê âíå
ìåñòîíàõîæäåíèÿ ðîòàòîðà, ñîâåðøàþùåãî íåïðåðûâíîå âðàùåíèå. Ýòî ïðèáëèæåíèå îïðàâäàíî êà÷åñòâåííîé
ðàçíîñòüþ ìåæäó äâèæåíèåì öåíòðà è äâèæåíèåì îñòàëüíûõ ÿ÷ååê, à òàêæå ìàëîé àìïëèòóäîé êîëåáàíèé ýòèõ
âíåøíèõ ÿ÷ååê, äàæå â ñëó÷àå äîâîëüíî ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Íå ñóùåñòâóåò ãëàäêîãî ïåðåõîäà îò ïîëíîãî âðàùåíèÿ ê êîëåáàíèþ. Òåîðåìà Ìàêàéÿ è Îáðè [374] ìîæåò
áûòü ðàñøèðåíà äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìîäû âðàùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñâÿçàííûõ ðîòàòîðîâ. Èññëåäîâàíèå òåðìàëèçàöèè ðåøåòêè ðîòàòîðîâ [369] ïîêàçûâàåò,
÷òî ïîäîáíî áðèçåðàì, ìîäû âðàùåíèÿ òîæå ìîãóò âîçáóæäàòüñÿ òåïëîâûìè êîëåáàíèÿìè. Ïðè ýòîì, åñëè î÷åíü
ëåãêî òåðìè÷åñêè àêòèâèðóþòñÿ ìîäû âðàùåíèÿ âêëþ÷àþùèå îäèí èëè íåñêîëüêî ÿ÷ååê, òî íåëîêàëèçîâàííûå
ìîäû âðàùåíèÿ íå íàáëþäàþòñÿ äî äîñòèæåíèÿ î÷åíü âûñîêèõ òåìïåðàòóð, òàê êàê îíè èìåþò î÷åíü áîëüøèå
ýíåðãèè. Ýòî ðåçêî êîíòðàñòèðóåò ñ êîëåáàòåëüíûìè ìîäàìè, íåëîêàëèçîâàííûå äóáëèêàòû êîòîðûõ, ò.å. âîëíû
êîëåáàíèé èëè ôîíîíû, ëåãêî íàõîäÿòñÿ â òåðìàëèçîâàííîé öåïî÷êå.

4.5 Äâóõìåðíûå áðèçåðû
Õîòÿ â îñíîâíîì ìåòîäîëîãèÿ áðèçåðîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû áûëè ðàçâèòû äëÿ ñëó÷àÿ
îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, åñòü íåñêîëüêî èññëåäîâàíèé âûñîêî-ðàçìåðíûõ ñèñòåì. Çäåñü íàèáîëåå âàæíî òî,
÷òî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ áðèçåðîâ â âûñîêî-ðàçìåðíûõ íåëèíåéíûõ ðåøåòêàõ ïðèìåíèìî
äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Òàêæå áûëè îïóáëèêîâàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé äëÿ
íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ íåëèíåéíûõ ðåøåòîê, íàïðèìåð, òàêèõ êàê äâóõìåðíàÿ ðåøåòêà Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàìà
[418]�[420], ðåøåòêà Êëåéí-Ãîðäîíà [421]�[422], à òàêæå äëÿ äèñêðåòíûõ ÍØ ñèñòåì [423]�[425]. Òàêæå áûëè
èññëåäîâàíû è ñèñòåìû áîëüøåé ðàçìåðíîñòè [426].

Ðèñ. 4.14. Çàâèñèìîñòè ýíåðãèè áðèçåðà îò àìïëèòóäû äëÿ d-ìåðíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû ÍØ äëÿ ðàçëè÷íûõ
ðàçìåðíîñòåé ðåøåòêè. Ðàçìåð ñèñòåìû N = 100, N = 252, N = 313 äëÿ d = 1, 2, 3, ñîîòâåòñòâåííî [424].

Äèñêðåòíûå áðèçåðû ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî âðåìåíè, ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûìè ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ðåøåòêè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî èõ ñóùåñòâîâàíèå
è ôèçè÷åñêèé èñòî÷íèê íå çàâèñÿò ñóùåñòâåííî îò ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè, èõ ñâîéñòâà, òàêèå êàê ýíåðãèè
âîçáóæäåíèÿ è óñòîé÷èâîñòü, îòëè÷íû â ñèñòåìàõ ñ ðàçíûìè ðàçìåðíîñòÿìè. Ôëàõ è äð. [424] ïåðâûìè ïðîâåëè
èññëåäîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ (îäíî-ïàðàìåòðè÷åñêîãî) ñåìåéñòâà áðèçåðîâ â îäíî-, äâóõ- è òðåõ-ìåðíûõ
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ðåøåòêàõ. Âçÿâ äëÿ ïðèìåðà d-ìåðíóþ äèñêðåòíóþ ìîäåëü ÍØ, îíè ïîêàçàëè, ÷òî ýíåðãèÿ áðèçåðà èìååò
ïîëîæèòåëüíóþ íèæíåþ ãðàíèöó åñëè ðàçìåðíîñòü äàííîé íåëèíåéíîé ðåøåòêè áîëüøå èëè ðàâíà íåêîòîðîìó
êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ. Â ÷àñòíîñòè, îíè îöåíèëè ýíåðãèþ áðèçåðà êàê Ebr ∼ A

(4−zd)/2
0 , ãäå A0 � àìïëèòóäà

áðèçåðà, d � ðàçìåðíîñòü ðåøåòêè, à z � ìîùíîñòü íåëèíåéíîñòè. Òàê, äëÿ d > dc = 4/z, ýíåðãèÿ áðèçåðà
ðàñõîäèòñÿ äëÿ ìàëûõ àìïëèòóä, òàê ÷òî çäåñü â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò ïîðîã äëÿ ýíåðãèè áðèçåðà (ñì. ðèñ. 4.14).
Ýòî çàêëþ÷åíèå î÷åíü âàæíî äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ.

Êåâðåêèäèñ ñ ñîàâòîðàìè [425] ðàçðàáîòàëè ìåòîäîëîãèþ êîíñòðóèðîâàíèÿ äâóõìåðíûõ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ.
Ïðèìåíåíèå åå ê äèñêðåòíîìó óðàâíåíèþ ÍØ ïîêàçàëî, ÷òî êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå òðåõ
ðàçíûõ òèïîâ áðèçåðîâ. Ðàññìîòðåíèå ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ïîêàçàëî, ÷òî íàèáîëåå íåóñòîé÷èâîé ÿâëÿåòñÿ ìîäà
ñ öåíòðîì âíóòðè ÿ÷åéêè, ìîäà ñ öåíòðîì íà âåðøèíå ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óñòîé÷èâîé, â òî âðåìÿ êàê
ïðîìåæóòî÷íûå ìîäû ñ öåíòðàìè íà ãðàíÿõ ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ òàêæå íåóñòîé÷èâûìè. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñíîå
îòëè÷èå ìåæäó îäíîìåðíûì è äâóõìåðíûì ñëó÷àåì ïðîÿâëÿþòñÿ êàê ÷åðåç ñóùåñòâîâàíèå ãèáðèäíîé ìîäû, òàê
è ÷åðåç áîëüøóþ ñëîæíîñòü ñöåíàðèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ýòà êàðòèíà áûëà îïèñàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêà òåîðèè
áèôóðêàöèé. Êåâðåêèäèñ è äð. [425] èçó÷èëè áèôóðêàöèè äâóõìåðíûõ ìîä áðèçåðà â ÷àñòîòíî-ñèëîâîé ôàçîâîé
äèàãðàììå; ïîëó÷åííàÿ áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà íàõîäèòñÿ â ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî àíàëèçà
óñòîé÷èâîñòè.

Ðèñ. 4.15. Áðèçåð äâèæóùèéñÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïëîñêîñòè àòîìîâ
CuO2 â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ. Ñòðóêòóðà èìååò
Ã.Ö.Ê. ñëîè íåïîäâèæíûõ àòîìîâ ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî âûøå
è íèæå, êîòîðûå ñîçäàþò ïîòåíöèàë ïîäëîæêè äëÿ àòîìîâ â ïëîñêîñòè
(a, b) [429].

Èçó÷åíèå ìíîãî-ðàçìåðíûõ áðèçåðîâ ÷àñòî âûçâàíî èõ âîçìîæíûìè ïðèìåíåíèÿìè äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ
ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì. Íàïðèìåð, ñîîáùàëîñü ÷òî óåäèíåííûå ñëîè ñâåðõïðîâîäÿùåãî êóïðàòíîãî
ìàòåðèàëà ìîãóò èìåòü ïîðîãîâóþ òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäÿùåå ñîñòîÿíèå Tc ïîäîáíî îáúåìíîìó
ìàòåðèàëó [427]. Ýòî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìåõàíèçì ñïàðèâàíèÿ â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ â
îñíîâíîì äîìèíèðóåò â ñëîÿõ êðèñòàëëà. Äîïîëíèòåëüíî ê ýòîìó, äðóãèå èññëåäîâàíèÿ ïîääåðæèâàþò èäåþ, ÷òî
ðåøåòî÷íûå ñòðóêòóðû è äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà èãðàþò êðèòè÷åñêóþ ðîëü â ìåõàíèçìàõ ñâåðõïðîâîäèìîñòè [428].
Îñíîâûâàÿñü íà ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèÿõ òîãî, ÷òî ñâåðõïðîâîäÿùèå ñâîéñòâà êóïðàòîâ ñâÿçàíû ñ ñóùåñòâîâàíèåì
ëèíåéíûõ öåïî÷åê àòîìîâ, Ìàðèí è äð. [429] ïðåäëîæèëè ðåàëèçàöèþ ýòèõ âîëí â ôîðìå ïîäâèæíûõ äèñêðåòíûõ
áðèçåðîâ, îáíàðóæåííûõ ðàíåå äëÿ ñëó÷àÿ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè [430]. Îíè ïðîâåëè ÷èñëåííîé ìîäåëèðîâàíèå,
êîòîðîå ïîäòâåðäèëî, ÷òî íåëèíåéíîñòü ðåøåòêè äîïóñêàåò òðàíñïîðò ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûõ è óñòîé÷èâûõ
ïàêåòîâ ýíåðãèè êîëåáàíèé (äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ) âäîëü ýòèõ öåïåé. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîääåðæèâàþò ïðåäûäóùèå
èññëåäîâàíèÿ, â êîòîðûõ ýòè ÷àñòíûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà êóïðàòîâ áûëè ñâÿçàíû ñ èç ñâåðõïðîâîäèìîñòüþ.

Ìàðèí ñ ñîàâòîðàìè [429] ïðîìîäåëèðîâàëè äâóõìåðíûé ñëîé ñîåäèíåíèÿ YBCO ïîñðåäñòâîì äèíàìèêè
ðåøåòêè ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåííîé äâóõìåðíîé ìîäåëè ÔÊ. Îíè èñïîëüçîâàëè ïàðíûå ïîòåíöèàëû ìåæäó
àòîìàìè ïëîñêîñòè è ïðîìîäåëèðîâàëè òðåõìåðíîå îêðóæåíèå êðèñòàëëà ÷åðåç âçàèìîäåéñòâèå ñî ñëîÿìè
íåïîäâèæíûõ àòîìîâ ðàñïîëîæåííûõ âûøå è íèæå ïëîñêîñòè. Ðèñóíîê 4.15 ïîêàçûâàåò òèïè÷íîå ìîäåëèðîâàíèå
äèíàìèêè áðèçåðíîãî ïàêåòà (ýíåðãèÿ áðèçåðà E äàíà â ïðîèçâîëüíûõ åäèíèöàõ). Ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñíèìêàìè
âîçáóæäåíèå ïðîøëî ïðèìåðíî 100 ÿ÷ååê ðåøåòêè ïîòåðÿâ òîëüêî 10% ýíåðãèè, íî îñòàâàÿñü ïðè ýòîì ýêñïîíåíöèàëüíî
ëîêàëèçîâàííûì âîçáóæäåíèåì. Äâèæóùèåñÿ áðèçåðû â îáùåì ñëó÷àå íå îáëàäàþò áåñêîíå÷íûì âðåìåíåì
æèçíè, â ñèëó íåèíòåãðèðóåìîñòè ýòèõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëåé, íî äâóõìåðíûå äâèæóùèåñÿ áðèçåðû, êàê è èõ
îäíîìåðíûå àíàëîãè, îáëàäàþò çàìå÷àòåëüíî äëèííûìè ñðîêàìè æèçíè.
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4.6 Ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû è ïðèëîæåíèÿ

Ëîêàëèçîâàííûå ðåøåíèÿ îïèñûâàþùèå áðèçåðíûå ìîäû áûëè íàéäåíû äëÿ ìíîãèõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé,
âêëþ÷àÿ ðåøåòêè êëàññè÷åñêèõ ñïèíîâ [431]�[434]. Øâàðöåì ñ ñîàâòîðàìè [435] áûëà ñäåëàíà ïåðâàÿ ïîïûòêà
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ â àíòèôåððîìàãíåòèêàõ. Îäíàêî, îäíî èç ñàìûõ âïå÷àòëÿþùèõ
íàáëþäåíèé äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ (ôàêòè÷åñêè âðàùàþùèõ ìîä, íàçâàííûõ íàìè ðîòîáðèçåðàìè) áûëî ñäåëàíî
â ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñòðóêòóðàõ. Ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûå âîçáóæäåíèÿ â ôîðìå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ
áûëè âîçáóæäåíû è èçó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî â êîíå÷íûõ öåïî÷êàõ äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ äâóìÿ
ãðóïïàìè [436, 437]. Ýòè âîçáóæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûì ñêà÷êàì íàïðÿæåíèÿ
íà âîëüòàìïåðíûõ êðèâûõ ïðè èçìåíåíèè â îäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå îòêëèêà äèñêðåòíîé ðåøåòêè òî÷å÷íûõ
êîíòàêòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå, íåñêîëüêî êîíòàêòîâ íàõîäÿòñÿ â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå
êîíòàêòû íàõîäÿòñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî êîíòàêòû â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè
ãåíåðèðóþò ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå áëàãîäàðÿ ñâÿçè ñ ðåçèñòèâíûìè êîíòàêòàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêèì
ýôôåêòàì ìåíÿþùèì ñòðóêòóðó âîëüò-àìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê. Áðèçåðíûå ñîñòîÿíèÿ öåïî÷êè íàáëþäàëèñü ñ
ïîìîùüþ íèçêîòåìïåðàòóðíîãî ëàçåðíîãî ñêàíèðóþùåãî ìèêðîñêîïà è ñðàâíèâàëèñü ñ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè
äëÿ ðåøåíèé òèïà äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ýòèõ
ðåøåíèé áûë èñïîëüçîâàí äëÿ èíòåðïðåòàöèè èçìåíåíèé â ñòðóêòóðå âîëüò-àìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê. Ðàçëè÷íûå
ñîñòîÿíèÿ íà ðèñ. 4.16 ïîêàçàíû äëÿ ðàçíûõ âåòâåé âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè. Êàæäàÿ íàéäåííàÿ
ðåçèñòèâíàÿ êîíôèãóðàöèÿ óñòîé÷èâà âäîëü ñâîåé ÷àñòíîé âåòâè. Ïåðåõîä ìåæäó âåòâÿìè âûçûâàåò ðàçðûâ
íàïðÿæåíèÿ, êîãäà âåòâè ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé òåðÿþò ñâîþ óñòîé÷èâîñòü ïðè íàïðÿæåíèè ïðèìåðíî
1.4mV. Âîçíèêíîâåíèå äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ ÿâëÿåòñÿ çäåñü ñïåöèôè÷åñêèì ñâîéñòâîì ñèñòåì.

Ðèñ. 4.16. Âèõðåâûå ñîñòîÿíèÿ èçìåðåííûå â êîëüöåâîé öåïî÷êå ñ ïîìîùüþ íèçêîòåìïåðàòóðíîãî ñêàíèðóþùåãî
ëàçåðíîãî ìèêðîñêîïà: (A) ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå âèõðåâîå ñîñòîÿíèå, (B � E) ðàçëè÷íûå ëîêàëèçîâàííûå
ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðåòíûì áðèçåðàì [436].

Îäíî èç ïåðâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ áûëî ïðîâåäåíî â âîëíîâîé îïòèêå,
äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñîëèòîíîâ âîçáóæäåííûõ â ñèñòåìå âîëíîâîäîâ [438] (ñì. òàêæå
îáçîð [439] è êíèãó [440]). Ïðîñòðàíñòâåííûå îïòè÷åñêèå ñîëèòîíû ÿâëÿþòñÿ àâòîëîêàëèçîâàííûìè îïòè÷åñêèìè
ïó÷êàìè, êîòîðûå ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â ïëàíàðíûõ âîëíîâîäàõ èëè â îáúåìíîé ñðåäå â ñèëó íåëèíåéíîé
ñàìîôîêóñèðîâêè âûçâàííîé ýôôåêòàìè Êåððà. Âñå ýêñïåðèìåíòû áûëè âûïîëíåíû äëÿ âîëíîâîäíûõ ðåøåòîê
èçãîòîâëåííûõ èç AlGaAs. Êàæäûé âîëíîâîä èìååò øèðèíó 4 µm è äëèíó � íåñêîëüêî mm. Ðåøåòêà îáû÷íî
ñîñòîÿëà èç 40�60 âîëíîâîäîâ. Ñèëà ñâÿçè ìåæäó ñîñåäíèìè âîëíîâîäàìè îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó
íèìè, êîòîðîå èçìåíÿëîñü îò 2 µm äî 7 µm. Â êà÷åñòâå èñòî÷íèêà ñâåòà èñïîëüçîâàëñÿ ëàçåð ñ ñèíõðîííîé
íàêà÷êîé. Ëàçåðíûé ëó÷ ïîñûëàëñÿ â îäèí èç âîëíîâîäîâ è ñâåò ðåãèñòðèðîâàëñÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ 6 mm
ðåøåòêè. Äëÿ ñëàáûõ èíòåíñèâíîñòåé, ðàñïðîñòðàíåíèå áûëî ëèíåéíûì è ñâåò äèôðàãèðîâàë íà âñþ øèðèíó
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ðåøåòêè. Ïðè ïîâûøåíèè èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãî ñèãíàëà âûøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ îòìå÷àëîñü
êîíå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ñâåòà. Ïðè ìîùíîñòè ñâûøå 200 Âàòò, ñâåò çàõâàòûâàëñÿ â áëèçè âõîäíîãî âîëíîâîäà è
óøèðÿëñÿ íå áîëåå ÷åì íà 5 âîëíîâîäîâ, îáðàçóÿ ñèëüíî ëîêàëèçîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå. Àéçåíáåðã è ñîàâòîðû [438]
ïðîäåìîíñòðèðîâàëè õîðîøåå ñîãëàñèå ñ òåîðåòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ äèñêðåòíîãî
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, â êîòîðîì äèñêðåòíàÿ ïåðåìåííàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèÿì ðàçëè÷íûõ
âîëíîâîäîâ, à íåïðåðûâíàÿ ïåðåìåííàÿ � êîîðäèíàòå âäîëü âîëíîâîäîâ ðåøåòêè.

Ðàññåë ñ ñîàâòîðàìè [441] ïðåäëîæèëè è èçó÷èëè ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ìîäåëü ñîñòîÿùóþ èç àíãàðìîíè÷åñêîé
öåïî÷êè ìàãíèòíûõ ìàÿòíèêîâ íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè. Ýòà íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ
ïåðâûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïðèìåðîì êîòîðûé âèçóàëüíî äåìîíñòðèðóåò âûñîêî ìîáèëüíûå è ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûå
äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûå êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ â âèäå áðèçåðíûõ ìîä. Ýòîò òèï íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé
îòëè÷àåòñÿ îò õîðîøî èçâåñòíûõ ñâåðõçâóêîâûõ ñîëèòîíîâ Òîäû, êîòîðûå îïèñûâàþò äâèæåíèå äåôîðìàöèè
ðåøåòêè ïîñòîÿííîãî ïðîôèëÿ. Áîëåå òîãî, ìîäåëü ïðåäëîæåííàÿ Ðàññåëîì ñ ñîàâòîðàìè [441] èíòåðåñíà ñàìà
ïî ñåáå êàê ïðåâîñõîäíûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòðóìåíò äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè íåëèíåéíûõ ðåøåòîê.

Ê ñåãîäíÿøíåìó äíþ áûëî ïðåäëîæåíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ.
Îäíî èõ íèõ îáúÿñíÿåò ìåäëåííûå ðåëàêñàöèîííûå ñâîéñòâà ñòåêëîâèäíûõ ìàòåðèàëîâ. Äðóãîå ïðèëîæåíèå
îòíîñèòñÿ ê ëîêàëèçàöèè è òðàíñïîðòó ýíåðãèè â áèîëîãè÷åñêèõ ìîëåêóëàõ ïîñðåäñòâîì áðèçåðîâ. Ýòà òåîðèÿ
ìîæåò áûòü ïîëåçíà äëÿ îïèñàíèÿ ïåðåíîñà çàðÿäà íåëèíåéíûìè ýëåêòðîíàìè (ïîëÿðîíàìè) è, â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå, äëÿ îïèñàíèÿ òðàíñïîðòà íåñêîëüêèõ íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé, íàïðèìåð, äàâûäîâñêèõ ñîëèòîíîâ.
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Äî ñèõ ïîð ìû îáñóæäàëè òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè aA ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè as. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü ñèòóàöèþ aA 6= as; êîãäà ÔÊ ìîäåëü
îáëàäàåò äâóìÿ êîíêóðèðóþùèìè äëèíàìè, òàê ÷òî åå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü íåòðèâèàëüíûì. Â ýòîé
ãëàâå, ìû îáñóæäàåì íîâûå ýôôåêòû ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì òàêèõ íåòðèâèàëüíûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé.

5.1 Îñíîâíûå ñâîéñòâà

Öåïî÷êà ÔÊ îïèñûâàåòñÿ îäíîìåðíîé ìîäåëüþ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, òàê ÷òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
åå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (ÎÑ), òî åñòü êîíôèãóðàöèÿ àòîìîâ ñ íàèìåíüøåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî ïðîñòûì. Ýòî äåéñòâèòåëüíî ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå êîãäà ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè aA
ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè as. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó ÎÑ, â êîòîðîì âñå
àòîìû çàíèìàþò ìèíèìóìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, êðîìå ðàññìîòðåííîãî ðàíåå â ïàðàãðàôå 3.5.2 ñëó÷àÿ
íåâûïóêëîãî ïîòåíöèàëà.

Îäíàêî, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå aA 6= as è ìîäåëü ÔÊ õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ êîíêóðèðóþùèìè äëèíàìè,
òàê ÷òî ïðîáëåìà ÎÑ ñòàíîâèòñÿ ìåíåå òðèâèàëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî, ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò
ê ðàâíîóäàëåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ àòîìîâ, â òî âðåìÿ êàê âçàèìîäåéñòâèå ñ ïîäëîæêîé çàñòàâëÿåò àòîìû
ñòðåìèòüñÿ â êîíôèãóðàöèþ, â êîòîðîé îíè ðåãóëÿðíî ðàñïîëîæåíû ñ ìåæàòîìíûìè ðàññòîÿíèåì as. Â
ðåçóëüòàòå ñîðåâíîâàíèÿ ýòèõ âçàèìîäåéñòâèé ìîæåò íàõîäèòüñÿ â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ (ôàçàõ). Ïåðâàÿ
ôàçà ÿâëÿåòñÿ ñîèçìåðèìîé (C-ôàçîé, èçâåñòíàÿ òàêæå êàê ïåðèîäè÷åñêàÿ èëè êðèñòàëëè÷åñêàÿ ôàçà), êîãäà
êîîðäèíàòû àòîìîâ xl ðàñïîëîæåíû ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì as (èëè ñ ïåðèîäîì êðàòíûì as). Âòîðàÿ
ôàçà ÿâëÿåòñÿ íåñîèçìåðèìîé (IC-ôàçîé), êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîîðäèíàò xl íå îïèñûâàåòñÿ ïðîñòîé
àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. Êîíöåïöèÿ íåñîðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü èíòåðåñíîé òåìîé êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé,
òàê è ñ ôèçè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîíôèãóðàöèé êîîðäèíàò àòîìîâ
ïðèâîäÿò ê òàê íàçûâàåìîìó ñòàíäàðòíîìó îòîáðàæåíèþ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé
òåîðèè õàîñà.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì áåñêîíå÷íóþ ÔÊ öåïî÷êó â ñëó÷àå êîãäà äëèíà L è ÷èñëî àòîìîâN ñòðåìÿòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè, íî ëèíåéíàÿ êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ

n = lim
N,L→∞

N/L, (5.1)

îñòàåòñÿ êîíå÷íîé. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè öåïî÷êè áóäåò ðàâíî aA = L/N = n−1,
à áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ (òàê íàçûâàåìûé ïàðàìåòð ïîêðûòèÿ) θ çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

θ =
N

M
=
as
aA
, (5.2)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå L = NaA = Mas. Óäîáíî ââåñòè òàê íàçûâàåìûé ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè
(window number) w çàäàâàåìûé óðàâíåíèåì

w = aA (mod as) ≡
{
aA
as

}
, (5.3)

ãäå {x} = x− int(x), à int(x) � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå ìåíüøå èëè ðàâíî
x. Êðîìå òîãî, êîãäà ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë Vint(x) èìååò àáñîëþòíûé ìèíèìóì ïðè íåêîòîðîì amin, óäîáíî
âåñòè ïàðàìåòð íåñîîòâåòñòâèÿ P îïðåäåëÿåìûé êàê
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P =
amin − q0as

as
, (5.4)

ãäå q0 = int
(
amin
as

+ 1
2

)
� öåëîå ÷èñëî ïðèâîäÿùåå P â èíòåðâàë

[− 1
2 ,

1
2

]
.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èìååòñÿ äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè, ÔÊ öåïî÷êà c �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ� è
öåïî÷êà ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè�, êîòîðûå îáñóäèì áîëåå ïîäðîáíî.

Â ñëó÷àå �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòè� (èíîãäà íàçûâàåìûì ñëó÷àåì �ôèêñèðîâàííîé äëèíû� èëè �ôèêñèðîâàííûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé�) ìû ïðåäïîëàãàåì ÷òî çíà÷åíèÿ L è N ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè, òàê ÷òî ïàðàìåòð n
(θ èëè w) ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ìîäåëè. Òàê êàê ïîòåíöèàëû Vsub è Vint íå çàâèñÿò îò èíäåêñà àòîìà l, òî
ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé è ïåðåíóìåðîâêà àòîìîâ íå ìåíÿåò ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà êîíôèãóðàöèè. Â ñèëó
ïåðèîäè÷íîñòè Vsub, ïðåîáðàçîâàíèå σi,j îïðåäåëåííîå êàê

σi,j{xl} = {xl+i + jas} (5.5)

(i è j ïðîèçâîëüíûå öåëûå) ïðèâîäèò ê äðóãîé êîíôèãóðàöèè ñ òîé æå ñàìîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé.
Ðàññìîòðèì äâå êîíôèãóðàöèè {xl} è {yl}, ñêàæåì ÷òî îäíà èç íèõ ìåíüøå ÷åì äðóãàÿ, {xl} < {yl}, åñëè xl < yl
äëÿ âñåõ l. Êîíôèãóðàöèÿ {xl} ÿâëÿåòñÿ ðîòàöèîííî óïîðÿäî÷åííîé [442], åñëè äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ σi,j ïðåîáðàçîâàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ {yl} = σi,j{xl} áóäåò ëèáî ìåíüøåé ÷åì {xl}, ëèáî áîëüøå
÷åì, äî òåõ ïîð ïîêà íå ñîâïàäåò ñ èñõîäíîé. Äëÿ ðîòàöèîííî óïîðÿäî÷åííîé êîíôèãóðàöèè ìû èìååì:

σi,j{xl} < {xl} åñëè iw + j < 0,
σi,j{xl} > {xl} åñëè iw + j > 0. (5.6)

Çàìåòèì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ, òàê æå êàê êîíôèãóðàöèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé (ñì. íèæå) âñåãäà ÿâëÿþòñÿ
ðîòàöèîííî óïîðÿäî÷åííûìè.

Åñëè çíà÷åíèå θ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì,
θ =

s

q
(5.7)

ñ âçàèìíî ïðîñòûìè s è q, òàê ÷òî
w = q (mod s) ≡

{q
s

}
=
r

s
, (5.8)

ãäå r = q − s int(q/s), òî êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ áóäåò C-ôàçîé ñ ïåðèîäîì

a = qas = saA, (5.9)

è ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà áóäåò ñîñòîÿòü èç s àòîìîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ èððàöèîíàëüíîãî çíà÷åíèÿ θ ÎÑ áóäåò
èìåòü íåñîèçìåðèìóþ ôàçó. Ñòðóêòóðà íåñîèçìåðèìîé ôàçû â ìîäåëè ÔÊ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì
ïàðàìåòðà g. À èìåííî, ñ ïðåâûøåíèåì g íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ gAubry(θ) âíåçàïíî ïðîèñõîäèò
�ïåðåõîä ðàçðóøàþùèé àíàëèòè÷íîñòü� è îäíîâðåìåííî ïîÿâëÿþòñÿ �ñäâèãîâûå ìîäû� (ñì. äàëåå ïàðàãðàô
5.2.2). Îáðè è Ëå Äåðîí [443] äîêàçàëè ÷òî êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà
θ, åñëè ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì, òî åñòü åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ,
÷òî V ′′int(x) ≥ C > 0 äëÿ âñåõ x, 0 < x < ∞. Äëÿ íåâûïóêëûõ ìåæàòîìíûõ ïîòåíöèàëîâ (òàêèõ êàê ïîòåíöèàë
Ìîðñà èëè ñèíóñîèäàëüíûé ïîòåíöèàë, ñì. ïàðàãðàô 5.4.3) ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå; íàïðèìåð, â ñëó÷àå
amin < aA öåïî÷êà ìîæåò ðàçðûâàòüñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîëóáåñêîíå÷íûå ÷àñòè ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè.

Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò êîãäà öåïî÷êà èìååò îäèí èëè äâà ñâîáîäíûõ êîíöà, òàê ÷òî åå äëèíà L óæå
íå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé (ñëó÷àé �ñâîáîäíûõ êîíöîâ� èëè �ãðàíè÷íûå óñëîâèå îòêðûòûõ êîíöîâ�). Êîíå÷íî,
öåïî÷êà �ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè� ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî åñëè ïîòåíöèàë Vint(x) èìååò ïðèòÿãèâàþùóþ
âåòâü, òî åñòü ìèíèìóì íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè amin. Îäíàêî, åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðàÿ âíåøíÿÿ
ñèëà (�äàâëåíèå� Π) ïðèëîæåíà ê êîíå÷íûì àòîìàì, ñèòóàöèÿ �ñâîáîäíûõ êîíöîâ� áóäåò èìåòü ìåñòî è
äëÿ ìåæàòîìíîãî îòòàëêèâàíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ òàê æå ïðîèñõîäèò êîãäà ÔÊ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ
�â êîíòàêòå� ñ �ôàçîé ïàðà� èìåþùåé íåíóëåâîé õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ, òàê ÷òî ÷èñëî àòîìîâ N íå
ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ îäèí èç ïàðàìåòðîâ amin (P ), Π, èëè µ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì
ìîäåëè îïðåäåëÿþùèì çíà÷åíèå θ, è ïîýòîìó îí îïðåäåëÿåò êîíôèãóðàöèþ ÎÑ. À èìåííî, äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé
íåñîîòâåòñòâèÿ P , àòîìû êîíôèãóðàöèè ÎÑ ðàâíîìåðíî ðàçìåùåíû â ìèíèìóìàõ ÿì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
(òðèâèàëüíîå ÎÑ). Ñ óâåëè÷åíèåì |P |, âûøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ PFM ÎÑ íåïðåðûâíî ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå
õàðàêòåðèçóþùèåñÿ êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ êèíêîâ (�êèíê� áóäåò ñòðîãî îïðåäåëåí äàëåå â ïàðàãðàôå 5.2.1).
Êîãäà |P | óâåëè÷èâàåòñÿ è ïðåâûøàåò PFM , ñðåäíèé ïåðèîä aA ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé, òàê
÷òî êàæäîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóåò âûñîêî-óïîðÿäî÷åííîé ñîðàçìåðíîé ôàçå. Êðèâàÿ aA(P ) (èëè ïîäîáíûå,
ñì. çàâèñèìîñòü w(P ) íà ðèñ. 5.1) èçâåñòíà áëàãîäàðÿ Ìàíäåëüáðàòó [444] ïîä èìåíåì ëåñòíèöà äüÿâîëà (â
ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îíà èçâåñòíà êàê �êàíòîðîâñêàÿ ôóíêöèÿ�). Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
g, g � 1, îáùàÿ øèðèíà øàãîâ î÷åíü ìàëà è ìåæäó çíà÷åíèåì aA ðàñïîëîæåíû íåñîèçìåðèìûå ôàçû ñ
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èððàöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè w, òàê ÷òî äüÿâîëüñêàÿ ëåñòíèöà ÿâëÿåòñÿ �íåïîëíîé�. Îäíàêî, êîãäà âåëè÷èíà g
ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå gAubry (gAubry ≈ 1), ïåðåõîä ðàçðóøàþùèé àíàëèòè÷íîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ ÷åðåç
èñ÷åçíîâåíèå íåñîèçìåðèìûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé; íåñîèçìåðèìûå ôàçû áîëüøå óæå íå ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè
ñîñòîÿíèÿìè, òàê êàê âûñîêî-óïîðÿäî÷åííàÿ C-ôàçà ñòàíîâèòüñÿ âñåãäà áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé êîíôèãóðàöèåé
ñ ìåíüøåé ýíåðãèåé. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ aA(P ) îïèñûâàåòñÿ �ïîëíîé� äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöåé.

Ðèñ. 5.1. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè w îò
ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ P äëÿ ÔÊ öåïè ñî ñâîáîäíûìè
êîíöàìè (g = 1) [445].

Èññëåäîâàíèå óïîìÿíóòûõ âûøå âîïðîñîâ áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ of Èíãà [446], Ñîêîëîâà [447], Îáðè [448]�
[454], Áóëàåâñêîãî è Õîìñêîãî [455], Òåîäîðó è Ðàéñà [456], Ïîêðîâñêîãî è Òàëàïîâà [457], Ñàêêî è Ñîêîëîâà [458],
Áàêà [459] è ïðîäîëæàþòñÿ äî ñèõ ïîð (ñì. òàêæå îáçîðû [277, 460, 461]).

Íåäàâíî, ìåòîäîì ñêàíèðóþùåé òóííåëèðóþùåé ìèêðîñêîïèè Õèïàëî ñ ñîàâòîðàìè [462] íàáëþäàë óïîðÿäî÷åííûå
ôàçû â Pb/Si(111) ÿâëÿþùåìñÿ îäíèì èç ëó÷øèõ ïðèìåðîâ ôàçîâîé äèàãðàììû òèïà äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöû.
Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåäåëàõ óçêîãî äèàïàçîíà ïîêðûòèÿ (1.2 < θ < 1.3 ìîíîñëîåâ) ôàçû ïîñòðîåíû ñîãëàñíî
ïðàâèëàì ïðåäñêàçàííûì â òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.

Êàæäàÿ êîíôèãóðàöèÿ {xl} õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

EN ({xl}) =
N∑

l=1

Vsub(xl) +
N∑

l=2

Vint(xl − xl−1), (5.10)

ãäå ó÷òåíû òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ àòîìîâ. Äëÿ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè àòîìîâ ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü ýíåðãèþ ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäèí àòîì ε ({xl}),

ε ({xl}) =
1
N

lim
N→∞

EN ({xl}) . (5.11)

Ñòàöèîíàðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì ñïîñîáîì, ÷òîáû ñèëà äåéñòâóþùàÿ íà êàæäûé àòîì áûëà
ðàâíà íóëþ:

∂EN ({xl})
∂xl

= 0 äëÿ âñåõ l. (5.12)

Ñòàöèîíàðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé åñëè ìàëîå ñìåùåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà àòîìîâ ïðèâîäèò
ê óìåíüøåíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Êîíå÷íî, áîëüøèíñòâî íåóñòîé÷èâûõ êîíôèãóðàöèé ÿâëÿþòñÿ
ñåäëîâûìè, äëÿ êîòîðûõ ýíåðãèÿ óìåíüøàåòñÿ òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè N -ìåðíîãî êîíôèãóðàöèîííîãî
ïðîñòðàíñòâà è óâåëè÷èâàþòñÿ äëÿ îñòàëüíûõ. Óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûì
ìèíèìóìàì ôóíêöèè ε ({xl}), è áîëüøèíñòâî èç íèõ îïèñûâàåò ìåòàñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ
òîãî ÷òîáû íàéòè îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÔÊ öåïè, ìû äîëæíû èñêàòü óñòîé÷èâóþ êîíôèãóðàöèþ, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

(a) Îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïîäõîäÿùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, êîòîðûå ðàçëè÷íû äëÿ ñëó÷àåâ �ôèêñèðîâàííîé
ïëîòíîñòè� è �ñâîáîäíûõ êîíöîâ�;

(b) Îíà äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü àáñîëþòíîìó ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè;
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(c) Îíà äîëæíà áûòü �îäíîðîäíîé�, èëè �áåçäåôåêòíîé�, èëè �ðåêóðåíòíîé� ñîãëàñíî to Îáðè [460]. Ýòî óñëîâèå
âàæíî äëÿ áåñêîíå÷íîé öåïè àòîìîâ, òàê êàê êîíå÷íîå ÷èñëî ëîêàëüíûõ äåôåêòîâ (êèíêîâ) âñòàâëåííûõ â
êîíôèãóðàöèþ ÎÑ íå èçìåíèò ýíåðãèþ ε ({xl}).
ßâíîå ñòðîãîå âû÷èñëåíèå êîíôèãóðàöèè ÎÑ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî òîëüêî äëÿ ÷àñòíûõ, ñèëüíî óïðîùåííûõ

ìîäåëåé, òàêèõ êàê ìîäåëü ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè Vsub(x) ïîñòðîåííûì èç ñîåäèíåííûõ
êóñêîâ ïàðàáîë. Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.12) íåèíòåãðèðóåìà, ïîýòîìó òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Îäèí èç ìåòîäîâ, èñïîëüçîâàííûé Ïåéðàðîì è Îáðè [463] è Áðàóíîì [176], òàê íàçûâàåìûé
�ãðàäèåíòíûé ìåòîä�, ñòàðòóåò ñ ïîäõîäÿùåé íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè è çàòåì ðåøàåò íàáîð óðàâíåíèé

dxl
dτ

= −∂EN ({xl})
∂xl

. (5.13)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.13) äàåò òðàåêòîðèþ ñèñòåìû â ñèëüíî äåìïôèðîâàííîì ïðåäåëå η →∞ (òàê íàçûâàåìóþ
�àäèàáàòè÷åñêóþ� òðàåêòîðèþ � ñì. ïàðàãðàô 5.2.1), êîòîðàÿ âñåãäà ñòðåìèòñÿ ê óñòîé÷èâîé êîíôèãóðàöèè.
Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ìåòàñòàáèëüíûõ êîíôèãóðàöèé, ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.13) ìîæíî äîáàâèòü
ãàóññîâñêóþ ñëó÷àéíóþ ñèëó. Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ àìïëèòóäó øóìà íóæíî óìåíüøàòü äî íóëÿ ñ ìàëîé
ñêîðîñòüþ γ. Îäíàêî, â ñëó÷àå g � 1 íåîáõîäèìîå âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ts ðåçêî âîçðàñòàåò, ts ∝ ln ln 1/γ,
è íóæíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíóþ ïðîöåäóðó ââåäåíèÿ �âû÷èñëèòåëüíûå ôåðìåíòû� [464]. Çàìåòèì òàêæå,
÷òî τ â óðàâíåíèè (5.13) íå ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì, íî ìåíÿåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèè. Ãëàâíîé òðóäíîñòüþ ýòîãî
ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ óãàäûâàíèå �õîðîøåé� íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè âåäóùåé ê ÎÑ. Äðóãàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ
íåîáõîäèìîñòüþ îòëè÷èòü êîíå÷íóþ êîíôèãóðàöèþ ÎÑ îò ìíîãî÷èñëåííûõ ìåòàñòàáèëüíûõ êîíôèãóðàöèé.

Äðóãèì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.12) ìåòîäîì Íüþòîíà, áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü êîòîðîãî
ðåçêî óìåíüøàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèÿ. Ýòîò ìåòîä, îäíàêî, òðåáóåò î÷åíü õîðîøåãî âûáîðà ïðàâèëüíîãî íà÷àëüíîãî
óñëîâèÿ [465]�[467].

Ñàìûé ýôôåêòèâíûé ÷èñëåííûé ìåòîä, ãàðàíòèðóþùèé ïîëó÷åíèå ÎÑ (èëè ïî êðàéíåé ìåðå â ñëó÷àå
âûðîæäåíèÿ îäíîãî èç ÎÑ) áûë ïðåäëîæåí Ãðèôèòöåì è ×îó [276]. Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ �ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé� èëè �ìåòîäîì ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà�; îí áûë êðàòêî ðàññìîòðåí â ãëàâå 3.5.2, ñì.
òàêæå ðàáîòû [277, 445]. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëåííûå ìåòîäû âñåãäà èìåþò äåëî ñ ñîðàçìåðíîé ôàçîé, òàê êàê ïðè
êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ÷èñëî N âñåãäà êîíå÷íî. Îäíàêî, ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîð N è M , òàêîé êàêîé
äàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèááîíà÷è, ïðèâîäèò ê çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà w, êîòîðûå ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìû îò
èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå �ñâîáîäíûõ êîíöîâ� êîíöû öåïè äîëæíû áûòü ñâîáîäíûìè,
â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñëó÷àÿ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòè� íóæíî èñïîëüçîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ,

xN+1 = x1 +N aA. (5.14)

Ïîìèìî ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé, âàæíûå ðåçóëüòàòû î ñòðóêòóðå ñòàöèîíàðíîé ÔÊ êîíôèãóðàöèè ìîæíî
ïîëó÷èòü çàìåíèâ óðàâíåíèå (5.12) �ñèìïëåêñíûì îòîáðàæåíèåì�. Íàïðèìåð, äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ñ
ñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè,

Vsub(x) = 1− cosx, (5.15)
è ãàðìîíè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé,

Vint(x) =
1
2
g (x− amin)2, (5.16)

ñòàöèîíàðíàÿ êîíôèãóðàöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé

g(xl+1 + xl−1 − 2xl) = sinxl. (5.17)

Îáðè [448] áûë ïåðâûì, êòî ïîêàçàë ÷òî óðàâíåíèå (5.17) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê äâóõìåðíîå ñîõðàíÿþùåå
ïëîùàäü íåëèíåéíîå èñêðèâëÿþùåå îòîáðàæåíèå

xl+1 = xl + pl+1,

pl+1 = pl +K sinxl, (5.18)

ãäå K ≡ g−1. Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó xl = x̃l + q0las, pl = p̃l + q0as ñ ïîäõîäÿùèì öåëûì ÷èñëîì q0, îòîáðàæåíèå
(5.18) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

Yl+1 = T Yl, (5.19)
ãäå òî÷êà Yl = (x̃l, p̃l) îïðåäåëåíà íà òîðå (0, as)× (0, as). Òàê, îòîáðàæåíèå (5.19) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ëþáóþ
ñòàöèîíàðíóþ êîíôèãóðàöèþ ìîäåëè ÔÊ êàê òðàåêòîðèþ �èñêóññòâåííîé� íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ äèñêðåòíûì �âðåìåíåì� l è �ýâîëþöèîííûì� îïåðàòîðîì T .
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Ñîõðàíÿþùèå ïëîùàäü èñêðèâëÿþùèå îòîáðàæåíèÿ áûëè ýêñòåíñèâíî èçó÷åíû (ñì. íàïðèìåð ññûëêó [468])
êàê ïðèìåðû äèíàìè÷åñêèõ Ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò ïîëíûé äèàïàçîí âîçìîæíûõ
äèíàìèê îò ðåãóëÿðíîé (èíòåãðèðóåìîé) äî õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáùèìè
äëÿ øèðîêîé îáëàñòè ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, îò óñêîðèòåëÿ äî õèìè÷åñêîé ôèçèêè è ôèçèêè
æèäêîñòåé. Óðàâíåíèå (5.18), èçâåñòíîå êàê ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå Òýéëîðà-×èðèêîâà, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
õîðîøî èçó÷åííûì ïðèìåðîì ñîõðàíÿþùåãî ïëîùàäü îòîáðàæåíèÿ. Îíî áûëî âïåðâûå ðàññìîòðåíî ×èðèêîâûì [469],
à çàòåì èçó÷åíî â áîëüøîì ÷èñëå ðàáîò [470]�[473], òàê êàê îíî îïèñûâàåò âðåìåííóþ äèíàìèêó ìàÿòíèêà ïîä
äåéñòâèåì ñèíóñîèäàëüíîé ñèëû, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷åñêîé ìîäåëåé äåìîíñòðèðóþùèõ ïåðåõîä
îò ðåãóëÿðíîãî ê õàîòè÷åñêîìó äâèæåíèþ.

Ñòàðòóÿ èç ëþáîé òî÷êè Y0 íà òîðå, ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå îòîáðàæåíèÿ T èëè T−1 ãåíåðèðóåò îðáèòó
{Yl}, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ëèáî ðåãóëÿðíîé (ïåðèîäè÷åñêîé), åñëè T sYl = Yl, èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîé, åñëè âñå
òî÷êè Yl ëåæàò íà íåïðåðûâíîé êðèâîé íà òîðå, èëè õàîòè÷åñêîé (ñì. ðèñ.. 5.2). Íå âõîäÿ â äåòàëè, ìû ïðèâåäåì
òîëüêî îñíîâíûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ òàêèõ ñèñòåì (ïîëíàÿ òåîðèþ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [473, 474]).

Ðèñ. 5.2. Îòîáðàæåíèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ (xl+2, xl+1) =
T ′(xl+1, xl) ïîêàçûâàþùåå òðàåêòîðèè
íà÷àëüíûõ òî÷åêMi èçîáðàæåííûõ íà
ðèñóíêàõ äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè
ïðè (a) g = 13.333, (b) g = 10 è (c)
g = 8 [460].

Ïðè K = 0 (èëè g = ∞) îòîáðàæåíèå (5.19) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì è âñå îðáèòû áóäóò ðåãóëÿðíûìè.
Îíè ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè w: âñå òî÷êè Yl äàííîé îðáèòû {Yl}
ëåæàò íà ïðèíàäëåæàùåé òîðó îêðóæíîñòè p̃ = was = const è äåëàþò ïîâîðîò íà óãîë 2πw íà îäíîé èòåðàöèè
îòîáðàæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÔÊ êîíôèãóðàöèÿ èìååò ïîñòîÿííîå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè. Âñå îðáèòû
(âêëþ÷àÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñ ðàöèîíàëüíûìè çíà÷åíèÿìè w) ÿâëÿþòñÿ ñêîëüçÿùèìè
(íå çàêðåïëåííûìè), òî åñòü îíè ìîãóò âðàùàòüñÿ êàê îäíî öåëîå íà ëþáîé óãîë. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñìåùåíèå
ÔÊ êîíôèãóðàöèè íà ëþáîå ðàññòîÿíèå ∆x ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîé êîíôèãóðàöèè èìåþùóþ òóæå ñàìóþ
ýíåðãèþ. Èððàöèîíàëüíûå ïàðàìåòðû îêîí ïðîèçâîäÿò íåñ÷åòíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåñîèçìåðèìûì ôàçàì ÔÊ ìîäåëè. Òàê îáðàçîì, ïðè K = 0 ñêîëüçÿùèå îðáèòû
ïîêðûâàþò öåëûé òîð è îáðàçóþò ìíîæåñòâî ñ ìåðîé νs = 1.

Ðåãóëÿðíûå îðáèòû ïðîäîëæàþò ñóùåñòâîâàòü ïðè ëþáîì K 6= 0. Äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî w = r/s
çäåñü ñóùåñòâóþò ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà ñ ïåðèîäîì s, T sYl = Yl. Îäíàêî, ïðè K 6= 0 ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà
âñåãäà íàõîäèòñÿ â çàêðåïëåííîì ñîñòîÿíèè, òî åñòü ñîñòîèò òîëüêî èç êîíå÷íîãî ÷èñëî ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê,
è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÔÊ êîíôèãóðàöèÿ çàêðåïëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ
ñïåöèàëüíûõ ïîòåíöèàëîâ, òàêèõ êàê êóñî÷íî-ïàðàáîëè÷åñêèé Vsub(x) ñ íåïðåðûâíîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé,
ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íåçàêðåïëåííûå (ñêîëüçÿùèå) êîíôèãóðàöèè ñ
ðàöèîíàëüíûì w ñóùåñòâóþò ïðè K 6= 0 [445]. Äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî çíà÷åíèÿ w òàêæå ñóùåñòâóþò
ðåãóëÿðíûå îðáèòû. Õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìà Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà-Ìîçåðà ãàðàíòèðóåò, ÷òî ýòè îðáèòû
(�èíâàðèàíòíûå� îðáèòû èëè �KAM-òîðû�) ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ è èìåþò íà òîðå êîíå÷íóþ
ìåðó νs, 0 < νs < 1, òàê ÷òî ñêîëüçÿùèå êîíôèãóðàöèè ÔÊ ìîäåëè ïðîäîëæàþò ñóùåñòâîâàòü ïî êðàéíåé ìåðå
äëÿ ìàëûõ K 6= 0. Îêðóæíîñòè ñ èððàöèîíàëüíûì w, êîòîðûå ëåæàò ìåæäó ðåãóëÿðíûìè (�èíâàðèàíòíûìè�)
îðáèòàìè ðàçðóøàþòñÿ õàîñîì, òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòû áóäóò �õàîòè÷åñêèìè�, à ÔÊ êîíôèãóðàöèè
� çàêðåïëåííûìè. Ñîãëàñíî òåîðèè ñòîõàñòè÷íîñòè, �îáëàñòü� νc çàíÿòàÿ õàîòè÷åñêèìè îðáèòàìè äîëæíà
âîçðàñòàòü ñ óâåëè÷åíèåì K. Ðàçðóøåíèå ðåãóëÿðíûõ îðáèò íà÷èíàåòñÿ ñ �ðåçîíàíñíûõ� îêðóæíîñòåé, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ �áëèçêèìè� ê �ïðîñòûì� ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì (òî åñòü ê îðáèòàì ñ w = 0, 1

2 ,
1
3 , è ò.ä.), è

çàêàí÷èâàåòñÿ íà îêðóæíîñòÿõ ñ "íàèáîëåå èððàöèîíàëüíûì"÷èñëîì, çîëîòîì ñå÷åíèè wgm = (
√

5 − 1)/2 (èëè
w′gm = 1 − wgm) ïðè K = Kc. Âäàëè îò õàîòè÷åñêîãî ïîðîãà Kc áîëåå íåò íåçàêðåïëåííûõ îðáèò, áîëüøèíñòâî
òîðà çàíÿòî õàîòè÷åñêèìè îðáèòàìè, è νc = 1. Íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ îðáèò ñ èððàöèîíàëüíûìè
çíà÷åíèÿìè w ïðîäîëæàþò ñóùåñòâîâàòü, íî òåïåðü îíè îáðàçóþò êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, êîòîðîå íà òîðå èìååò
íóëåâóþ ìåðó νs = 0. Ïîýòîìó ïðè K ≥ Kc âñå ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè ÔÊ ìîäåëè áóäóò çàêðåïëåííûìè.
Âåëè÷èíà ïîðîãà õàîòè÷íîñòè Kc ≡ g−1

Aubry(wgm) ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ãðèíà [471, 472, 475],
è îíà îöåíèâàåòñÿ êàê Kc ≈ 0.971635406 (ñì., íàïðèìåð, ññûëêè [460, 473, 476]). (Çàìåòèì, ÷òî èððàöèîíàëüíîå
÷èñëî çîëîòîé ñåðåäèíû wgm = (

√
5−1)/2 ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíî ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè, êîòîðûå îáðàçóþò
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷è wn = sn−1/sn ñ sn = sn−1 + sn−2 è s0 = 1, s1 = 2, òàê ÷òî w5 = 8/13, w6 = 13/21,
w7 = 21/34, w8 = 34/55, w9 = 55/89, w10 = 89/144, è ò.ä., è |w10−wgm| ≈ 2× 10−5, |w14−wgm| ≈ 5× 10−7, è ò.ä.)

Êàæäàÿ îðáèòà îòîáðàæåíèÿ (5.19) â ìîäåëè ÔÊ ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîé êîíôèãóðàöèè. Çàìåòèì, ÷òî
õîòÿ îòîáðàæåíèå (5.19) íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà ìîäåëè amin, íî ñîîòâåòñòâóþùèå ÔÊ êîíôèãóðàöèè
õàðàêòåðèçóþòñÿ èõ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ε({xl}), êîòîðàÿ çàâèñèò îò amin. Áîëüøèíñòâî îðáèò ñîîòâåòñòâóåò
íåóñòîé÷èâûì êîíôèãóðàöèÿì ÔÊ ìîäåëè. (Çàìåòèì, ÷òî ôèçè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ÔÊ êîíôèãóðàöèè íå
äîëæíà áûòü ïåðåïóòàíà ñ óñòîé÷èâîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùåé îðáèòû. Íàïðèìåð, òðèâèàëüíàÿ ÔÊ êîíôèãóðàöèÿ
ñîîòâåòñòâóåò �äèíàìè÷åñêè íåóñòîé÷èâîé� íåïîäâèæíîé òî÷êè ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ). Ìàëàÿ äîëÿ îðáèò
ñîîòâåòñòâóåò ìåòàñòàáèëüíûì êîíôèãóðàöèÿì è òîëüêî îäíà îïèñûâàåò ÎÑ. Íàïîìíèì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ:

(a) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (äëÿ ñëó÷àÿ �ñâîáîäíûõ êîíöîâ� ìû äîëæíû ðàññìîòðåòü
âñå îðáèòû, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñëó÷àÿ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòè� ìû äîëæíû âûäåëèòü îðáèòû ñ
ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè w);

(b) äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü íàèìåíüøåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè;
(c) äîëæíà áûòü �ðåêóððåíòíîé� (ñîãëàñíî Îáðè [460], ðåêóððåíòíàÿ îðáèòà äîëæíà âîçâðàùàòüñÿ ê ëþáîé

îêðåñòíîñòè ëþáîé ñâåé òî÷êè. Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå îñíîâíàÿ èäåÿ çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáàÿ ÷àñòü
ÔÊ êîíôèãóðàöèè ïîÿâèòñÿ ïîçæå ñíîâà â òîé æå ñàìîé êîíôèãóðàöèè â ïðåäåëå ïðîèçâîëüíî áëèçêîãî
ïðèáëèæåíèÿ).

Îáðè è Ëå Äåðîí [443] äîêàçàëè, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ âñåãäà ñâÿçàíà ñ ðåãóëÿðíîé îðáèòîé. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî
w îðáèòà ÎÑ ïåðèîäè÷íà, ïðè èððàöèîíàëüíîì w îíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ëèáî íà íåïðåðûâíîé öèêëè÷åñêîé
òðàåêòîðèè (ãëàäêèé �KAM òîð�) èëè íà ðàçðûâíîì êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå. Ïåðåõîä ê ðàçðóøåíèþ àíàëèòè÷íîñòè
Îáðè, êîòîðûé äëÿ ñëó÷àÿ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòè� ïðîèñõîäèò ïðè g = gAubry(w), ñîîòâåòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêîìó
ðàçðóøåíèþ íåïðåðûâíîãî öèêëà ñ äàííûì w. Áîëåå òîãî, îòìåòèì, ÷òî îðáèòà ÎÑ îñòàåòñÿ ðåãóëÿðíîé
(íå õàîòè÷åñêîé) íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíà âëîæåíà â õàîòè÷åñêóþ îáëàñòü îòîáðàæåíèÿ, òî åñòü îíà òîëüêî
ïðèíàäëåæèò êàíòîðîâîìó ìíîæåñòâó íóëåâîé ìåðû îðáèò, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ õàîòè÷åñêèìè. Ïåðåõîä îò
�íåïîëíîé� ê �ïîëíîé� äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöû äëÿ ìîäåëè ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� ïðîèñõîäèò ïðè Kc = g−1

c ,
ãäå gc = minwgAubry(w) = gAubry(wgm), êîãäà ðàçðóøåíû âñå �èíâàðèàíòíûå� öèêëû.

Ìåòàñòàáèëüíûå ÔÊ êîíôèãóðàöèè îïèñûâàþò âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, ôðàêöèÿ
�õàîòè÷åñêèõ� îðáèò ñîîòâåòñòâóåò ìåòàñòàáèëüíûì êîíôèãóðàöèÿì ñ õàîòè÷åñêè çàêðåïëåííûìè êèíêàìè.
Òàêèì îáðàçîì, ÔÊ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè èññëåäîâàíèè àìîðôíûõ òåë (ñì. ïàðàãðàô 6.3).
Äðóãèì ôèçè÷åñêè âàæíûì ðåøåíèåì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, êîòîðàÿ ñòðåìèòüñÿ ê ðàçíûì
ïåðèîäè÷åñêèì îðáèòàì ïðè l→ ±∞. Ýòà îðáèòà ñîîòâåòñòâóåò âîçáóæäåííîìó êèíêó ÔÊ ìîäåëè. Ãîìîêëèíè÷åñêèå
òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîíòèíóóìà òî÷åê êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê
ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå ïðè l → +∞, è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îïðåäåëåííîãî àíàëîãè÷íûì óñëîâèåì ïðè
l → −∞. Åñëè ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ ïîä íåíóëåâûì óãëîì, êèíêè áóäóò çàêðåïëåíû è ñòàíäàðòíîå
îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè ïèíèíãà [149, 156]. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà
ìíîãîîáðàçèÿ ñëèâàþòñÿ â îäíó íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, ÏÍ áàðüåð ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì.

5.2 Öåïî÷êà ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ

5.2.1 Ñîðàçìåðíûå êîíôèãóðàöèè

Êîíôèãóðàöèÿ {xl} ÿâëÿåòñÿ ñîðàçìåðíîé åñëè ñóùåñòâóåò äâà íåïðèâîäèìûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà s è
q òàêèõ, ÷òî

xl+s = xl + qas (5.20)
äëÿ âñåõ l. ×èñëî àòîìîâ s â îäíîé ÿ÷åéêå Ñ-ñòðóêòóðû íàçûâàþò �ïîðÿäêîì� C-ôàçû [446]. Äëÿ s = 1 C-ôàçà
òðèâèàëüíà. Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû â íåòðèâèàëüíîé C-ôàçå (òî åñòü äëÿ s ≥ 2) íóæíî ðåøèòü
ñèñòåìó s− 1 òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé [446, 456].

Ôîíîííûé ñïåêòð ñèñòåìû îïèñûâàåò ìàëûå êîëåáàíèÿ îêîëî óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé àòîìîâ. Ñïåêòð C-ôàç
îïòè÷åñêèé, òî åñòü âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ êîíå÷íîé ÷àñòîòû ωmin > 0 [446, 456]. Äëÿ òðèâèàëüíîãî ÎÑ ñ s = 1 îí
èìååò ôîðìó

ω2(κ) = ω2
0 + 2c2(1− cosκ), |κ| ≤ π, (5.21)

ñ ω0 = 1 èc =
√
g äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ. Äëÿ C-ôàç áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïðè s ≥ 2 ÷àñòîòíûé

ñïåêòð ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òî÷íî òàêèì æå ñïîñîáîì êàê ôîíîííûé ñïåêòð òðàíñëÿöèîííî-óïîðÿäî÷åííîé
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. Íîðìàëüíûå ìîäû îáðàçóþò s âåòâåé (âîçìîæíî ðàçäåëåííûõ çàïðåùåííûìè ùåëÿìè),
à ìèíèìàëüíàÿ ôîíîííàÿ ÷àñòîòà ωmin óáûâàåò ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ñòðóêòóðû s.
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(c)

(b)

(a)

Ðèñ. 5.3. Êèíê (a) è àíòèêèíê (c) íà ôîíå ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû
(b) ñ θ0 = 1/2 (s = 1, q = 2, w = 0). Ñïëîøíàÿ (ïóíêòèðíàÿ) ñòðåëêà
ïîêàçûâàåò ïîëîæåíèå êèíêà è àíòèêèíêà äî (ïîñëå) ñìåùåíèÿ âïðàâî
îäíîãî àòîìà öåïî÷êè.

(c)

(b)

(a)

Ðèñ. 5.4. Òîæå, ÷òî è íà ðèñ. 5.3, íî äëÿ θ0 = 3/5 (s = 3, q = 5, w = 2/3).

Êðîìå ôîíîíîâ ìîäåëü ÔÊ îáëàäàåò ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûå âîçáóæäåíèÿ íàçûâàåìûå êèíêàìè. Èõ
ñóùåñòâîâàíèå ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà ÷òî ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(x) äëÿ ëþáîé ÔÊ êîíôèãóðàöèè
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî âûðîæäåííûì. À èìåííî, ýêâèâàëåíòíûå êîíôèãóðàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü èç èñõîäíîé
ïðîñòûì ñäâèãîì è/èëè ïåðåíóìåðàöèåé, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèåì xl → xl+i+jas ñ ïðîèçâîëüíûìè öåëûìè i è j.
Êîíôèãóðàöèè â âèäå êèíêîâ îïèñûâàþò ñîñòîÿíèÿ êîòîðûå �ñâÿçûâàþò� äâà ñîðàçìåðíûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿ
áåñêîíå÷íîé ÔÊ öåïî÷êè. Èç-çà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òàêèå âîçáóæäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâû. Íóæíî
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êèíêè ñóùåñòâóþò òîëüêî â ñîðàçìåðíûõ ñòðóêòóðàõ, äëÿ íåñîèçìåðèìûõ ôàç âîçáóæäåíèÿ
òèïà êèíêà íå ñóùåñòâóþò. Îáðè è Ëå Äåðîí [443] äîêàçàëè ñòðîãóþ òåîðåìó êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî âñåãäà
ñóùåñòâóåò ïàðà ñîðàçìåðíûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé {x−l } è {x+

l } òàêèõ, ÷òî íåò îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ {xl}, äëÿ
êîòîðîãî ïðè âñåõ l âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

x−l < xl < x+
l . (5.22)

Îäíàêî, ñóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé (m.e.-êîíôèãóðàöèÿ) (òî åñòü, ñòàöèîíàðíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè,
íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðèîäè÷åñêîé) {yl} òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ l

x−l < yl < x+
l (5.23)

è
lim

l→−∞
(x+
l − yl) = 0, lim

l→+∞
(yl − x−l ) = 0. (5.24)

Àíàëîãè÷íî, òàê æå ñóùåñòâóåò m.e.-êîíôèãóðàöèÿ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

lim
l→−∞

(yl − x−l ) = 0, lim
l→+∞

(x+
l − yl) = 0. (5.25)

Óðàâíåíèå (5.24) [èëè (5.25)] îïðåäåëÿþò êîíôèãóðàöèþ êèíêà (èëè àíòèêèíêà), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì
âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèåì C-ôàçû. Îòìåòèì, ÷òî Îáðè èñïîëüçîâàë äëÿ êèíêà (àíòèêèíêà) áîëåå ñòðîãîå, íî
áîëåå äëèííîå äëèííîå íàçâàíèå �çàïàçäûâàþùàÿ (èëè îïåðåæàþùàÿ) ýëåìåíòàðíàÿ íåñîèçìåðèìîñòü� (�delayed
(or advanced) elementary decommensuration�).

Òàêèì îáðàçîì, â ïðèñóòñòâèè â öåïè êèíêà èëè àíòèêèíêà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xl, êàæäûé ðàç íà íåñêîëüêî
ÿ÷ååê, òåðÿåò èëè ïîëó÷àåò íåñêîëüêî øàãîâ as èç áëèæàéøåé C-ôàçû. Èíà÷å, êèíê (àíòèêèíê) ñ òîïîëîãè÷åñêèì
çàðÿäîì σ = +1 (σ = −1) ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ñæàòèå (ðàñòÿæåíèå) C ñòðóêòóðû,
êîãäà íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü äëÿ l → ±∞, ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ îòíîñèòåëüíî ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîãî
ïîòåíöèàëà ñîâïàäàåò ñ èõ ðàñïîëîæåíèåì â ÎÑ. Íà ðèñ. 5.3�5.6 ïîêàçàíû ïðèìåðû ñòðóêòóð êèíêîâ äëÿ
ðàçëè÷íûõ C-ôàç.
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(c)

(b)

(a)

Ðèñ. 5.5. Òîæå, ÷òî íà ðèñ. 5.3, íî äëÿ θ0 = 1 (s = 1, q = 1, w = 0).

Êîíôèãóðàöèÿ {y′l} ≡ {yl−s + qas} óäîâëåòâîðÿåò òåì æå ñàìûì óñëîâèÿì (5.23)�(5.25). Îíà ñîîòâåòñòâóåò
êèíêó ñäâèíóòîìó íà a = qas, òî åñòü íà îäíó ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ñîðàçìåðíîãî ÎÑ. Áàðüåð Ïåéåðëñà-Íàáàððî
(ÏÍ) εPN [142, 143] îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøèé ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð êîòîðûé äîëæåí áûòü ïðåîäîëåí ïðè
íåïðåðûâíîì ñìåùåíèè êîíôèãóðàöèé {yl} → {y′l} (äëÿ òî÷íîå îïðåäåëåíèÿ ÏÍ áàðüåðà äàíî â [477]). Òàêèì
îáðàçîì, êèíê ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííîé êâàçè÷àñòèöåé, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ âäîëü öåïè è ìîæåò áûòü
îõàðàêòåðèçîâàíà ñâîåé êîîðäèíàòîé, ìàññîé, ýíåðãèåé è ò.ï.

Ïðè êîíöåíòðàöèè θ0 = s ñòðóêòóðà êèíêà òðèâèàëüíà (èçáûòî÷íûé àòîì ñîîòâåòñòâóåò êèíêó, à âàêàíñèÿ �
àíòèêèíêó, ñì. ðèñ. 5.5 è 5.6), íî ïðè ïðîèçâîëüíîé êîíöåíòðàöèè θ0 = s/q ñ q 6= 1 îíà íàìíîãî íàìíîãî ñëîæíåå.
Îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êèíêîâîãî âîçáóæäåíèÿ ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ðàññìîòðåí â ïàðàãðàôå 11.3.3).
Ïðèìåð òàêîãî êèíêà (àíòèêèíêà) íà ôîíå ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ñ êîíöåíòðàöèåé θ0 = 1

2 [ðèñ. 5.3(b)] äàí
íà ðèñ. 5.3(a) [ðèñ. 5.3(c)]. Ñòðåëêè íà ðèñ. 5.3(a) [ðèñ. 5.3(c)] ïîêàçûâàþò àòîì, ñìåùåíèå êîòîðîãî âïðàâî â
áëèæàéøèé ñîñåäíèé ìèíèìóì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ êèíêà íàïðàâî (àíòèêèíêà íàëåâî)
íà îäèí ïåðèîä ñòðóêòóðû a. Àíàëîãè÷íî, ñìåùåíèå àòîìà íàïðàâî â ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðå [ðèñ. 5.3(b)]
ïðèâîäèò ê ñîçäàíèþ â ñèñòåìå êèíê-àíòèêèíêîâîé ïàðû. Ðèñóíêè 5.4 � 5.6 ïîêàçûâàþò ñòðóêòóðó êèíêà ïðè
θ0 = 3/5, 1 è 2. Çàìåòèì, ÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ íà÷àëüíîé ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðîé, êèíê ñîäåðæèò σ/q ëèøíèõ
àòîìîâ.

(c)

(b)

(a)

Ðèñ. 5.6. Òîæå, ÷òî íà ðèñ. 5.3, íî äëÿ θ0 = 2 at s = 2, q = 1,
and w = 1/2.

Ôîðìó êèíêà óäîáíî îïèñàòü ñìåùåíèÿìè
ul = yl − x−l . (5.26)

Äëÿ C-ñòðóêòóðû ñ ñëîæíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé óäîáíî ðàçäåëèòü èíäåêñ l íà äâà ïîäèíäåêñà, l = (i, j),
ãäå j = 0,±1, . . . ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, à i = 1, . . . , s íóìåðóåò àòîìû â ÿ÷åéêå. Òàê, äëÿ
èçîëèðîâàííîãî êèíêà ñìåùåíèÿ ul óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëó ñóììèðîâàíèÿ

s∑

i=1

(ui,j=+∞ − ui,j=−∞) = −σas. (5.27)



5.2 Öåïî÷êà ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ 101

Ñëåäóÿ Áåðãìàíó ñ ñîàâòîðàìè [146], êîîðäèíàòà èçîëèðîâàííîãî êèíêà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê öåíòð ìàññ
ñèñòåìû

X = q
∑

l

ul + C, (5.28)

ãäå äîïîëíèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òî ìàêñèìóì îòêëîíåíèÿ îò èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè ïðîèñõîäèë
íà àòîìå l0 = X/a (ñì. ñòðåëêè íà ðèñ. 5.3�5.6). Ýíåðãèÿ ïîêîÿ êèíêà , èçìåðÿåìàÿ îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåãî
ÎÑ ñ òåì æå ñàìûì ÷èñëîì àòîìîâ, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

εk = lim
N→∞

[
EN ({yl})− EN

({x−l }
)]
, (5.29)

èëè, áîëåå ñòðîãî äëÿ ñëîæíîé ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû [478], êàê

εk = lim
i,p→∞

1
s

s∑

j=p+1

j∑

l=−i+1

[
V (yl, yl−1)− V (x−l , x−l−1

)]
, (5.30)

ãäå
V (x, x′) = Vint(x− x′) + Vsub(x). (5.31)

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Vint(x) = 1
2g(x− amin)2 ýíåðãèÿ êèíêà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

εk = −gasP (x+
c.m. − x−c.m.) + Ek, (5.32)

ãäå Ek íå çàâèñèò ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ P , è öåíòð ìàññ êîîðäèíàò ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì

x±c.m. =
1
s

(s−1)/2∑

l=−(s−l)/2
x±l (íå÷åòíûå s), (5.33)

èëè

x±c.m. =
1
s

s/2∑

l=−s/2+1

x±l (÷åòíûå s). (5.34)

Êîãäà ÔÊ öåïî÷êà ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî êèíêà, òî âçàèìíîå âëèÿíèå êèíêîâ äðóã íà äðóãà èçìåíÿåò èõ
ôîðìó è ïðèâîäèò äîïîëíèòåëüíîìó âêëàäó â ýíåðãèþ ñèñòåìû, êîòîðûé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ýíåðãèþ
âçàèìîäåéñòâèÿ êèíêîâ. Êîíå÷íî, â îáùåì ñëó÷àå ýòî âçàèìîäåéñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ ïàðíûì. Êðîìå òîãî, òàê êàê
êèíê ñîäåðæèò èçáûòî÷íîå ÷èñëî àòîìîâ (ðàâíîå σ/q), âçàèìîäåéñòâèå ýòèõ àòîìîâ ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó
âêëàäó â ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ êèíêîâ, åñëè ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë Vint(x) ÿâëÿåòñÿ äàëüíîäåéñòâóþùèì.
Îáû÷íî êèíêè ñ òåìè æå ñàìûìè òîïîëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè îòòàëêèâàþòñÿ, â òî âðåìÿ êàê êèíê è àíòèêèíê
ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó (ñì. ãëàâó 3).

Êîãäà êèíê äâèæåòñÿ âäîëü öåïè, ìû ìîæåì ôîðìàëüíî çàïèñàòü ñêîðîñòü ÷àñòèö êàê dxl/dt = (δxl/δX)(dX/dt),
òîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ áóäåò èìåòü ôîðìó

K =
m

2

(
dX

dt

)2

, (5.35)

ãäå m � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà êèíêà îïðåäåëåííàÿ êàê

m = ma

∑

l

(
δul
δX

)2

. (5.36)

Ïîâòîðèì, ÷òî äâèæåíèå êèíêà ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ÏÍ ïîòåíöèàëà VPN (X), êîòîðûé èìååò àìïëèòóäó
εPN è ïåðèîä a. Îáå ýòè õàðàêòåðèñòèêè, ýôôåêòèâíàÿ ìàññà è ôîðìà ÏÍ ïîòåíöèàëà, çàâèñèò îò òðàåêòîðèè
äâèæåíèÿ êèíêà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êèíê äâèæåòñÿ âäîëü �àäèàáàòè÷åñêîé� òðàåêòîðèè,
îïðåäåëåííîé êàê êðèâàÿ âN -ìåðíîì êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû ñâÿçûâàþùàÿ äâå m.e. êîíôèãóðàöèè
{yl} è {y′l}. Ýòà êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç áëèæàéøóþ ñåäëîâóþ êîíôèãóðàöèþ ñ íàèìåíüøåé ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèåé è îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (5.13). Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êèíê äâèæåòñÿ
àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííî. Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî âñå ïàðàìåòðû êèíêà çàâèñÿò îò ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñîðàçìåðíîãî ÎÑ, òî åñòü îò ïàðàìåòðà ìîäåëè θ0. Òàê êàê ÔÊ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé, òî ýòè
ïàðàìåòðû êèíêà ìîãóò áûòü íàéäåíû òîëüêî ÷èñëåííî. Ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè âìåñòî äâèæåíèÿ
îäíîãî èçîëèðîâàííîãî êèíêà â áåñêîíå÷íîé öåïè óäîáíåå ðàññìîòðåòü îäíîâðåìåííîå äâèæåíèå êèíêîâ â
áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå êèíêîâ (â êíîèäàëüíîé âîëíå). Ïóñòü Mas � ïåðèîä ýòîé ñòðóêòóðû,
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òîãäà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïîìåñòèòü öåïî÷êó èç N àòîìîâ íà ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ñ
M ìèíèìóìàìè è íàëîæèòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåòü åäèíñòâåííûé êèíê íà
äëèíå Mas íà ôîíå ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû θ0 = s/q, çíà÷åíèÿ N è M äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ äëÿ
öåëûõ ÷èñåë [165]

qN = sM + σ. (5.37)
Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñîðàçìåðíàÿ ñòðóêòóðà êèíêîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñðåäíåé êîíöåíòðàöèåé

θ = N/M = θ0 + σ/Mq, (5.38)

è ðàññòîÿíèåì ìåæäó êèíêàìè ðàâíûì Mas. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòîò ìåòîä äàåò õàðàêòåðèñòèêè êèíêà äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ÎÑ ñ êîíöåíòðàöèåé θ0, à íå ñ θ. Îäíàêî, âçàèìíîå âçàèìîäåéñòâèå êèíêîâ â èõ ïåðèîäè÷åñêîé
ñòðóêòóðå ìîæåò íàðóøàòü ðåçóëüòàòû, ïîýòîìó ÷èñëî M äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Çäåñü ñëåäóåò
òàêæå óïîìÿíóòü ÷èñëåííûé ìåòîä of Ãðèôèòöà è ñîàâòîðîâ [277], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íå òîëüêî ÎÑ,
íî òàêæå è êîíôèãóðàöèè êèíêà.

Ïîìèìî êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïðèáëèæåííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â äâóõ ïðåäåëüíûõ
ñëó÷àÿõ, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå, â ñëó÷àÿõ ñëàáîãî è ñèëüíîãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ïðèáëèæåíèå ñëàáîé ñâÿçè

Âíà÷àëå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè, Vint(aA) � εs, êîãäà âñå àòîìû
íàõîäÿòñÿ âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Íàïðèìåð, ïðè êîíöåíòðàöèè θ0 < 1,
êîãäà â îäíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå íàõîäèòñÿ íå áîëåå îäíîãî àòîìà, ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ìàëûì ñìåùåíèåì
àòîìîâ îò èõ ïîëîæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìóìàì Vsub(x). Òîãäà äëÿ äâèæåíèÿ êèíêîâ èëè àíòèêèíêîâ
íà ôîíå ñîñòîÿíèÿ ñ êîíöåíòðàöèåé θ0 = s/q ëåæàùåé â èíòåðâàëå (1 + p)−1 < θ0 < p−1 (âêëþ÷àÿ êèíê íà
ôîíå êîíöåíòðàöèè θ0 = (1 + p)−1 è àíòèêèíê íà ôîíå ñ θ0 = p−1), ãäå p ≡ int

(
θ−1

0

)
ÿâëÿåòñÿ öåëûì, èç

ïðîñòîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ [ñì. ðèñ. 5.3, 5.4, è 5.5(c)] ìû ïîëó÷èì äëÿ àìïëèòóäû εPN ïîòåíöèàëà
ÏÍ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå [165],

εPN ≈ εs + 2Vint

(
pas +

1
2
as

)
− Vint(pas)− Vint(pas + as). (5.39)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìàññà êèíêà m, ýíåðãèÿ êèíêà è àíòèêèíêà εk è εk̄, è ðàçíèöà àìïëèòóä ÏÍ ïîòåíöèàëà
äëÿ êèíêà è àíòèêèíêà δεPN , çàâèñÿò òîëüêî îò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê íà ðàññòîÿíèè a = qas, à
íå îò âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñåäíèõ àòîìîâ â ïðåäåëàõ ÿ÷åéêè íà ðàññòîÿíèè aA = a/s:

m ≈ 1/q2, (5.40)

εk ≈ Vint(a− as)− Vint(a), (5.41)
εk̄ ≈ Vint(a+ as)− Vint(a), (5.42)

δεPN ≈
[
2Vint

(
a+

1
2
as

)
− Vint(a)− Vint(a+ as)

]

−
[
2Vint

(
a− 1

2
as

)
− Vint(a− as)− Vint(a)

]
. (5.43)

Èç óðàâíåíèé (5.39) � (5.43) ñëåäóåò, ÷òî

εσk = −σasV ′int(a) + Ek, Ek ≈ π2gaεs, (5.44)

εPN ≈ εs
(

1− 1
2
π2gp

)
, (5.45)

è
δεPN ' 1

2
π2αgaεs, (5.46)

ãäå
gp =

a2
s

2π2εs
V ′′int

(
pas +

1
2
as

)
, ga =

a2
s

2π2εs
V ′′int(a), (5.47)

à α � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè ïîòåíöèàëà Vint(x),



5.2 Öåïî÷êà ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ 103

α = −asV
′′′
int(a)

V ′′int(a)
. (5.48)

Ñëó÷àé êîíöåíòðàöèè θ0 > 1 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì. Íàïðèìåð, äëÿ êèíêà íà ôîíå ñòðóêòóðû ñ θ0 = 1,
äâà àòîìà ñ êîîðäèíàòàìè x1 è x2 íàõîäÿòñÿ â òîé æå ñàìîé ÿìå ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè [ñì. ðèñ. 5.5(a)], è èõ
êîîðäèíàòû x1,2 = ±x0, ãäå âåëè÷èíà x0 � 1 îïðåäåëÿåòñÿ èç ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

maω
2
0x0 + V ′int(2x0)− V ′int(as − x0) = 0,

(ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âáëèçè ìèíèìóìà ÿìû Vsub(x) ≈ 1
2maω

2
0x

2
0). Òîãäà

εk ≈ 2Vsub(x0) + Vint(2x0) + 2Vint(as − x0)− 3Vint(as) (5.49)

è
εPN ≈

[
εs + 2Vint

(
1
2
as

)
+ Vint(as)

]
− [2Vsub(x0) + Vint(2x0) + 2Vint(as − x0)] . (5.50)

Â íèçøåì ïîðÿäêå ïðèáëèæåíèÿ ïî ñëàáîé ñâÿçè àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà îäèíàêîâà äëÿ êèíêîâ è àíòèêèíêîâ
íà ôîíå ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ñ êîíöåíòðàöèåé θ0 èç äèàïàçîíà 1 < θ0 <

3
2 . Çàìåòèì òàêæå ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíîé

ìîäåëè ÔÊ ñ Vint = 1
2g(x − amin)2 çíà÷åíèå εPN ≈ 2 − π2g ÿâëÿåòñÿ îäíèì è òåì æå äëÿ âñåõ C-ñòðóêòóð

(0 < θ0 < ∞) â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî g. Áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå ñëàáûõ ñâÿçåé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ
èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ [156].

Êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè, Vint(aA) � εs, êîãäà îòíîñèòåëüíûå
ñìåùåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ àòîìîâ â áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ ìàëû |ui,j+1 − ui,j | � a (õîòÿ îòíîñèòåëüíûå
ñìåùåíèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ àòîìîâ â òîé æå ñàìîé ÿ÷åéêå ìîãóò áûòü íå ìàëûìè åñëè s ≥ 2), ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå

j → x = ja, ui,j(t)→ ui(x, t), i = 1, . . . , s,
∑

j

→
∫
dx

a
, (5.51)

à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê íàáîðó ñâÿçàííûõ s äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé ui(x, t) [165,
282, 457]. Ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ðàññìîòðåíû â ïàðàãðàôå 3.5.2. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ìû äîëæíû
ñîõðàíèòü ïî êðàéíåé ìåðå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó s áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Íèæå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé
ñëó÷àé òðèâèàëüíîãî ÎÑ (s = 1) ñ êîíöåíòðàöèåé θ0 = 1/q è ñ âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé
ñîîòâåòñòâóþùèì ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó

Vint(x) ' Vint(a) + V ′int(a)(x− a) +
1
2
V ′′int(a)(x− a)2 (5.52)

[äàëåå ïîñòîÿííûé ÷ëåí Vint(a) îïóùåí]. Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ãàìèëüòîíèàí ÔÊ öåïè ñâîäèòñÿ ê

H[u] = ε0[u] +
∫
dx

a

{
1
2

(
∂u

∂t

)2

+
d2

2

(
∂u

∂x

)2

+ Vsub[u]

}
(5.53)

(ïîâòîðèì, ÷òî as = 2π è εs = 2), ãäå
ε0[u] = V ′int(a)

∫
dx

∂u

∂x
(5.54)

è
d = a

√
ga. (5.55)

Äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ñ Vsub(u) = 1− cosu, ãàìèëüòîíèàí (5.53) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ÑÃ, êèíêîâîå
ðåøåíèå êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè (ñì. ïàðàãðàô. 1.2 è 3.1),

m = 2/q2π2√ga, (5.56)

εσk = −σasV ′int(a) + Ek, Ek = 4εs
√
ga, (5.57)

εPN ' (8π4/3)εsga exp(−π2√ga), (5.58)
ãäå ga = a2

sV
′′
int(a)/2π2εs. Ôîðìà êèíêà ìîæåò áûòü ñîîòíåñåíà ñ ïëîòíîñòüþ ëèøíèõ àòîìîâ
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ρ(x) = −1
a

∂u

∂x
, (5.59)

òàê ÷òî ∫
ρ(x)dx = σ/q. (5.60)

Êîãäà ÔÊ öåïî÷êà ñîäåðæèò äâà êèíêà ñ òîïîëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè σ1 è σ2 íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè R
äðóã îò äðóãà, òî îíè âçàèìîäåéñòâóþò ñ ýíåðãèåé

vint(R) ' 16σ1σ2εs
√
ga exp(−R/d). (5.61)

Óðàâíåíèÿ (5.56), (5.57), (5.58) è (5.61) ñïðàâåäëèâû ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ga � 1. Èõ ìîæíî ñðàâíèòü ñ
óðàâíåíèÿìè ïîëó÷åííûìè â ïðèáëèæåíèè ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (ga � 1) äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè:

m = 1/q2, (5.62)

εσk = −σasV ′int(a) + Ek, Ek ' π2ga(1− 2ga)εs, (5.63)

εPN ' εs
(

1− 1
2
π2ga

)
, (5.64)

vint(R) ' 2π2σ1σ2εs exp(−ξR/d), (5.65)
ãäå ÷èñëåííûé ìíîæèòåëü ξ(ga) (ξ < 1) áûë ðàññ÷èòàí Äæîñîì [155]. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 6.3.1,
ξ(g) ' −√g ln g ïðè g � 1. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè âûðàæåíèÿ (5.62), (5.63), (5.64), è (5.65)
òàêæå îñòàåòñÿ âåðíûì ïðè θ0 = 1.

Êðîìå îäíîêèíêîâîãî ðåøåíèÿ, óðàâíåíèå ÑÃ èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå â âèäå êíîèäàëüíîé âîëíû,
êîòîðîå îïèñûâàåò ðåãóëÿðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíîóäàëåííûõ êèíêîâ. Îòòàëêèâàíèå ìåæäó êèíêàìè
ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ èõ øèðèí

d→ d∗ = kd, (5.66)
ãäå ìîäóëü k, 0 < k ≤ 1, îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Q = g1/2
a 2kK(k), (5.67)

à K(k) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì ïåðâîãî òèïà, â òî âðåìÿ êàê Q � ÷èñëî àòîìîâ íà îäèí
ïåðèîä êíîèäàëüíîé âîëíû, òàê ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó êèíêàìè ðàâíî

R = Qa = Qqas. (5.68)

Âñïîìíèì, ÷òî êèíêè ÿâëÿþòñÿ êâàçè÷àñòèöàìè âçàèìîäåéñòâóþùèìè ÷åðåç ïîòåíöèàë vint(R) è íàõîäÿòñÿ
ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîãî ÏÍ ïîòåíöèàëà VPN (X) è ïåðåéäåì â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ê ïðîöåäóðå
ðåíîðìàëèçàöèè.

Ðåíîðìàëèçàöèîííûé ïîäõîä

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì ïàðàìåòðû îäèíî÷íîãî êèíêà â öåïî÷êå ñ ïðîñòîé ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðîé C0 ñ
êîíöåíòðàöèåé θ0 = s0/q0. Ýòà ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíà N0 àòîìàìè ðàñïðåäåëåííûìè íà äëèíå
L0 = M0as ñ N0 è M0 óäîâëåòâîðÿþùèìè óðàâíåíèþ äëÿ öåëûõ ÷èñåë N0q0 = M0s0. Äàëåå, äàâàéòå äîáàâèì
∆N àòîìîâ (èëè ïîäëîæêó) òàê, ÷òî íîâàÿ ñîðàçìåðíàÿ ñòðóêòóðà C áóäåò èìåòü N = N0 +∆N àòîìîâ íà òîé
æå ñàìîé äëèíå L0, à êîíöåíòðàöèÿ áóäåò ðàâíà θ = s/q ñ Nq = M0s. Êàæäûé äîáàâî÷íûé àòîì (èëè âàêàíñèÿ)
áóäåò ðàñùåïëÿòüñÿ íà q0 êèíêîâ. Òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä êèíêà áóäåò ðàâåí σk = sign(θ − θ0). Òàêèì îáðàçîì,
ñòðóêòóðà C ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ðåãóëÿðíàÿ ðåøåòêà êèíêîâ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû C0,
ðàññòîÿíèå ìåæäó êèíêàìè

R =
L0

|N −N0|q0
=

as
|θ − θ0|q0

. (5.69)

Ðàññìàòðèâàÿ êèíêè êàê êâàçè÷àñòèöû íàõîäÿùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì ÏÍ ïîòåíöèàëà ñ ïåðèîäîì a0 = q0as
è âçàèìîäåéñòâóþùèå ìåæäó ñîáîé ÷åðåç ïîòåíöèàë vint(R), ñòðóêòóðó C ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê íîâóþ
ýôôåêòèâíóþ ÔÊ öåïî÷êó êèíêîâ âìåñòî àòîìîâ ñ êîíöåíòðàöèåé

θk = a0/R = q2
0 |θ − θ0|. (5.70)

Ìû îáîçíà÷èì ýòó ñòðóêòóðó êàê Ck.
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Ðåíîðìàëèçàöèîííàÿ ïðîöåäóðà C→Ck áûëà ïðåäëîæåíà Äæîñîì ñ ñîàâòîðàìè [479] (ñì. òàêæå [165]).
Ðåçóëüòàòû ýòîé ïðîöåäóðû ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 5.1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñòðîãîì ïîäõîäå íóæíî ó÷åñòü,
÷òî ïàðàìåòðû êèíêà äëÿ ðåøåòêè êèíêîâ íå ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì ïàðàìåòðàì èçîëèðîâàííîãî êèíêà. Êàê
óïîìèíàëîñü âûøå, îòòàëêèâàíèå êèíêîâ ïðèâîäèò ê ñóæåíèþ èõ øèðèíû d → d∗ = kd < d. Â ðåçóëüòàòå
ýòîãî ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êèíêà, òàêèå êàê ýôôåêòèâíàÿ ìàññà m∗ è àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà ε∗PN ,
áóäóò áîëüøå ÷åì çíà÷åíèÿ m è εPN äëÿ èçîëèðîâàííîãî êèíêà. Ïàðàìåòðû m∗ è ε∗PN ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (5.56) � (5.65) ïðè g → g∗ = k2g < g.

Òàáëèöà 5.1. Ðåäóêöèÿ ñëîæíîé C ñòðóêòóðû àòîìîâ (�ïåðâè÷íîé� ìîäåëè ÔÊ) ê Ck ñòðóêòóðå êèíêîâ (�âòîðè÷íîé�
ÔÊ ìîäåëè). Îïîðíàÿ ñòðóêòóðà C0 õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèåé θ0 = s0/q0 è ïåðèîäîì a0 = q0a

(0)
s ,

òàê ÷òî áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè g(0)
a = [a

(0)
s ]2V ′′int(a0)/2π2ε

(0)
s , à áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð àíãàðìîíèçìà ðàâåí

β̃(0) = −a(0)
s V ′′′int(a0)/V ′′int(a0).

ïàðàìåòð C ñòðóêòóðà Ck ñòðóêòóðà
ìàññà ÷àñòèöû m

(0)
a = ma m

(1)
a = m∗

êîîðäèíàòû x
(0)
l = xl x

(1)
l = Xl

âçàèìîäåéñòâèå V
(0)
int = Vint(xl+1 − xl) V

(1)
int = vint(Xl+1 −Xl)

ïîäëîæêà V
(0)
sub = Vsub(x) V

(1)
sub = VPN (X)

ïåðèîä a
(0)
s = as a

(1)
s = a0 = q0a

(0)
s

âûñîòà ε
(0)
s = εs ε

(1)
s = ε∗PN

ïîêðûòèå θ(0) = θ = s/q θ(1) = θk = sk/qk
ïîðÿäîê s(0) = s s(1) = sk = q0|sq0 − s0q|

q(0) = q q(1) = qk = q(0)

ïåðèîä a(0) = a = qas a(1) = ak = qa0 = qq0as

ñðåäíåå ðàññòîÿíèå a
(0)
A = aA = a/s a

(1)
A = R = ak/sk

ëèíåéíàÿ êîíöåíòðàöèÿ n(0) = n = a−1
A = θ/as n(1) = nk = R−1

ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè g(0) = g = a2
sV
′′
int(aA)/2π2εs g

(1) = gk = a2
0v
′′
int(R)/2π2ε∗PN

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì �ðåíîðìàëèçîâàòü� ñëîæíóþ C ñòðóêòóðó ê íîâîé Ck ñòðóêòóðå êèíêîâ îïðåäåëåííûõ
íî ôîíå íåêîòîðîé ïðîñòîé ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû C0. Çàòåì, êèíêîâîå âîçáóæäåíèå ñòðóêòóðû C áóäåò
ýêâèâàëåíòíûì êèíêîâîìó (�ñóïåðêèíêîâîìó�) âîçáóæäåíèþ ñòðóêòóðû Ck (ðåøåòêà êèíêîâ íà ôîíå ñòðóêòóðû
C0). Òàê, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùóþ ôîíîâóþ ñòðóêòóðó C0, òàêóþ ÷òî |θ − θ0| � θ0, ìû ìîæåì ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðîâ êèíêà ñëîæíîé ñòðóêòóðû C. Ïðîöåäóðó ðåíîðìàëèçàöèè ìîæíî ïîâòîðèòü
íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ôîðìà ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè VPN (X) òàê æå êàê è ôîðìà çàêîíà
âçàèìîäåéñòâèÿ vint(X) â ðåíîðìàëèçîâàííîé ÔÊ öåïî÷êå ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ôîðìû â íà÷àëüíîé ÔÊ öåïè.

5.2.2 Íåñîðàçìåðíûå êîíôèãóðàöèè

Ïîäõîä èñïîëüçóþùèé ðåíîðìàëèçàöèþ òàêæå ïîìîãàåò ïðîàíàëèçèðîâàòü íåñîðàçìåðíûå ñòðóêòóðû [479].
À èìåííî, ÎÑ ñ èððàöèîíàëüíûì θ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê êèíê ðåøåòêè íà áëèæàéøåé ñîðàçìåðíîé
ôàçå C0. Òåïåðü, îäíàêî, ðåíîðìàëèçîâàííàÿ ÔÊ öåïî÷êà áóäåò èìåòü ñòðóêòóðó Ck, êîòîðàÿ ñíîâà ÿâëÿåòñÿ
íåñîèçìåðèìîé ñòðóêòóðîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåäóðà ðåíîðìàëèçàöèè äîëæíà çäåñü ïîâòîðåíà áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåçðàçìåðíûõ çíà÷åíèé g(i), îïðåäåëåííóþ
êàê

g(i) =
1

2π2

(
a

(i)
s

)2

ε
(i)
s

(
d2

dx2
V

(i)
int (x)

)

x=a
(i)
A

. (5.71)

Ïðîöåäóðà ðåíîðìàëèçàöèè èìååò äâå óñòîé÷èâûå ôèêñèðîâàííûå òî÷êè ïðè g(∞) = 0 è g(∞) = ∞ è
îäíó íåóñòîé÷èâóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó ïðè g = gAubry(θ). Åñëè íà÷àëüíîå çíà÷åíèå g(0) = g ìåíüøå
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ g < gAubry(θ), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(i) ñòðåìèòüñÿ ê ïðåäåëüíîé òî÷êå g(∞) = 0.
Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî íà÷àëüíàÿ íåñîðàçìåðíîå ÎÑ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì (èëè çàêðåïëåííûì) íà ïîòåíöèàëå
ïîäëîæêè. Ýíåðãèÿ ïèíèíãà ìîæåò áûòü îöåíåíà ÷åðåç ïðèáëèæåíèå ÎÑ áëèæàéøåé C-êîíôèãóðàöèåé. Â
÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ýíåðãèÿ ïèíèíãà ðàâíà εPN ' 2 − π2g ïðè g � 1 (íàïîìíèì, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå εPN ïðèáëèçèòåëüíî íå çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ÎÑ). Î÷åâèäíî, ÷òî ôîíîííûé ñïåêòð çàêðåïëåííîãî
ÎÑ íà÷èíàåòñÿ ñ íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ωmin > 0. Äâèæåíèå è ëîêàëèçàöèÿ ôîíîííûõ ìîä â ïèíèíãîâàííîì
íåñîèçìåðèìîì ÎÑ áûëî èçó÷åíî Áóðêîâûì è äð. [480], Êåòîÿ è Ñàòèÿ [481] (ñì. òàêæå [482, 483], ãäå îáñóæäàåòñÿ
òåïëîïðîâîäíîñòü âäîëü öåïî÷êè).
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Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ìû íà÷èíàåì ñ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ g(0) = g > gAubry(θ), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü g(i)

ñòðåìèòüñÿ ê òî÷êå g(∞) =∞, òî åñòü, êîíå÷íàÿ ðåíîðìàëèçîâàííàÿ ÔÊ öåïî÷êà ñîîòâåòñòâóåò êîíòèíóàëüíîìó
(ÑÃ) ïðåäåëó, â êîòîðîì ÏÍ áàðüåðû ðàâíû íóëþ. Òàê, â ýòîì ñëó÷àå íåñîðàçìåðíîå ÎÑ ÿâëÿåòñÿ �ñêîëüçÿùèì�
(èëè �íàñòîÿùèì íåñîèçìåðèìûì ôàçîâûì� ñîñòîÿíèåì), åãî ìîæíî ñâîáîäíî ñäâèíóòü ïðèëîæèâ ëþáóþ ìàëóþ
ñèëó ê êàæäîìó àòîìó [458]. �Ñêîëüçÿùàÿ ìîäà� ñîñòîÿíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé àêóñòè÷åñêîé ìîäîé ñ íóëåâûì
âîëíîâûì âåêòîðîì, â êîòîðîé àòîìû öåïî÷êè èëè ðåøåòêà êèíêîâ äâèãàþòñÿ êàê îäíî öåëîå. Äëÿ òîãî ÷òîáû
îáúÿñíèòü ñêîëüçÿùóþ ìîäó óäîáíî ðàññìîòðåòü íåñîèçìåðèìóþ ôàçó êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C-ôàç,
òàê êàê ðàçìåð ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè çäåñü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Çàòåì, ñêîëüçÿùàÿ ìîäà íåñîèçìåðèìîé
ôàçû ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ åäèíè÷íîãî êèíêà â ýòèõ ñîèçìåðèìûõ ôàçàõ, òàê êàê øèðèíà êèíêà ñòðåìèòüñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè, à àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.
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Ðèñ. 5.7. Ëåâàÿ ïàíåëü: ôîíîííûé ñïåêòð Íåñîèçìåðèìûå ôàçû â ïðåäåëå êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (ñõåìàòè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå). Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ îïèñûâàåò îïòè÷åñêèé ôîíîííûé ñïåêòð òðèâèàëüíîãî ÎÑ, κ0 ≈ πas/R, R
� ðàññòîÿíèå ìåæäó êèíêàìè â êíîèäàëüíîé âîëíå ñîîòâåòñòâóþùåé íåñîèçìåðèìîé ôàçå. Ïðàâàÿ ïàíåëü: ñïåêòð
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíîé ìàòðèöû óñòîé÷èâîñòè (Λj = ω2

j ) äëÿ �íåñîðàçìåðíîãî� ÎÑ ñ w = 144/233 âûøå è
íèæå ïåðåõîäà Îáðè: òðåóãîëüíèêè äëÿ K ≡ g−1 = 1.5 > Kc (íèæå ïåðåõîäà Îáðè, çàêðåïëåííîå ñîñòîÿíèå) è êðóæêè
äëÿ K = 0.7 < Kc (âûøå òî÷êè ïåðåõîäà, ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå). Âñòàâêà ïîêàçûâàåò ãîëäñòîóíîâñêóþ ìîäó è ùåëü ïðè
κ0 [487].

Äëÿ èçó÷åíèÿ ôîíîííîãî ñïåêòðà ÎÑ, ïîäñòàâèì ôóíêöèè

xl(t) = xGS
l + χl(t), χl(t) ∝ exp(iωt− iκl) (5.72)

â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, è çàòåì ëèíåàðèçóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ ìàëûõ ñìåùåíèé χl(t). Â ïðåäåëå
êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, êîãäà íåñîðàçìåðíîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå xGS

l ïðåäñòàâëåíî êíîèäàëüíîé âîëíîé
ñ ðàññòîÿíèåì R ìåæäó êèíêàìè, óðàâíåíèå äëÿ χ(x, t) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàìå

∂2χ

∂t2
− ∂2χ

∂x2
− cos[uGS(x)]χ = 0. (5.73)

Óðàâíåíèå (5.73) òî÷íî ðåøàåòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ßêîáè [484]. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ôîíîííûé
ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé (ñì. ðèñ. 5.7, ëåâàÿ ïàíåëü) [447, 455, 457, 485, 486]. Äëÿ ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ
κ� κ0, ãäå κ0 ' πas/R, èìååòñÿ àêóñòè÷åñêàÿ âåòâü ñ çàêîíîì äèñïåðñèè

ω(κ) = csκ, (5.74)

ãäå ñêîðîñòü çâóêà cs ðàâíà
cs = g1/2(1− k2)1/2K(k)/E(k), (5.75)

K(k) è E(k) � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà, ñîîòâåòñòâåííî, à k � ìîäóëü îïðåäåëÿåìûé
èç óðàâíåíèÿ (5.67). Ýòà ìîäà îïèñûâàåò êîëëåêòèâíîìó äâèæåíèþ êèíêîâ â êíîèäàëüíîé âîëíå è ïðè κ→ 0 îíà
ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãîâîé ìîäå. Äëÿ áîëüøèõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ, κ ≥ κ0, ôîíîííûé ñïåêòð áóäåò îïòè÷åñêèì,
àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè ñïåêòðà áëèæàéøåé C-ôàçû, ðàçäåëåííîé êèíêàìè â êíîèäàëüíîé âîëíå.
Àêóñòè÷åñêèå è îïòè÷åñêèå âåòâè îòäåëåíû äðóã îò äðóãà çàïðåùåííîé ùåëüþ ïðè âîëíîâîì âåêòîðå κ0 (â
ñóùåñòâåííî íåñîèçìåðèìîì ÎÑ κ0 → 0). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äèñêðåòíîé ÔÊ öåïè îïòè÷åñêàÿ âåòâü ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ñëîæíîé, òàê êàê îíà ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäâåòâåé ðàçäåëåííûõ çàïðåùåííûìè ùåëÿìè (ñì.
ðèñ. 5.7, ïðàâàÿ ïàíåëü).

Èñïîëüçóÿ òåîðèþ ÊÀÌ è òîïîëîãè÷åñêèå àðãóìåíòû, Îáðè ñ ñîàâòîðàìè [56, 443, 460, 463] äîêàçàëè, ÷òî äëÿ
äèñêðåòíîé ÔÊ öåïè ñ ñòðîãî âûïóêëûì ïîòåíöèàëîì Vint(x) íåñîðàçìåðíîå ÎÑ ìîæåò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî
îäíîé èëè äâóìÿ ôóíêöèÿìè h(x),
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xl = h(laA + β), (5.76)
ãäå β � ïðîèçâîëüíàÿ ôàçà, òàêàÿ ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ε({xl}) íå çàâèñèò îò β. Ôóíêöèÿ îñòîâà (the hull
function) h(x) ÿâíî çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè θ (èëè îò w). Îíà îïèñûâàåò ñòðóêòóðó àòîìîâ íà ðàññòîÿíèè aA,
êîòîðàÿ ìîäóëèðîâàíà ôóíêöèåé φ(x),

φ(x) = h(x)− x. (5.77)
Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ òåì æå ïåðèîäîì as êàê è ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(x). Âûøå
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, g > gAubry(θ), ôóíêöèÿ h(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé (àíàëèòè÷åñêîé). Îäíàêî, êîãäà
ïàðàìåòð g ìåíüøå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ gAubry(θ), ñèñòåìà ñîâåðøàåò ðåçêèé ïåðåõîä íàðóøàÿ àíàëèòè÷íîñòü, è
ôóíêöèÿ h(x) ñòàíîâèòüñÿ ðàçðûâíîé íà ïëîòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, êîòîðûå îáðàçóþò êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî
(ñì. ðèñ. 5.8). Íèæå äàåòñÿ äâà âîçìîæíûõ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îñòîâà h(x), ôóíêöèÿ h+(x), ÿâëÿþùàÿñÿ
íåïðåðûâíîé ñïðàâà, è h−(x), êîòîðàÿ íåïðåðûâíà ñëåâà:

lim
δ→0+

h−(x+ δ) = h+(x), lim
δ→0−

h+(x+ δ) = h−(x). (5.78)

Îáå ýòè ôóíêöèè h±(x) îïðåäåëÿþò òîæå ñàìîå ÎÑ. Èõ ìîæíî çàïèñàòü êàê ñóììó ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé
Õåâèñàéäà,

h±(x) =
∑

l

hlΘ
±(x− xl), (5.79)

ãäå hl àìïëèòóäà ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè ñ öåíòðîì â òî÷êå xl [ïî îïðåäåëåíèþ Θ±(x) = 0 äëÿ x < 0, Θ±(x) = 1
äëÿ x > 0, è Θ+(0) = 1, Θ−(0) = 0].

Ðèñ. 5.8. Hull function h(x) ïðè
(a) íåçàêðåïëåííîé g > gAubry,
(b) êðèòè÷åñêîé g = gAubry è (c)
çàêðåïëåííîé ôàçîé g < gAubry

äëÿ çîëîòîãî çíà÷åíèÿ w [488]. Ïðè
g = gAubry, h(x) èìååò ôðàêòàëüíóþ
ñòðóêòóðó.

Ïåðåõîä íàðóøåíèÿ àíàëèòè÷íîñòè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì èíòóèòèâíûì ñïîñîáîì [463, 489,
490]. ßñíî, ÷òî â ïðåäåëå g → 0 âñå àòîìû â ÎÑ áóäóò ëåæàòü âáëèçè ê ìèíèìóìó ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
Vsub(x). Ïîýòîìó, äëÿ ñìåùåíèÿ öåïè íà äèñêðåòíóþ âåëè÷èíó â íîâîå ïîëîæåíèå ñ òîé æå ñàìîé (íàèìåíüøåé)
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí àòîì äîëæåí ïåðåïðûãíóòü èç îäíîé âïàäèíû ïîòåíöèàëà Vsub(x)
â äðóãóþ ÷åðåç åå ìàêñèìóì (âåðøèíó). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ÎÑ îñòàåòñÿ çàêðåïëåííûì, íàèìåíüøàÿ ÷àñòîòà
ôîíîíîâ ωmin ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé, è äëÿ ñìåùåíèÿ öåïè íóæíî ê êàæäîìó åå àòîìó ïðèëîæèòü íåíóëåâóþ ñèëó
FPN (èçâåñòíóþ êàê ñèëó äåïèíèíãà) . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÎÑ áóäåò íåçàêðåïëåííûì (êàê ýòî äîëæíî áûòü
ïî êðàéíåé ìåðå â ïðåäåëå g → ∞) åñëè è òîëüêî åñëè â ÎÑ èìåþòñÿ àòîìû ïðîèçâîëüíî áëèçêèå ê âåðøèíå
ïîòåíöèàëà Vsub(x). Òàêèì îáðàçîì, óäîáíî âåñòè ïàðàìåòð �áåñïîðÿäêà� ψ, îïðåäåëåííûé êàê ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå îò ëþáîãî àòîìà äî áëèæàéøåé âåðøèíû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè

ψ = min
l,j

∣∣∣∣xl −
(
j +

1
2

)
as

∣∣∣∣ . (5.80)

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïåðåõîä îò çàêðåïëåííûõ ê ñêîëüçÿùèì
îñíîâíûì ñîñòîÿíèÿì ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî ñòåïåííîìó çàêîíó

ψ, d, ωmin, EPN , FPN ∝ (gAubry − g)χ, (5.81)

ãäå ïîðîã gAubry è êðèòè÷åñêèå ñóïåð-ýêñïîíåíòû χ... çàâèñÿò îò êîíöåíòðàöèè θ (èëè îò ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè
w). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çîëîòîãî ñðåäíåãî w = wgm ≡ (

√
5 − 1)/2, êîãäà KAubry = g−1

Aubry = 0.971635406 (ñì.
ññûëêó [476]), áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî χψ ≈ 0.7120835 äëÿ ïàðàìåòðà áåñïîðÿäêà [íàèáîëüøàÿ ùåëü â ôóíêöèè
(5.76)], χd ≈ −0.9874624 äëÿ ñâÿçàííîé äëèíû, χωmin ≈ 1.0268803 äëÿ ôîíîííîé ùåëè ωmin, è χPN ≈ 3.0117222
äëÿ ÏÍ ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà è ñèëû äåïèíèíãîâàíèÿ (ñì. òàêæå ññûëêè [463, 467, 476, 489], [490]�[493]).
Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïåðåõîä äåìîíñòðèðóåò ñêýéëèíãîâóþ çàâèñèìîñòü êàê ó êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Âûøå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè íàçâàíû ñóïåð-êðèòè÷åñêèìè òàê êàê îíè ñòàíîâÿòñÿ íóëÿìè äëÿ ñêîëüçÿùåãî
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ g > gAubry. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âåñòè ñóáêðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè è äëÿ ñêîëüçÿùèõ
ñîñòîÿíèé âûøå ïåðåõîäà Îáðè. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ �ñæèìàåìîñòü� C = (∂w/∂P )g, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
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ïðåäñòàâëåíà êàê C(g) ∝ (g − gAubry)χc ñ χc ≈ 0.049328 äëÿ çîëîòîãî ñðåäíåãî ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè. Â ÑÃ
ïðåäåëå (K → 0 èëè g →∞) ìû èìååì w(P ) = P , òàê ÷òî C = 1. Â ñóùåñòâåííî íåñîèçìåðèìîì ÎÑ, g > gAubry,
C óìåíüøàåòñÿ ñ g è ñòàíîâèòüñÿ íóëåâûì äëÿ çàêðåïëåííîãî ÎÑ, êîãäà äüÿâîëüñêàÿ ëåñòíèöà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé,
à ôóíêöèÿ w(P ) èìååò âåçäå íóëåâîé íàêëîí. Äðóãîé âàæíîé ñóáêðèòè÷åñêîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíàÿ
âÿçêîñòü Γ = limF→0 F/v, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå óñòàíîâèâøåéñÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ v = 〈ẋl〉 ïðè
ïðèëîæåíèè áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñòîÿííîé ñèëû F êî âñåì àòîìàì öåïè (äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü áåñêîíå÷íîå
óñêîðåíèå íóæíî â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âêëþ÷èòü âíåøíåå òðåíèå η). Âåëè÷èíà Γ ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé â ÑÃ ïðåäåëå
(g →∞, èëè K → 0) è ðàñõîäèòñÿ ïðè ïåðåõîäå Îáðè. Äëÿ çîëîòîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè ìîæíî
ïîëó÷èòü

Γ (g) ∝ (g − gAubry)−χΓ (5.82)
ñ χΓ ≈ 0.029500. Êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè ñêýéëèíãà [476, 491, 493]

2χωmin + χd = χΓ + χPN , (5.83)
χc = χPN − 3χd. (5.84)
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Ðèñ. 5.9. Ïîäâèæíîñòü B = vc.m./F , íîðìàëèçîâàííàÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ äëÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ Bf = (maη)−1,
êàê ôóíêöèÿ îò ïîñòîÿííîé ñèëû F äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ ñ êîíöåíòðàöèåé θ = 144/233 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè g íèæå è âûøå ïîðîãà Aubry gAubry ≈ 1.0291926. Â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âêëþ÷åíî âíåøíåå âÿçêîå
òðåíèå ñ êîýôôèöèåíòîì η = 0.1.

Áèõàì è Ìóêàìåëü [494] ÷èñëåííî èçó÷èëè ïîðîãîâîå çíà÷åíèå gAubry è êðèòè÷åñêèå ýêñïîíåíòû χ... êàê
ôóíêöèè îò w. Îíè íàøëè ÷òî êðèòè÷åñêàÿ êðèâàÿ gAubry(w) èìååò ôðàêòàëüíóþ ïðèðîäó è õàðàêòåðèçóåòñÿ
ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà 0.87± 0.02.

Íàñòîÿùåå íåñîèçìåðèìîå ÎÑ, g > gAubry, ÷àñòî íàçûâàåìîå �ñîñòîÿíèåì ñ íóëåâûì òðåíèåì�, òàê êàê
öåïî÷êà íà÷èíàåò ñâîáîäíî ñêîëüçèòü, êîãäà ïðîèçâîëüíî ìàëàÿ ïîñòîÿííàÿ ñèëà ïðèëîæåíà êî âñåì àòîìàì.
Ïîäîáíîå äâèæåíèå áåç òðåíèÿ (òàêæå íàçûâàåìîå �ñâåðõñìàçàííûì�) ñóùåñòâóåò îäíàêî òîëüêî â ÑÃ ïðåäåëå
(g → ∞) è, êðîìå òîãî, òîëüêî äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ (c.m.), vc.m. → 0, ãäå
vc.m. = Ẋ, X = N−1

∑
l xl. Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñ. 5.9, ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ ìåíüøå ÷åì ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå vf = F/maη, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (5.82), äàæå â ïðåäåëå F → 0. Ïðè ëþáîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè
ñêîðîñòè vc.m. > 0, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ óìåíüøàåòñÿ èç-çà âîçáóæäåíèÿ ôîíîíîâ, õîòÿ
íà î÷åíü áîëüøèõ âðåìåíàõ, äëÿ íåêîòîðûõ èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ñêîðîñòè (çàìåòèì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè
êîðîòêîé öåïè, êîãäà åå ôîíîííûé ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì, ñâåðõñìàçûâàíèå ìîæíî íàáëþäàòü äëÿ
íåêîòîðûõ îêîí çíà÷åíèé ñêîðîñòè). Ìåõàíèçì ýòîãî òðåíèÿ, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ áîëåå òîíêèì [495]. Â íàñòîÿùåì
íåñîèçìåðèìîì ñîñòîÿíèè êîíôèãóðàöèÿ (5.76) ñîîòâåòñòâóåò ïðîìîäóëèðîâàííîìó èç-çà ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
ðàâíîîòñòîÿùåìó ðàçìåùåíèþ àòîìîâ (øàã aA) ñ âîëíîâûì âåêòîðîì κs = 2π/as (è åå âûñøèìè ãàðìîíèêàìè
nκs). Â ñëó÷àå g � 1, àìïëèòóäû ìîäóëÿöèé scales as Kn, ãäå K ≡ g−1 � 1, è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê
�çàïðåùåííûå� ôîíîíû ñ ÷àñòîòàìè ωnκs , ãäå ωq = 2

√
g sin(qaA/2) � ôîíîííûé ñïåêòð óïðóãîé öåïè ïîòåíöèàëà

ïîäëîæêè. Òåïåðü, åñëè òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ áóäåò ñêîëüçèòü êàê öåëîå ñî ñêîðîñòüþ öåíòðà ìàññ vc.m., åå
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àòîìû áóäóò ïðåîäîëåâàòü ìàêñèìóìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ñ ÷àñòîòîé ωwash = (2π/as) vc.m.. Ïîñëåäóþùåå
óìåíüøåíèå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ïðîèñõîäèò ÷åðåç äâà ýòàïà. Â íà÷àëå äâèæåíèÿ, ñâÿçü ñäâèãîâîé
ìîäû ñ ìîäîé ïèíèíãîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ωκs (è/èëè åå âûñøèìè ãàðìîíèêàì) ïðèâîäèò ê äëèííîâîëíîâûì
îñöèëëÿöèÿì (èç-çà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà Ìàòüå) ñ ÷àñòîòîé Ω ∼ |ωwash−ωκs | (íî íå ñ ÷àñòîòîé ïîäëîæêè
ωwash êàê ìîæíî íàèâíî ïðåäïîëîæèòü). Çàòåì, íà âòîðîì ýòàïå, ýòè äëèííîâîëíîâûå êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþò
ñëîæíûé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè ðåçîíàíñíûìè ìîäàìè (ñì. äåòàëè â
ðàáîòå [495]).

5.3 Öåïî÷êà ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè

Åñëè ÎÑ ÔÊ öåïè ñ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ� îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè g è θ, òî ÎÑ öåïî÷êè ñî
�ñâîáîäíûìè êîíöàìè� îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè g è P [çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ P îïðåäåëåíî â
óðàâíåíèè (5.4)] è ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíîìó ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

E(P,N) = Usub + Uint,

Usub =
N∑

l=1

Vsub(xl), (5.85)

Uint =
N∑

l=2

Vint(xl − xl−1),

ãäå îäèí èëè äâà êîíöà öåïè îñòàþòñÿ ñâîáîäíûìè, è áåðåòñÿ ïðåäåë N →∞. ßñíî, ÷òî öåïî÷êà ñî ñâîáîäíûìè
êîíöàìè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî åñëè ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë Vint(x) èìååò ïðèòÿãèâàþùóþ âåòâü. Äëÿ òîãî
÷òîáû èçáåæàòü ýòî îãðàíè÷åíèå ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåïî÷êà íàõîäèòüñÿ ïîä äåéñòâèåì îäíîìåðíîãî âíåøíåãî
�äàâëåíèÿ� Π (áåç ó÷åòà íàïðÿæåíèÿ), êîòîðîå ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû èñêàòü ìèíèìóì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èçìåíèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû èñêàòü ìèíèìóì ýíòàëüïèè

W (Π,N) = E +ΠL, (5.86)

ãäå L îáùàÿ äëèíà öåïè,

L =
N∑

l=2

(xl − xl−1) = xN − x1, (5.87)

òàê ÷òî Π ÿâëÿåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîïðÿæåííîé ê ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé L. (Íàïîìíèì, ÷òî ïðè
íóëåâîé òåìïåðàòóðå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ E ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíîé ýíåðãèåé Ãåëüìãîëüöà F , à ýíòàëüïèÿ
W ñî ñâîáîäíîé ýíåðãèåé Ãèááñà G). Äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè ñ Vint(x) = 1

2g(x− amin)2 ñëåäóåò, ÷òî

Uint +ΠL =
N∑

l=2

{
1
2
g(xl − xl−1 − amin)2 +Π(xl − xl−1)

}

=
N∑

l=2

{
1
2
g(xl − xl−1 − a′min)2 +Π ′(xl − xl−1)

}
+ C, (5.88)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C = 1
2g(N − 1)

[
a2

min − (a′min)2
]
, à ñòàðàÿ è íîâàÿ ôóíêöèè äàâëåíèÿ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Π − gasP = Π ′ − gasP ′. (5.89)

Òàêèì îáðàçîì öåïî÷êà ñ P = 0 íàõîäÿùàÿñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî äàâëåíèÿ Π, ýêâèâàëåíòíà öåïî÷êå ñ
P = −Π/gas, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì íóëåâîãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, îïèñàíèå â êîòîðîì g
è P ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè ïåðåìåííûìè è îïèñàíèå ãäå ãëàâíûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ g è Π ýêâèâàëåíòíû
äðóã äðóãó. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êîãäà ìîäåëü ÔÊ îïèñûâàåò öåïî÷êó ìàÿòíèêîâ [496, 497], xl îçíà÷àåò óãîë
âðàùåíèÿ, à L ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñðåäíèì ôàçîâûì ñäâèãîì ñîçäàâàåìûì �çàêðó÷èâàíèåì� Π.

Òàêæå èìååòñÿ àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå, â êîòîðîì íåîáõîäèìî íàéòè ÎÑ öåïî÷êè êàê ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå
÷àñòèö ñ çàäàííûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì µ. Â ýòîì ïîäõîäå ìû äîëæíû ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ

J(L, µ) = E − µN, (5.90)
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ñ ïîëíûì ÷èñëîì àòîìîâ îïðåäåëåííûì êàê N = ∂J/∂µ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÎÑ äëÿ öåïè ÔÊ ñî
�ñâîáîäíûìè êîíöàìè� ñâîäèòüñÿ ê ïîñòðîåíèþ ôàçîâîé äèàãðàììû ñèñòåìû â îäíîé èç ôàçîâûõ FK ïëîñêîñòåé
(g, P ), (g,Π) èëè (g, µ). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îáñóæäàåì ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü ÔÊ. Òàê êàê ïîâåäåíèå ýòîé
ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâûì äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé öåëîãî q0 â îïðåäåëåíèè P [ñì. óðàâíåíèå (5.4)], òî äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé ñ q0 = 1. Áîëåå òîãî, ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ÔÊ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî
çíàêà ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ P (êèíê-àíòèêèíêîâàÿ ñèììåòðèÿ), òàê ÷òî èçìåíåíèå P ìîæíî îãðàíè÷èòü
èíòåðâàëîì 0 ≤ P ≤ 1

2 .

5.3.1 Ïåðåõîä Ôðàíêà-âàí-äåð-Ìåðâå

Êîãäà çíà÷åíèå amin ñîâïàäàåò èëè áëèçêî ê ïåðèîäó âíåøíåãî ïîòåíöèàëà as, òàê ÷òî P ' 0, ÎÑ öåïî÷êè ÔÊ
ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äàâàéòå òåïåðü â ýòî òðèâèàëüíîå ñîñòîÿíèå ÷åðåç ñâîáîäíûé
êîíåö öåïè çàïóñòèì êèíê ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì σ = −signP . Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ýíåðãèÿ ñèñòåìû èçìåíèòñÿ
íà âåëè÷èíó [ñì. óðàâíåíèÿ (5.57) è (5.63)]

εk = −|P |ga2
s + Ek, Ek '

{
2π2g(1− 2g) åñëè g � 1,
8
√
g åñëè g � 1. (5.91)

Êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ áóäåò îñòàâàòüñÿ òðèâèàëüíîé ïîêà εk > 0, èëè |P | < PFM , ãäå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå PFM
îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ εk = 0, òàê ÷òî

PFM '
{

1
2 [1− 2g/(1 + 3g)] åñëè g � 1,
2/π2√g åñëè g � 1. (5.92)

Îäíàêî âûøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ PFM âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî εk < 0 è ñîçäàíèå êèíêîâ áóäåò ïðèâîäèòü ê
ïîíèæåíèþ ýíåðãèè öåïè. (Â ýòîì ïàðàãðàôå òåðìèí êèíê èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êèíêîâîé êîíôèãóðàöèè
íà ôîíå ñòðóêòóðû ñ θ0 = 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí �ñóïåðêèíê�
äëÿ êîíôèãóðàöèè ñ êèíêîì íà ôîíå ñòðóêòóðû ñ ñëîæíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè). Îòòàëêèâàíèå êèíêîâ
õàðàêòåðèçóåòñÿ ýíåðãèåé

vint(R) ' 32
√
g exp(−R/d), g � 1, (5.93)

ãäå d = as
√
g çàäàåò ïðåäåë äëÿ ïëîòíîñòè êèíêîâ. Òàê ïðè PFM < |P | < 1

2 öåïî÷êà ñî ñâîáîäíûì êîíöîì áóäåò
ðàñøèðÿòüñÿ èëè ñæèìàòüñÿ ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ñâîåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ áóäåò
îïèñûâàòüñÿ êíîèäàëüíîé âîëíîé, òî åñòü áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êèíêîâ îòäåëåííûõ äðóã îò äðóãà
íà ðàññòîÿíèå R0. Ýòîò øàã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êèíêîâ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ vint(R0) + εk = 0, òàê ÷òî

R0 ' d ln
(

4PFM
|P | − PFM

)
, g � 1. (5.94)

Ýòîò ïåðåõîä èç òðèâèàëüíîãî ÎÑ ê ÎÑ èìåþùåãî ñòðóêòóðó �êíîèäàëüíîé âîëíû� âïåðâûå áûë ðàññìîòðåí
Ôðàíê âàí äåð Ìåðâå [31]. Â ëèòåðàòóðå îí èçâåñòåí êàê ïåðåõîä ñîèçìåðèìîñòü-íåñîèçìåðèìîñòü [456, 457].
Îäíàêî, ýòî íàçâàíèå ìîæåò ïðèâåñòè ê ïóòàíèöå, òàê êàê äëÿ ëþáîãî g < ∞ (çà èñêëþ÷åíèåì òîëüêî
ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ g = ∞) ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ìåæäó äâóìÿ C-ôàçàìè, ìåæäó ñîðàçìåðíûì òðèâèàëüíûì
è ñîðàçìåðíûì îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà (ñì. ñëåäóþùèé ïàðàãðàô). Ïîýòîìó ìû áóäåì
íàçûâàòü ýòîò ïåðåõîä êàê �ïåðåõîä Ôðàíêà âàí äåð Ìåðâå (ÔâäÌ-ïåðåõîä)�. Ðàññìîòðèì òåïåðü åãî áîëåå
äåòàëüíî, ñëåäóÿ äîâîëüíî ïîó÷èòåëüíîé îðèãèíàëüíîé ðàáîòå Ôðàíêà âàí äåð Ìåðâå [31].

Äàâàéòå ðàññìîòðèì âíà÷àëå áåñêîíå÷íóþ ÔÊ öåïü è ïðåíåáðåæåì ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Óñòîé÷èâûå
êîíôèãóðàöèè öåïè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

g(xl+1 + xl−1 − 2xl) = sinxl, (5.95)

êîòîðîå â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå (g � 1, xl = las+us, l→ x = las, ul → u(x)) ñâîäèòüñÿ ê óðàâíåíèþ ìàÿòíèêà

d2u

dx̃2
= sinu, (5.96)

ãäå ìû ââåëè áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ x̃ = x/d, d = as
√
g. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.96) îïèñûâàåò êîíôèãóðàöèþ

ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé

E[u] =
√
g

∫
dx̃ ε [u(x̃)] ,

ε[u] =
1
2

(
du

dx̃
− Pd

)2

+ (1− cosu) . (5.97)
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Óðàâíåíèå (5.96) èìååò äâà âàæíûõ ðåøåíèÿ. Ïåðâîå ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîé êîíôèãóðàöèè u(tr)(x̃) =
jas, j = 0,±1, . . . , â êîòîðîé îäíîìó øàãó öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ

ε(tr) ≡ E[u(tr)]/L = P 2d2/2as. (5.98)

Âòîðîå ðåøåíèå îïèñûâàåò êíîèäàëüíóþ âîëíó

u(cw)(x̃) = π + 2 sin−1 sn {−σ(x̃− β)/k, k} , (5.99)

ãäå sn(z, k) � ñèíóñ ôóíêöèÿ ßêîáè, k � åå ìîäóëü (0 < k ≤ 1), β � ïðîèçâîëüíàÿ ôàçà, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò
âîçìîæíîñòü ñâîáîäíîãî ñêîëüæåíèÿ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè â ÑÃ ïðåäåëå. Êíîèäàëüíàÿ âîëíà îïèñûâàåò êîíôèãóðàöèþ
ñ ðåãóëÿðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êèíêîâ, èìåþùèõ òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä σ = −signP , à ðàññòîÿíèå R ìåæäó
êèíêàìè îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì k,

R = 2dkK(k), (5.100)
òàê ÷òî ïëîòíîñòü ëèøíèõ (íåäîñòàþùèõ) àòîìîâ

ρ(x) = −ux
as

=
σ

πd

{
(1− k2)
k2

+
1
2

[
1− cosu(cw)(x)

]}
. (5.101)

Ôóíêöèÿ ρ(x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì R. Êíîèäàëüíàÿ âîëíà (5.99) èìååò íà îäíîì ïåðèîäå ýíåðãèþ

ε(cw)
pp =

√
g

∫ R/d

0

dx̃ ε
[
u(cw)(x̃)

]

=
√
g

{
P 2d2kK(k)− 2π|P |d− 4

k
(1− k2)K(k) +

8
k

E(k)
}
, (5.102)

òàê ÷òî ýíåðãèÿ íà åäèíèöó äëèíû ðàâíà

ε(cw) = ε(cw)
pp /R = ε(tr) − 1

as

{
2

(1− k2)
k2

+
π|P |d
kK(k)

− 4E(k)
k2K(k)

}
. (5.103)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðèîä ÎÑ êîíôèãóðàöèè R äîëæåí ìèíèìèçèðîâàòü ýíåðãèþ (5.103). Òàêèì îáðàçîì, èç
óðàâíåíèÿ ∂ε(cw)/∂k = 0 ñëåäóåò óðàâíåíèå

E(k)
k

=
π

4
|P |d ≡ |P |

PFM
. (5.104)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.104), ïðè k = k0, îïðåäåëÿåò ïåðèîä R0 [÷åðåç óðàâíåíèå (5.100)] è ýíåðãèþ íà åäèíèöó
äëèíû

ε
(cw)
0 = ε(tr) − 2

as

(1− k2
0)

k2
0

, (5.105)

ÎÑ ñ êîíôèãóðàöèåé �êíîèäàëüíîé âîëíû� â ïðåäåëå êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå
(5.104) èìååò ðåøåíèå, ñëåäîâàòåëüíî êíîèäàëüíî-âîëíîâîå ÎÑ èìååò ìåíüøóþ ýíåðãèþ ÷åì òðèâèàëüíîå ÎÑ,
åñëè è òîëüêî åñëè |P | > PFM â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì îáñóæäåíèåì.

Òåïåðü äàâàéòå âåðíåìñÿ ê ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ ñâîáîäíûõ êîíöîâ ñëåäóÿ ýëåãàíòíîìó ïîäõîäó Ôðàíêà âàí äåð Ìåðâå [31].
Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ êîíôèãóðàöèþ áåñêîíå÷íîé öåïè è ïðåäïîëîæèì ÷òî ïðóæèíà ñâÿçûâàþùàÿ N -ûé
è (N + 1)-ûé àòîìû íå ðàñòÿíóòà, òî åñòü xN+1 − xN = amin. Òîãäà ìû ìîæåì ðàçîðâàòü ýòó ïðóæèíó áåç
èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ âñåõ àòîìîâ öåïè. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìû ïîëó÷èì äâå ïîëóáåñêîíå÷íûå öåïè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ èìååò îäèí ñâîáîäíûé êîíåö è íàõîäèòñÿ â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè. Òàêèì îáðàçîì ìû ïåðåõîäèì ê
ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ uN+1 − uN = Pas èëè, â ïðåäåëå êîíòèíóàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ê

du

dx̃

∣∣∣∣
x̃=x̃end

= Pd. (5.106)

Ïîäñòàâëÿÿ êíîèäàëüíóþ âîëíó (5.99) â óðàâíåíèå (5.106) ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

1
k

dn
(
x̃end − β

k
, k

)
=

1
2
|P |d, (5.107)

ãäå x̃end = Nas/d � êîîðäèíàòà ñâîáîäíîãî êîíöà. Ýòî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèâîäèò ê íåñêîëüêèì èíòåðåñíûì
ñëåäñòâèÿì. interesting consequences.
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Ðèñ. 5.10. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.107). Çàïîëíåííûå è ïóñòûå êðóãè ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâûì è
íåóñòîé÷èâûì êîíôèãóðàöèÿì öåïè.

Ïðè ëþáîì P 6= 0 òðèâèàëüíîå ðåøåíèå utr(x̃) = const íå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.106). Ýòî çíà÷èò,
÷òî áëèçêî ê êîíöó öåïè (íà ðàññòîÿíèè |x − xend| ≤ d) òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ ÿâëÿåòñÿ âñåãäà
�âîçìóùåííîé�, òî åñòü àòîìû âáëèçè êîíöà ñäâèíóòû äàëåêî îò ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Òàêèì
îáðàçîì, òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ â ïðåäåëå k → 1 (èëè R0 → ∞) âñåãäà îïèñûâàåòñÿ êíîèäàëüíîé
âîëíîé (5.99), â òî âðåìÿ êàê ýíåðãèÿ îñòàåòñÿ ðàâíîé ε(tr) [Eq. (5.98)].

Ñîîòíîøåíèå (5.107) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå íà ôàçó β. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.10, ýòî óðàâíåíèå èìååò
äâà ðåøåíèÿ [îáà îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî äîïîëíèòåëüíîé êîíñòàíòû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êðàòíîé 2kK(k)],
îäíî ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîé êîíôèãóðàöèè, à äðóãîå � íåóñòîé÷èâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàçà β êíîèäàëüíî-
âîëíîâîãî ÎÑ ôèêñèðîâàíà, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñâîáîäíûé êîíåö ÔÊ öåïî÷êè âñåãäà çàêðåïëåí äàæå â ÑÃ
ïðåäåëå g → ∞, êîãäà îòñóòñòâóåò ÏÍ áàðüåð. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ÷òî óðàâíåíèå ÑÃ ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñâîáîäíûõ êîíöîâ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íî èíòåãðèðóåìûì óðàâíåíèåì (â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
ñëó÷àþ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå ÑÃ ÿâëÿåòñÿ òî÷íî èíòåãðèðóåìûì). Â
ðåçóëüòàòå ýòîãî ñêîëüçÿùàÿ ìîäà îòñóòñòâóåò â ÔÊ öåïî÷êè ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, à äëÿ ñêîëüæåíèÿ öåïî÷êè âñåãäà òðåáóåòñÿ ýíåðãèÿ àêòèâàöèè [447, 458]. Ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ öåïè ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé (ñ ïåðèîäîì as) îò ïîëîæåíèÿ êîíöåâûõ
àòîìîâ öåïè. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè εpin êîíå÷íà â ïðåäåëå L→∞. Êîíå÷íî, ýíåðãèÿ íà
åäèíèöó äëèíû ïðîäîëæàåò îïðåäåëÿòüñÿ óðàâíåíèåì (5.105), òàê êàê limL→∞ εpin/L = 0.

Óðàâíåíèå (5.107) èìååò ðåøåíèå åñëè (ñì. ðèñ. 5.10)
√

1− k2

k
<

1
2
|P |d < 1

k
. (5.108)

Â ÷àñòíîñòè, òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ (k → 1) ðàçðåøåíà ïîêà

|P | < Pms ≡ 2/d. (5.109)

Òàêèì îáðàçîì, òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ öåïè ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé ïîêà ïàðàìåòð
íåñîîòâåòñòâèÿ PFM áîëüøå âòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Pms. Â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà PFM < |P | < Pms
òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ìåòàñòàáèëüíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìû, òàê êàê ïðè |P | < Pms äëÿ
âñòàâêè â öåïü ÷åðåç ñâîáîäíûé êîíåö êèíêà íåîáõîäèìî ïðåîäîëåòü ýíåðãèþ àêòèâàöèè. Âäàëè îò ìåòàñòàáèëüíîãî
ïðåäåëà Pms (òî åñòü, â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà Pms < |P | < 1

2 ) òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñòàíîâèòüñÿ íåóñòîé÷èâîé,
òàê êàê êèíêè áóäóò ñàìîïðîèçâîëüíî îáðàçîâûâàòüñÿ íà ñâîáîäíûõ êîíöàõ öåïè.

5.3.2 Äüÿâîëüñêàÿ ëåñòíèöà è ôàçîâàÿ äèàãðàììà

Òåïåðü ìû óæå ìîæåì ïîñòðîèòü âñþ ôàçîâóþ äèàãðàììó äëÿ ÎÑ ñòðóêòóðû ÔÊ öåïè ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè.
Êàê ïîêàçàíî âûøå, â èíòåðâàëå 0 ≤ |P | < PFM (g) ÎÑ ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì (θ = 1 è w = 0), â òî âðåìÿ êàê
â èíòåðâàëå PFM (g) < |P | ≤ 1

2 ÎÑ ñîîòâåòñòâóåò êíîèäàëüíîé âîëíå êèíêîâ ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè R0

äðóã îò äðóãà, òàê ÷òî
θ =

R0/as + σ

R0/as
= 1 +

σas
R0

and w =
{

R0

R0 + σas

}
. (5.110)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè äàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà g, ëþáîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ P (èëè äàâëåíèÿ
Π, èëè õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà µ) îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè θ (èëè ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè
w), à ñòðóêòóðà ÎÑ ñîâïàäàåò ñî ñòðóêòóðîé îïèñàííîé â ïàðàãðàôå 5.2.1 äëÿ òîãî æå çíà÷åíèÿ θ (âåçäå êðîìå
êîíöîâ öåïè, ãäå íà ðàññòîÿíèè |x−xend| ≤ d îò ñâîáîäíûõ êîíöîâ ñòðóêòóðà âñåãäà îêàçûâàåòñÿ âîçìóùåííîé).
ßñíî, ÷òî çíà÷åíèå w(g, P ) ìîæåò áûòü êàê ðàöèîíàëüíûì, òàê è èððàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, ñîîòâåòñòâóþùèì
ëèáî ñîèçìåðèìîé èëè íåñîèçìåðèìîé ôàçå. Íàïîìíèì ÷òî êèíêè â êíîèäàëüíîé âîëíå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû
êàê êâàçè÷àñòèöû ðàñïîëîæåííûå íà ïåðèîäè÷åñêîì ÏÍ ïîòåíöèàëå, âçàèìîäåéñòâóþùèå ìåæäó ñîáîé ïî
ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó vint(X). Ïîýòîìó, ìû ñíîâà ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðåíîðìàëèçàöèîííûé ïîäõîä Äæîñà
ñ ñîàâòîðàìè (1983). Òåïåðü ìû äîëæíû îäíîâðåìåííî íîðìàëèçîâàòü äâà ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðà

(
g(i), P (i)

) →(
g(i+1), P (i+1)

)
, ãäå ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè g(i) çàäàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó êâàçè÷àñòèöàìè, à ïàðàìåòð

íåñîîòâåòñòâèÿ P (i) îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó êâàçè÷àñòèöàìè âìåñòî ïàðàìåòðà amin â óðàâíåíèè (5.4).
Åñëè ðåíîðìàëèçàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàþùàÿñÿ èç òî÷êè (g, P ), çàêàí÷èâàåòñÿ â óñòîé÷èâîé
íåïîäâèæíîé òî÷êå

(
g(∞), P (∞)

)
ñ g(∞) = ∞, òî ÎÑ ñèñòåìû áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñîèçìåðèìîé ôàçå. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÎÑ áóäåò ñîðàçìåðíûì. Òàêèì îáðàçîì, ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü (g, P ) áóäåò ðàçäåëåíà íà äâå
îáëàñòè â êîòîðûõ ÎÑ èìååò ëèáî ñîèçìåðèìóþ, ëèáî íåñîèçìåðèìóþ ñòðóêòóðó. ßñíî, ÷òî íåñîèçìåðèìàÿ
ôàçà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â îáëàñòè g > gc ≡ minwgAubry(w).

Èñïîëüçóÿ èäåîëîãèþ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ëåãêî äîãàäàòüñÿ ÷òî òàê æå êàê è òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ,
êàæäàÿ ñîðàçìåðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ ðàöèîíàëüíûì w = r/s áóäåò óñòîé÷èâîé â êîíå÷íîì èíòåðâàëå

P−ms(w) < |P | < P+
ms(w). (5.111)

Îíà äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ÎÑ ñèñòåìû â áîëåå óçêîì èíòåðâàëå

P−FM (w) < |P | < P+
FM (w). (5.112)

Â ñàìîì äåëå, ðàññìàòðèâàÿ ñîðàçìåðíóþ ñòðóêòóðó w êàê ôîíîâóþ êîíôèãóðàöèþ, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ñóïåðêèíêè (ñóïåð-àíòèêèíêè) ñ òîïîëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè σ = 1 (σ = −1). Ñîãëàñíî ãëàâå 3, ýíåðãèþ
ðîæäåíèÿ ñóïåðêèíêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

εσk = −σga2
s (|P | − P0(w)) + Ek(w), (5.113)

ãäå P0(w) è Ek(w) ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè çàâèñÿùèìè îò w. Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ P±FM (w) îïðåäåëÿþòñÿ èç
óðàâíåíèÿ εσk = 0,

P±FM (w) = P0(w)± Ek(w)/ga2
s. (5.114)

Êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû P ïîêà çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà îñòàåòñÿ ìåæäó äâóìÿ ïðåäåëüíûìè
çíà÷åíèÿìè P±FM (w). Âíå ýòèõ ïðåäåëîâ ïëàòî ýíåðãèè ðîæäåíèÿ ñóïåðêèíêà ñòàíîâèòüñÿ îòðèöàòåëüíûì,
äåëàÿ òåì ñàìûì ìåòàñòàáèëüíîé w êîíôèãóðàöèþ (ñì. Ðèñ. 5.11). Íîâîå ÎÑ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîíå÷íîé
ïëîòíîñòè ñóïåðêèíêîâ, ñ ïëîòíîñòüþ îïðåäåëÿåìîé êîíêóðåíöèåé ìåæäó îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé ðîæäåíèÿ
(êîòîðàÿ ñïîñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ êàê ìîæíî áîëüøîìó ÷èñëó ñóïåðêèíêîâ) è ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé îòòàëêèâàíèÿ
ñóïåðêèíêîâ (êîòîðàÿ âîçðàñòàåò ïðè ñáëèæåíèè ñóïåðêèíêîâ). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ w(P ) ñîñòîèò èç
ìíîæåñòâà �ïëàò�, èëè �òåððàñ� íà êîòîðûõ ÷èñëî w êàê ôóíêöèÿ P îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé (ñì. Ðèñ. 5.1). Ýòî
ïðîèñõîäèò ïðè ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ w = r/s, à äëèíû ýòèõ ïëàò ñòðåìÿòñÿ ñòàòü êàê ìîæíî ìåíüøèìè,
òàê êàê ïåðèîä q ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû óâåëè÷èâàåòñÿ èç-çà óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ Ek(w) â óðàâíåíèè (5.114).

|P|
P P P
FM FM0

_ +

(w) (w) (w)

E

0

(w)
k

σ=+1 σ=−1

ε
σ

k

Ðèñ. 5.11. Ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ ñóïåðêèíêà (σ = +1) è ñóïåð-
àíòèêèíêà (σ = −1) äëÿ ôîíîâîé êîíôèãóðàöèè ñ w 6= 0 êàê
ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ P .

Îáðè ñ ñîàâòîðàìè â ñåðèè ðàáîò (ñì. ñòàòüþ [460] è ïðèâåäåííûå â íåé ññûëêè) äîêàçàëè ÷òî ôóíêöèÿ
w(P ) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, âîïðåêè òîìó, ÷òî ìîæíî áûëî ïðåäïîëîæèòü èç ïðîñòîãî âçãëÿäà íà
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Ðèñ. 5.12. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ â (a)
ïëîñêîñòè (amin, g) è (b) ïëîñêîñòè (P,K), ãäå K = g−1 [276].

Ðèñ. 5.1. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ w(P ) ïðèíèìàåò èððàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ êîãäà P ëåæèò ìåæäó ñîñåäíèìè
òåððàñàìè, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ èìååòñÿ îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè w è P .

Àíàëîãè÷íî, êîíöåíòðàöèÿ θ êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ P ôèêñèðóåòñÿ íà âñåõ ñîðàçìåðíûõ
çíà÷åíèÿõ θ = s/q, è â ïðîòèâîïîëîæíîñòü P êðèâàÿ θ(P ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ìîíîòîííî óáûâàþùåé.
Ñîãëàñíî Ìàíäåëüáðîòó [444], òàêàÿ êðèâàÿ èçâåñòíà êàê äüÿâîëüñêàÿ ëåñòíèöà. Îáðè è ñîàâòîðû (ñì ñòàòüþ [460],
è ðàáîòû [498]�[500]) äîêàçàëè, ÷òî ïðè g < gc ôóíêöèÿ θ(P ) ïðèíèìàåò íåñîðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå
íóëåâîé ìåðû çíà÷åíèé P , à êðèâàÿ θ(P ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöåé. [Ïî îïðåäåëåíèþ, äüÿâîëüñêàÿ
ëåñòíèöà íàçûâàåòñÿ ïîëíîé êîãäà îíà ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç ñòóïåíåê, èëè ÷òî ýêâèâàëåíòíî êîãäà ôóíêöèÿ
θ(P ) èìååò íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî÷òè âåçäå çà èñêëþ÷åíèåì íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, êîòîðûå îáðàçóþò
êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî. Òàêèì îáðàçîì, ùåëè ìåæäó ñòóïåíüêàìè ôóíêöèè θ(P ) îáðàçóþò ôðàêòàë ñ íóëåâîé
ìåðîé, è óâåëè÷åíèå ëþáîé ÷àñòè êðèâîé θ(P ) (íå âíóòðè ñòóïåíüêè) áóäåò äàâàòü íà÷àëüíóþ êðèâóþ.] Êîãäà
g > gc äüÿâîëüñêàÿ ëåñòíèöà θ(P ) ñòàíîâèòüñÿ íåïîëíîé, òî åñòü, ôóíêöèÿ θ(P ) ïðèíèìàåò èððàöèîíàëüíûå
çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé P èìåþùåì êîíå÷íóþ (íåíóëåâóþ) ìåðó (íàïîìíèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå
îðáèòû îòîáðàæåíèÿ ïðèíàäëåæàò ê ÊÀÌ öèêëàì). Ôóíêöèÿ θ(P ) îñòàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé ïðè êàæäîì
ðàöèîíàëüíîì çíà÷åíèè, íî èíòåðâàëû ñòàöèîíàðíîñòè (îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ P ) ñòàíîâÿòñÿ ìåíüøå, òàê
÷òî êðèâàÿ θ(P ) ìåæäó ñòóïåíüêàìè êàæåòñÿ ãëàäêîé. Âàæíûì ñâîéñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ëþáîì äàííîì
èíòåðâàëå (P1, P2), ñóììà äëèí âñåõ ñòóïåíåê ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ êîãäà g ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðèâåäåííîå âûøå îïèñàíèå ïîçâîëÿåò íàì íàðèñîâàòü íóëü-òåìïåðàòóðíóþ ôàçîâóþ äèàãðàììó ÔÊ ñèñòåìû
íà ïàðàìåòðè÷åñêîé ïëîñêîñòè (g, P ) (ñì. Ðèñ. 5.12). Êîíå÷íî, ôàçîâàÿ äèàãðàììà ìîæåò áûòü ñêîíñòðóèðîâàíà
òîëüêî ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí Ãðèôèòöîì
è ×îó [276]. Îáëàñòü çàíèìàåìàÿ ÎÑ ñ äàííûì ðàöèîíàëüíûì çíà÷åíèåì w ïðîÿâëÿåòñÿ êàê �ÿçûê� â ôàçîâîé
ïëîñêîñòè. Ìåæäó ýòèìè ÿçûêàìè, êîòîðûå ïîêàçàíû íà Ðèñ. 5.12, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî äðóãèõ
ÿçûêîâ (êîòîðûå íå ïîêàçàíû, áîëüøèíñòâî èç íèõ áóäóò ýêñòðåìàëüíî óçêèìè) äëÿ êàæäîãî ðàöèîíàëüíîãî
çíà÷åíèÿ w, è îíè çàïîëíÿþò, äî íåêîòîðîé ñòåïåíè, îáëàñòè ìåæäó ÿçûêàìè ÿâíî ïîêàçàííûìè íà ðèñóíêè. Â
äîïîëíåíèè, òàê êàê w ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé îò P , äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ëèíèè ñîîòâåòñòâóþùèå
èððàöèîíàëüíûì çíà÷åíèÿì w ëåæàùèå ìåæäó äîìåíàìè ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàöèîíàëüíûì çíà÷åíèÿì.

Â çàêëþ÷åíèå, ìû çàìåòèì ÷òî äëÿ ñòðîãî âûïóêëîãî ïîòåíöèàëà Vint(x) âñå ïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ñòðóêòóðàìè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè (�âòîðîãî ðîäà�) êàê äëÿ îáëàñòè ïîëíîé, òàê è äëÿ íåïîëíîé äüÿâîëüñêîé
ëåñòíèöû, òàê êàê çäåñü âñå âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿþòñÿ îòòàëêèâàþùèìè (ñì. ññûëêè [455]�[457],[460],[501]�[504]).

5.4 Îáîáùåíèÿ ÔÊ ìîäåëè
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè ÔÊ ê ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì òðåáóåòñÿ åå îáîáùåíèå, òàê êàê îáû÷íî
ïîòåíöèàë ïîäëîæêè íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ñèíóñîèäàëüíûì, à ìåæàòîìíûå âçàèìîäåéñòâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî
ãàðìîíè÷åñêèìè. Ñ îáùèé òî÷êè çðåíèÿ, ëþáîå îòêëîíåíèå îò òî÷íî èíòåãðèðóåìîé ÑÃ ñèñòåìû îáû÷íî
ïðèâîäèò ê �óâåëè÷åíèþ õàîñà� â ñèñòåìå, òî åñòü ê óìåíüøåíèþ îáëàñòè çàíèìàåìîé �ÊÀÌ òîðàìè� (�ÊÀÌ
öèêëàìè� â äâóõìåðíîì îòîáðàæåíèè) [ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó Ìèë÷åâà [221], ãäå ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë
áûë çàìåíåí ïîòåíöèàëîì Òîäû]. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåãóëÿðíûå �ÊÀÌ öèêëû� ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
íà÷èíàåò ðàçðóøàòüñÿ ïðè íèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà îòîáðàæåíèÿ K ≡ g−1. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëè
ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â âîçðàñòàíèè (a) ÏÍ áàðüåðîâ, (b) âåëè÷èíû gAubry(w) è, ñëåäîâàòåëüíî, (c) ïîðîãîâîãî
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çíà÷åíèÿ gc ïåðåõîäà îò ïîëíîé ê íåïîëíîé äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöå. Êðîìå òîãî, îòêëîíåíèå îò ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè ÔÊ ìîæåò ïðèâîäèòü ê (i) ïîÿâëåíèþ ðàçëè÷íûõ ôàç ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè,
(ii) çàìåíå íåïðåðûâíûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó ôàçàìè äèñêðåòíûìè ïåðåõîäàìè, è (iii) ê íàðóøåíèþ êèíê-àíòèêèíêîâîé
ñèììåòðèè. Íèæå ìû áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðèì ýòè âîïðîñû.

5.4.1 Ïîòåíöèàë ïîäëîæêè îáùåé ôîðìû

Â îáùåì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(x) ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â êîñèíóñ ðÿä Ôóðüå

Vsub(x) =
∞∑
p=1

βp [1− cos(px)] . (5.115)

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ìàëûå îòêëîíåíèÿ ïîòåíöèàëà îò ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìû, òàêèå ÷òî β1 ' 1
è |βp| � 1 äëÿ p ≥ 2. Ïîâåäåíèå ÔÊ ìîäåëè â ñëó÷àå β2 < 0 îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ β2 > 0. Êîãäà β2 < 0,
Vsub(x) èìååò ïðîôèëü ñ øèðîêèìè ÿìàìè ðàçäåëåííûìè óçêèìè áàðüåðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ôàçîâàÿ äèàãðàììà
â ïëîñêîñòè (g, P ) òîïîëîãè÷åñêè ïîäîáíà ôàçîâîé äèàãðàììå äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ, à ôàçîâûå ïåðåõîäû
ïðîèñõîäÿò íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå òåì æå ñàìûì ñïîñîáîì [445, 505].

I

A
2

A
1

N

(d)

(c)

(b)

(a)

Ðèñ. 5.13. Óñòîé÷èâûå êîíôèãóðàöèè êèíêà äëÿ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ñ óçêèìè ÿìàìè ðàçäåëåííûìè ïëîñêèìè
áàðüåðàìè. Íîðìàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ (a), àñèììåòðè÷íûå êîíôèãóðàöèè (b) è (c), à òàêæå âçàèìîîáðàòíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ (d).

Îäíàêî, ñëó÷àé ñ β2 > 0, êîãäà Vsub(x) èìååò ïðîôèëü ñ îñòðûìè ÿìàìè ðàçäåëåííûìè ïëîñêèìè áàðüåðàìè,
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, òàê êàê çäåñü ñòðóêòóðà êèíêà óæå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ìîäåëüíîãî ïàðàìåòðà
g [165, 186]. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ åäèíè÷íûé êèíê èìååò òîëüêî äâå ñòàöèîíàðíûå
êîíôèãóðàöèè. Ïåðâàÿ èç íèõ (óñòîé÷èâàÿ), ïîêàçàííàÿ íà Ðèñ. 5.13(a), îïèñûâàåò êîíôèãóðàöèþ â êîòîðîé äâà
àòîìà çàíèìàþò òó æå ñàìóþ ÿìó ïîòåíöèàëà è ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ìèíèìóìà ÿìû. Îíà
ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ÏÍ ïîòåíöèàëà. Âî âòîðîé (íåóñòîé÷èâîé èëè ñåäëîâîé) êîíôèãóðàöèè, ïîêàçàííîé íà
Ðèñ. 5.13(d), äîïîëíèòåëüíûé àòîì ëîêàëèçîâàí íà âåðøèíå ïîòåíöèàëà Vsub(x). Ýòà êîíôèãóðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò
ìàêñèìóìó ÏÍ ïîòåíöèàëà VPN (X). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îïèñàííóþ ñèòóàöèþ êàê N (òî åñòü íîðìàëüíóþ)
ñèòóàöèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî îíà âñåãäà èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîãî ïîòåíöèàëà Vsub(x), ïî êðàéíåé ìåðå â ïðåäåëå
g → 0. Îäíàêî, êîãäà Vsub(x) èìååò îñòðûå ÿìû ðàçäåëåííûå ïëîñêèìè áàðüåðàìè ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
íàïðÿæåííîñòè ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà g èìååò ìåñòî I (òî åñòü èíâåðñíàÿ) ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé êîíôèãóðàöèÿ
ïîêàçàííàÿ íà Ðèñ. 5.13(a) ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó, à êîíôèãóðàöèÿ Ðèñ. 5.13(d) � ìèíèìóìó ÏÍ ïîòåíöèàëó.
Ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà g N- è I- ñëó÷àè ÷åðåäóþòñÿ äðóã ñ äðóãîì. Â äîïîëíåíèè ê ýòîìó ìåæäó N- è
I- îáëàñòÿìè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ïðîìåæóòî÷íûå îáëàñòè, ãäå îáå êîíôèãóðàöèè ïîêàçàííûå íà Ðèñ. 5.13(a)
è Ðèñ. 5.13(d) ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûì ìàêñèìóìàì ôóíêöèè VPN (X), à ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîé
ïðîìåæóòî÷íîé àñèììåòðè÷íîé êîíôèãóðàöèè ïîêàçàííîé íà Ðèñ. 5.13(b) èëè Ðèñ. 5.13(c) è îáîçíà÷åííûå êàê
A1 èëè A2. Òåïåðü, åñëè ìû óâåëè÷èì íåñîîòâåòñòâèå P çà ïðåäåëû ÔâäÌ ïðåäåëà PFM (êîíå÷íî, çíà÷åíèå PFM
òåïåðü îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ âû÷èñëåííîãî äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ), òî ÎÑ ñèñòåìû áóäåò êíîèäàëüíàÿ
âîëíà êèíêîâ N-, I-, èëè A- òèïîâ, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà g.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè β2 > 0 ñîðàçìåðíîå ÎÑ ñ ïàðàìåòðîì ñîðàçìåðíîñòè w = r/s ìîæåò áûòü îäíèì èç
ñëåäóþùèõ òèïîâ [466, 478]. Äëÿ N-òèïà ÎÑ ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå öåëîå j òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî l
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xj+l = −xj−l åñëè s íå÷åòíî,
xj+l = −xj+1−l åñëè s ÷åòíî. (5.116)

Äëÿ íå÷åòíîãî s â ìèíèìóìàõ ïîòåíöèàëà Vsub(x) áóäóò íàõîäèòüñÿ íåêîòîðûå àòîìû, à äëÿ ÷åòíîãî çíà÷åíèÿ s â
ìèíèìóìàõ ïîòåíöèàëà íåò íè îäíîãî àòîìà. Ìû áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ÎÑ èìååò I-òèï åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå
öåëîå j òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî l

xj+l − 1
2
as =

1
2
as − xj−l. (5.117)

Â êîíôèãóðàöèè I-òèïà èìåþòñÿ íåêîòîðûå àòîìû íà ìàêñèìóìàõ ïîòåíöèàëà Vsub. Îáå êîíôèãóðàöèè N-
è I-òèïà îáëàäàþò çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé. Åñëè ÎÑ íå óäîâëåòâîðÿåò íè óðàâíåíèþ (5.116), íè óðàâíåíèþ
(5.117), òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà èìååò A-òèï. Íå îáëàäàþùåå ñèììåòðèåé ÎÑ A-òèïà ÿâëÿåòñÿ äâàæäû
âûðîæäåííûì, òàê êàê åãî ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê ñîñòîÿíèå ñêîíñòðóèðîâàííîå èç êèíêîâ òèïà A1 èëè èç
êèíêîâ òèïà A2 (îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ A1 è A2 ÿâëÿþòñÿ çåðêàëüíûìè îòîáðàæåíèÿìè äðóã äðóãà). Òàêèì
îáðàçîì, ñèòóàöèÿ çäåñü îêàçûâàåòñÿ ïîäîáíîé ñèòóàöèè äëÿ äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (ñì. ïàðàãðàô
3.3.4), ãäå òàêæå èìåþòñÿ �ëåâûå� è �ïðàâûå� êèíêè.

Òàê êàê ïðè β2 > 0 ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè w íå çàäàåò îäíîçíà÷íî êîíôèãóðàöèþ, òî ðàçëè÷íûå òèïû
îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé çäåñü ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû, íàïðèìåð, êîîðäèíàòîé öåíòðà ìàññ ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêè, îïðåäåëåííîé óðàâíåíèÿìè (5.33), (5.34), è áóêâîé N, I, A1, èëè A2. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ÔÊ öåïè
ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� ïîêàçàíà íà Ðèñ. 5.14. Çäåñü ÿçûêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàöèîíàëüíûì çíà÷åíèÿì
÷èñëà w, òåïåðü ðàñùåïëÿþòñÿ ìíîæåñòâîì ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ, íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä
ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôàçàìè ñ òåì æå ñàìûì çíà÷åíèåì ñîðàçìåðíîñòè. ×èñëî òàêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì �ïîðÿäêà� C-ôàçû s. Çàìåòèì, ÷òî â öåïè ñ äâîéíûì-ÑÃ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè (òî
åñòü åñëè βp = 0 ïðè p ≥ 3) îòñóòñòâóþò àñèììåòèð÷åñêèå (A-òèïà) ôàçû [445].

Ðèñ. 5.14. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ãàðìîíè÷åñêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ ñ g = K−1 è íåñèíóñîèäàëüíûì
ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè ñ β1 = 1, β2 = 1/4, β3 = 1/6 è βp = 0 äëÿ p ≥ 4. ×èñëà ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì w, áóêâû
îáîçíà÷àþò òèï ôàçû ÎÑ [478].

Ïåðåõîäû ìåæäó ôàçàìè ðàçíûõ òèïîâ íî ñ òåìå æå ñàìûì çíà÷åíèåì w ÿâëÿþòñÿ �ôîíîí-ñòèìóëèðóåìûìè�:
ñ èçìåíåíèåì íàïðÿæåííîñòè g ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôîíîííîé ÷àñòîòû ωmin îáðàùàåòñÿ â íîëü, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôàçà ñòàíîâèòüñÿ íåóñòîé÷èâîé. Ýòè ïåðåõîäû ìîãóò áûòü íåïðåðûâíûì (�âòîðîãî ðîäà�) åñëè ÷àñòîòà ωmin

íåïðåðûâíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, èëè îíè ìîãóò äèñêðåòíûìè (�ïåðâîãî ðîäà�) êîãäà íåóñòîé÷èâîñòü ïîÿâëÿåòñÿ
âíåçàïíî. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåííîì íà Ðèñ. 5.14, âñå ïåðåõîäû ìåæäó N è A ôàçàìè ÿâëÿþòñÿ
äèñêðåòíûìè, â òî âðåìÿ êàê ïåðåõîäû ìåæäó I è A ôàçàìè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè. Èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ
ñèììåòðèè ëåãêî äîãàäàòüñÿ, ÷òî åñëè îòñóòñòâóþò A-ôàçû (êàê â ìîäåëè äâîéíîé-ÑÃ), òî ïåðåõîäû N↔I áóäóò
âñåãäà íåïðåðûâíûìè [445]. Ïåðåõîäû ìåæäó ôàçàìè ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ ñîðàçìåðíîñòè
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ �êèíê-ñòèìóëèðóåìûìè� ñ îòòàëêèâàþùèì âçàèìîäåéñòâèåì
ìåæäó êèíêàìè. Ýòè ïåðåõîäû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãè÷íûìè ïåðåõîäàì â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ. Çàìåòèì òîëüêî,
÷òî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ P±FM (w) ñóùåñòâîâàíèÿ A-ôàçû îïðåäåëÿòñÿ òåïåðü èç óðàâíåíèÿ ε(left)

k + ε
(right)
k = 0,
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òàê êàê äëÿ ëþáîãî àñèììåòðè÷íîãî ÎÑ �ëåâûå� è �ïðàâûå� êèíêè â ñèëó òîïîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé äîëæíû
ñëåäîâàòü äðóã çà äðóãîì.

Áëýê è Ñàòèÿ [488, 506] äåòàëüíî èññëåäîâàëè öåïî÷êà ÔÊ ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè äâîéíîé-ÑÃ. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ôàçîâàÿ äèàãðàììà â ïëîñêîñòè (β1, β2) äëÿ èððàöèîíàëüíîãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà w ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé è ñîñòîèò èç êàñêàäîâ ïåðåõîäîâ òèïà ïèíèíã-äåïèíèíã (Îáðè),
à ãðàíèöà ìåæäó äâóìÿ ôàçàìè èìååò ôðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó (ñì. Ðèñ. 5.15). Â äîïîëíåíèè, â ïèíèíãîâàííîé
ôàçå ïåðåõîä Îáðè ê äåïèíèíãîâàííîé ôàçå ñâÿçàí ñ ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà ìåæäó äâóìÿ êîíêóðèðóþùèìè (N-
è I-) îñíîâíûìè ñîñòîÿíèÿìè. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò ñóùåñòâîâàíèå ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû â ñïåêòðå ôîíîííûõ
âîçáóæäåíèé âîçìîæíûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé. Áëýê è Ñàòèÿ [488] òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî ôðàêòàëüíàÿ ãðàíèöà
ôàç è åå ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò áûòüÿ îáúÿñíåíà ïðîñòûìè ïðàâèëàìè ñëîæåíèÿ.

Ðèñ. 5.15. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà â ïëîñêîñòè (k2, k1) äëÿ öåïè ÔÊ ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ è ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè
äâîéíîé-ÑÃ Vsub(x) = −k1 cosx + 1

4
k2 cos 2x. Ïàðàìåòð g = 1, ÷èñëî w = (

√
5 − 1)/2. ×àñòü ðèñóíêà (b) ïîêàçûâàåò

óâåëè÷åíèå ìàëîé ïðÿìîóãîëüíîé ÷àñòè ðèñóíêà (a). Çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü ñîîòâåòñòâóåò íåïèíèíãîâàííûì
êîíôèãóðàöèÿì [488].

5.4.2 Àíãàðìîíè÷åñêèé ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë

Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ãàðìîíè÷åñêèì. Íàïðèìåð, êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêèå (�õèìè÷åñêèå�) ñâÿçè àòîìîâ èëè ìîëåêóë ìîãóò áûòü ïðèáëèçèòåëüíî îïèñàíû ýêñïîíåíöèàëüíûì
çàêîíîì. Òàêîé æå çàêîí îïèñûâàåò îòòàëêèâàíèå ÷èñòûõ ïðèìåñíûõ çàðÿäîâ ýêðàíèðîâàííûõ ýëåêòðîíàìè
ïîäëîæêè (ýêðàíèðîâàíèå Äåáàÿ). Íåýêðàíèðîâàííîå îòòàëêèâàíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì
Êóëîíà. Îòìåòèì òàêæå äèïîëü-äèïîëüíîå îòòàëêèâàíèå àòîìîâ àäñîðáèðîâàííûõ õèìè÷åñêè íà ïîâåðõíîñòè
êðèñòàëëà [36].

Â êà÷åñòâå òèïè÷íîãî ïðèìåðà àíãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìû ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîòåíöèàë
Òîäû

Ṽint(x) = V0 exp
[
−β
(
x

as
− 1
)]

, (5.118)

ãäå V0 � ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ àòîìîâ ðàñïîëîæåííûõ â äâóõ áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ ìèíèìóìàõ ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè, à β � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð àíãàðìîíè÷íîñòè. Ñ öåëüþ ïîêàçàòü ðîëü â ôàçîâîé äèàãðàììå
àíãàðìîíè÷íîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé.

Äëÿ ìîäåëè ÔÊ ñ àíãàðìîíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì îñíîâíîé ïàðàìåòð ìîäåëè

gx = V ′′int(x), (5.119)

â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ, óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå
ñèñòåìû êîãäà êîíöåíòðàöèÿ θ ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé ïåðåìåííîé ìîäåëè. (Â ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè ïðåäïîëîæåíèå
g = Const îãðàíè÷èâàåò ðàññìîòðåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ìàëûì èíòåðâàëîì èçìåíåíèÿ ìåæàòîìíûõ ðàññòîÿíèé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññìîòðåòü ÔÊ öåïî÷êó ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� ìû ââåäåì âíåøíåå äàâëåíèå Π, òî åñòü
äîáàâèì ëèíåéíóþ ïðèòÿãèâàþùóþ âåòâü ê îòòàëêèâàþùåìó ïîòåíöèàëó (5.118),

Vint(x) = Ṽint(x) + x (Π −Π0), (5.120)

ãäå çíà÷åíèå Π0 âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðè Π = 0 ïîòåíöèàë Vint(x) èìåë ìèíèìóì ïðè x = as.
Óðàâíåíèå (5.120) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå
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Vint(x) = Ṽint(x)− x Ṽ ′int(amin), (5.121)

òàê ÷òî so ìîäèôèöèðîâàííûé ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë èìååò ñâîé ìèíèìóì ïðè x = amin. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
öåïî÷êè ñ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ� òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ íåâîçìîæíà.

Êàê è äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ, ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè àíãàðìîíè÷åñêîé ìîäåëè ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû êàê îðáèòû ñîõðàíÿþùåãî ïëîùàäü îòîáðàæåíèÿ [221]

{
x̃l+1 = x̃l + p̃l,
exp(−βp̃l+1/as) = exp(−βp̃l/as)− (as/βV0) sin x̃l.

(5.122)

Ïðèñóòñòâèå àíãàðìîíè÷íîñòè ïðèâîäèò ê ãëóáîêîìó èçìåíåíèþ îòîáðàæåíèÿ, îíî ñòàíîâèòüñÿ àñèììåòðè÷íûì
îòíîñèòåëüíî çíàêà p̃ (ñðàâíèòå Ðèñ. 5.2 è 5.16). Äëÿ p̃ < 0 (òî åñòü, äëÿ êîíôèãóðàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé
aA < as) îðáèòû â ïëîñêîñòè (x̃, p̃) ÿâëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ìîäóëèðîâàííûìè èç-çà îòòàëêèâàíèÿ
ïîòåíöèàëà Òîäû (5.118) ïðè x → 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ p̃ > 0 (aA > as) áîëüøèíñòâî îðáèò îêàçûâàþòñÿ
ðàçðûâíûìè, ÷òî ïîêàçûâàåò ðàçðóøåíèå ñèñòåìíîé öåëîñòíîñòè ( ðàçðóøåíèå ÊÀÌ öèêëîâ) èç-çà îñëàáëåíèÿ
ñèë âçàèìîäåéñòâèÿ ñ óâåëè÷åíèåì ìåæàòîìíûõ ðàññòîÿíèé. Òàê, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ V0 è β,
ñêîëüçÿùèå îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èððàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé θ,
â òî âðåìÿ êàê äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé θ âñå íåñîèçìåðèìû ôàçû ÿâëÿþòñÿ çàêðåïëåííûìè. Îäíàêî, ïåðåõîä
ðàçðóøåíèÿ àíàëèòè÷íîñòè (ïåðåõîä Îáðè) ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî ïåðåõîäó â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ [266].
Â ÷àñòíîñòè, Ëèí è Õó [467] ïîêàçàëè, ÷òî êðèòè÷åñêèå èíäåêñû â óðàâíåíèè (5.81) íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà
àíãàðìîíè÷íîñòè è ðàâíû èõ çíà÷åíèÿì â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ.

Ðèñ. 5.16. Îðáèòû îòîáðàæåíèÿ (5.19) äëÿ β = 4π è (a) V0 = 1.260, (b) V0 = 1.031 [221].

Íàèáîëåå âàæíûì ðåçóëüòàòîì àíãàðìîíè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ íàðóøåíèå êèíê-àíòèêèíêîâîé ñèììåòðèè ñòàíäàðòíîé
ÔÊ ìîäåëè. Ïåðâûìè ýòîò ðåçóëüòàò ÷èñëåííî ïîëó÷èëè Ìèë÷åâ è Ìàðêîâ [262],[507]�[509]. Äåéñòâèòåëüíî,
ýôôåêòèâíûå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ â êèíêå (â îáëàñòè ëîêàëüíîãî ñæàòèÿ) ïðåâûøàþò ñèëû â àíòèêèíêå (â
îáëàñòè ëîêàëüíîãî ðàñòÿæåíèÿ àòîìíîé öåïè). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ïðè òåõ æå ñàìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
V0 è β êèíê ïî ñðàâíåíèþ ñ àíòèêèíêîì õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèì çíà÷åíèåì ýíåðãèè ðîæäåíèÿ è ìåíüøèìè
çíà÷åíèÿìè ýôôåêòèâíîé ìàññû è ÏÍ ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà [165]. Àíàëèòè÷åñêè ýòîò ýôôåêò ìîæíî îïèñàòü
ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Äàâàéòå ðàññìîòðèì êèíê ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì σ = ±1 äëÿ òðèâèàëüíîãî ôîíîâîãî
ÎÑ ñ θ = 1/q, ãäå q � öåëîå. Â ïðåäåëå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ V0 → 0, èñïîëüçóÿ ïîäõîä ïàðàãðàôà 5.2.1,
ýíåðãèþ êèíêà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

εσk ' y2 + 2Vint(qas − σy) + Vint(qas − σas + 2σy)− 3Vint(qas), (5.123)

ãäå y � àìïëèòóäà ñìåùåíèé äâóõ àòîìîâ ðàñïîëîæåííûõ ó öåíòðà êèíêà (ñì. Ðèñ. 5.17). Ðàñêëàäûâàÿ ôóíêöèè
Vint ïî ìàëîìó y è ìèíèìèçèðóÿ çàòåì εσk ïî y, ìû ïîëó÷èì

εσk ' [Vint(qas − σas)− Vint(qas)]− [V ′int(qas − σas)− V ′int(qas)]
2

[1 + V ′′int(qas) + 2V ′′int(qas − σas)]
.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü äðóãèå íåçàâèñÿùèå îò Π ïàðàìåòðû, òàêèå êàê ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ êèíê-
àíòèêèíêîâîé ïàðû εpair = ε

(σ=+1)
k + ε

(σ=−1)
k , è àìïëèòóäó ÏÍ áàðüåðîâ εσPN .

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ñèëüíîãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, V0 → ∞, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå ïàðàãðàôà 5.2.1. (Íàïîìíèì îäíàêî, ÷òî åñëè ïàðàìåòð àíãàðìîíè÷íîñòè β ïðåâûøàåò
íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå βcrit, êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå ñòàíîâèòüñÿ íåâîçìîæíûì äàæå â ïðåäåëå
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y

qas
(q-σ)as

Ðèñ. 5.17. Ñòðóêòóðà êèíêà ïðè V0 → 0.

V0 → ∞ � ñì. ïàðàãðàô 3.5.1 è ññûëêó [266]). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñâîäèòüñÿ ê
ôîðìå [165, 264]

d2u

dx̃2

(
1− αdu

dx̃

)
= sin u, (5.124)

ãäå
α = − V ′′′int(qas)

[V ′′int(qas)]
3/2

. (5.125)

Èç óðàâíåíèÿ (5.124) ñëåäóåò, ÷òî øèðèíà êèíêà òåïåðü çàâèñèò îò åãî òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà

d→ dσeff = d
(

1− π

3
σα
)
, (5.126)

à ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ êèíêà ðàâíà
εσk = −σasV ′int(qas) + Eσk , (5.127)

ãäå íåçàâèñÿùèé îò Π âêëàä Eσk òàêæå çàâèñèò îò σ,

Eσk = 4εs
√
ga

(
1 +

1
12
σα

)
, ga = V ′′int(qas). (5.128)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñ÷èòàòü ýôôåêòèâíóþ ìàññó êèíêà

mσ = m
(

1− π

6
σα
)
, (5.129)

è àìïëèòóäó ÏÍ ïîòåíöèàëà
εσPN ' εPN (ga) + σ

(
dεPN (g)

dg

)

g=ga

∆g, (5.130)

ãäå ôóíêöèÿ εPN (g) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (5.58), à ∆g = (2π/3)αga.
Ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò íàì íàéòè ïàðàìåòðû êèíêà êàê ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè θ âî

âñåì èíòåðâàëå çíà÷åíèé 0 ≤ θ < ∞, ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïåðåíîñà ìàññ â ÔÊ öåïè ñ
�ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ� (ñì. äàëåå ïàðàãðàôû 7.4). ßñíî, ÷òî òàêèå ôóíêöèè ϕ(θ) (ãäå ϕ åñòü èëè m èëè
εPN ) îïðåäåëÿþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë θ (òàê êàê êèíêè ìîæíî ââåñòè òîëüêî äëÿ C-ôàç),
áåðÿ ïðè êàæäîì ðàöèîíàëüíîì θ äâà çíà÷åíèÿ, ëåâîå ϕ(θ − 0) ≡ ϕ(σ=−1)(θ) è ïðàâîå ϕ(θ + 0) = ϕ(σ=+1)(θ).
Îäíàêî, äëÿ êîíöåíòðàöèé èç èíòåðâàëà 0 ≤ θ < θAubry, ãäå èððàöèîíàëüíîå çíà÷åíèå θAubry ââîäèòüñÿ êàê
íàèìåíüøåå óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó V ′′int(as/θAubry) > gAubry(θAubry), ôóíêöèè m(θ) è εPN (θ) ìîæíî
ñäåëàòü íåïðåðûâíûìè åñëè ðàññìîòðåòü íåñîèçìåðèìîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå êàê ïðåäåë C-ôàç ñ âîçðàñòàþùèì
ïåðèîäîì. Îáå ôóíêöèè m(θ) è εPN (θ) ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ îò çíà÷åíèé m(0) = ma è εPN (0) = εs ê íóëþ
ïðè èçìåíåíèè θ îò 0 äî ∞ è, êàê áûëî îïèñàíî âûøå, îíè ñîâåðøàþò ïðûæêè àìïëèòóäû

∆ϕ(θ) = ϕ(θ − 0)− ϕ(θ + 0) (5.131)

íà êàæäîì ðàöèîíàëüíîì θ, òàê ÷òî èõ ãðàôèêè âûãëÿäÿò ïîäîáíî îáðàòíîé äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöå (ñì.
Ðèñ. 5.18). Íàèáîëüøèé ïðûæîê ïðîèñõîäèò äëÿ C-ñòðóêòóðû ñ êîíöåíòðàöèåé θ áëèçêîé ê θ∗, ãäå θ∗ îïðåäåëÿåòñÿ
èç óðàâíåíèÿ V ′′int(as/θ

∗) = 1. Êðîìå òîãî, äëÿ äâóõ ôîíîâûõ ñòðóêòóð ñ áëèçêî ðàñïîëîæåííûìè êîíöåíòðàöèÿìè,
íàèìåíüøèé ñêà÷îê ïîêàçûâàåò ôàçó ñ íàèáîëåå óïîðÿäî÷åííîé ñòðóêòóðîé, òî åñòü ôàçó ñ áîëüøèì ïåðèîäîì
a. Òàêîå ïîâåäåíèå ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî çà ñêà÷îê áîëåå îòâåòñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó
ñìåæíûìè ýëåìåíòàðíûìè ÿ÷åéêàìè, ÷åì âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè ÿ÷åéêè, òàê êàê ðàñùåïëåíèå àíòèêèíêîâûõ
è êèíêîâûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåòñÿ àíãàðìîíè÷íîñòüþ âçàèìîäåéñòâèÿ íà ðàññòîÿíèè x = a, â ñèëó ýòîãî
àíãàðìîíè÷íîñòü îáû÷íî óìåíüøàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì ïîðÿäêà ñòðóêòóðû.
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Ðèñ. 5.18. Àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà εPN êàê ôóíêöèÿ îò θ äëÿ
äèïîëü-äèïîëüíîãî îòòàëêèâàíèÿ Vint(x) = V0 (as/x)3 ïðè R = 0.1,
1, 10, è 100, ãäå R = V0/εs [165].

Ïîâåäåíèå ôóíêöèè εpair(θ) ÿâëÿåòñÿ áîëåå íåðåãóëÿðíûì. Òàê êàê ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâîé
ïàðû òîæå îïðåäåëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê, à íå àòîìîâ, òî ýíåðãèÿ
εpair ïðèíèìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòûõ ñòðóêòóð è ìåíüøèå çíà÷åíèÿ äëÿ áîëåå óïîðÿäî÷åííûõ
ñòðóêòóð. Îäíàêî, εpair(θ) �â ñðåäíåì� âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì θ èç-çà óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà gaA = V ′′int(aA) ñ
óìåíüøåíèåì ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ aA = as/θ.

Äëÿ ÔÊ öåïè ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� óðàâíåíèÿ (5.120), (5.121), (5.127), (5.128) ïîìîãàþò ñêîíñòðóèðîâàòü
îáùóþ ôàçîâóþ äèàãðàììó ñèñòåìû. Òàê êàê ïîòåíöèàë Òîäû (5.118) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèåé, òî
ýòà äèàãðàììà äîëæíà áûòü òîïîëîãè÷åñêè ïîäîáíîé äèàãðàììå ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè (ñðàâíèòå ðèñóíêè 5.19
è 5.12). Êðîìå òîãî, èç çà àñèììåòðèè àíãàðìîíè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ôàçîâóþ äèàãðàììó íóæíî ñòðîèòü äëÿ
ïîëíîãî èíòåðâàëà Íàïðèìåð, äàâàéòå ðàññìîòðèì ãðàíèöû Ôðàíêà âàí äåð Ìåðâå (ÔâäÌ), êîòîðûå îòäåëÿþò
òðèâèàëüíîå ÎÑ ñ θ = 1/q îò îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ñ ôîðìîé êíîèäàëüíîé âîëíû. Ýòà ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì εσk = 0. Â ïðåäåëå ñëàáîé ñâÿçè, V0 → 0, ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

σasṼ
′
int(amin) = ∆Ṽint(qas) +

[∆Ṽ ′int(qas)]
2

[
1 + Ṽ ′′int(qas) + 2Ṽ ′′int(qas − σas)

] , (5.132)

ãäå
∆Ṽint(qas) =

[
Ṽint(qas)− Ṽint(qas − σas)

]
,

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîòåíöèàëà Òîäû (5.118) ÔâäÌ êðèâûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

amin

as
'
(
q − 1

2
σ

)
− ψ(β) + σ

(
V0β

2

a2
s

)(
eβ − 1
β

)
exp

[
β

(
1
2

+
1
2
σ − q

)]
, (5.133)

ãäå ñäâèã ÔâäÌ ãðàíèö èç-çà àíãàðìîíè÷íîñòè ðàâåí

ψ(β) =
1
2

+
1
β

ln
(1− e−β)

β
'
{
β/24 åñëè β → 0,
1
2 − 1

β lnβ åñëè β →∞. (5.134)

Àíàëîãè÷íî, â ïðåäåëå ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, V0 → ∞, óðàâíåíèå εσk = 0 âìåñòå ñ óðàâíåíèÿìè (5.121),
(5.125), (5.127), (5.128) ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

asṼ
′
int(amin) ' asṼ ′int(qas)− 8

√
ga (σ + α/12) . (5.135)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîòåíöèàëà Òîäû (5.118) ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

amin ≈ qas − 8
β
eβ(q−1)/2

[
σ
√
K −

(
2
π
− 1

12

)
eβ(q−1)/2K

]
, (5.136)

ãäå K = 1/V0. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà ïîêàçàíà íà ðèñ. 5.19.
Äëÿ ïîòåíöèàëà Òîäû ÔâäÌ ãðàíèöû áûëè âû÷èñëåíû Ìèë÷åâûì è Ìàðêîâûì [262],[507]�[509], à òàêæå by

Byrne and Miller [279]. Êðîìå òîãî, Ëèí è Õó [467] âû÷èñëèëè ôàçîâóþ äèàãðàììó ÔÊ ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì
Òîäû è èçó÷èëè ìóëüòè-ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöû.
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Ðèñ. 5.19. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
îáùèõ ôàçîâûõ äèàãðàìì äëÿ
àíãàðìîíè÷åñêîé ÔÊ ìîäåëè ñ
ìåæàòîìíûì ïîòåíöèàëîì Òîäû.
Ñîðàçìåðíûå ôàçû ïðîíóìåðîâàíû
çíà÷åíèÿìè êîíöåíòðàöèè θ = s/q è
ïàðàìåòðîì ñîðàçìåðíîñòè w = {q/s}.
Âåðõíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ îñü ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî amin, äëÿ
óäîáñòâà òàêæå ïðèâåäåíî �äàâëåíèå�
Π (çàìåòèì ÷òî Π-øêàëà íåëèíåéíà),
êîòîðîå ñâÿçàíî ñ amin ñîîòíîøåíèåì
Πas/βV0 = exp [β(1− amin/as)] − 1.
Ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ îñü ñîîòâåòñòâóåò
K = V −1

0 , à ïðàâàÿ îñü ïîêàçûâàåò V0.
Çàìåòèì òàêæå ÷òî íèæíÿÿ ÷àñòü ëåâîé
îñè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî
K, à âåðõíÿÿ ÷àñòü ïðàâîé îñè ëèíåéíà
îòíîñèòåëüíî V0.

5.4.3 Íåâûïóêëîå âçàèìîäåéñòâèå

Åñëè ðåàëüíîå ôèçè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå èìååò îòòàëêèâàþùóþ âåòâü, òî ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ êàê
ïðàâèëî íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì. Êàê òèïè÷íûå ïðèìåðû ìû ìîæåì óïîìÿíóòü äâóõúÿìíûé ïîòåíöèàë
(φ4) èññëåäîâàííûé Îáðè ñ ñîàâòîðàìè [510], Ìàð÷àíäîì ñ ñîàâòîðàìè [286], Áèðíå è Ìèëëåðîì [279], ïîòåíöèàë
Ëåííàðäà-Äæîíñà [279, 511], ïîòåíöèàë Ìîðñà [512, 513] è îñöèëëèðóþùèé ïîòåíöèàë [282]. Âñå ýòè ïîòåíöèàëû
èìåþò îäíó èëè áîëåå òî÷åê ïåðåãèáà, îïðåäåëÿåìûå èç óðàâíåíèÿ

V ′′int(ainf) = 0. (5.137)

Òàêèì îáðàçîì, òåïåðü ìû âñòðåòèìñÿ ñ ìîäåëüþ èìåþùåé òðè (èëè áîëåå) êîíêóðèðóþùèå äëèíû as, amin è ainf ,
ïîýòîìó ëþáîå àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ýòîé çàäà÷è ñòàíîâèòüñÿ î÷åíü ñëîæíûì. Îäíàêî, êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå äåëàåò âîçìîæíûì ïîíÿòü îñíîâíûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ÔÊ ìîäåëè ñ íåâûïóêëûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè.
À èìåííî, ïîëåçíî ñäåëàòü ðàçëè÷èå ìåæäó �âûïóêëûìè� ÔÊ êîíôèãóðàöèÿìè, êîòîðûå èñïîëüçóþò òîëüêî
âûïóêëóþ ÷àñòü ïîòåíöèàëà Vint(x), îò �íåâûïóêëûõ� êîíôèãóðàöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþò âîãíóòóþ ÷àñòü
Vint(x) ïî êðàéíåé ìåðå îäíàæäû íà ïåðèîäå C-ôàçû. Â �âûïóêëîé� îáëàñòè ôàçîâîé ïëîñêîñòè (òî åñòü, â
îáëàñòè çàíÿòîé òîëüêî âûïóêëûìè êîíôèãóðàöèÿìè) ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôàçó, à
ïåðåõîäû ìåæäó ýòèìè ôàçàìè ïðîÿâëÿþòñÿ â îïèñàííîì âûøå ïîâåäåíèè äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöû.

Äëÿ íåâûïóêëûõ êîíôèãóðàöèé ïàðàìåòð gl = V ′′int(xl+1 − xl) ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì ïî êðàéíåé ìåðå
äëÿ íåêîòîðûõ ïàð áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ àòîìîâ è ÿñíî ÷òî ýòî ðàäèêàëüíî èçìåíÿåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû,
ïðèâîäÿ ê äâóì íîâûì àñïåêòàì. Ïåðâîå, òåïåðü ïàðàìåòð w (èëè êîíöåíòðàöèÿ) íå îïðåäåëÿåò îäíîçíà÷íî
ñòðóêòóðó èç-çà ïîÿâëåíèÿ ìîäóëèðîâàííûõ (ïîëèìåðèçîâàííûõ) ñòðóêòóð, êîòîðûå, íàïðèìåð, ñîñòîÿò èç
÷åðåäîâàíèÿ êîðîòêèõ (�ñèëüíûõ�) è äëèííûõ (�ñëàáûõ�) ñâÿçåé. Ïðè÷èíà òàêèõ èñêàæåíèé � óìåíüøåíèå
ýíåðãèè èñêàæåííîãî ÎÑ îòíîñèòåëüíî îò ýíåðãèè íåèñêàæåííîãî ÎÑ. Ïåðåõîäû ìåæäó ýòèìè ñòðóêòóðàìè
ñòèìóëèðóþòñÿ ôîíîíàìè è îáû÷íî (íî íå âñåãäà) íåïðåðûâíûìè. Ýòè âîïðîñû óæå áûëè ðàññìîòðåíû â
ïàðàãðàôå 3.5.2 äëÿ ÔÊ öåïè ñ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ� ïðè θ = 1. Âòîðûì âàæíûì àñïåêòîì ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî äëÿ íåâûïóêëûõ ôîíîâûõ C-êîíôèãóðàöèé êèíê-êèíêîâîå âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü (è î÷åíü ÷àñòî
ÿâëÿåòñÿ) ïðèòÿãèâàþùèì ïî êðàéíåé ìåðå íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè R∗. Òåïåðü, åñëè ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðîå
�âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå� òàêîé êîíôèãóðàöèè êàê ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êèíêîâ îòäåëåííûõ äðóã îò
äðóãà íà ðàññòîÿíèå R∗, èçáûòîê ýíåðãèè íà îäèí êèíê ìîæåò áûòü çàïèñàí â ôîðìå ∆ε = εk + vint(R∗). Òîãäà,
åñëè ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êèíêàìè ñòàíîâèòüñÿ îòðèöàòåëüíîé äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðàçìåùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, vint(R∗) < 0, óñëîâèå ∆ε ≤ 0 ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äàæå ïðè ïîëîæèòåëüíîñòè
ýíåðãèè ðîæäåíèÿ êèíêà, εk > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ èçìåíåíèåì ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, òàêèõ êàê amin èëè Π,
ïåðåõîä ìåæäó äâóìÿ ôàçàìè ñ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè ñîðàçìåðíîñòè áóäåò ðàçðûâíûì (ïåðåõîäîì ïåðâîãî
ðîäà), è íîâàÿ ôàçà áóäåò ïîÿâëÿòüñÿ âíåçàïíî ñ êîíå÷íûì ñêà÷êîì ïëîòíîñòè êèíêîâ. Íèæå ìû ðàññìîòðèì â
äåòàëÿõ äâà âàæíûõ ïðèìåðà íåâûïóêëûõ ïîòåíöèàëîâ - ïîòåíöèàë Ìîðñà è îñöèëëèðóþùèé ïîòåíöèàë.

Ïîòåíöèàë Ìîðñà, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 5.20, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì. Îí
çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

Vint(x) = Vmin(e−2Z − 2e−Z), (5.138)
ãäå
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Z = κ

(
x

amin
− 1
)
.

Ôóíêöèÿ (5.138) èìååò ìèíèìóì ïðè x = amin, Vint(amin) = −Vmin, è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (êàê è äîëæíî áûòü äëÿ
ðåàëèñòè÷åñêèõ ìåæàòîìíûõ ïîòåíöèàëîâ) ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ x. Ýòîò ïîòåíöèàë îïèñûâàåò, íàïðèìåð,
�ïðÿìîå� âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè èëè ìîëåêóëàìè, õèìè÷åñêè àäñîðáèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ êðèñòàëëîâ [36].
(Îòìåòèì, ÷òî â ôèçè÷åñêè àäñîðáèðîâàííîì ðàçðåæåííîì ãàçå àòîìîâ ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿ
ïîòåíöèàëîì Ëåííàðäà-Äæîíñà Vint(x) = Vmin

[
(amin/x)12 − 2 (amin/x)6

]
, êîòîðûé êà÷åñòâåííî ïîäîáåí ïîòåíöèàëó

Ìîðñà). Ïîòåíöèàë Ìîðñà èìååò òî÷êó ïåðåãèáà ïðè

ainf = amin

(
1 + κ−1 ln 2

)
, (5.139)

â äàëè îò êîòîðîé (ïðè ainf < x < ∞) ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé, V ′′int(x) < 0. Âáëèçè ìèíèìóìà
ïîòåíöèàë Ìîðñà ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ãàðìîíè÷åñêèì

Vint(x) ' −Vmin +
g

2
(x− amin)2, g = 2Vmin(κ/amin)2. (5.140)

Ðàñêëàäûâàÿ ïðèòÿãèâàþùóþ âåòâü ïîòåíöèàëà Ìîðñà [òî åñòü, âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.138)]
â ðÿä Òåéëîðà äî ëèíåéíîãî ÷ëåíà ìû ïîëó÷èì ïîòåíöèàë Òîäû

V
(Toda)
int (x) = V0

{
exp

[
−β
(
x

as
− 1
)]

+ x
β

as
exp(−βP1) + C

}
(5.141)

ñ ïàðàìåòðàìè
V0 = Vmin exp(βP1), (5.142)

β =
√

2κ/(1 + P1), (5.143)
è

C = −(2 + βamin/as) exp(−βP1), (5.144)
ãäå P1 = (amin − as)/as åñòåñòâåííûì íåñîîòâåòñòâèåì. Îáà ïîòåíöèàëà (5.138) è (5.141) èìåþò òóæå ñàìîå
ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (5.140) è îäèíàêîâûå îòòàëêèâàþùèå âåòâè, â òî âðåìÿ êàê èõ ïðèòÿãèâàþùèå âåòâè
(òàê æå êàê è òðåòüè è ÷åòâåðòûå ïðîèçâîäíûå) ðàçëè÷íû. Ñðàâíèâàÿ ïîâåäåíèå ÔÊ öåïåé ñ ïîòåíöèàëîì Ìîðñà
è Òîäû ïîìîãàåò ðàçëè÷èòü àíãàðìîíè÷åñêèå ýôôåêòû îò ýôôåêòîâ íåâûïóêëîñòè [512]. À èìåííî, Ìîðñà ÔÊ
ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò äâà ÿâëåíèÿ êîòîðûå îòñóòñòâóþò â ÔÊ ìîäåëè Òîäû: ñóùåñòâîâàíèå ìîäóëèðîâàííûõ
êîíôèãóðàöèé è âîçìîæíîñòü ðàçðûâà öåïè â ÿäðå àíòèêèíêà â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
íåñîîòâåòñòâèÿ.
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Ðèñ. 5.20. Ïîòåíöèàë Ìîðñà (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), åãî ãàðìîíè÷åñêîå
ïðèáëèæåíèå (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ) è ïîòåíöèàë Òîäû (øòðèõ-
ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ).

Êàê è ðàíåå äàâàéòå íà÷íåì ñ ÔÊ ìîäåëè ñ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ�. Âñïîìíèì ÷òî ãàðìîíè÷åñêàÿ ÔÊ
öåïü õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ìîäåëüíûìè ïàðàìåòðàìè, êîíöåíòðàöèåé θ (èëè ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå aA =
as/θ) è ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè g. Àíãàðìîíè÷åñêàÿ (íàïðèìåð, òîäîâñêàÿ) ÔÊ ìîäåëü èìååò òðè ïàðàìåòðà: θ,
ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ V0 è, äîïîëíèòåëüíî, ïàðàìåòð β êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò àíãàðìîíè÷íîñòü è ïðèâîäèò
ê ðàñùåïëåíèþ êèíê-àíòèêèíêîâûõ õàðàêòåðèñòèê. Ìîðñà ÔÊ öåïü èìååò ÷åòûðå ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðà: θ, Vmin
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(ýòîò ïàðàìåòð èãðàåò ðîëü èíòåíñèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ), κ (îïèñûâàåò àíãàðìîíè÷íîñòü), è amin [èëè, áîëåå
ñòðîãî, ainf ñâÿçàíî ñ amin â ñèëó óðàâíåíèÿ (5.139)], êîòîðûé òåïåðü ÿâíî âõîäèò â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Èìåííî
÷åòâåðòûé ïàðàìåòð äåëàåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû áîëåå áîãàòûì è ñëîæíûì.

Âîïåðâûõ, íåâûïóêëûå ÔÊ êîíôèãóðàöèè ìîãóò áûòü ðàçðóøåíû èëè ïðîìîäóëèðîâàíû. Â ÷àñòíîñòè,
òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ êîíöåíòðàöèåé θ = 1/q è ñðåäíèì ìåæàòîìíûì ðàññòîÿíèåì a = qas ÿâëÿåòñÿ
íåâûïóêëûì åñëè a ≤ ainf , èëè åñëè ïàðàìåòð íåñîîòâåòñòâèÿ Pq, îïðåäåëåííûé èç óðàâíåíèÿ (5.4) êàê

Pq = (amin − qas)/as, (5.145)

ìåíüøå ÷åì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå P (q)
inf ,

P
(q)
inf = − q

(1 + κ/ ln 2)
, (5.146)

ïîñëåäíåå âûðàæåíèå áûëî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (5.139) è (5.145) ãäå ìû ïîëîæèëè ainf = qas [512].
Òðèâèàëüíîå ÎÑ áóäåò äèìåðèçîâàííûì (òàê ÷òî èìååò ìåñòî ÷åðåäîâàíèå ñâÿçåé êîðîòêàÿ�äëèííàÿ) åñëè

V ′′int(a) ≤ −1/4. (5.147)

Ïîäñòàíîâêà óðàâíåíèÿ (5.138) â (5.147) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

4gz(1− 2z) = 1, z ≡ exp
[
−κ
(
qas
amin

− 1
)]

, (5.148)

òàê ÷òî êðèâàÿ ðàçäåëÿþùàÿ íåäåôîðìèðîâàííûå ÎÑ îò äèìåðèçîâàííûõ â ïëîñêîñòè (amin, Vmin) çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì

amin

[(
1 +

ln 4
κ

)
− 1
κ

ln
(

1 +
√

1− a2
min/κ

2Vmin

)]
= qas. (5.149)

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êðèâûå îòäåëÿþùèå òðèìåðíûå, òåòðàìåðíûå è ò.ä. îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ.
Îíè áûëè âû÷èñëåíû Ìàðêîâûì è Òðàÿíîâûì [512] è ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.21. Êàê çàìå÷åíî, îíè íà÷èíàþòñÿ ñ
Pq = P

(q)
inf . Êðîìå òîãî, ïðè Vmin < V

(crit)
min ≡ (qas/κ)2 íåò íè êàêèõ èñêàæåíèé íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ Pq, òàê

êàê ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå ñïîñîáñòâóåò íåèñêàæåííîé ñòðóêòóðå.

~~ ~~

~ ~
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Ðèñ. 5.21. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà Ìîðñà-ÔÊ ñèñòåìû ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè κ (ñõåìàòè÷íî). Ñîðàçìåðíûå ÎÑ
ôàçû îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿìè êîíöåíòðàöèè θ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçëè÷èòü íåäåôîðìèðîâàííîå ÎÑ îò äèìåðèçîâàííîãî
ìû îáîçíà÷èëè ïåðâîå ñîñòîÿíèå ÷åðåç θ = 1

1
èëè θ = 1

2
, à äèìåðèçîâàííîå ÎÑ ÷åðåç θ = 2

2
èëè θ = 2

4
, etc. [512].

Âòîðûì âàæíûì ñâîéñòâîì öåïè Ìîðñå-ÔÊ ñ �ôèêñèðîâàííîé-ïëîòíîñòüþ� ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà íå ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü åñëè êîíöåíòðàöèÿ θ ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ θ(crit), èëè åñëè ñðåäíåå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå
aA ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå a

(crit)
A = as/θ

(crit). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî, äàâàéòå ðàññìîòðèì
èçîëèðîâàííóþ öåïî÷êó Ìîðñà (òî åñòü öåïü áåç ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè) è ïðèëîæèì âíåøíåå äàâëåíèå Π,
òàê ÷òî ïîòåíöèàë Vint(x) çàìåíèòüñÿ íà

V
(Π)
int (x) = Vint(x) +Πx. (5.150)

Ýòà öåïî÷êà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â ñæàòîì ñîñòîÿíèè (aA < amin) ïðè Π > 0, â òî âðåìÿ êàê ðàñòÿíóòûå ÎÑ (ñ
aA > amin) çàïðåùåíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëþáîì îòðèöàòåëüíîì äàâëåíèèΠ < 0 ïîòåíöèàë V (Π)

int (x)→ −∞ ïðè
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x→∞. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ðàñòÿíóòàÿ êîíôèãóðàöèÿ íå ñîîòâåòñòâóåò àáñîëþòíîìó ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè. (Îäíàêî, ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáîé ñèëå ðàñòÿæåíèÿ ðàñòÿíóòûå êîíôèãóðàöèè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü êàê
ìåòàñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì Π < 0 èçîëèðîâàííàÿ öåïî÷êà Ìîðñà ðàçðûâàåòñÿ íà
íåçàâèñèìûå ïîëóáåñêîíå÷íûå öåïè ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè, ïðè ýòîì êàæäàÿ èç ýòèõ ïîäöåïåé ïåðåõîäèò â ÎÑ
ñ aA = amin.

Âîçâðàùàÿñü ê öåïè ðàñïîëîæåííîé íà ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè, ëåãêî äîãàäàòüñÿ, ÷òî òåïåðü Ìîðñå-ÔÊ öåïü
ìîæåò óæå ñóùåñòâîâàòü â ðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè, íî òîëüêî åñëè ðàñòÿæåíèå íå ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ, aA < a

(crit)
A , ïðè aA > a

(crit)
A Ìîðñå-ÔÊ öåïü áóäåò ðàçðûâàòüñÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè çíà÷åíèå

a
(crit)
A , ìû âíà÷àëå ðàññìîòðèì òðèâèàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ñ θ = 1 (èëè aA = as). ßñíî, ÷òî ýòà êîíôèãóðàöèÿ

ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â ñæàòîì ñîñòîÿíèè ïðè ëþáîì çíà÷åíèè amin êîòîðîå ïðåâûøàåò aA ≡ as,òàê êàê
àòîìû âçàèìîäåéñòâóþò ÷åðåç âûïóêëóþ âåòâü ïîòåíöèàëà Ìîðñà. Òåïåðü, òåïåðü äàâàéòå óìåíüøèì amin íèæå
çíà÷åíèÿ aA ≡ as ïîëó÷åííîãî ðàñøèðåííîé öåïè. Êîãäà amin äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ a−FM êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò
ëåâîìó ÔâäÌ ãðàíèöå,

(a−FM − as)/as = P−FM = −|P−FM |, (5.151)
ýíåðãèÿ ñîçäàíèÿ êèíêà äëÿ êîíôèãóðàöèè θ = 1 ñòàíîâèòüñÿ ðàâíîé íóëþ. Òàê, ïðè amin = a−FM − δ (ãäå
δ = +0) ââîä êèíêîâ â öåïü áóäåò óìåíüøàòü ýíåðãèþ ñèñòåìû. Îäíàêî, â ÔÊ öåïè ñ �ôèêñèðîâàííîé
ïëîòíîñòüþ� ñîçäàíèå êèíêîâ òîãî æå ñàìîãî òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà σ = +1 çàïðåùåíî â ñèëó òîïîëîãè÷åñêîãî
îãðàíè÷åíèÿ è êèíêè ìîãóò âîçíèêàòü òîëüêî â âèäå êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð. Òåì íå ìåíåå, äàâàéòå ñîçäàäèì
Np êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð è ðàñïðåäåëèì êèíêè ðàâíîìåðíî ïî öåïî÷êå, ñîçäàâ òàêèì îáðàçîì îäèí áîëüøîé
êëàñòåð ñîäåðæàùèé Np àíòèêèíêîâ. Ðàñïðåäåëåííûå ïî öåïè êèíêè áóäóò ïîíèæàòü ýíåðãèþ ñèñòåìû ëèíåéíî
ïðîïîðöèîíàëüíîNp èç-çà îòðèöàòåëüíîñòè ýíåðãèè ñîçäàíèÿ êèíêà, â òî âðåìÿ êàê ýíåðãèÿ êëàñòåðà àíòèêèíêîâ,
Ecluster, áóäåò âîçðàñòàòü ñ ðîñòîì Np. Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà ýòè ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ
ýíåðãåòè÷åñêè íåâûãîäíûìè òàê êàê Ecluster ∝ N2

p [íàïðèìåð, äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè Ecluster(Np) ≈
1
2g(Npas)2]. Íî äëÿ ïîòåíöèàëà Ìîðñà ýíåðãèÿ êëàñòåðà Ecluster(Np) ≈ Vint(Npas) − Vint(amin) ñòðåìèòüñÿ ê
êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ (≈ Vmin), êîòîðîå íå çàâèñèò îò Np ïðè Np →∞. Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííûå ïðîöåññû áóäóò
ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûìè ïðè Np → ∞, è áåñêîíå÷íûé êëàñòåð âàêàíñèé áóäóò ðàñòè â îäíîì ìåñòå öåïî÷êè.
Ýòî îçíà÷àåò ÷òî îäíà èç ðàñòÿíóòûõ ñâÿçåé ðàçðûâàåòñÿ è öåïî÷êà ðàçëàìûâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè. Òàê, ïðè
amin = a−FM−δ öåïü ñ θ ≤ 1 íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü êàê ÎÑ, òàê êàê îíà âñåãäà áóäåò ðàçîðâàíà. (Çàìåòèì, îäíàêî,
÷òî ñîñòîÿíèå θ = 1 ìîæåò åùå ñóùåñòâîâàòü êàê ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå ñ äàëüíåéøèì óìåíüøåíèåì amin

äî ìåòàñòàáèëüíîãî ïðåäåëà a−ms). Äàëåå, äàâàéòå âîçüìåì amin â èíòåðâàëå a−FM < amin < a+
FM è ïîïûòàåìñÿ

ñêîíñòðóèðîâàòü êîíôèãóðàöèþ öåïè ñ θ = 1 − δ. Ýòî ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê êíîèäàëüíàÿ
âîëíà àíòèêèíêîâ. Íî òåïåðü âñå àíòèêèíêè ñíîâà áóäóò ñõîäèòüñÿ âìåñòå è îáðàçîâûâàòü îäèí áåñêîíå÷íûé
êëàñòåð (òî åñòü ðàçðûâ), òàê êàê ïðè a−FM < amin < a+

FM êîíôèãóðàöèÿ áåç àíòèêèíêîâ èìååò ìåíüøóþ ýíåðãèþ
÷åì êíîèäàëüíî-âîëíîâîå ñîñòîÿíèå, â òî âðåìÿ êàê ýíåðãèÿ ðàçðûâà êîíå÷íà. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå
çíà÷åíèå a(crit)

A ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì a
(free)
A êîòîðîå ðàâíî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ â ÔÊ

öåïè ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� ñ òåìè æå ìîäåëüíûìè ïàðàìåòðàìè Vmin, κ è amin.
Ìû äîëæíû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîé ÔÊ öåïè åå ðàçðûâ âîçìîæåí òîëüêî äëÿ öåïî÷êè ñ

�ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ� è òîëüêî äëÿ íåâûïóêëîãî ïîòåíöèàëà Vint(x), êîòîðûé ñòðåìèòüñÿ ê êîíå÷íîìó
çíà÷åíèþ ïðè x → ∞. Öåïî÷êà ÔÊ ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� íèêîãäà íå áóäåò ðàçðûâàòüñÿ, òàê êàê îíà
âìåñòî ýòîãî ìîæåò ñäâèíóòü ñâîé êîíåö äëÿ îáðàçîâàíèÿ êèíêîâ è óìåíüøåíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû èñïîëüçóÿ
ïðèòÿãèâàþùóþ âåòâü ïîòåíöèàëà Vint(x). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî Òîäà-ÔÊ öåïü , â êîòîðîé Ecluster(Np) ∝ Np,
ìîæåò áûòü ðàçîðâàíà, íî òîëüêî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé åå ðàñòÿæåíèÿ.

Òåïåðü äàâàéòå ðàññìîòðèì êèíêîâûå âîçáóæäåíèÿ â Ìîðñ-ÔÊ ìîäåëè. Åñëè òðèâèàëüíîå ÎÑ ñ θ = 1/q
ÿâëÿåòñÿ íåäåôîðìèðîâàííûì, òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îïèñàííûå âûøå ïðèáëèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, â
êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè (Vmin � 1) ýíåðãèÿ ñîçäàíèÿ îäíîãî êèíêà ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì σ ðàâíà
[ñì. óðàâíåíèÿ (5.125), (5.128), (5.130), (5.138), (5.148)]

εσk '
(

8κ
amin

√
2Vmin

){
1 +

(√
z(2z − 1)− 1

)

+σ
[
π

2
√

2

√
Vminz(z − 1) +

1
4
√

2Vmin

(4z − 1)
3(2z − 1)

]}
, (5.152)

ãäå
z = exp [κ/(1 + q/Pq)] , (5.153)

à Pq îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (5.145). Çàâèñèìîñòè εσk îò Pq ïîêàçàíû íà ðèñ. 5.22. Âèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ ñîçäàíèÿ
àíòèêèíêà â ñæàòîé öåïè (Pq > 0) âñåãäà ìåíüøå ýíåðãèè ñîçäàíèÿ êèíêà â ðàñòÿíóòîé öåïè (Pq < 0) ïðè òîì æå
ñàìîì àáñîëþòíîì çíà÷åíèè íåñîîòâåòñòâèÿ. Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé íåñîîòâåòñòâèÿ, åñëè |t| � 1, ãäå t ≡ κPq/q,
óðàâíåíèÿ (5.152) è (5.153) ïðèâîäÿò ê
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4 41 1
0

compressed chain (a >a )expanded chain (a <a )

1

minmin s s

Pq

k

harm
(P=0)

k
ε /ε

σ=−1σ=+1

σ

Ðèñ. 5.22. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè ñîçäàíèÿ
êèíêà (σ = +1) è àíòèêèíêà (σ = −1) εσk
(íîðìàëèçîâàííîé îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ
â ãàðìîíè÷åñêîì ïðåäåëå ïðè P = 0)
îò íåñîîòâåòñòâèÿ P ïðè ôèêñèðîâàííîì
κ äëÿ Ìîðñå-ÔÊ öåïè (ñõåìàòè÷åñêè).
Êðèâûå ïåðåñåêàþò îñü àáñöèññ ïðè ÔâäÌ
ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèÿõ P±FM . Ñïëîøíûå êðèâûå
ñîîòâåòñòâóþò Vmin = 1, à ïóíêòèðíûå �
Vmin = 4. Øòðèõ-ïóíêòèðíûå è òî÷å÷íûå ëèíèè
ïîêàçûâàþò çàâèñèìîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãàðìîíè÷åñêèõ ïðåäåëîâ [513].

Òåïåðü ìû èìååì âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ôàçîâóþ äèàãðàììó äëÿ Ìîðñà ÔÊ öåïè ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè�
áåç âíåøíåãî äàâëåíèÿ Π. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì ÷åì ðàññìîòðåííûé ðàíåå
ñëó÷àé �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòè�, òàê êàê öåïî÷êà ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� õàðàêòåðèçóåòñÿ òîëüêî òðåìÿ
ïàðàìåòðàìè (Vmin, κ è amin). Â ïðèáëèæåíèè ñëàáîé ñâÿçè, Vmin → 0, ÔâäÌ ïðåäåëû ñóùåñòâîâàíèÿ òðèâèàëüíîãî
ÎÑ ñ θ = 1/q îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (5.132),

Vint(qas − σas)− Vint(qas) = [V ′int(qas − σas)− V ′int(qas)]
2
, (5.155)

ãäå íóæíî âçÿòü σ = +1 äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëåâîé ãðàíèöû, è σ = −1 äëÿ ïðàâîé ãðàíèöû. Èç óðàâíåíèÿ (5.155)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè Vmin → 0 îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ ñ θ = 1/(q − 1) è θ = 1/q îòäåëåíû òî÷êîé íà êîòîðîé

amin = aq ≡ −κas/ ln zq, (5.156)

ãäå zq � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
zq−1(z + 1) = 2e−κ. (5.157)

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ãðàíèöà ôàçû θ = 1 îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

a1 = − κas
ln(2e−κ − 1)

'
{

1
2as(1− 1

2κ) if κ� 1,
−κas/ ln(κc − κ) if κc − κ� 1, (5.158)

ãäå κc = ln 2, à ïðàâàÿ ãðàíèöà � óðàâíåíèåì

a2 = − κas

ln
[

1
2

(−1 +
√

1 + 8e−κ
)] '

{
3
2as

(
1− 1

18κ
)

if κ� 1,
as(1 + κ−1 ln 2) if κ� 1. (5.159)

Èç óðàâíåíèÿ (5.155) ñëåäóåò ÷òî äëÿ ìàëûõ Vmin ÔâäÌ ãðàíèöû âåäóò ñåáÿ ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî Vmin (ñì.
ðèñ. 5.21),

amin ' aq ± 2Vmin
κ

as
eκ

[ϕ(q − 1)− ϕ(q)]2

(q − 1)ϕ(q − 1)− qϕ(q)
, (5.160)

ãäå
ϕ(q) = exp(−κqas/aq) [eκ exp(−κqas/qq)− 1] . (5.161)

Â ïðåäåëå ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà K ≡ 1/Vmin → 0, ÔâäÌ ïðåäåëû çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì εσk = 0,
ãäå ýíåðãèÿ ñîçäàíèÿ êèíêà äàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (5.152) � (5.154). Â ÷àñòíîñòè, ïðè |Pq| � 1 ñëåäóåò, ÷òî
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Pσ=±1
FM (q) ' q

κas

(
−4σ
√

2K −K
)
. (5.162)

Òàêèì îáðàçîì, â ÔâäÌ ïðåäåëå, ñîîòâåòñòâóþùèå îòðèöàòåëüíîìó íåñîîòâåòñòâèþ (ðàñòÿæåíèþ öåïè), âîçðàñòàþò
ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ñ ðîñòîì àíãàðìîíè÷íîñòè κ, à ïðåäåëû ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíîìó íåñîîòâåòñòâèþ
(ñæàòèå öåïè) � óáûâàþò [509, 512].

Ôàçîâàÿ äèàãðàììà Ìîðñå-ÔÊ ìîäåëè ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà íà
ðèñ. 5.21. Â âûïóêëûõ îáëàñòÿõ ïëîñêîñòè (P,K), òî åñòü, äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé K, ïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ôàçàìè ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè è ïðîÿâëÿþò ñòðóêòóðó äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöû ïîäîáíî êëàññè÷åñêîé ìîäåëè
ÔÊ. Â íåâûïóêëûõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð, ïðè îòðèöàòåëüíîì P íèæå çíà÷åíèÿ Pinf , ïåðåõîä èç òðèâèàëüíîãî ÎÑ
â êíîèäàëüíî-âîëíîâîå ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì [513], òàê ÷òî ïëîòíîñòü êèíêîâ áóäåò ñêà÷êîì èçìåíÿòüñÿ îò
íóëÿ äî íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ (ñì. ðèñ. 5.23). Çàìåòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü êèíêîâ âñåãäà ìåíüøå
ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ [509, 512]. Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñ. 5.21, ñóùåñòâóåò
çíà÷åíèå K âûøå êîòîðîãî âñå ïåðåõîäû ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîäàìè ïåðâîãî ðîäà. Îáëàñòè ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ðîäà
è âòîðîãî ðîäà ðàçäåëåíû äðóã îò äðóãà ãðàíè÷íûì ñëîåì, â êîòîðîì ôàçîâàÿ äèàãðàììó èìååò ÷ðåçâû÷àéíî
ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ïîÿâëÿþùóþñÿ íà î÷åíü ìàëûõ øêàëàõ äëèíû.

0P

P

0

n

inf

k

Ðèñ. 5.23. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ïëîòíîñòè êèíêîâ nk îò ïàðàìåòðà
íåñîîòâåòñòâèÿ P ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè κ äëÿ ìîäåëè
Ìîðñà-ÔÊ (ñõåìàòè÷åñêè). Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ: Vmin = 2, |P−FM | >
|Pinf | (íåâûïóêëàÿ îáëàñòü), ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ: Vmin = 6, |P−FM | <
|Pinf | (âûïóêëàÿ îáëàñòü).

Ìàðêîâ è Òðàÿíîâ [512] èññëåäîâàëè ÷èñëåííî ìåòàñòàáèëüíûå ïðåäåëû P±ms ñóùåñòâîâàíèÿ òðèâèàëüíîé
êîíôèãóðàöèè ñ θ = 1 (ñì. ðèñ. 5.24). Îíè íàøëè, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî íåñîîòâåòñòâèÿ îòíîøåíèå ν =
P+
ms/P

+
FM êàê ôóíêöèÿ îò K ≡ 1/Vmin ðåçêî óáûâàåò íà÷èíàÿ îò ñòàíäàðòíîãî ÔÊ çíà÷åíèÿ ν = π/2 ïðè K → 0

è èäåò àñèìïòîòè÷åñêè ê 1 ïðè K →∞. Ýòî çíà÷èò ÷òî ïðè K ≥ 1 èíòðîäóêöèÿ àíòèêèíêîâ âíå P+
FM ãðàíèöû

ïðîèñõîäèò ôàêòè÷åñêè áåç ïðåîäîëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà. Ïðè îòðèöàòåëüíîì íåñîîòâåòñòâèè, Ìàðêîâ
è Òðàÿíîâ [512] ïîëó÷èëè èíòåðåñíûé ýôôåêò, ÷òî êîíöåâûå ÷àñòè Ìîðñå-ÔÊ öåïè ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè�
âñåãäà ÿâëÿþòñÿ èñêàæåííûìè íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ Vmin ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà P < Pinf , òî åñòü êîíöû
îêàçûâàþòñÿ ìîäóëèðîâàííûìè äàæå êîãäà êîãäà ñðåäíÿÿ (�îñíîâíàÿ�) ÷àñòü öåïè îñòàåòñÿ íåèñêàæåííîé. Ýòî
ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíå÷íûé àòîì íå ïîäíèìàåòñÿ íà íàêëîíû ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ñ óâåëè÷åíèåì íåñîîòâåòñòâèÿ
(ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) è ýòî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü ñïîíòàííîé èíòðîäóêöèè êèíêîâ íà ñâîáîäíîì êîíöå
öåïè. Ñëåäîâàòåëüíî, òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ áóäåò ñóùåñòâîâàòü êàê ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå ïðè ëþáîì
çíà÷åíèè P < Pinf åñëè ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë äîñòàòî÷íî ñëàá. Òàê, ìåòàñòàáèëüíûé ïðåäåë P−ms íèæå
êîòîðîãî òðèâèàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, èñ÷åçàåò â òî÷êå ãäå P−ms = Pinf (ñì. ðèñ. 5.24).
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Ðèñ. 5.24. ÔâäÌ ïðåäåëû íåñîîòâåòñòâèÿ P±FM è ìåòàñòàáèëüíûå
ïðåäåëû P±ms ìîäåëè Ìîðñà-ÔÊ äëÿ òðèâèàëüíîãî θ = 1 ÎÑ ïðè
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà κ (ñõåìàòè÷åñêè). K = 1/Vmin.
Òî÷å÷íûå ëèíèè ñîîòâåòñòâóþò ãàðìîíè÷åñêîìó ïðåäåëó [512].

Â íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ ÔÊ öåïî÷êà ñî �ñâîáîäíûì êîíöîì� ìîæåò ïîäâåðãàòüñÿ âíåøíåìó
äàâëåíèþ Π, íàïðèìåð, â ñëó÷àå êîãäà ÔÊ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ ðåçåðâóàðîì àòîìîâ, â ðîëè êîòîðîãî
äëÿ àäñîðáöèîííûõ ñèñòåì ìîæåò âûñòóïàòü ôàçà ïàðà, ñ ôèêñèðîâàííûì õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì µ, â òî
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âðåìÿ êàê äëèíà L öåïè îñòàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé (íàïðèìåð, èç-çà êîíå÷íîãî ðàçìåðà ïîäëîæêè). Â ýòîì ñëó÷àå
ìîäåëü Ìîðñå-ÔÊ îáëàäàåò ÷åòûðüìÿ íåçàâèñèìûìè ïàðàìåòðàìè [Vmin, κ, amin, è Π]. Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü amin

òîæå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ (ìèíèìóì âçàèìîäåéñòâèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèè x = a
(Π)
min

îïðåäåëÿåìîì èç óðàâíåíèÿ dV
(Π)
int (x)/dx = 0). Îòìåòèì, ÷òî èçìåíåíèå Π îãðàíè÷åíî íåðàâåíñòâîì Π ≥ 0].

Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïîòåíöèàëà (5.150) âìåñòî ïîòåíöèàëà Ìîðñà.

Òåîðèÿ ñèñòåì Ìîðñà-ÔÊ èìååò âàæíîå ïðèëîæåíèå â èññëåäîâàíèè ðîñòà êðèñòàëëîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
ñîçäàíèè íîâûõ óñòðîéñòâ íåîáõîäèìî îáðàçîâûâàòü ýïèòàêñèàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ãäå ëþáîé öåíîé
íóæíî èçáåæàòü ñäâèãîâûõ äèñëîêàöèé [514], òàê ÷òîáû ïñåâäîìîðôè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ïëåíêè äîëæíî èìåòü
ìåæàòîìíûé øàã ðîñòà êîòîðûé òî÷íî ðàâåí ïåðèîäó àòîìîâ ïîäëîæêè. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà íà ðèñ. 5.21
ïðåäñêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû âûáðàòü òàêóþ êîìáèíàöèþ ïîäëîæêè è êðèñòàëëè÷åñêîãî
ñâåðõñëîÿ äëÿ êîòîðîé åñòåñòâåííîå íåñîîòâåòñòâèå P1 ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì [509, 512].

Äðóãèì èíòåðåñíûì ïðèìåðîì íåâûïóêëîãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ îñöèëëÿöèîííûé ïîòåíöèàë

Vint(x) = g [1− cos(x− amin)]. (5.163)

ÔÊ ìîäåëü ñ ïîòåíöèàëîì (5.163) îïèñûâàåò îäíîìåðíóþ ñèñòåìó êëàññè÷åñêèõ ïëîñêèõ ñïèíîâ ñ õèðàëüíûì
âçàèìîäåéñòâèåì áëèæàéøèõ ñîñåäåé â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êðîìå òîãî, îñöèëëÿöèîííûå
ïîòåíöèàëû âîçíèêàþò ïðè Ðóäåðìàí-Êèòòåëü âçàèìîäåéñòâèè ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé â ìåòàëëàõ, òàê è ïðè
�íåïðÿìîì� âçàèìîäåéñòâèè àòîìîâ íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà [36].

Ðèñ. 5.25. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ÔÊ ìîäåëè ñ îñöèëëÿöèîííûì
ìåæàòîìíûì ïîòåíöèàëîì (5.163) â (P,K) ïëîñêîñòè. Ôàçû
ïðîíóìåðîâàíû çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà w [282].

Ïîëíàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà ÔÊ ìîäåëè ñî �ñâîáîäíûì êîíöîì� (5.163) áûëà âû÷èñëåíà Éîêîè ñ ñîàâòîðàìè [282]
èñïîëüçóÿ ìåòîä ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà (ñì. ðèñ. 5.25). Â âûïóêëîé îáëàñòè ôàçîâîé äèàãðàììû, òî åñòü
ïðè K → 0 (g → ∞) â ðèñ. 5.25, ïîâåäåíèå ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíûì ïîâåäåíèþ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ñèñòåìû,
ñ íåïðåðûâíûìè ïåðåõîäàìè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôàçàìè. Êîãäà çíà÷åíèå g óáûâàåò, ýôôåêò çàùåïëåíèÿ íà
C-ôàçàõ ñòàíîâèòüñÿ áîëåå âûðàæåííûì è â êîíå÷íîì ñ÷åòå âûíóæäàåò ñèñòåìó èñïîëüçîâàòü âîãíóòóþ ÷àñòü
ïîòåíöèàëà Vint(x). Â íåâûïóêëîé îáëàñòè ïîÿâëÿþòñÿ ìîäóëèðîâàííûå ôàçû (ñì. òðèâèàëüíîå ÎÑ ñ w = 1

2
è ìîäóëèðîâàííîå ÎÑ ñ w = 2

4 íà ðèñ. 5.25). Ôîðìû êèíêîâ â ýòîé îáëàñòè ìîãóò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíî
çàòóõàþùèå îñöèëëÿöèè, ïðèâîäÿùèå ê ýíåðãèè êèíê-êèíêîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, çíàê êîòîðîé áóäåò èçìåíÿòüñÿ
êàê ôóíêöèÿ îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êèíêàìè. Â ðåçóëüòàòå, ïåðåõîäû, íàïðèìåð, 0 ↔ 1

4 è 0 ↔ 1
3 èìååò ïåðâûé

ïîðÿäîê, òàê êàê îíè îáóñëîâëåíû ïîÿâëåíèåì êèíêîâ ïðèòÿãèâàþùèõñÿ äðóã ê äðóãó. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ìîäåëü
âûçûâàåìîãî ôîíîíàìè ïåðåõîäà 1

2 ↔ 2
4 ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðàçðûâíîé. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè g, âñå áîëüøå

è áîëüøå ôàçû èñ÷åçàþò ÷åðåç ýôôåêò çàùåïëåíèÿ è â êîíå÷íîì ñ÷åòå ó íàñ îñòàåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
ôàç. Íàêîíåö, ïðè g < 1

4 ñóùåñòâóåò òîëüêî òðèâèàëüíîå ÎÑ.
Âàæíûì äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì íåâûïóêëûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ïðèñóòñòâèå íà ôàçîâîé äèàãðàììå

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñóïåð-âûðîæäåííûõ òî÷åê, ìíîãèå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ìíîãî-ôàçîâûìè òî÷êàìè (ñì.
äåòàëè â ðàáîòàõ [282, 286]). Â ýòèõ òî÷êàõ ÎÑ ñîñòîèò èç íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êèíêîâ èìåþùèõ íóëåâóþ
ýíåðãèþ ñ êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ êèíêîâ, òàê ÷òî ðàçëè÷íûå ôàçû èìåþò îáùåå çíà÷åíèå ýíåðãèè. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ýòèõ òî÷êàõ ñèñòåìà èìååò îñòàòî÷íóþ ýíòðîïèþ è íàðóøàåòñÿ òðåòèé çàêîí òåðìîäèíàìèêè.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå îäíîìåðíîé ÔÊ ìîäåëè ñ íåñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè è íåâûïóêëûìè
ìåæàòîìíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ìîæåò áûòü ýêñòðåìàëüíî ñëîæíûì äàæå ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Â ñëåäóþùåé
ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ìîäåëè ïðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ òåìïåðàòóðàõ.
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Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû îáñóæäàëè òîëüêî èçîëèðîâàííûå ÔÊ öåïî÷êè. Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö â òàêîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðóåìîìó ÑÃ óðàâíåíèþ, îáëàäàþùåìó ðåãóëÿðíîé
äèíàìèêîé. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, äèñêðåòíàÿ ÔÊ ìîäåëü íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé è, â îáùåì ñëó÷àå,
åå äèíàìèêà ìîæåò áûòü õàîòè÷åñêîé. Êîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ öåïî÷êè ìåíüøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ,
äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ðåãóëÿðíûìè, à õàîòè÷åñêèå ñëîè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå � ýêñïîíåíöèàëüíî
ìàëû. Îäíàêî, äëÿ âûñîêèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè äèíàìèêà ñèñòåìû ïî áîëüøåé ÷àñòè áóäåò ñòîõàñòè÷åñêîé è â
ñòîõàñòè÷åñêîì ðåæèìå ñèñòåìà áûñòðî ïðèáëèæàåòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ñ ðàâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ïî âñåì
ñòåïåíÿì ñâîáîäû, òàê ÷òî äèíàìèêó ÔÊ öåïî÷êè óæå ìîæåò áûòü îïèñàíà ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè.
Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé òåìîé äàííîé ãëàâû.

6.1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Ìîäåëü ÔÊ ÿâëÿåòñÿ Ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìîé è, êàê îáû÷íî äëÿ òàêèõ ñèñòåì, äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ïîðîãîâàÿ
ýíåðãèÿ Eth ∝ a2

A (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [515]) òàêàÿ, ÷òî åñëè îáùàÿ ýíåðãèÿ öåïè ìåíüøå äàííîãî ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ, òî åñòü åñëè E < Eth, òî äèíàìèêà ñèñòåìû óæå ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ðåãóëÿðíîé (òî åñòü õàîòè÷åñêèå ñëîè
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå áóäóò ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûìè), à ïðè âûñîêîé ýíåðãèè, êîãäà E > Eth, äèíàìèêà
ñèñòåìû â îñíîâíîì õàîòè÷íà. Ã¼ääå ñ ñîàâòîðàìè [515] ïîêàçàëè, ÷òî ýòîò ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ðåçêèì
è ñèñòåìà áûñòðî ïðèáëèæàåòñÿ ê ñîñòîÿíèþ õàîòè÷åñêîãî ðåæèìà ñ ðàâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ýíåðãèè ïî âñåì
ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà äèíàìèêè ÔÊ öåïî÷êè ìîãóò áûòü îïèñàíû â ðàìêàõ ñòàòèñòè÷åñêîé
ìåõàíèêîé.

Êðîìå òîãî, â áîëüøèíñòâå ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ÔÊ ìîäåëè öåïî÷êà àòîìîâ îïèñûâàåò íå èçîëèðîâàííûé
îáúåêò, à òîëüêî ÷àñòü öåëîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó, âñåãäà ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêèé îáìåí ìåæäó öåïî÷êîé
ÔÊ è ïîäëîæêîé, òàê ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå öåïî÷êè ñ òåïëîâîé "áàíåé", êîòîðîå ìîæíî
àíàëèçèðîâàòü ìåòîäàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè.

Ïàéåðëñ [516] ïåðâûì ïîêàçàë, ÷òî ïðè ëþáîé òåìïåðàòóðå T 6= 0 â îäíîìåðíûõ ñèñòåìàõ îòñóòñòâóåò äàëüíèé
ïîðÿäîê, ëþáîå óïîðÿäî÷åííîå ñîñòîÿíèå âñåãäà ðàçðóøàåòñÿ òåïëîâûìè ôëóêòóàöèÿìè. Â ñèëó ýòîãî, ôàçîâàÿ
äèàãðàììà ÔÊ ìîäåëè ïðè T 6= 0 áóäåò âûãëÿäåòü ïðîñòî: ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà (íåóïîðÿäî÷åííàÿ) ôàçà è
òîëüêî îäèí ôàçîâûé ïåðåõîä, íåïðåðûâíûé ïåðåõîä ïîðÿäîê-áåñïîðÿäîê, ïðè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå Tc = 0.
Òåì íå ìåíåå, íà÷èíàÿ ñ ïèîíåðñêîé ðàáîòû of Êðóìõàíñë è Øðèôåð [517], ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ìîäåëåé
ÔÊ-òèïà áûëà î÷åíü èíòåíñèâíî èçó÷åíà (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè [518, 519] è ïðèâåäåííûå â íèõ ññûëêè). Ýòîò
èíòåðåñ âûçâàí ñëåäóþùèìè ïðè÷èíàìè:

1. Ïðè T 6= 0 ïîâåäåíèå òâåðäîòåëüíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïîíÿòî â òåðìèíàõ åå íèçêî-ýíåðãåòè÷åñêèõ
âîçáóæäåíèé. Â ïðåäåëå ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ êîãäà ñòàíîâèòüñÿ äîïóñòèìûì óðàâíåíèå ÑÃ, òî åñòü ïðè
g → ∞, ñèñòåìà òî÷íî èíòåãðèðóåìà ïðè ïîìîùè îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ (çäåñü ñóùåñòâóåò
êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ê îáîáùåííûì ïåðåìåííûì äåéñòâèå-óãîë, êîòîðûå êëàññèôèöèðóþò âñå òèïû
ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé). Òàêèì îáðàçîì, öåïî÷êà ÔÊ â ïðåäåëå ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èäåàëüíî
ïîäõîäèò äëÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè íåëèíåéíûõ ñèñòåì,
òàê êàê, ñ îäíîé ñòîðîíû, îíà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ, â òî âðåìÿ êàê ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàçè÷àñòèö.

2. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ñëàáûõ ìåæàòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé, g � 1, ÔÊ ìîäåëü äàëåêà îò èíòåãðèðóåìîé
ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå, ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå ìîäåëè îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì (íåñ÷åòíûì) ÷èñëîì
õàîòè÷åñêèõ îðáèò. Íåñ÷åòíîå ïîäìíîæåñòâî ýòèõ îðáèò ñîîòâåòñòâóåò ìåòàñòàáèëüíûì ñîñòîÿíèÿì, êîòîðûå
îïèñûâàåò ÔÊ êîíôèãóðàöèè ñî ñëó÷àéíî çàêðåïëåííûìè êèíêàìè. Òàêèì îáðàçîì, âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ
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ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåóïîðÿäî÷åííûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ÔÊ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé
ôèçè÷åñêîé ñèñòåìîé äëÿ èçó÷åíèÿ ñòåêëî-ïîäîáíîãî ïîâåäåíèÿ àìîðôíûõ òåë. Êðîìå òîãî, ýòî åäèíñòâåííàÿ
èëè íàèëó÷øàÿ èç èçâåñòíûõ ìîäåëåé, â êîòîðîé ñòåêëî-ïîäîáíîå ïîâåäåíèå âîçíèêàåò êàê åå âíóòðåííåå
ñâîéñòâî, à íå ââåäåíî èñêóññòâåííî.

3. Â ñèëó îäíîìåðíîé ïðèðîäû ÔÊ ìîäåëè, îíà èìååò ôîðìàëüíî òî÷íîå ðåøåíèå, êîòîðîå äàåòñÿ ìåòîäîì
òðàíñôåð-èíòåãðàëà. Òàêèì îáðàçîì, ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíîé îñíîâîé äëÿ ïðîâåðêè ïðèìåíèìîñòè
ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè èçó÷åíèè íåëèíåéíûõ ñèñòåì.

4. Íàêîíåö, ïîâåäåíèå ìîäåëè ïðè T 6= 0 âàæíî äëÿ åå ìíîãî÷èñëåííûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, êîòîðûå
îáñóæäàëèñü ðàíåå.

Ìû íà÷íåì ñ îáñóæäåíèÿ îáùåãî ôîðìàëèçìà è îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé, êîòîðûå çàòåì áóäóò èñïîëüçîâàíû
âî âñåé ýòîé ãëàâå. Ìû îãðàíè÷èì íàøå èññëåäîâàíèå ñëó÷àåì ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà ñ ðàâíîâåñíûì
ðàññòîÿíèåì amin = as, òàê ÷òîáû áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ θ áûëà ïðèìåðíî ðàâíîé 1. Îáû÷íî ìû
ðàññìàòðèâàåì θ ≤ 1, íî ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èç-çà êèíê-àíòèêèíêîâîé ñèììåòðèè. Ðàçâèòàÿ
íèæå ôèçè÷åñêàÿ êàðòèíà ìîæåò áûòü îäèíàêîâî õîðîøî ïðèìåíåíà ê äèíàìèêå âáëèçè ëþáîé ñòàöèîíàðíîé C-
ôàçû ñ θ 6= 1, èñïîëüçîâàííîé â êà÷åñòâå ôîíîâîé ñòðóêòóðû. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå � òî, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ôîíîííûé ñïåêòð, ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîé C-ôàçå, è ôîðìàëèçì "ñóïåðêèíêîâ"
âìåñòî ôîðìàëèçìà êèíêîâ.

6.2 Îáùèé ôîðìàëèçì

Îáñóäèì âíà÷àëå îáùèé ôîðìàëèçì è ââåäåì îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû â ýòîé ãëàâå.
Çàìåòèì, ÷òî êîãäà θ < 1 îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ìîäåëè ïðè T = 0 îïèñûâàåòñÿ êíîèäàëüíîé âîëíîé àíòèêèíêîâ íà
ôîíå òðèâèàëüíîé ôàçû ñ θ0 = 1. Îáîçíà÷èì îáùåå ÷èñëî ýòèõ �îñòàòî÷íûõ� (�ãåîìåòðè÷åñêèõ�) êèíêîâ ÷åðåç
Nw. Ïðè Nw > 0 ïàðàìåòð

w̃ = Nw/N (6.1)
ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðîì ñîðàçìåðíîñòè w îïðåäåëåííûì â óðàâíåíèè (5.3). Òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ÔÊ öåïî÷êó äëèíû

L = Mas, (6.2)
êîòîðàÿ îáëàäàåò ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì Nw è èìååò N àòîìîâ íà M ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà, ãäå

M = N +Nw. (6.3)

Êîãäà òåìïåðàòóðà ñèñòåìû îòëè÷íà îò íóëÿ, îñòàòî÷íûå êèíêè äîïîëíÿþòñÿ òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûìè
êèíê-àíòèêèíêîâûìè ïàðàìè, ÷èñëî êîòîðûõ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Npair. Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
ïðè T 6= 0 õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì ôîíîíîâ è/èëè áðèçåðîâ Nb (�áðèçåðíàÿ ïðîáëåìà� áóäåò ðàññìîòðåíà â
ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå), ÷èñëîì êèíêîâ Nk è àíòèêèíêîâ Nk̄ (Nk = Npair è Nk̄ = Npair + Nw ïðè Nw > 0, â òî
âðåìÿ êàê ïðè Nw < 0 ìû äîëæíû ïîëîæèòü Nk = Npair − Nw è Nk̄ = Npair ). Ïîëåçíî òàêæå ââåñòè îáùåå
÷èñëî êèíêîâ,

Ntot = Nk +Nk̄ = 2Npair + |Nw|, (6.4)
è ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöåíòðàöèè, nx = Nx/L, ãäå èíäåêñ �x� çíà÷èò ëèáî �w�, �pair�, �k�, � k̄�, �tot�, èëè �b�.

Äëÿ ÔÊ öåïî÷êè ñ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ�, â êîòîðîé çíà÷åíèÿN è L ôèêñèðîâàíû â ñèëó íàëîæåííîãî
ïåðèîäè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ xN+1 = x1+L, êîððåêòíîå òåðìîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäåëè ìîæíî äàòü
â òåðìèíàõ ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ãåëüìãîëüöà

F (T, L,N) = −kBT lnZ(T, L,N), (6.5)

ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, à Z îïèñûâàåò êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü,

Z(T, L,N) =
∑

{ξi}
exp [−βE({ξi}] , (6.6)

β = 1/kBT , E � îáùàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè õàðàêòåðèçóåìûì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåçàâèñèìûìè
êîîðäèíàòàìè ξi.

Äëÿ ÔÊ öåïè ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè�, êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòüñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî äàâëåíèÿ Π, ìû
äîëæíû âû÷èñëèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó

Y (T,Π,N) =
∫ ∞

0

dL Z(T, L,N) exp(−βΠL), (6.7)
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à ñîîòâåòñòâóþùèì òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì áóäåò ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãèááñà

G(T,Π,N) = −kBT lnY (T,Π,N) = F +ΠL. (6.8)

Ýíåðãèÿ Ãèááñà ïîçâîëÿåò íàì íàéòè ðàâíîâåñíóþ äëèíó öåïè, êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì äàâëåíèÿ Π,

〈L〉 =
(
∂G

∂Π

)

T,N

. (6.9)

Èç óðàâíåíèé (6.1), (6.2), (6.3), è (6.9) ñëåäóåò ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì

〈w̃〉 = −1 +
1
L0

(
∂G

∂Π

)

T,N

, (6.10)

ãäå L0 = Nas � äëèíà öåïè ïðè Π = 0.
Äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì: ýíòðîïèÿ ñèñòåìû

çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
S(E,L,N) = −

(
∂F

∂T

)

L,N

= −
(
∂G

∂T

)

Π,N

, (6.11)

à îáùàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà
E(S,L,N) = F + TS =

[
∂(βF )
∂β

]

L,N

. (6.12)

Êðîìå òîãî, ìîæíî ââåñòè õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë êàê,

µ =
(
∂F

∂N

)

T,L

=
(
∂G

∂N

)

T,Π

=
(
∂E

∂N

)

S,L

, (6.13)

è òåïëîåìêîñòü ïðèõîäÿùóþñÿ íà îäèí àòîì,

cN =
1
N

dE

dT
= − T

N

(
∂2F

∂T 2

)

L,N

. (6.14)

Ãëàâíóþ ðîëü â ñòàòè÷åñêîì è äèíàìè÷åñêîì ïîâåäåíèè ìîäåëè èãðàåò áåçðàçìåðíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü χ,
êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

χ =
〈(∆Ñ)2〉
〈Ñ〉

, (6.15)

ãäå Ñ � ÷èñëî àòîìîâ íà ôèêñèðîâàííîé äëèíå L̃, d � L̃ � L, è ∆Ñ = Ñ − 〈Ñ〉 � ôëóêòóàöèè ÷èñëà Ñ . Êàê
õîðîøî èçâåñòíî, äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ (òî åñòü â ïðåäåëàõ g → 0 èëè T →∞) ìû äîëæíû èìåòü
χ = 1, òàê ÷òî îòêëîíåíèå χ îò 1 õàðàêòåðèçóåò ðîëü íåëèíåéíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Â ñòàíäàðòíîì ïîäõîäå χ
ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µ,

χ =

{
βN

(
∂µ

∂N

)

T,L

}−1

, (6.16)

èëè ÷åðåç êîíöåíòðàöèþ àòîìîâ n = N/L,

χ = kBT

(
∂〈n〉
∂Π

)

T,L

. (6.17)

Äëÿ ÔÊ öåïè ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� òàêæå óäîáíî îïðåäåëèòü χ ÷åðåç ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè w̃,

χ = −kBTasn2

(
∂〈w̃〉
∂Π

)

T,N

= −kBT n
2

N

(
∂2G

∂Π2

)

T,N

. (6.18)

Çàìåòèì, ÷òî âåçäå â ýòîé ÷àñòè èñïîëüçóåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë N,L→∞.
Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, kBT � εk, è íóëåâîì ïàðàìåòðå ñîðàçìåðíîñòèNw = 0, âî âñåõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ôóíêöèÿõ äîìèíèðóåò âêëàä ôîíîíîâ, òàê êàê ïëîòíîñòü òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíêîâ ýêñïîíåíöèàëüíî
ìàëà. Èñïîëüçóÿ çàêîí äèñïåðñèè äëÿ ÔÊ îïòè÷åñêèõ ôîíîíîâ, ω2(κ) = ω2

0 + 2g(1− cosκ), |κ| ≤ π, ìû ïîëó÷èì
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F
(0)
ph = NkBT

∫ +π

−π

dκ

2π
ln[βh̄ω(κ)]

= NkBT ln
(
βh̄
√
g/ma + ω0(ω0 + ωmax)/2

)
, (6.19)

sN ≡ S/N = kB

[
1− ln

(
βh̄
√
g/ma + ω0(ω0 + ωmax)/2

)]
, (6.20)

εN ≡ E/N = kBT, (6.21)

µ = kBT ln
(
βh̄
√
g/ma + ω0(ω0 + ωmax)/2

)
, (6.22)

cN = kB (çàêîí Äþëîíãà è Ïòè), (6.23)

χ = kBT

/
a2
s

(
g +

1
3
ω2

0N
2

)
→ 0 for N →∞, (6.24)

ãäå äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè: ωmax =
√
ω2

0 + 4g è ω0 = 1. Àíãàðìîíè÷íûå ïîïðàâêè ê ôîíîííûì âêëàäàì
ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé òåîðèè âîçìóùåíèé åñëè ïîòåíöèàë δV (u) = Vsub(u) −
(1/2)maω

2
0u

2 ðàññìîòðåòü êàê ìàëîå âîçìóùåíèå [520].
Îäíàêî, äàæå ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êèíêè äîñòàòî÷íû âàæíû äëÿ íåñêîëüêèõ ñâîéñòâ ÔÊ ñèñòåìû.

Ïðåæäå âñåãî, èìåííî òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûå êèíê-àíòèêèíêîâûå ïàðû ðàçðóøàþò äàëüíèé ïîðÿäîê ðåãóëÿðíîé
ÔÊ êîíôèãóðàöèè. Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñ. 6.1, ãäå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè 〈w̃〉 ïðåäñòàâëåíî
êàê ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ Π, ïðè ëþáîé T 6= 0 t äüÿâîëüñêàÿ ëåñòíèöà ðàçìûâàåòñÿ òåïëîâûìè êîëåáàíèÿìè.
Îäíàêî, äàæå ïðè óìåðåííûõ òåìïåðàòóðàõ, kBT ≤ εk, íåñêîëüêî ñòóïåíåé äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöû ïðîäîëæàþò
îñòàâàòüñÿ õîðîøî îïðåäåëåííûìè, òî åñòü ïðè w = 0, 1

2 ,
1
3 . Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 6.5.4, òåìïåðàòóðà

�ïëàâëåíèÿ� Tm äëÿ ñòðóêòóðû ñ êîíöåíòðàöèåé θ çàâèñèò îò ýíåðãèè ðîæäåíèÿ �ñóïåðêèíêà� Eσk (θ,Π),
kBTm(θ) ' Eσk (θ,Π). Ïîâòîðèì, âî ïåðâûõ, ÷òî çíà÷åíèå Eσk óìåíüøàåòñÿ êîãäà �ïîðÿäîê� C-ôàçû (òî
åñòü ÷èñëî àòîìîâ íà îäíó ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó) âîçðàñòàåò, è âî âòîðûõ, ÷òî ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ êèíêà
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé â öåíòðå ñòóïåíåé äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöû è îíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè ïðèáëèæåíèè
ê êðàÿì ñòóïåíåé (òî åñòü â òî÷êàõ ãäå âîçìîæíû ÔâäÌ ïåðåõîäû). Ïîýòîìó, ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ñèñòåìû,
ïåðâûìè ðàçðóøàþòñÿ C-ôàçû õàðàêòåðèçóþùèåñÿ ñëîæíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé, â òî âðåìÿ êàê ïðîñòåéøàÿ
(òðèâèàëüíàÿ) C-ôàçà ñ w = 0 (θ = 1) ðàçðóøàåòñÿ â ïîñëåäíåþ î÷åðåäü. Êðîìå òîãî, êèíêè äàþò îñíîâíîé âêëàä
â âîñïðèèì÷èâîñòü χ è â �êèíê-âîñïðèèì÷èâûå� ñòàòè÷åñêèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè òàê æå êàê ïðèâîäÿò
ê ñóùåñòâåííîìó âêëàäó â äðóãèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà (íàïðèìåð, êèíêè îòâå÷àþò çà Øîòêè ïèê â
òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè.

Ðèñ. 6.1. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè 〈w̃〉 êàê ôóíêöèÿ
ïàðàìåòðà P = Π/gas äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ñ g = 1 ïðè ðàçíûõ
òåìïåðàòóðàõ: β = 100 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), β = 1 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ)
è β = 0 (òî÷å÷íàÿ êðèâàÿ). Çàâèñèìîñòè áûëè âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè
òåõíèêè èíòåãðàëà ïðåîáðàçîâàíèÿ [521].

Â ïðåäåëå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, g � 1, íèçêîòåìïåðàòóðíîå ïîâåäåíèå ÔÊ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
èíòåðåñíûì èç-çà íàëè÷èÿ ñèëüíûõ ýôôåêòîâ ïèíèíãà. Â ýòîì ñëó÷àå êèíêè ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê
êâàçè÷àñòèöû â ðàìêàõ ðåøåòî÷íî-ãàçîâîé ìîäåëè ñ ìàëûì ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèì âçàèìîäåéñòâèåì
÷àñòèö. Ìîäåëü îáëàäàåò ñòåêëî�ïîäîáíûì ïîâåäåíèåì ñ ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé ñïåêòðà âîçáóæäåíèé. Êàê
áóäåò ïîêàçàíî, ÔÊ ìîäåëü ïðè g � 1 äàåò ìèêðîñêîïè÷åñêîå îáîñíîâàíèå �äâóõ-óðîâíåâîé� ñèñòåìû ñ ìàëûìè
ùåëÿìè, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ïðè îïèñàíèè íåóïîðÿäî÷åííûõ ñèñòåì â ðàáîòàõ [522, 523] áûëî ïðèíÿòî
èñêóññòâåííî. Ïîýòîìó, ïðè g � 1 ìîäåëü ÔÊ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îáúÿñíåíèÿ íèçêîòåìïåðàòóðíîãî
ïèêà ó òåïëîåìêîñòè àìîðôíûõ òåë.
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Êîãäà òåìïåðàòóðà íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé, ò.å. êîãäà kBT ≥ εk, ÷èñëî òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíêîâ ÿâëÿåòñÿ
áîëüøèì, Npair ∼ N , è ìîäåëü ðåøåòêè êèíêîâ ïåðåñòàåò áûòü ïðèìåíèìîé. Â ïðåäåëå T → ∞ ïîòåíöèàë
ïîäëîæêè Vsub(x) ñòàíîâèòüñÿ ïîñòåïåííî íåñóùåñòâåííûì, òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé. Òàêèì
îáðàçîì, êàê íóëåâîå ïðèáëèæåíèå çäåñü ìû óæå ìîæåì âçÿòü ãàðìîíè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí (aA = L/N)

H0 =
∑

l

{
1
2
ẋ2
l +

g

2
(xl+1 − xl − aA)2

}
+ E0, E0 =

g

2
N(aA − as)2, (6.25)

êîòîðûé îïèñûâàåò àêóñòè÷åñêèå ôîíîíû ñ çàêîíîì äèñïåðñèè ω2(k) = 2g [1− cos(kaA)], ãäå |k| ≤ π/aA. Òîãäà,
â íóëåâîì ïîðÿäêå ïðèáëèæåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè:

F = NkBT ln
(
βh̄
√
g/ma

)
+ E0, (6.26)

sN = kB

[
1− ln

(
βh̄
√
g/ma

)]
, (6.27)

εN = kBT +
g

2
(aA − as)2, (6.28)

µ = kBT ln
(
βh̄
√
g/ma

)
+

1
2
g(aA − as)2, (6.29)

cN = kB , (6.30)
χ = kBT/ga

2
A. (6.31)

Ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(x) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ìàëîå âîçìóùåíèå [520], êîòîðîå âåäåò, íàïðèìåð, ê
êîððåêöèè òåïëîåìêîñòè

cN ≈ kB
(

1 +
1
2
β2

)
. (6.32)

Çàìåòèì, ÷òî âîñïðèèì÷èâîñòü (6.31) â ïðåäåëå T/g → ∞ äåìîíñòðèðóåò íåôèçè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Ïðè÷èíîé
ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåìàëîå îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå àòîìîâ, òàê ÷òî ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà
âçàèìîäåéñòâèÿ Vint(x) â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì. Ó÷åò àíãàðìîíè÷íîñòè ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà
ïîçâîëÿåò âîñïðîèçâåñòè ïðàâèëüíûé ïðåäåë χ→ 1 ïðè T →∞.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíèìîñòü ãèïîòåçû Áîëüöìàíà î
ìîëåêóëÿðíîì õàîñå èëè î ðàâíîì ðàñïðåäåëåíèè ýíåðãèè ìåæäó âñåìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Êîíå÷íî, äîñòîâåðíîñòü
ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ â íàøåì ñëó÷àå íå äîêàçàíà. Áîëåå òîãî, ñèñòåìà ÑÃ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìîé è
ïîýòîìó â ïðåäåëå g →∞ îíà íå ïðèáëèæàåòñÿ ê òåïëîâîìó ðàâíîâåñèþ. Ìû îòëîæèì îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà
äî ñëåäóþùåé ãëàâû, òàê êàê ñàì ìåõàíèçì òåðìàëèçàöèè íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé ðîëè â ñâîéñòâàõ ðàâíîâåñíîãî
ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (îäíàêî, îí ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî âàæíûì äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû). Â ýòîé
ãëàâå ìû ïðîñòî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÔÊ öåïî÷êà íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì ðåçåðâóàðå ñ òåìïåðàòóðîé T .
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Èç-çà ýôôåêòîâ äèñêðåòíîñòè ìîäåëü ÔÊ âñåãäà èìååò óñòîé÷èâûå êîíôèãóðàöèè ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìóìàì
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû. Îäíîé èç ýòèõ êîíôèãóðàöèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, à îñòàëüíûå
îïèñûâàþò ìåòàñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ. Ìû áóäåì íàçûâàòü ìåòàñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ êîíôèãóðàöèîííûìè
âîçáóæäåíèÿìè ñèñòåìû ñ öåëüþ ðàçëè÷èòü èõ îò äèíàìè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé òàêèõ êàê ôîíîíû, áðèçåðû
è äâèãàþùèåñÿ êèíêè (Âîëåò è äð. [528] ïðåäïî÷èòàþò äëÿ ýòèõ ìåòàñòàáèëüíûõ âîçáóæäåíèé èñïîëüçîâàòü
íàçâàíèå �íåñîèçìåðèìîñòè� ]. Ïðè g = 0 ÷èñëî êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé Ω ÔÊ öåïè ñî �ôèêñèðîâàííîé
ïëîòíîñòüþ� ðàâíî Ω0 = N !/M !(N − M)! − 1. Ñ âîçðàñòàíèåì g ÷èñëî Ω ìîíîòîííî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.
Íóëåâîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ëèáî ïðè g = ∞ (äëÿ ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû), ëèáî ïðè g = gAubry (â ñëó÷àå
íåñîðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèè, ñì. ðàáîòó [524], êîãäà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.2, ýíåðãèÿ εPN = 0.).

Åñòåñòâåííî, âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû: (i) êàêîâà ïðèðîäà êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé, (ii)
êàêîâî èõ ýíåðãåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, è (iii) íàñêîëüêî âåëèê âêëàä ýòèõ âîçáóæäåíèé â òåðìîäèíàìè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû.

Íà âñå ýòè âîïðîñû ìîæíî îòâåòèòü ñâåäÿ ÔÊ ìîäåëü ê ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà è ðàññìàòðèâàÿ ñèëüíî
ïèíèíãîâàííûå êèíêè êàê êâàçè÷àñòèöû íàõîäÿùèåñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì ÏÍ ïîòåíöèàëå.
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Ðèñ. 6.2. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé Ω
îò g äëÿ ÔÊ öåïî÷êè ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ ïðè N/M =
13/17 [525].

6.3.1 Ìîäåëü Èçèíãà

Äàâàéòå ïðîíóìåðóåì ìèíèìóìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè Vsub(x) èíäåêñîì j, j = 1, 2, . . . ,M , è ââåäåì âìåñòî
êîîðäèíàòû àòîìà xl, ãäå l � íîìåð àòîìà, äâå íîâûõ ïåðåìåííûõ, � íîìåð ÿìû çàíÿòîé àòîìîì l,

jl = int
(
xl
as

+
1
2

)
, (6.33)

è ñìåùåíèå ýòîãî àòîìà îò äíà ÿìû
wl = xl − jlas. (6.34)

Èç îïðåäåëåíèÿ (6.34) ñëåäóåò ÷òî
|wl| < as/2. (6.35)

Äëÿ íåêîòîðîé äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {jl} ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð ñìåùåíèé {wl} îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
êàê ðåøåíèå ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé

∂U

∂wl
= 0, (6.36)

ãäå U ({xl}) ≡ U ({jl}, {wl}) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîíôèãóðàöèîííûå âîçáóæäåíèÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âîçðàñòàþùèõ öåëûõ ÷èñåë {jl}. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû
îïóñòèì äèíàìè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû, òî ÔÊ ìîäåëü ñâåäåòñÿ ê ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà. Äàëåå, äàâàéòå
ðàññìîòðèì ÔÊ öåïü ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ ïðè êîíöåíòðàöèè θ < 1, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäàÿ ÿìà
ìîæåò áûòü çàíÿòà íå áîëåå ÷åì îäíèì àòîìîì. Òîãäà, âìåñòî íàáîðà {jl} áîëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü íàáîð
{sl}, ãäå sl = 0, 1, 2, . . . çàäàåò ÷èñëî ïóñòûõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿì ëåæàùèõ ìåæäó l-ûì è (l + 1)-ûì àòîìàìè. Èç
ñîîòíîøåíèÿ N(1 + 〈sl〉) = M ìû ïîëó÷àåì

〈sl〉 ≡ 1
N

N∑

l=1

sl =
(1− θ)
θ

. (6.37)

Òàêèì îáðàçîì, ýòèì ñïîñîáîì ìû ïðèõîäèì ê ìîäåëè ñïèíîâîé öåïî÷êè ñ ïîñòîÿííîé íàìàãíè÷åííîñòüþ [525,
526].

ßñíî, ÷òî íàáîð {jl} ñîîòâåòñòâóþùèé êîíôèãóðàöèîííîìó âîçáóæäåíèþ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
öåëûõ ÷èñåë. Íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê î÷åíü áîëüøèì ñìåùåíèÿì wl, |wl| > 1

2as
äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû. Ýòî îãðàíè÷åíèå ïðèáëèçèòåëüíî ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, åñëè ìû ïðåíåáðåæåì
êîíôèãóðàöèÿìè ñî ñëèøêîì áîëüøèìè îòêëîíåíèÿìè sl îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈sl〉 çàäàâàåìîãî óðàâíåíèåì
(6.37), òî åñòü, åñëè ìû îãðàíè÷èì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ sl èíòåðâàëîì 〈sl〉 − 1

2∆s ≤ sl ≤ 〈sl〉 + 1
2∆s. Äëèíà

ýòîãî èíòåðâàëà ∆s áóäåò óáûâàòü ñ âîçðàñòàíèåì ïàðàìåòðà g. Â ÷àñòíîñòè, ïðè g � 1 è 0.7 < θ < 1 ðàçóìíî
ïðåäïîëîæèòü ÷òî sl ìîæåò áûòü òîëüêî 0 èëè 1, òàê ÷òî ÔÊ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê ìîäåëè Èçèíãà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ïàðàìåòðû ýòîé ñïèíîâîé öåïî÷êè, ìû äîëæíû ðåøèòü óðàâíåíèå (6.36). Ïðè
g � 1 ñìåùåíèÿ wl äîëæíû áûòü ìàëûìè, |wl| � 1

2as, è ìû ìîæåì ïðèáëèçèòü ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(x)
âûðàæåíèåì

Vsub(xl) ' 1
2
ω2

0w
2
l . (6.38)

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (6.36) ñòàíóò ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî wl è, ïîýòîìó ìîãóò áûòü
ðåøåíû ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè [525, 527]. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ïðèáëèæåíèå (6.38) íå ïîçâîëÿåò àòîìàì
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ïåðåõîäèòü èç îäíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû â äðóãèå ñîñåäíèå ÿìû. Ïîýòîìó ýòà ïðîñòàÿ ìîäåëü íå ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ êàê òðàíñïîðò ìàññû âäîëü ÔÊ öåïî÷êè.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (6.34), (6.38) è ñîîòíîøåíèå jl+1 = jl + 1 + sl, ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå (6.36) ìîæíî
çàïèñàòü â ôîðìå

wl+1 − 2hwl + wl−1 = φl (6.39)
ñ

φl = as(sl−1 − sl), (6.40)
h = 1 + ω2

0/2g. (6.41)
Ââåäåì ôóíêöèþ ÃðèíàG äëÿ ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.39). Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.39)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

wl =
∑

l′
G(l − l′)φl′ . (6.42)

Ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè Ãðèíà

G̃(κ) ≡
∑

l

G(l)eiκl = −[2(h− cosκ)]−1, |κ| ≤ π. (6.43)

Îòñþäà, ìåòîäîì êîíòóðíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ñàìó ôóíêöèþ Ãðèíà G(l),

G(l) ≡ 1
2π

∫ +π

−π
dκ G̃(κ) e−iκl = −1

2
1√

h2 − 1

(
h−

√
h2 − 1

)|l|
. (6.44)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (6.42) ñ óðàâíåíèÿìè (6.40) è (6.44) â âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè è
îïóñêàÿ ïîñòîÿííûå ÷ëåíû, ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì [525]

U =
∑

l<l′
I(l − l′) slsl′ , (6.45)

ãäå
I(l) = I0 exp (−|l|as/λ) (6.46)

ñ
I0 = ga2

sω0/ωmax ' ga2
s/(1 + 2g) (6.47)

è
λ = −as

/
ln
(
ωmax − ω0

ωmax + ω0

)
≈ −as/ ln g, (6.48)

ωmax =
√
ω2

0 + 4g ' 1 + 2g. (6.49)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè àíàëîã ìîäåëè Èçèíãà ñ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåé ïîñòîÿííîé âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèÿ (6.45) òðèâèàëüíà, åñëè ìû âñïîìíèì, ÷òî sl îçíà÷àåò ÷èñëî àíòèêèíêîâ,
à I(l) îïèñûâàåò àíòèêèíê-àíòèêèíêîâîå îòòàëêèâàíèå ïðè g � 1.

6.3.2 Êîíôèãóðàöèîííûå âîçáóæäåíèÿ

Êîíôèãóðàöèîííûå âîçáóæäåíèÿ ÔÊ ìîäåëè, {xl}, ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ýëåìåíòû ìíîæåñòâà C̃.
Ñîãëàñíî ïàðàãðàôó 6.3.1, ïðè g � 1 ñîñòîÿíèå C̃ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M̃ ñîñòîÿùåãî
èç êîíôèãóðàöèé {sl} â ìîäåëè ñïèíîâîé öåïî÷êè (6.45). Â ýòîì ìíîæåñòâå M̃ ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñäâèã
Áåðíóëëè Ŝ : M̃→ M̃ êàê (Ŝs)l = sl+1. Ýêâèâàëåíòíûì îïåðàòîðîì â ìíîæåñòâå C̃ áóäåò îïåðàòîð îòîáðàæåíèÿ
T̂ : C̃ → C̃ îïðåäåëåííûé êàê (T̂ Y )l = Yl+1. Ìîäåëü ñî ñäâèãîì Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ
îáëàäàþùåé ÷èñòî õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì [474]. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî èç-çà îãðàíè÷åíèÿ (6.35), çàïðåùàþùåãî
íåêîòîðûå êîíôèãóðàöèè, ìíîæåñòâî M̃ îáðàçóåò êàíòîðîâñêîå ìíîæåñòâî [527]�[529].

Ìíîæåñòâî M̃ ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ (êðèñòàëëè÷åñêèõ) êîíôèãóðàöèé, íåñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà �÷èñòî õàîòè÷åñêèõ� (p-íîðìàëüíûõ) êîíôèãóðàöèé è òàêæå èç �ñìåøàííûõ� êîíôèãóðàöèé äëÿ
êîòîðûõ, íàïðèìåð, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {skm} ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ öåëîãî
k è âñåõ öåëûõm), â òî âðåìÿ êàê çíà÷åíèÿ sl, äëÿ l 6= km, áóäóò ñëó÷àéíûìè. Äëÿ Ising-like model p-íîðìàëüíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sl èç åäèíèö (ñ âåðîÿòíîñòüþ p)
è íóëåé (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p), òàê ÷òî êàæäàÿ âîçìîæíàÿ êîíå÷íàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íîé
â îáå ñòîðîíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sl} ïîÿâëÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ pn1(1 − p)n2 , ãäå n1 è n2 îáîçíà÷àþò,
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ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî åäèíèö è íóëåé â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ßñíî, ÷òî äëÿ ÔÊ öåïè ñ ôèêñèðîâàííîé
ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòü p ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì 〈sl〉 çàäàâàåìûì óðàâíåíèåì (6.37). Çàìåòèì, ÷òî
çäåñü p-íîðìàëüíîñòü îçíà÷àåò ÷òî âåëè÷èíû sl è sl′ ïðè l 6= l′ áóäóò íåêîððåëèðîâàííûìè.

Óðàâíåíèÿ (6.34), (6.40), è (6.42) ïîçâîëÿþò íàì ðåêîíñòðóèðîâàòü ìåòàñòàáèëüíûå êîíôèãóðàöèè ÔÊ
ìîäåëè ñîîòâåòñòâóþùèå p-íîðìàëüíûì êîíôèãóðàöèÿì ìîäåëè Èçèíãà. Â ÷àñòíîñòè, Ðåéõåðò è Øèëëèíã [527]
âû÷èñëèëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ql(x) ðàññòîÿíèé ìåæäó l-òûìè áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè è ïàðíóþ ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ Q(x) =

∑∞
l=1Qj(x). Îíè ïîêàçàëè, ÷òî ýòè ôóíêöèè îáëàäàþò òèïè÷íûì ñòåêëî-ïîäîáíûì

ïîâåäåíèå. À èìåííî, ôóíêöèÿ Q(x) ïîêàçûâàåò êîðîòêîäåéñòâóþùèé ïîðÿäîê, òî åñòü ó íåå åñòü áîëåå èëè
ìåíåå âûðàæåííûå ïèêè ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâûì, âòîðûì, è ò.ä. áëèæàéøèì ñîñåäÿì. Îäíàêî, íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäîê îòñóòñòâóåò, limx→∞Q(x) = n ≡ N/L.

Äåòàëüíîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå íèçêî-ýíåðãåòè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé êëàññè÷åñêîé ÔÊ
ìîäåëè ñ ïàðàìåòðîì ñîðàçìåðíîñòè ðàâíûì çîëîòîìó ñðåäíåìó w = (

√
5 − 1)/2 íèæå òî÷êè ïåðåõîäà Îáðè

(g < gAubry) ïðîâåëè Æèðîâ ñ ñîàâòîðàìè [530]. Îíè ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû:

1. Îáùåå ÷èñëî êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû ÔÊ öåïè;
2. Ýíåðãèè ýòèõ êîíôèãóðàöèé êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.3 îðãàíèçîâàíû â çîíû. Íèçêî-ýíåðãåòè÷åñêèå çîíû

èìåþò øèðèíó ìíîãî ìåíüøóþ ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó çîíàìè, â òî âðåìÿ êàê äëÿ âûñîêèõ ýíåðãèé øèðèíà
çîíû âîçðàñòàåò è â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñîñåäíèå çîíû ïî÷òè ñëèâàþòñÿ. Ñ âîçðàñòàíèåì K ≡ g−1 êàæäàÿ çîíà
ñäâèãàåòñÿ â îáëàñòü ìåíüøèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè, íî ÷èñëî ñîñòîÿíèé (ïðèõîäÿùèõñÿ íà îäèí àòîì) â êàæäîé
çîíå ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò K;

3. ×èñëî çîí ñòàíîâèòüñÿ áîëüøèì ñ óâåëè÷åíèåì K, à ýíåðãèè íàèìåíüøèõ çîí ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìÿòñÿ
ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ âîçðàñòàíèåì ïàðàìåòðà K èëè äëèíû öåïè (ñì. ðèñ. 6.4). Åñëè çîíû
ïðîíóìåðîâàòü èíäåêñîì k â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ýíåðãèè, òî ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè k-îé íèçêî-
ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû ìîæíî îïèñàòü ýìïèðè÷åñêîé ôîðìóëîé

〈∆Uk〉 ≈ C exp
(
−αwkN

√
βk + λ2

)
, (6.50)

ãäå ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè w = (
√

5 − 1)/2, N � ÷èñëî àòîìîâ â öåïè, ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
α ≈ 0.59, C ≈ 1, β ≈ 0.12, à λ � ýêñïîíåíòà Ëÿïóíîâà ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ (5.18) âû÷èñëåííàÿ íà
èíâàðèàíòíîì êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå îðáèò [λ îïèñûâàåò òàêæå ùåëü â ñïåêòðå ôîíîíîâ èç-çà êîòîðîé ëþáîå
ñòàöèîíàðíîå âîçìóùåíèå ñìåùåíèÿ δxi0 àòîìà i0 ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò âäîëü öåïè, δxi ∝ exp(−λ|i−i0|)];

4. Ýíåðãèè êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé ôîðìèðóþò êâàçè-ôðàêòàëüíóþ çîííóþ ñòðóêòóðó ïîêàçàííóþ
íà ðèñ. 6.5. Ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñòàíîâèòüñÿ ãëóáæå è ãëóáæå ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû öåïè.

Ðèñ. 6.3. Èíòåãðèðîâàííîå ÷èñëî ìåòàñòàáèëüíûõ êîíôèãóðàöèîííûõ
ñîñòîÿíèé Ncs (íà ÷àñòèöó) êàê ôóíêöèÿ ðàçíèöû ýíåðãèè ∆U ìåæäó Ei
è ýíåðãèåé îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ EGS, äëÿ θ = 89/55, K = 5 è K = 2, ãäå
K ≡ g−1. Ãîðèçîíòàëüíûå ïóíêòèðíûå ëèíèè ïîêàçûâàþò ãðàíèöó ìåæäó
ýíåðãåòè÷åñêèìè çîíàìè [530].

Äëÿ òîãî ÷òîáû îáúÿñíèòü èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé,Æèðîâ ñ ñîàâòîðàìè [530]
èñïîëüçîâàëè íàáëþäåíèå, ÷òî â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî àòîìîâ íàõîäèòñÿ î÷åíü áëèçêî ê
ÿìàì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Èç ðèñ. 6.6 (ëåâàÿ ïàíåëü) âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû ìàëûõ îòêëîíåíèé ãðóïïèðóþòñÿ
â òðåõ õîðîøî ðàçëè÷èìûõ èåðàðõè÷åñêèõ óðîâíÿõ è ìåæàòîìíûå ðàññòîÿíèÿ âäîëü öåïè äëÿ ýòèõ àòîìîâ
òàêæå óïîðÿäî÷åíû: äâà àòîìà ïðèáëèæàþùèåñÿ ê ìèíèìóìàì (|∆x| ≈ 5 10−25) óäàëåíû íà ðàññòîÿíèÿ 55
è 89, âîñåìü àòîìîâ (âêëþ÷àÿ äâà ïðåäûäóùèõ) ñ îòêëîíåíèÿìè |∆x| ≤ 3 10−6 � íà ðàññòîÿíèÿ 13 è 21, è
34 àòîìà ñ îòêëîíåíèÿìè |∆x| ≤ 10−1 � íà ðàññòîÿíèÿ 3 è 5 (çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè ðàññòîÿíèÿ îáðàçóþò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷è sn, ñì. ðèñ. 5.1). Â äàëüíåéøåì äàâàéòå áóäåì íàçûâàòü àòîìû ëåæàùèå î÷åíü
áëèçêî ê ìèíèìóìàì ÿì �ïðèêëååííûìè� àòîìàìè (g-àòîìàìè), òàê êàê ñèëû íàïðÿæåíèÿ äåéñòâóþùèå ñ äâóõ
ñòîðîí íà êàæäûé òàêîé àòîì ïðèìåðíî êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà. Òåïåðü äàâàéòå ðàçðåæåì öåïü íà ôðàãìåíòû
(�áëîêè�) ïî ïðèêëååííûì àòîìàì. Íèæàéøèé óðîâåíü èåðàðõèè, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 6.6 (ñ îòêëîíåíèÿìè
|∆x| ≤ 10−1), ñîñòîèò èç áëîêîâ äâóõ òèïîâ, ñîñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç 2 è 4 àòîìîâ, òàê ÷òî 8-àòîìíûé
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N

Ðèñ. 6.4. Ëåâàÿ ïàíåëü: çàâèñèìîñòü çîí ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà îò ïàðàìåòðà K (âåðõíÿÿ øêàëà) è ôîíîííîé ùåëè
λ (íèæíÿÿ øêàëà) äëÿ θ = 89/55. Ïðàâàÿ ïàíåëü: çàâèñèìîñòü ýíåðãèè çîí îò äëèíû öåïè (òî åñòü ïðè N/M =13/8,
21/13, 34/21, 55/34, 89/55, 144/89 è 233/144). Çîíû îáîçíà÷åíû çàïîëíåííûìè îáëàñòÿìè. Ïóíêòèðíûå êðèâûå êðèâûå
ñîîòâåòñòâóåò ïîëóýìïèðè÷åñêîìó âûðàæåíèþ (6.50) [530].

Ðèñ. 6.5. Ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà òðåòüåé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû âîçáóæäåíèé
äëÿ öåïè ñ K = 4 è θ = 89/55. Ïîêàçàíû ÷åòûðå èåðàðõè÷åñêèå óðîâíÿ
ñ âîçðàñòàþùèì ðàçðåøåíèå. Çäåñü U � ýíåðãèÿ íà îäèí àòîì, à Umin �
îáîçíà÷åíèå äëÿ ýíåðãèè ñàìîé ëåâîé çîíû â êàæäîé ïàíåëè. Âåðòèêàëüíàÿ øêàëà
Ncs äàåò èíòåãðèðîâàííîå ÷èñëî ìåòàñòàáèëüíûõ êîíôèãóðàöèé îòñ÷èòûâàåìîå
îò îñíîâàíèÿ ñàìîé ëåâîé çîíû íà êàæäîé ïàíåëè. Âåðòèêàëüíîå óâåëè÷åíèå
âîçðàñòàåò â äåñÿòü ðàç ñëåâà íà ïðàâî [530].

áëîê ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê 8 = (g2g4). Ñëåäóþùèé óðîâåíü èåðàðõèè (ñ îòêëîíåíèÿìè |∆x| ≤ 3 10−6) èìååò
áëîêè 12 = (4g2g4) è 20 = (4g2g4g2g4), òðåòèé óðîâåíü èåðàðõèè (ñ îòêëîíåíèÿìè |∆x| ≤ 10−24) ñîñòîèò èç
áëîêîâ 54 = (20g12g20) è 88 = (20g12g20g12g20), è ò.ä.: åñëè äàííûé óðîâåíü èåðàðõèè ñîñòîèò èç áëîêîâ A è B
(ñ A < B), òîãäà ñëåäóþùèé óðîâåíü äîëæåí áûòü ïîñòðîåí èç áëîêîâ A′ = (BgAgB) è B′ = (BgAgBgAgB).

Ðèñ. 6.6. Çàâèñèìîñòü àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèé ÷àñòèö îò áëèæàéøèõ ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè îò
íîìåðà àòîìîâ äëÿ θ = 144/89 è K = 2. Ëåâàÿ ïàíåëü ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, â òî âðåìÿ
êàê ïðàâàÿ ïàíåëü ñîîòâåòñòâóåò âîçáóæäåííîé êîíôèãóðàöèè, âçÿòîé èç ïåðâîé ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû âîçáóæäåíèé ñ
∆U ∼ 10−20, êîãäà îòêëîíåíèÿ ïðèêëååííûõ àòîìîâ îò ìèíèìóìîâ ÿì |∆x| ≤ 10−10 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) [530].

Òåïåðü, åñëè ìû çàìåíèì äâà ðàçëè÷íûõ áëîêà, òî êîíöû áëîêîâ òîëüêî ñëåãêà èçìåíÿòñÿ, à ýíåðãèÿ
ñèñòåìû èçìåíèòñÿ íà âåëè÷èíó ∆E ∝ (∆x)2. íà ðèñ. 6.6 (ïðàâàÿ ïàíåëü) ïîêàçàí ïðèìåð êîíôèãóðàöèîííîãî
âîçáóæäåíèÿ ïîëó÷åííîãî èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè ïîìîùè ïåðåñòàíîâêè áëîêîâ íà òðåòüåì èåðàðõè÷åñêîì
óðîâíå [çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïåðâûõ äâóõ óðîâíåé èåðàðõèè, îòêëîíåíèÿ ïðèêëååííûõ àòîìîâ îò ìèíèìóìîâ ÿì
ïðàêòè÷åñêè òàêèå æå êàê è â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, â òî âðåìÿ êàê íà òðåòüåì óðîâíå èåðàðõèè (íèæå ïóíêòèðíîé
ëèíèè íà ðèñ. 6.6) îòêëîíåíèÿ äâóõ ïðèêëååííûõ àòîìîâ ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå ÷åì èõ îòêëîíåíèÿ
à ÎÑ]. Òàê êàê îòêëîíåíèÿ ïðèêëååííûõ ÷àñòèö ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû è èåðàðõè÷åñêè óïîðÿäî÷åíû, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå ýíåðãèè êîíôèãóðàöèé, ïîëó÷åííûõ ïðè îáìåíå áëîêàìè, òîæå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû è
èåðàðõè÷åñêè óïîðÿäî÷åíû. Èçìåíåíèå ýíåðãèè ïðîèñõîäÿùåå ïðè ïåðåñòàíîâêå áëîêîâ çàâèñèò îò óðîâíÿ
èåðàðõèè, âíóòðè êîòîðîé ñäåëàíà ýòà ïåðåñòàíîâêà. Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä [530] ïîçâîëÿåò ñäåëàòü îöåíêó
∆U ∝ exp(−2λnmin), ãäå nmin � ÷èñëî àòîìîâ â íàèìåíüøåì áëîêå äàííîãî óðîâíÿ èåðàðõèè. Áîëåå òîãî, ÷èñëî
êîíôèãóðàöèé ïðè ëþáîì óðîâíå èåðàðõèè ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíî áîëüøèì, òàê ÷òî ÷èñëî êîíôèãóðàöèîííûõ
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âîçáóæäåíèé ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû öåïè (â îñíîâíîì ýòî áóäóò íåóïîðÿäî÷åííûå
(õàîòè÷åñêèå) êîíôèãóðàöèè).

6.3.3 Äâóõóðîâíåâûå ñèñòåìû è òåïëîåìêîñòü

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàññìîòðåòü ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé, ìû áóäåì ñëåäîâàòü
ðàáîòàì Ïåòðîíåðî è Øòð¼ñëåðà [526], Ïåòðîíåðî è äð. [531] è Ðåéõåðòà è Øèëëèíãà [527]. Äàâàéòå îïðåäåëèì
ðàçíîñòè

∆(i,i′) = Ei − Ei′ , (6.51)

ãäå Ei = E
({
x

(i)
l

})
� ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ i-ãî ìåòàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Çíà÷åíèÿ ∆(i,i′) ìîãóò áûòü êàê

ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè èç-çà ìåòàñòàáèëüíîñòè êîíôèãóðàöèè i. Èç ïðåäûäóùåãî îáñóæäåíèÿ
ÿñíî, ÷òî ∆(i,i′) îáðàçóþò ñïåêòð êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

Â ñàìîì äåëå, ïðîñòåéøèé ñïîñîá ïîëó÷èòü íîâóþ êîíôèãóðàöèþ {x′l} èç äàííîé {xl} ýòî òîëüêî ïåðåäâèíóòü
îäèí èç àòîìîâ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûé áàðüåð ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè â áëèæàéøóþ ñîñåäíåþ ïóñòóþ ÿìó
ïîòåíöèàëà, â òî âðåìÿ êàê âñå îñòàëüíûå àòîìû îñòàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè. Ïîñëå ðåëàêñàöèè öåïî÷êà ïðèìåò
íîâóþ êîíôèãóðàöèþ. Ïîëó÷åííûå äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {jl} è {j′l} îòëè÷àþòñÿ òîëüêî îäíèì ÷èñëîì, â òî
âðåìÿ êàê ïîëîæåíèÿ àòîìîâ wl è w′l êîíå÷íî îòëè÷àþòñÿ äëÿ âñåõ l, íî ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ñõîäÿòñÿ äðóã ê
äðóãó ïðè l→ ±∞. Ïðè θ < 1, êîãäà ïåðåìåííûå sl ïðèíèìàþò òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, áîëåå óäîáíî îáîçíà÷èòü
êîíôèãóðàöèþ ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë mk, ãäå mk � ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíûõ çàíÿòûõ ÿì ïîñëå k-îé ïóñòîé
ÿìû. Íàïðèìåð, êîíôèãóðàöèÿ . . .m1;m2;m3; . . . îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âàêàíñèÿ, çàòåì m1 çàíÿòûå ÿìû,
âàêàíñèÿ, m2 çàíÿòûå ÿìû, âàêàíñèÿ, m3 çàíÿòûå ÿì, è ò.ä. ßñíî ÷òî

〈m〉 = (1− θ)−1. (6.52)

Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, ïðîñòåéøåå ïåðåìåùåíèå {xl} → {x′l} îïèñûâàåòñÿ êàê

. . .m1;m2;m3;m4; . . .→ . . . ;m1;m2 − 1;m3 + 1;m4; . . . . (6.53)

Ñîãëàñíî ãàìèëüòîíèàíó Èçèíãà (6.45), (6.46) ýòîò ïåðåìåùåíèå äàåò ðàçíîñòü ýíåðãèè

∆ = ∆1 +∆2 + . . . (6.54)

ñ
∆1 = I(m2 − 1) + I(m3 + 1)− I(m2)− I(m3), (6.55)

∆2 = I(m2 − 1 +m1) + I(m3 + 1 +m4)− I(m1 +m2)− I(m3 +m4), (6.56)
è ò.ä. Â ñèëó ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ïîñòîÿííûõ ìîäåëè Èçèíãà I(m), ìû èìååì ∆1 � ∆2 � . . ., è

∆n ' I0(as/λ)2 exp (−n〈m〉as/λ) . (6.57)

Êàê âèäíî, äëÿ êîíôèãóðàöèè ñ m2 = m3 ìû èìååì ∆ ' ∆1. Îäíàêî, åñëè m2 = m3 + 1, òîãäà ∆1 = 0, òî
åñòü ýòà êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé îòíîñèòåëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ âàêàíñèé
è îñíîâíîé âêëàä â ∆ äàåò âçàèìîäåéñòâèå âòîðûõ ñîñåäåé, òàê ÷òî ∆ ' ∆2. Òàêèì îáðàçîì ÿñíî, ÷òî
ñïåêòð ýíåðãèè ïîêàçûâàåò èåðàðõèþ �äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì� ñ ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëÿìè ðàñïðåäåëåííûìè îêîëî
∆1,∆2, . . .. Àíàëîãè÷íî, äëÿ êàæäîé êîíôèãóðàöèè i ñ ýíåðãèåé Ei ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ êîíôèãóðàöèé
i′ ñ ýíåðãèåé Ei′ , ãäå êàæäîå {j(i′)

l } îòëè÷àåòñÿ îò {j(i)
l } òîëüêî ëîêàëüíî íà îäíîì èëè áîëüøåì ÷èñëå ÷ëåíîâ

è ïåðåõîä i → i′ ïðåäñòàâëÿåò âîçáóæäåíèå äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ñ ýíåðãèåé âîçáóæäåíèÿ ∆(i,i′) = Ei − E′i.
Çàìåòèì, ÷òî áîëåå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå [527] ïîêàçûâàåò ñêýéëèíãîâîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
∆(i,i′).

Òåïåðü äàâàéòå êîðîòêî îáñóäèì ïëîòíîñòü êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíöåíòðàöèé
θ. Åñëè θ = θ1 ≡ m0/(m0+1) ñm0 ≥ 2, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÔÊ öåïè ïðè T = 0 îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
mk = m0 äëÿ âñåõ k. Òàê, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà kBT � ∆1, áîëüøèíñòâî âîçáóæäåíèé èìååò
ýíåðãåòè÷åñêóþ ùåëü∆ ' ∆1, è òîëüêî ìàëàÿ ôðàêöèÿ êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé ñ ñòàòèñòè÷åñêèì âåñîì
∼ exp(−∆1/kBT ) ïðèâîäèò ê ýíåðãåòè÷åñêîé ùåëè ∆ ' ∆2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè θ = θ2 ≡ (2m0 +1)/(2m0 +3),
êîãäà T = 0 ÎÑ èìååò ôîðìó . . .m0;m0 + 1;m0;m0 + 1; . . ., áîëüøèíñòâî âîçáóæäåíèé èìååò ∆ ' ∆2, â òî âðåìÿ
êàê òîëüêî íåáîëüøàÿ ôðàêöèÿ ïðèâîäèò ê ùåëè ∆ ' ∆1.

Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå T 6= 0 äëÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû ñ ùåëüþ ∆
ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê E(T ) ∝ ∆ exp(−∆/kBT )/[1 + exp(−∆/kBT )]. Ýòî ïðèâîäèò ê òåïëîåìêîñòè ÔÊ öåïè

c(T ) ∝ kB
(

∆

kBT

)2 exp(∆/kBT )
[1 + exp(∆/kBT )]2

, (6.58)
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êîòîðàÿ èìååò ìàêñèìóì ïðè T ' 0.4∆/kB . Èç-çà òîíêîé ñòðóêòóðû ñïåêòðà âîçáóæäåíèé ìîäåëè ÔÊ, ôóíêöèÿ
c(T ) äîëæíà ñîñòîÿòü èç ìíîæåñòâà ïèêîâ íà òåìïåðàòóðàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ùåëÿì ∆1, ∆2, . . .. Èíòåíñèâíîñòü
ýòèõ ïèêîâ áóäåò, îäíàêî, ñèëüíî çàâèñåòü îò êîíöåíòðàöèè θ. Äåéñòâèòåëüíî, ñ èçìåíåíèåì θ èíòåíñèâíîñòü
ïèêà ñâÿçàííàÿ ñ ùåëüþ ∆1 èìååò ìàêñèìóì ïðè θ = θ1, θ = θ′1 ≡ (m0 + 1)/(m0 + 2), . . ., â òî âðåìÿ êàê åå
ìèíèìóìû äîëæíû äîñòèãàòüñÿ ïðè θ = θ2, θ = θ′2 ≡ (2m0 + 3)/(2m0 + 5), . . .. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èíòåíñèâíîñòü
ïèêà ñîîòâåòñòâóþùåãî ùåëè ∆2, áóäåò èìåòü ìàêñèìóì ïðè θ = θ2, θ′2, . . ., è ìèíèìóì ïðè θ = θ1, θ′1, . . ..

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìû íóæäàåìñÿ â äàëüíåéøåì óïðîùåíèè
ìîäåëè Èçèíãà (6.45). À èìåííî, ìû ó÷òåì òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî âçàèìîäåéñòâóþùèõ äûðîê (íàïðèìåð,
òîëüêî áëèæàéøèõ ñîñåäåé) è, êðîìå òîãî, îãðàíè÷èì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ mk (íàïðèìåð, ïðè θ = θ1 ìû
ìîæåì äîïóñòèòü, ÷òî mk ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ m0 è m0 ± 1). Äëèííûå, íî ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ [531]
ïîäòâåðæäàþò äàííóþ âûøå èíòóèòèâíóþ êàðòèíó äëÿ òåïëîåìêîñòè c(T, θ).

Âîëåò ñ ñîàâòîðàìè [528, 529] ïðîâåëè ñòðîãîå âû÷èñëåíèå ñïåêòðà íèçêî-ýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé,
òåïëîåìêîñòè è èåðàðõèè �ïëàâëåíèÿ� ÔÊ öåïè ñ íåñîðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèåé.

Îïèñàííîå ïîâåäåíèå òåïëîåìêîñòè c(T, θ) íàáëþäàëîñü ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè èçó÷åíèè èîííîãî ïðîâîäíèêà
õîëëàíäèòà (hollandite) K2ρMgρ Tiδ−ρO16 [532]. Îòìåòèì, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå âðåìÿ èçìåðåíèÿ äîëæíî áûòü
äîñòàòî÷íî áîëüøèì, äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåõîäû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûå áàðüåðû èìåëè íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü è
÷òîáû ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü òåìïåðàòóðíîå ïîâåäåíèå c(T ) îò âêëàäà ôîíîíîâ.

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä (6.53) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ðîæäåíèå (ñóïåð-) êèíê-àíòèêèíêîâîé
ïàðû êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ñèëüíî ïèíèíãîâàííîé âûñîêîàìïëèòóäíûì ÏÍ ïîòåíöèàëîì, òàê ÷òî çíà÷åíèå ∆n

ñîîòâåòñòâóåò óäâîåííîé ýíåðãèè ñóïåðêèíêà n-ãî ïîðÿäêà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïèêè òåïëîåìêîñòè c(T, θ) ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âêëàäû îò ðîæäåíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð. Êàê ìû óâèäèì äàëåå â ïàðàãðàôå 6.5.2,
ýòîò ïîäõîä îñòàåòñÿ ïîëåçíûì è â ïðåäåëå ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ g � 1. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå, îäíàêî, òîíêàÿ
ñòðóêòóðà c(T ) èñ÷åçàåò â ñèëó èñ÷åçíîâåíèÿ ÏÍ áàðüåðîâ.

6.4 Ïðåäåë ñèëüíîé ñâÿçè: Ãàç êâàçè÷àñòèö
Â ïðåäåëå ñèëüíîé ñâÿçè, g � 1, ìîäåëü ÔÊ ñâîäèòñÿ ê ìîäåëè ÑÃ ñ ìàëûìè ïîïðàâêàìè âñëåäñòâèå
ýôôåêòîâ äèñêðåòíîñòè. Îñòàâèâ îáñóæäåíèå ýôôåêòîâ äèñêðåòíîñòè äëÿ ïàðàãðàôà 6.4.4, äàâàéòå íà÷íåì
ñ ÷èñòîé ìîäåëè ÑÃ. Äëÿ ÑÃ ãàìèëüòîíèàíà â ðàñïðåäåëåíèè âîçáóæäåíèé ìîæíî, èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ çàäà÷ó
ðàññåÿíèÿ, òî÷íî ðàçäåëèòü âêëàäû ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàðíûì âîçáóæäåíèÿì (ôîíîíàì, áðèçåðàì è
êèíêàì). Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê ñóïåðïîçèöèþ Nph ëèíåéíûõ
ôîíîíîâ, Nbr áðèçåðîâ, Nk êèíêîâ è Nk̄ àíòèêèíêîâ (çäåñü ïîä êèíêàìè ìû ïîäðàçóìåâàåì êèíêè íà ôîíå
ñòðóêòóðû ñ θ = 1, åñòåñòâåííîé äëÿ ñëó÷àÿ ÑÃ). Ñòîëêíîâåíèå ýòèõ êâàçè÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ �óïðóãèì�,
òî åñòü, èõ èíäèâèäóàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê ôîðìà, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ íå ìåíÿþòñÿ. Òàêèì
îáðàçîì, çäåñü ðàçóìíî âû÷èñëÿòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ïðåäïîëîæèâ ñóùåñòâîâàíèå �èäåàëüíîãî
ãàçà� íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàçè÷àñòèö, êîòîðûå ïðèíèìàþò ðàâíîïðàâíîå ó÷àñòèå â ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ââåäÿ ôîðìàëüíî õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû µk, µk̄ è µB (èíäåêñ B ñîîòâåòñòâóåò áðèçåðàì è/èëè ôîíîíàì �
ñì. äàëåå ïàðàãðàô 6.4.1), ìû ìîæåì âû÷èñëèòü áîëüøóþ êàíîíè÷åñêóþ ñóììó Ξ äëÿ ÔÊ öåïî÷êè ñî �ñâîáîäíûì
êîíöîì� êàê

Ξ̃(T, µk, µk̄, µB) =
∑

Nk,Nk̄,NB

1
Nk!Nk̄!NB !

exp [β (µkNk + µk̄Nk̄ + µBNB)]
∫
dΓ exp [−βE(Nk, Nk̄, NB)] , (6.59)

ãäå èíòåãðèðîâàíèå dΓ ïðîèñõîäèò ïî âñåì íåçàâèñèìûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à
E(Nk, Nk̄, NB) � ñóììà ýíåðãèé âñåõ ñîñòàâëÿþùèõ ìîä. Ñîîòâåòñòâóþùèé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

J̃(T, µk, µk̄, µB) = −kBT ln Ξ̃(T, µk, µk̄, µB), (6.60)

ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ÷èñëà âîçáóæäåííûõ êâàçè÷àñòèö,

〈Nb〉 = −
(
∂J̃

∂µb

)

T

, b = k, k̄, or B. (6.61)

Òåïëîâîå ðàâíîâåñèå â ñèñòåìå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ðîæäåíèÿ è àííèãèëÿöèè êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð. Ýòîò
ïðîöåññ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê �õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ� k + k̄ ↔ B, óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ êîòîðîé çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì µk+µk̄ = µB [159]. Òàê êàê ìû íå ìîæåì êîíòðîëèðîâàòü ÷èñëî áðèçåðîâ è ôîíîíîâ, òî ìû äîëæíû
ïîëîæèòü µB = 0. Òàêèì îáðàçîì, íà êîíå÷íîì øàãå âû÷èñëåíèé ìû äîëæíû ïîëîæèòü
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µk = −µk̄, (6.62)

è òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñòàíåò òîëüêî ôóíêöèåé îò T è µw ≡ µk,

J(T, µw) = J̃(T, µw,−µw, 0). (6.63)

Çíà÷åíèå µw ñîîòâåòñòâóåò îáùåìó òîïîëîãè÷åñêîìó çàðÿäó Nw = Nk̄ −Nk,

〈Nw〉 =
(
∂J

∂µw

)

T

. (6.64)

Çàìåòèì, ÷òî µw îïèñûâàåò ïðåîáëàäàíèå êèíêîâ íàä àíòèêèíêàìè åñëè µw > 0 è íàîáîðîò åñëè µw < 0, à ïðè
µw = 0 ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈Nw〉 = 0.

Ôîíîííûé âêëàä â J áûë âû÷èñëåí âûøå, äëÿ ôîíîíîâ
∫
dΓph =

∫ +π

−π dκ/2π, Eph = h̄ω(κ), è JB = FB , òàê
êàê µB = 0. Çäåñü FB çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (6.19) èëè (6.26).

Òåïåðü äàâàéòå ðàññìîòðèì âêëàä êèíêîâ â òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Êàæäûé êèíê â êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå èìååò îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû � ãîëäñòîóíîâñêóþ ìîäó. Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðèðîâàíèå â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå íóæíî ñäåëàòü ïî êîîðäèíàòå êèíêà Xk è ïî åãî èìïóëüñó Pk,

dΓk =
dXk dPk

2πh̄
. (6.65)

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êèíêà â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ðàâíà

Ek = εk + P 2
k /2m, (6.66)

ãäå εk � ýíåðãèÿ ïîêîÿ êèíêà, à m � åãî ìàññà. Èíòåãðèðîâàíèå ïî Xk â óðàâíåíèè (6.59) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü
ìíîæèòåëü L, ïîëíóþ äëèíó öåïè, à èíòåãðèðîâàíèå ïî Pk äàåò ìíîæèòåëü z =

(
mkBT/2πh̄2

)1/2
exp(−βεk).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé ìû èç óðàâíåíèé (6.59) � (6.65) ïîëó÷èì âêëàä êèíêîâ:

Js = −kBT 〈Ntot〉, (6.67)

Fs = −(kBT 〈Ntot〉+ µw〈Nw〉). (6.68)
Êîíöåíòðàöèÿ êèíêîâ â óðàâíåíèÿõ (6.67), (6.68) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

〈nk〉 = 〈npair〉 exp(βµw), (6.69)

〈nk̄〉 = 〈npair〉 exp(−βµw), (6.70)
〈ntot〉 = 2〈npair〉 cosh(βµw), (6.71)
〈nw〉 = −2〈npair〉 sinh(βµw). (6.72)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè äî óñðåäíåíèÿ ìû èìåëè N = 2N + |Nw|, òî ïîñëå óñðåäíåíèÿ ìû áóäåì èìåòü
ñîîòíîøåíèå [159]

〈ntot〉2 = 〈2npair〉2 + 〈nw〉2. (6.73)
Èñïîëüçóÿ ñâÿçü Nw ñ äëèíîé öåïè L,

L = as(N + 〈Nw〉), (6.74)
ìû ìîæåì ââåñòè äàâëåíèå Π êàê

Π = −
(
∂F

∂L

)

T,N

=
µw
as
. (6.75)

Âûøå áûëî óïîìÿíóòî, ÷òî êèíêè äàþò îñíîâíîé âêëàä â âîñïðèèì÷èâîñòü χ, îïðåäåëåííóþ óðàâíåíèåì
(6.18). Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèé (6.67 ) � (6.75) ñëåäóåò, ÷òî

χ = a2
s〈n〉〈ntot〉 =

〈ntot〉
〈n〉

1
(1 + w̃)2

. (6.76)

Èñïîëüçîâàííûé âûøå íàèâíûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ïëîòíîñòè òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíê-àíòèêèíêîâûõ
ïàð, îïðåäåëåííîé óðàâíåíèåì

〈n(0)
pair〉 ≡ z =

(
mkBT

2πh̄2

)1/2

e−βεk (6.77)
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(ìû äîïóñòèëè, ÷òî êèíêè è àíòèêèíêè èìåþò îäèíàêîâûå ïàðàìåòðû êàê â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ñ amin = as).
Çàìåòèì, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, óðàâíåíèÿ (6.67) � (6.76), îñòàþòñÿ âåðíûìè è ïðè ñòðîãîì ïîäõîäå
ê çàäà÷å, íóæíî òîëüêî ïîäïðàâèòü îäíî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (6.77).

Äëÿ ÔÊ öåïè ñ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ�, äëÿ êîòîðîé ÷èñëîNw ôèêñèðóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, ìû äîëæíû âûáðàòü µw òàê ÷òîáû 〈Nw〉 = Nw. ßñíî, ÷òî äëÿ íóëåâîãî ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè,
Nw = 0, ìû äîëæíû ïîëîæèòü µw = 0. Åñëè Nw 6= 0, òî óäîáíî ââåñòè òåìïåðàòóðó T ∗ ïðè êîòîðîé ïëîòíîñòü
òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíêîâ ðàâíà ïëîòíîñòè âíåøíèõ êèíêîâ, 〈npair(T ∗)〉 = |nw|. Òîãäà, èç óðàâíåíèÿ
(6.72) ñëåäóåò, ÷òî íà íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäà 〈npair〉 � |nw|, |µw| ñòðåìèòüñÿ ê ýíåðãèè ðîæäåíèÿ êèíêà εk
(ñìîòðè, îäíàêî, äàëåå óðàâíåíèå (6.97)),

µw ' −εk sgn(nw)
{

1 +
kBT

εk
ln
|nw|e−βεk
〈npair〉

}
, T � T ∗, (6.78)

â òî âðåìÿ êàê ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, T � T ∗ (íî kBT � εk), êîãäà 〈npair〉 � |nw|, |µw| áëèçêà ê íóëþ,

µw ' −kBTnw/2〈npair〉. (6.79)

Ïîýòîìó, êàê âïåðâûå çàìåòèëè Currie et al. [159],

lim
T→∞

lim
Nw→0

µw 6= lim
Nw→0

lim
T→0

µw. (6.80)

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âêëàä áðèçåðîâ â òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå,
÷òî êàæäûé áðèçåð â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû, îäíà ñîîòâåòñòâóåò åãî
ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ êàê îäíîãî öåëîãî, à äðóãàÿ îïèñûâàåò âíóòðåííèå êîëåáàíèÿ áðèçåðà ñ ÷àñòîòîé ωbr.
Âñïîìíèì, ÷òî íèçêî÷àñòîòíûé áðèçåð, ωbr → 0, ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ñâÿçàííàÿ (âèðòóàëüíàÿ) êèíê-
àíòèêèíêîâàÿ ïàðà, â òî âðåìÿ êàê âûñîêî÷àñòîòíûé áðèçåð, ωbr → ω0, ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê ïàðà
ôîíîíîâ ñâÿçàííàÿ èç-çà ýôôåêòîâ íåëèíåéíîñòè.

Èñïîëüçîâàííûé âûøå ïðîñòîé ïîäõîä âïåðâûå ïðåäëîæèëè Êðóìõàíñë è Øðèôåð [517]. Ýòîò ïîäõîä
îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå èìååò

NΣ = Nph + 2Nbr +Nk +Nk̄ (6.81)

ñòåïåíåé ñâîáîäû, èëè ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ òî÷êîé ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 2NΣ .
Î÷åâèäíî, îäíàêî, ÷òî â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû èç N ÷àñòèö äîëæíî èìåòü
ðàçìåðíîñòü 2N . Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî NΣ = N . Ýòó ïðîáëåìó ïåðâûìè ïîñòàâèëè è ðåøèëè
Êþðè ñ ñîàâòîðàìè [159].

6.4.1 Áðèçåðû è ðàçäåëåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Â òî âðåìÿ êàê íîðìàëüíûå ìîäû ëèíåéíîé ñèñòåìû ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê íåçàâèñèìûå ñòåïåíè ñâîáîäû, òî
íåëèíåéíûå ìîäû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, 2N -ìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äîëæíî áûòü
ðàçäåëåíî ìåæäó ðàçëè÷íûìè íåëèíåéíûìè ìîäàìè, à ýëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà dΓ â óðàâíåíèè (6.59)
íóæíî âçÿòü â ôîðìå

dΓ =
(
ΠNtot
k dΓk

)(
ΠNB
B dΓB

)
Ω({ξi}), (6.82)

ãäå ôóíêöèÿ Ω ïðåäñòàâëÿåò îãðàíè÷åíèå íà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî äîñòóïíîå äëÿ êâàçè÷àñòèö èç-çà èõ
�âçàèìîäåéñòâèÿ�. Õîòÿ ñòîëêíîâåíèÿ êâàçè÷àñòèö â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ ÑÃ ïðîèñõîäÿò �óïðóãî�, ôàçû (òî
åñòü êîîðäèíàòû) êâàçè÷àñòèö ïðè ñòîëêíîâåíèè ñäâèãàþòñÿ. Èìåííî ýòîò �ôàçîâûé-ñäâèã� âçàèìîäåéñòâèÿ
îáåñïå÷èâàåò ìåõàíèçì ðàçäåëåíèÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñðåäè ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà äàâàéòå ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ Êþðè ñ ñîàâòîðàìè [533] è Òðóëëèíãåðó [534], ÔÊ öåïî÷êó äëèíû
L, íà êîòîðóþ íàëîæåíû ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â îòñóòñòâèè êèíêîâ, äîïóñòèìûå âîëíîâûå âåêòîðà
k îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì Lkp = 2πp (p = 0,±1, . . . , N/2), à ïëîòíîñòü ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé ρ0(k) = L/2π.
Â ïðèñóòñòâèè åäèíè÷íîãî ñòàöèîíàðíîãî êèíêà èëè àíòèêèíêà âîëíîâàÿ ôîðìà ôîíîíà èñêàæàåòñÿ âáëèçè
êèíêà, â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîèñõîäèò �ôàçîâûé ñäâèã� ôîíîíà

δ0(k) = πk/|k| − 2 tan−1(kd). (6.83)

Äëÿ êèíêà äâèãàþùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v, ôàçîâûé ñäâèã ôîíîíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç óðàâíåíèÿ (6.83) ïðè
ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà,

δ(k; v) = δ0(k′), k′ = γ
[
k − (vω0/c

2)
√

1 + k2d2
]
, (6.84)
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ãäå γ = 1/
√

1− v2/c2 è c = ω0d. Â ïðèñóòñòâèè êèíêà äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ âîëíîâûõ âåêòîðîâ k îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì

Lkp + δ(kp; v) = 2πp, (6.85)
à ïëîòíîñòü ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé

ρ(k) =
dp

dk
= ρ0(k) +∆ρ(k, v), ∆ρ(k, v) =

1
2π

∂ δ(k; v)
∂k

. (6.86)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ÑÃ
∫ +∞
−∞ dk ∆ρ(k, v) = −1. Òàêèì îáðàçîì, êèíê �çàõâàòûâàåò� îäíî ôîíîííîå ñîñòîÿíèå

òîëüêî èç-çà ñàìîãî ñâîåãî ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðåîáðàçóåò åãî â òðàíñëÿöèîííóþ (ãîëäñòîóíîâñêóþ) ìîäó êèíêà.

Àíàëîãè÷íî, îäèíî÷íûé áðèçåð �çàõâàòûâàåò� äâå ôîíîííûå ìîäû. Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ îãðàíè÷èâàþùåãî
ìíîæèòåëÿ Ω ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ñäâèãè áûëî äàíî Ñàñàêè [535]. Îäíàêî, ýòîò ïîäõîä âñòðå÷àåòñÿ
ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè, èçâåñòíûìè êàê áðèçåðíàÿ ïðîáëåìà [535]�[541]. À èìåííî, â òî âðåìÿ êàê
÷èñëî âîçáóæäåííûõ êèíêîâ ìàëî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ è, ïîýòîìó, ìíîæèòåëü Ω áëèçîê ê 1, òî ÷èñëî
âîçáóæäåííûõ áðèçåðîâ èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è ÷èñëî ôîíîíîâ (Nbr ∼ 1

2N , Nph ∼ N) äàæå ïðè T → 0,
òàê êàê ýòè äâà òèïà âîçáóæäåíèé ðîæäàþòñÿ áåç ïîðîãîâîé ýíåðãèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçäåëåíèå ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ìåæäó ôîíîíàìè è áðèçåðàìè íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàäà÷åé, è ýòî íàäî ó÷èòûâàòü äàæå â íóëåâîì
ïðèáëèæåíèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîíîíû è áðèçåðû íå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû îäíîâðåìåííî êàê Ìàêñâåëë-
Áîëüöìàíîâñêèé ãàç íåçàâèñèìûõ ÷àñòèö. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë �ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ� ìåæäó áðèçåðàìè è
ôîíîíàìè ñîñòîèò â òîì ÷òî �ðàçìåð� áðèçåðà ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ωbr → 0.

Õîòÿ â ïðèíöèïå ìîæíî ðàçâèòü ïîëíóþ �ôîíîí-áðèçåð-êèíêîâóþ� ïðîãðàììó, íî áîëåå óäîáíî âçÿòü â
êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ àíñàìáëü ôîíîíîâ è êèíêîâ (è òåì ñàìûì âîîáùå ïðîèãíîðèðîâàòü áðèçåðû),
èëè �áðèçåð-êèíêîâûé� àíñàìáëü (òî åñòü ïðîèãíîðèðîâàòü ôîíîíû). Íóæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âñå ýòè ïîäõîäû
ïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå îêîí÷àòåëüíîìó ðåçóëüòàòó. Ïîäõîä ôîíîí-êèíêîâîãî ãàçà ÿâëÿåòñÿ áîëåå
óäîáíûì äëÿ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Îí áûë èñïîëüçîâàí â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïîñâÿùåííûõ
ýòîé çàäà÷å. Çäåñü â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ôîíîíû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåâçàèìîäåéñòâóþùèå êâàçè÷àñòèöû
(ãàðìîíè÷åñêèå ôîíîíû). Àíãàðìîíè÷íûå êîððåêöèè ïðîâîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ñòàíäàðòíîé òåîðèè âîçìóùåíèÿ
ôîíîíîâ. Êîððåêöèè ïðèâîäÿò ê äîïîëíèòåëüíûì ÷ëåíàì â òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëàõ ïîðÿäêà T è
âûøå [538].

Òåðìîäèíàìèêà áîëüöìàíîâñêîãî ãàçà áðèçåðîâ è êèíêîâ ëîãè÷åñêè âûòåêàåò èç Áåòå-àíçàöà ôîðìóëèðîâêè
êâàíòîâîé ÑÃ ñèñòåìå. Ýòîò ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí Òåîäîðàêîïîëóñîì [539, 540] è Ñàñàêè [535]. Çàìåòèì, ÷òî
ôîíîíû àâòîìàòè÷åñêè âêëþ÷àþòñÿ â ýòîò ïîäõîä, òàê êàê êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå áðèçåðà ïðè ìàëîé ýíåðãèè
ñîâïàäàþò ñ ðåíîðìàëèçîâàííûì ôîíîíîì. Íèæå ìû áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðèì êèíê-ôîíîííûé ïîäõîä.

6.4.2 Êèíê-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå

Ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìåæäó ôîíîíàìè è êèíêàìè ìîæíî ïðîâåñòè äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ìåòîä,
ïðåäëîæåííûé Òîìáóëèñîì [542], èñïîëüçóåò êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå èç îðèãèíàëüíûõ êàíîíè÷åñêèõ
ïåðåìåííûõ ê íîâîìó ìíîæåñòâó, â êîòîðîì êîîðäèíàòû êèíêîâ Xk è èõ èìïóëüñîâ Pk (ñîïðÿæåííûõ ê Xk)
ââîäÿòñÿ êàê êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå. Äëÿ êàæäîãî êèíêà ìû äîëæíû íàëîæèòü äâà îãðàíè÷åíèÿ Äèðàêà ñ
öåëüþ ñîõðàíèòü áåç èçìåíåíèÿ ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòîò ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí, íàïðèìåð,
Ìèÿøèòà è Ìàêè [543, 544], Ôàêóìà è Òàêàäà [545]. Ìû, îäíàêî, áóäåì ñëåäîâàòü áîëåå ïðîñòîìó è �ïðîçðà÷íîìó�
ìåòîäó ïåðâûõ ðàáîò ïîñâÿùåííûõ ýòîé çàäà÷å [533, 534].

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïðèñóòñòâèå êèíêà äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ v èçìåíÿåò ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
ôîíîíîâ íà âåëè÷èíó ∆ρ(k; v) äàííóþ óðàâíåíèåì (6.86). Ýòî èçìåíåíèå ïðèâîäèò ê âêëàäó â ñâîáîäíóþ
ýíåðãèþ, êîòîðàÿ ðàâíà [533, 534]

∆F (v) = kBT

∫ +∞

−∞
dk ∆ρ(k; v) ln[βh̄ω(k)]

= −kBT ln[(1 + γ)βh̄ω0], (6.87)

ãäå γ = 1/
√

1− v2/c2. Êàæäûé êèíê è àíòèêèíê íåçàâèñèìî âíîñÿò âêëàä â èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ôîíîííûõ
ñîñòîÿíèé, òàê êàê ôàçîâûå ñäâèãè â ÑÃ ñëó÷àå àääèòèâíû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå èçìåíåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè
â ïðèñóòñòâèè Ntot êèíêîâ è àíòèêèíêîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

∆FN (v1, v2, . . . , vNtot) =
Ntot∑

j=1

∆F (vj). (6.88)
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Âîçâðàùàÿñü ê âû÷èñëåíèþ îñíîâíîé êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè ðàçáèåíèÿ (6.59), ìû çàìåòèì, ÷òî ôîíîííàÿ
ïëîòíîñòü çàâèñèò îò ÷èñëà êèíêîâ è îò èõ ñêîðîñòåé. Ñëåäîâàòåëüíî, äî òîãî êàê ìû ñìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü
ïî èìïóëüñàì êèíêîâ, ìû äîëæíû âíà÷àëå ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ôîíîííûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû. Ïîñëå ýòîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ Ξ̃ ïðèìåò ôîðìó

Ξ̃ = e−βF
(0)
ph

∞∑

Nk=0

∞∑

Nk̄=0

eβ(µkNk+µk̄Nk̄)

Nk!Nk̄!

∫
ΠNk
k=0

dXkdPk
2πh̄

Π
Nk̄
k̄=0

dXk̄dPk̄
2πh̄

eΘ

ãäå
Θ = exp

{−β [Ek(Pk)Nk + Ek̄(Pk̄)Nk̄]− β∆FNk+Nk̄

}
,

ãäå F (0)
ph � íåâîçìóùåííàÿ ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ôîíîíîâ ïðè îòñóòñòâèè êèíêîâ, äàííàÿ óðàâíåíèåì (6.19). Â ñèëó

àääèòèâíîé ñòðóêòóðû ôóíêöèè ∆FNtot , óðàâíåíèå (6.88), ìû ìîæåì âêëþ÷èòü âêëàäû ∆F (vj) ñ ýíåðãèÿìè
êèíêîâ Ek(Pj), ââåäÿ �ðåíîðìàëèçîâàííóþ� ýíåðãèþ êèíêà

E∗k(P ) = Ek(P ) +∆F (v). (6.89)

Íàïîìíèì, ÷òî â ÑÃ ñëó÷àå
Ek(P ) = Ek̄(P ) = εkγ (6.90)

è
P = mvγ. (6.91)

Êþðè ñ ñîàâòîðàìè [533] ïðåäëîæèëè èíòåðïðåòèðîâàòü çíà÷åíèå ∆F (v) êàê �ýíåðãèþ ïîêîÿ� êèíêà àíàëîãè÷íî
ñâîáîäíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå, êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ òåîðèè ïîëÿðîíà èç-çà ôîíîííîé øóáû ýëåêòðîíîâ.

Òåïåðü, ïîâòîðÿÿ ñäåëàííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ, ìû îïÿòü ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì (6.67) � (6.76) çà èñêëþ÷åíèåì
òîëüêî òîãî, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñàì êèíêîâ äàåò òåïåðü ìíîæèòåëü

z ≡ 〈npair〉 =
∫ +∞

−∞

dP

2πh̄
exp[−βE∗k(P )]. (6.92)

Ýòîò èíòåãðàë ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìîäèôèöèðîâàííûå ôóíêöèè Áåññåëÿ [534]. Â ïðåäåëå íèçêèõ òåìïåðàòóð,
kBT � εk, óðàâíåíèå (6.92) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó

〈npair〉 '
√

2
π

√
βεk
d

[
1 +O

(
1
βεk

)]
e−βεk , (6.93)

ãäå ìàëàÿ ïîïðàâêà O(τ) = 5
8τ + 21

128τ
2 + . . . [540, 543, 544]. Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèå (6.93) ñ óðàâíåíèåì (6.77),

ìû âèäèì, ÷òî ôîíîí-êèíêîâîå ðàçäåëåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óìåíüøàåò ÷èñëî òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ
êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð íà ìíîæèòåëü 2h̄ω0/kBT � 1 (çàìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïðèìåíèìà òîëüêî
ïðè h̄ω0 � kBT ).

Òàêèì îáðàçîì, òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè ïðèíèìàþò ôîðìó:

J = F
(0)
ph − kBT 〈Ntot〉, (6.94)

F = F
(0)
ph − [kBT 〈Ntot〉+ µw〈Nw〉] , (6.95)

E = kBT (N − 〈Ntot〉) +
(
εk +

1
2
kBT

)
〈Ntot〉

+µw

[
βµw〈Ntot〉+

(
βεk − 1

2

)
〈Nw〉

]
. (6.96)

Äâà ïåðâûõ ÷ëåíà â óðàâíåíèè (6.96) áóäóò èìåòü ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ [159] åñëè ìû âñïîìíèì, ÷òî êàæäûé
êèíê óáèðàåò îäíó ôîíîííóþ ìîäó è, ÷òî êàæäûé êèíê èìååò ýíåðãèþ ïîêîÿ (ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ) εk è
òðàíñëÿöèîííóþ (êèíåòè÷åñêóþ) ýíåðãèþ 1

2kBT , â òî âðåìÿ êàê ïîñëåäíèé ÷ëåí â óðàâíåíèè (6.96) ïðèâîäèò ê
ìàëûì ïîïðàâêàì ïðè 〈nw〉 � 〈npair〉 òàê æå êàê è ïðè 〈npair〉 � 〈nw〉.

ßñíî, ÷òî ýòî îïèñàíèå ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå êîãäà ïîëíîå ÷èñëî êèíêîâ ìàëî, ò.å. 〈Ntot〉 � N , òàê ÷òî äëÿ
êèíêîâ ìû ìîæåì ïðîèãíîðèðîâàòü ýôôåêòû ñâÿçàííûå ñ ðàçäåëåíèåì ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ
ýòîãî óñëîâèÿ, íóæíî ÷òîáû

β (εk − |µw|)� 1, (6.97)
òî åñòü, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë µw äîëæåí èìåòü âåëè÷èíó ìåíüøå ýíåðãèè ðîæäåíèÿ êèíêà è íå ïðèáëèæàþùóþñÿ
ê íåé ñëèøêîì áëèçêî. Êîãäà |µw| ≥ εk, òî óæå íóæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå âçàèìîäåéñòâèå êèíêîâ ìåæäó ñîáîé,
êîòîðîå îòâå÷àåò çà êîíå÷íîñòü ïëîòíîñòè êèíêîâ.
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6.4.3 Êèíê-êèíêîâîå âçàèìîäåéñòâèå

Êîãäà ïîëíîå ÷èñëî êèíêîâ âîçðàñòàåò (ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû T èëè |µw|), ìû äîëæíû ó÷åñòü ðàçäåëåíèå
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìåæäó êèíêàìè èç-çà ôàçîâûõ ñäâèãîâ ïðè èõ ñòîëêíîâåíèÿõ. Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð,
ïàðàãðàô 1.2) ÷òî ïîëîæåíèå êèíêà èìåþùåãî ñêîðîñòü v1 ñäâèãàåòñÿ íà âåëè÷èíó

δ(v1, v2) = sgn(v1 − v2)
d

γ1
ln
γ1γ2(1− v1v2/c

2) + 1
γ1γ2(1− v1v2/c2)− 1

, γj =

(
1− v2

j

c2

)−1/2

(6.98)

ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñ êèíêîì èìåþùèì ñêîðîñòü v2 (ýôôåêò ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íå çàâèñèò îò òîãî ÿâëÿþòñÿ
ëè âçàèìîäåéñòâóþùèå �÷àñòèöû� êèíêàìè èëè àíòèêèíêàìè). Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (|v1|, |v2| � c) ìû
èìååì δ(v1, v2) = −δ(v2, v1); òðàåêòîðèè êèíêîâ ïðè äâóõ-êèíêîâîì ñòîëêíîâåíèè ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíû íà
ðèñ. 6.7. Ïîëîæåíèå êèíêîâ Xj â èìïóëüñ èõ íàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ îïðåäåëèòü òðóäíî. Ñàñàêè [546, 547]
ïðåäëîæèëè ïðèíÿòü, ÷òî êèíêè äâèæóòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äî èõ êîíòàêòà â ìîìåíò âðåìåíè t = tc (ñì.
ðèñ. 6.7), òàê êàê åñëè îíè áûëè æåñòêèìè ñòåðæíÿìè äëèíû

∆(v1, v2) = |δ(v1, v2)| = 2 d ln(2c/|v1 − v2|). (6.99)

Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó êèíêàìè áóäåò îãðàíè÷åíî �äëèíîé� ñòåðæíÿ∆(v1, v2), à âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò
êèíêîâ áóäóò îãðàíè÷åíû íåðàâåíñòâîì |X1 − X2| > ∆(v1, v2). Â ñèëó ýòîãî ìíîæèòåëü Ω â óðàâíåíèè (6.82)
áóäåò çàäàâàòüñÿ âûðàæåíèåì

Ω(X1, X2, P1, P2) = Θ (|X1 −X2| −∆(v1, v2)) , (6.100)

ãäå Θ(x) ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ñàñàêè [546, 547] ïîêàçàë, ÷òî êèíê-êèíêîâîå âçàèìîäåéñòâèå
óìåíüøàåò ÷èñëî òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíêîâ,

〈npair〉 = 〈npair〉0
(
1− 4∆̄〈npair〉0

)
, (6.101)

ãäå 〈npair〉0 � êîíöåíòðàöèÿ ïàð â îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèÿ êèíêîâ, ñì. óðàâíåíèå (6.93), à

∆̄ = d ln(4γ0εk/kBT ) +O(kBT/εk), (6.102)

γ0 = 1.781... � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà. Àíàëîãè÷íî, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå âêëàäà êèíêîâ â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ òîæå
óìåíüøàåòñÿ,

Fs = −kBT 〈Ntot〉0
(
1− 2∆̄〈npair〉0

)
, (6.103)

ãäå ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî µw = 0. ßñíî, ÷òî ñòîëêíîâåíèÿ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïðèâîäÿò ê âêëàäàì ∝
exp(−3βεk) è ìåíüøèì.

Ðèñ. 6.7. Òðàåêòîðèè äâóõ êèíêîâ (a),
êèíêà è àíòèêèíêà (b) ïðè äâóõ÷àñòè÷íîì
ñòîëêíîâåíèè. [519].
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6.4.4 Ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè

Õîòÿ òî÷íîå ðàçäåëåíèå ýíåðãèè âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ íà âêëàäû �íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ� ôîíîíîâ, áðèçåðîâ
è êèíêîâ âîçìîæíî òîëüêî äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì òàêèõ êàê ÑÃ ñèñòåìà, íî ôèëîñîôèÿ êîíôèãóðàöèîííîãî
ïðîñòðàíñòâà îñòàåòñÿ íå ìåíåå ïîëåçíîé è ïðèìåíèìîé è â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ. Â ÷àñòíîñòè, Òðóëèíãåð è
Ñàñàêè [548], è Âèëëèñ è Áóø [549] èñïîëüçîâàëè ïîäõîä èäåàëüíîãî ãàçà êèíêîâ ïðè èññëåäîâàíèè ýôôåêòîâ
äèñêðåòíîñòè â ìîäåëè ÔÊ.

Ïåðâîå, â äèñêðåòíîé ÔÊ öåïî÷êå ñâîáîäíîå äâèæåíèå ÑÃ êèíêà çàìåíÿåòñÿ äâèæåíèåì êèíêà íà ïåðèîäè÷åñêîì
Ïåéåðëñ-Íàáàððîâñêèì ïîòåíöèàëîì ðåëüåôå àìïëèòóäû εPN . Ïîýòîìó ýíåðãèÿ êèíêà Ek òåïåðü çàâèñèò íå
òîëüêî îò åãî ñêîðîñòè v, íî òàêæå îò ïîëîæåíèÿ åãî öåíòðà X,

Ek(X, v) ' ε(FK)
k +

1
2
εPN (1− cosX) +

1
2
m(FK)(X)v2, (6.104)

ãäå ε(FK)
k � ýíåðãèÿ ïîêîÿ ÔÊ êèíêà íà äíå ÿìû ÏÍ ïîòåíöèàëà, m(FK)(X) � ýôôåêòèâíàÿ ìàññà êèíêà. Áûëî

èñïîëüçîâàíî íåðåëÿòèâèñòñêîå ïðèáëèæåíèå (|v| � c). Îòêëîíåíèÿ ε(FK)
k èm(FK) îò ÑÃ çíà÷åíèé ε(SG)

k èm(SG)

áûëè ðàññìîòðåíû ðàíåå â ïàðàãðàôå 3.1. Çàìåòèì, ÷òî m(FK)(X) î÷åíü ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò m(SG) äàæå ïðè
g ∼ 1 [549].

Âòîðîå, ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçäåëåíèÿ ôîíîí-êèíêîâîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü
çàêîí äèñïåðñèè ôîíîíîâ äëÿ äèñêðåòíîé ÔÊ öåïè, ω2(k) = ω2

0 + 2g[1 − cos(kas)], ãäå |k| ≤ π/as, òàêæå êèíê-
ôîíîííûé ñäâèã δ(SG)(k; v) äîëæåí áûòü çàìåíåí íà ôàçîâûé ñäâèã â äèñêðåòíîé ÔÊ öåïè, δ(FK)(k; v) [166].
Òàêèì îáðàçîì, �âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ� êèíêà òåïåðü áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ èíòåãðàëîì

∆F (v) = kBT

∫ +π/as

−π/as

dk

2π
∂ δ(FK)(k; v)

∂k
ln[βh̄ω(k)] (6.105)

âìåñòî óðàâíåíèÿ (6.87). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, âñå ðàíåå ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ îñòàþòñÿ ïðàâèëüíûìè, çà
èñêëþ÷åíèåì ìíîæèòåëÿ z, óðàâíåíèå (6.92), êîòîðûé òåïåðü äîëæåí áûòü âû÷èñëåí êàê èíòåãðàë

z ≡ 〈npair〉 =
1
as

∫ as

0

dX

2πh̄
m(FK)(X)

∫ +∞

−∞
dv exp {−β [Ek(X, v) +∆F (v)]} . (6.106)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (6.104) è (6.105), ìû ïîëó÷èì

〈npair〉(FK) = 〈npair〉(SG)I0

(
βεPN

2

)
exp

[
β
(
ε

(SG)
k − ε(FK)

k

)](
f (FK)/f (SG)

)
,

ãäå I0 � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, à ïîñëåäíåå îòíîøåíèå, f (FK)/f (SG), îïèñûâàåò èçìåíåíèÿ
îáóñëîâëåííûå ýôôåêòàìè äèñêðåòíîñòè âî �âíóòðåííåé ýíåðãèè� êèíêà, óðàâíåíèå (6.105). Êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå [549] ïîêàçûâàåò, ÷òî ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè ïðèâîäÿò ê âîçðàñòàíèþ 〈npair〉, ãëàâíûì îáðàçîì
èç-çà óìåíüøåíèÿ ýíåðãèè ðîæäåíèÿ êèíêà, ε(FK)

k < ε
(SG)
k .

Äëÿ çàêëþ÷åíèÿ äèñêóññèè î ìåòîäå ãàçà êâàçè÷àñòèö çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ íèçêèõ òåìïåðàòóð,
ïîëó÷åííûå ýòèì ìåòîäîì, â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè òî÷íûõ âû÷èñëåíèé, íàïðèìåð, ìåòîäà
òðàíñôåð-èíòåãðàëà. Áîëåå òîãî, îòìåòèì, ÷òî åñëè ìåòîä òðàíñôåð-èíòåãðàëà ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ ðàâíîâåñíîé
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé îäíîìåðíûõ ñèñòåì, òî ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ìåòîä ãàçà êâàçè÷àñòèö äîïóñêàåò ðàññìîòðåíèå
äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû â ðàìêàõ äâóõìåðíîé âåðñèè ìîäåëè, ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü êâàíòîâûå
ýôôåêòû, è ò.ä.

6.5 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ÔÊ öåïè

6.5.1 Ìåòîä òðàíñôåð-èíòåãðàëà

Ïðîñòåéøèé ñïîñîá ôîðìàëüíî òî÷íîãî îïèñàíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû
ïðåäëîæèë Ñêàëàïèíî ñ ñîàâòîðàìè [550], ýòî ìåòîä òðàíñôåð-èíòåãðàëà (ÒÈ). Èäååé ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ðàçáèåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
Ê ÔÊ ìîäåëè ýòó èäåþ âïåðâûå ïðèìåíèëè Ãóïòà è Ñóòóðëàíä [551] è çàòåì ðàçâèëè åå äàëüøå â öåëîé ñåðèè
ðàáîò (ñì., íàïðèìåð., [159, 496, 520, 552, 553]).

Äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè ñ ãàìèëüòîíèàíîì
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H =
N∑

l=1

[
1
2
u̇2
l +

g

2
(ul+1 − ul)2 + Vsub(ul)

]
, (6.107)

ãäå ul = xl − las, êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé (ma = 1)

Z(T, L,N) =
1

(2πh̄)N

∫ +∞

−∞
du̇1

∫ +∞

−∞
du̇2 . . .

∫ +∞

−∞
du̇N

∫ as

0

du1

∫ +∞

−∞
du2 . . .

∫ +∞

−∞
duNe

−βH . (6.108)

Çäåñü îäíà èç ïåðåìåííûõ äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà êîíå÷íîé îáëàñòüþ çíà÷åíèé, è ìû îãðàíè÷èì çíà÷åíèÿ
u1 èíòåðâàëîì (0, as). ÔÊ öåïü ñ �êîíå÷íîé ïëîòíîñòüþ� äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïåðèîäè÷åñêèì ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì,

uN+l = ul +∆L, (6.109)
ãäå ∆L = Nwas. Òàêèì îáðàçîì, Z ðàçäåëÿåòñÿ íà êîíôèãóðàöèîííóþ ÷àñòü Zx è ñîïðÿæåííóþ èìïóëüñíóþ
÷àñòü Zẋ,

Z = ZẋZx, Zẋ =
(
makBT

2πh̄2

)N/2
. (6.110)

Ââåäÿ ýôôåêòèâíóþ ìàòðèöó ïåðåäà÷è K,

K(u, u′) =

√
βg

2π
exp

{
−1

2
β
[
Vsub(u) + Vsub(u′) + g(u− u′)2

]}
, (6.111)

è ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (6.109) ñ ïîìîùüþ δ-ôóíêöèè Äèðàêà, êîíôèãóðàöèîííóþ ôóíêöèè ðàçáèåíèÿ
ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå

Zx(T,L,N) =
(

2π
βg

)N/2 ∫ as

0

du1

N+1∑
m=2

∫ +∞

−∞
dum

δ(uN+1 − u1 −∆L)
N∑
m=1

K(um, um+1). (6.112)

Òåïåðü äàâàéòå ââåäåì �ïðàâîñòîðîííèå� ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψα(u) è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λα ìàòðèöû
K, ∫ +∞

−∞
K(u, u′) ψα(u′) du′ = λαψα(u). (6.113)

Àíàëîãè÷íî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü �ëåâîñòîðîííèå� ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψ∗α(u). Òåîðèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ψα(u) ñîñòàâëÿþò ïîëíûé îðòî-íîðìàëüíûé íàáîð â èíòåðâàëå u ∈
(−∞,+∞). Ïîäñòàâëÿÿ óñëîâèå ïîëíîòû

∑
α

ψ∗α(u)ψα(u′) = δ(u− u′) (6.114)

â óðàâíåíèå (6.112) âìåñòî δ-ôóíêöèè è èñïîëüçóÿ ïîâòîðíî óðàâíåíèå (6.113), ìû â êîíöå ïîëó÷èì

Zx(T, L,N) =
(

2π
βg

)N/2∑
α

λNα

∫ as

0

du1ψ
∗
α(u1 +∆L)ψα(u1). (6.115)

Óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (6.113) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà
âòîðîãî òèïà ñ ñèììåòðè÷íûì ÿäðîì. Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïîòåíöèàëà Vsub(u), ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ
K(u, u′) íå èçìåíèòñÿ åñëè ê u è u′ äîáàâèòü ëþáîå öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ as. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ ψα(u) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü òåîðåìå Ôëîêå, òî åñòü, èõ ìîæíî çàïèñàòü â áëîõîâñêîé ôîðìå

ψα(u) = ηα(u) exp(iκαu/as), (6.116)

ãäå ôóíêöèÿ ηα(u) ïåðèîäè÷íà ïî u, à κα ÿâëÿåòñÿ �âîëíîâûì âåêòîðîì�. Àíàëîãè÷íî ñõåìå ïðèâåäåííîé çîíû
äëÿ ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λα ëåæàò â çîíàõ, êîòîðûå ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü èíäåêñîì
p. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ êàæäîé çîíû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âîëíîâûì âåêòîðîì κ, êîòîðûé
ìîæíî âûáðàòü ëåæàùèì â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà |κ| ≤ π. Äàëåå óäîáíî çàïèñàòü



6.5 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ÔÊ öåïè 147

λα = exp[−β εp(κ)]. (6.117)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ðàçáèåíèÿ (6.108) ïðèíèìàåò ôîðìó

Z(T,L,N) = Z1(T,N)Z2(T,L,N) (6.118)

ñ
Z1(T,N) =

(
βh̄
√
g/ma

)−N
(6.119)

è
Z2(T, L,N) =

∞∑
p=0

∫ +π

−π
dκ exp (−Nβεp(κ)− iNwκ)Cp(κ), (6.120)

ãäå
Cp(κ) =

∫ as

0

du η∗κp(u) ηκp(u). (6.121)

Ñóììó ïî p è èíòåãðèðîâàíèå ïî κ â óðàâíåíèè (6.120) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∑
p

∫
dκ . . . =

∫
dε ρ(ε) . . .,

ãäå ρ(ε) = [dεp(κ)/dκ]−1 � ïëîòíîñòü ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé. Êàê ýòî îáû÷íî äëÿ ñïåêòðà îäíîìåðíûõ ñèñòåì,
ïëîòíîñòü ρ(ε) áåñêîíå÷íà íà ãðàíèöàõ êàæäîé çîíû. Òàêèì îáðàçîì ÿñíî, ÷òî ãëàâíûé âêëàä â òåðìîäèíàìè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè äàþò ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ îêîëî ãðàíèö çîí. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî â Z2 äîìèíèðóåò âêëàä
îò íèæíåé ÷àñòè íàèíèçøåé çîíû ñ p = 0, è ÷òî â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå N → ∞ ìîæíî îïóñòèòü íå
îòíîñÿùóþñÿ ê äåëó ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ïîñòîÿííóþ Cp(κ).

Íåóäîáíûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàë ïî κ ìîæíî ó÷åñòü ðàññìàòðèâàÿ àíñàìáëü �òåìïåðàòóðà-äàâëåíèå�
Y (T,Π,N), êîòîðûé îïèñûâàåò ÔÊ öåïî÷êó ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� íàõîäÿùóþñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî
äàâëåíèÿ Π. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî L = L0 +Nwas è L0 = Nas, óðàâíåíèå (6.115) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Y (T,Π,N) = Z1(T,N)e−βΠL0as∫ +π

−π
dκ exp [−Nβε0(κ)]

∫ +∞

−∞
dNw exp [−iNw(κ− iβΠas)] . (6.122)

Åñëè ìû ðàññìîòðèì Y (Π) â êîìïëåêñíîéΠ-ïëîñêîñòè [551, 552, 554], òî äëÿ ìíèìîéΠ = ib (ãäå b äåéñòâèòåëüíîå)
èíòåãðàë ïî Nw äàåò δ-ôóíêöèþ, ïîýòîìó

Y (T,Π,N) = Z1(T,N) exp [−βL0Π − βNε0(κ∗)] , (6.123)

ãäå κ∗ = iβasΠ (íå îòíîñÿùèåñÿ ê äåëó ìóëüòèïëèêàòèâíûå êîíñòàíòû îïóùåíû). Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíàÿ
ýíåðãèÿ Ãèááñà (6.116) ïðèíèìàåò ôîðìó

G(T,Π,N) = F1(T,N) + L0Π +Nε0(κ∗), (6.124)

ãäå
F1(T,N) = NkBT ln

(
βh̄
√
g/ma

)
. (6.125)

Äëèíà öåïè L îïðåäåëÿåòñÿ äàâëåíèåì Π ÷åðåç ñîîòíîøåíèå

L = L0

[
1 + iβ

(
dε0(κ)
dκ

)

κ=κ∗

]
, (6.126)

à ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãåëüìãîëüöà ðàâíà

F (T,L,N) = G−ΠL = F1(T,N) +N

[
ε0(κ)− κ

(
dε0(κ)
dκ

)]

κ=κ∗
,

ãäå κ∗ = κ∗(T, L,N) � ðåøåíèå óðàâíåíèå (6.126).
Èòàê, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ÔÊ öåïî÷êè áåç �îêîí�, Nw = 0 (èëè Π = 0 ïðè amin = as), îïðåäåëÿåòñÿ ýíåðãèåé

äíà íàèìåíüøåé çîíû, εbottom = ε0(0), â òî âðåìÿ êàê ïðè Nw 6= 0 ìû äîëæíû âû÷èñëèòü çàêîí äèñïåðñèè äëÿ
ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âáëèçè äíà è çàòåì ïðîäîëæèòü åãî àíàëèòè÷åñêè â îáëàñòü ìíèìûõ çíà÷åíèé
âîëíîâîãî âåêòîðà κ (ñì. ðàáîòó [555]).

Ïîëåçíî ðàññìîòðåòü äâà ñëåäóþùèõ ïðèìåðà. Ïåðâûé, ýòî ãàðìîíè÷åñêàÿ öåïî÷êà àòîìîâ áåç âíåøíåãî
ïîòåíöèàëà Vsub(x) ≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè óðàâíåíèÿ (6.113) ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè âîëíàìè
ηα(u) = Const, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ε0(κ) = κ2/2β2ga2
s. (6.127)
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Çäåñü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü �ñõåìó ðàñøèðåííîé çîíû�, −∞ < κ < +∞. Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (6.127) â
óðàâíåíèå (6.120) è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

∑
p

∫ +π

−π dκ . . . =
∫ +∞
−∞ dκ . . ., ìû ïîëó÷èì

Z2(T, L,N) =
(

2πβga2
s

N

)1/2

exp
(
−1

2
βga2

sNw̃
2

)
, (6.128)

òàê ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ áóäåò ðàâíà

FA(T, L,N) =
1
2
Nga2

sw̃
2 + F1(T,N) +

1
2
kBT lnN +O(N). (6.129)

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.129) îïèñûâàåò ýíåðãèþ ñæàòèÿ èëè ðàñòÿæåíèÿ öåïè (íàïîìíèì,
÷òî amin = as), âòîðîé ÷ëåí F1 ñîîòâåòñòâóåò âêëàäó àêóñòè÷åñêèõ ôîíîâ, à ïîñëåäíèé ÷ëåí (∝ lnN) èñ÷åçàåò
â ïðåäåëå N → ∞. Óðàâíåíèå (6.129) îïèñûâàåò ÔÊ ìîäåëü â ïðåäåëå kBT → ∞. Ïðè âûñîêèõ (íî êîíå÷íûõ)
òåìïåðàòóðàõ kBT � εs (íàïîìíèì, ÷òî εs = 2), ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìàëîå âîçìóùåíèå. Â ÷àñòíîñòè, Ñóçóêè è Ñàñàêè [519] äàëè ñëåäóþùåå âûñîêî-òåìïåðàòóðíîå ðàçëîæåíèå
ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì τ = kBT/εk:

βεbottom
√
g =

1
23τ
− 1

29τ5
− 7

223τ7
− 29

23232τ11
+ . . . , (6.130)

èç êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èò ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîãî ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè.
Âòîðîå, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ εp(κ) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò κ ñ ïåðèîäîì 2π è ïîýòîìó îíè

ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû â ðÿäû Ôóðüå. Ñîõðàíÿÿ â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ òîëüêî ïåðâûå ÷ëåíû, ìû ïðèõîäèì ê
ïðèáëèæåíèþ

ε0(κ) = εc − 2t cosκ, (6.131)
ãäå εc � öåíòð íàèìåíüøåé çîíû, à t � �èíòåãðàë ïåðåêðûòèÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé áëèæàéøèõ ýëåêòðîíîâ� â ñõåìå
ñèëüíîé ñâÿçè. Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (6.131) â óðàâíåíèå (6.120), ìû ïîëó÷àåì

Z2(T,L,N) = 2π exp(−Nβεc) INw(2Nβt), (6.132)

ãäå IN � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ. Êþðè ñ ñîàâòîðàìè [159] ïîä÷åðêíóëè, ÷òî íóæíî ÿñíî îòëè÷àòü
ñëó÷àé Nw = 0 îò ñëó÷àÿ Nw 6= 0. À èìåííî, ïðè Nw = 0 ôóíêöèè Áåññåëÿ èìåþò àñèìïòîòèêó I0(z) '
(2πz)−1/2ez ïðè z →∞ [556], êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê âêëàäó â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

F2(T, L,N) = N(εc − 2t) +
1
2
kBT lnN +O(N)

= Nεbottom when N →∞. (6.133)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè Nw 6= 0, ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòèêó â êîòîðîé îäíîâðåìåííî è àðãóìåíò
è ïîðÿäîê ôóíêöèè Áåññåëÿ ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî, çäåñü ïðîñòåéøèì ïóòåì ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå
èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèé (6.124) � (6.126), êîòîðîå ïðèâîäèò ê

G = F1 +ΠL0 +Nεc − 2Nt cosh(βasΠ), (6.134)

Nw = −2Nβ t sinh(βasΠ), (6.135)

F = F1 +Nεc − 2Nt [cosh(βasΠ̃)− (βasΠ̃) sinh(βasΠ̃)], (6.136)

ãäå Π̃ = Π̃(T,Nw, N) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.135). Ñðàâíèâàÿ óðàâíåíèå (6.136) ñ ïðèáëèæåíèåì ãàçà êâàçè÷àñòèö
(6.68) ìû âèäèì, ÷òî ýòè äâà âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò åñëè t èíòåðïðåòèðîâàòü êàê

t = kBT (Npair/N) (6.137)

è ïîëîæèòü µw = asΠ̃ äëÿ �îêîííîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà� è F (0)
ph = F1+Nεc äëÿ âêëàäà ôîíîíîâ â ñâîáîäíóþ

ýíåðãèþ.
Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (6.113) ìîæåò áûòü íàéäåíî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè

îïèñàííûìè Øíåéäåðîì è Øòîëåì [520] è Ãèëëàíîì è Õîëîâýåì [552]. Êðîìå òîãî, ïðèáëèæåííûå ðåçóëüòàòû
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ñâåäåíèè óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (6.113) ê ïñåâäî-Øðåäèíãåðîâñêîìó
óðàâíåíèþ.
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6.5.2 Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîðíîå òîæäåñòâî [520]
∫ +∞

−∞
dy exp

[−b(x− y)2
]
f(y) =

(π
b

) 1
2

exp
(

1
4b

d2

dx2

)
f(x), (6.138)

ÒÈ óðàâíåíèå (6.113) ñ ÿäðîì (6.111) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå

exp
[
−β

2
Vsub(x)

]
exp

(
1

2βg
d2

dx2

)
exp

[
−β

2
Vsub(x)

]
ψα(x) = λαψα(x). (6.139)

Òîãäà, ñîáèðàÿ òðè ýêñïîíåíòû óðàâíåíèÿ (6.139) â îäíó, ìû ìîæåì çàïèñàòü óðàâíåíèå (6.139) êàê

exp
(

1
2βg

d2

dx2
− βVsub(x)− βŴ

)
ψα(x) = λαψα(x), (6.140)

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, â ôîðìå
[
−1

2
(h̄∗)2 d2

dx2
+ Vsub(x) + Ŵ

]
ψpκ(x) = εp(κ)ψpκ(x), (6.141)

ãäå ìû ââåëè �ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà�
h̄∗ =

kBT√
g/ma

. (6.142)

Îïåðàòîð Ŵ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíò óðàâíåíèé (6.139) è (6.140) â ðÿäû Òåéëîðà.
Ýòîò ïóòü ïðèâîäèò [548, 557] ê âûðàæåíèþ

Ŵ =
1

24g

{
− [V ′sub(x)]2 + . . .+

2
β2g

[
−1

4
V ′′′′sub(x) + V ′′sub(x)

d2

dx2
+ . . .

]}
. (6.143)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Ŵ â óðàâíåíèè (6.141) ìîæåò áûòü îïóùåí åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû äâà
óñëîâèÿ: (a) g � 1, èëè d � as (d � øèðèíà êèíêà), è (b) β2g ≥ 1, èëè kBT < εk (çàìåòèì, ÷òî ýòî
óñëîâèå ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó h̄∗ ≤ 1. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6.141) âûãëÿäèò ïîõîæèì íà îäíî÷àñòè÷íîå
�óðàâíåíèåØðåäèíãåðà� äëÿ �ýëåêòðîíà� ñ åäèíè÷íûé ìàññîé è �ïîñòîÿííîé Ïëàíêè� h̄∗. (Êîððåêöèÿ �óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà� äèñêðåòíîñòüþ ðåøåòêè â ïåðâîì ïîðÿäêå áûëà èçó÷åíà Òðóëëèãåðîì è Ñàñàêè [548]). Äëÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè Vsub(x), óðàâíåíèå (6.141) èçâåñòíî êàê óðàâíåíèå Õèëëà è â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèíóñîèäàëüíîãî
ïîòåíöèàëà � êàê õîðîøî èçó÷åííîå óðàâíåíèå Ìàòüå (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [556]).

Ïðè î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ kBT � εk, êîãäà h̄∗ � 1, ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè (óçêèõ çîí)
(6.131) [533]. Çäåñü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè νκ(x) áóäóò ïî÷òè íåçàâèñèìûìè îò κ. Îíè ñòðîãî ëîêàëèçóþòñÿ â ÿìàõ
ïîòåíöèàëà Vsub(x), òàê ÷òî εc õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ íàèíèçøèì óðîâíåì ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ εc =
1
2 h̄
∗ω0 (íàïîìíèì, ÷òî εc � εs = 2), à ñóììà F1 +Nεc áóäåò äàâàòü âêëàä ôîíîíîâ F (0)

ph , ñîâïàäàþùèé â ïðåäåëå
g � 1 ñ óðàâíåíèåì (6.19). Ïðèñóòñòâèå äðóãèõ ïîòåíöèàëüíûõ ÿì ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ýêñïîíåíöèàëüíî
ìàëîãî �òóííåëüíîãî ðàñøèðåíèÿ� óðîâíÿ â íåïðåðûâíóþ çîíó ñ øèðèíîé 4t. Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü �ñêîðîñòü
òóííåëèðîâàíèÿ� t, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ïðèáëèæåíèå ÂÊÁ (Âåíòöåëÿ-Êðàìåðñà-Áðèëëþýíà)
êîòîðîå, îäíàêî, ïðèâîäèò ê î÷åíü ãðóáîìó âûðàæåíèþ äëÿ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ. Óëó÷øåííîå
ÂÊÁ ïðèáëèæåíèå [558]�[561] äàåò âûðàæåíèå

t = (h̄∗ω0)(2βεk/π)1/2e−βεk . (6.144)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (6.136), (6.137), (6.142), (6.144) äàþò âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ , êîòîðûé
òî÷íî ñîâïàäàåò ñ âêëàäîì êèíêîâ èç óðàâíåíèé (6.68), (6.93), ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèè
ãàçà êâàçè÷àñòèö.

Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ïîòåíöèàëà Vsub(x), ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Õèëëà (6.141) ìîãóò áûòü íàéäåíû ñòàíäàðòíûìè
ìåòîäàìè çîííîé òåîðèè òâåðäîãî òåëà, íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ìåòîäà ôóíêöèè Ãðèíà [562]�[564]. Íàèáîëåå
õîðîøî èçó÷åííûì ÿâëÿåòñÿ ÑÃ ñëó÷àé ñ íóëåâûì ïàðàìåòðîì ñîðàçìåðíîñòè. Çäåñü íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå íàéäåíî Ñóçóêè è Ñàñàêè [519] â âèäå äâîéíîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì τ = kBT/εk è ν = exp(−1/τ)

εbottom

h̄∗ω0
=

1
2

[
1− 1

2
τ +O(τ2)

]
−
(

8
πτ

)1/2

ν

[
1− 7

8
τ +O(τ2)

]

+
(

8
πτ

)
ν2

[
ln

4γ0

τ
− 5

4
τ

(
ln

4γ0

τ
+ 1
)

+O(τ2)
]

+O(ν3), (6.145)
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ãäå ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà ln γ0 = 0.5772. Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ïðèáëèæåíèÿ êâàçè÷àñòè÷íîãî
ãàçà, ìû âèäèì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (6.145) ñîîòâåòñòâóåò âêëàäó ôîíîíîâ ñ àíãàðìîíè÷íûìè
ïîïðàâêàìè, âòîðîé � âêëàäó êèíêîâ, à ïîñëåäíèé ÷ëåí îïèñûâàåò êèíê-êèíêîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Óðàâíåíèå (6.145) ïîçâîëÿåò íàì âû÷èñëèòü òåïëîåìêîñòü ÑÃ ìîäåëè ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ [519],

(cN − kB) = (kB/
√
g) h(τ), (6.146)

ãäå ôóíêöèÿ ïåðåíîðìèðîâêè h(τ) çàâèñèò òîëüêî îò áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû

h(τ) = − 1
τ2

d2

d(τ−1)2

(
εbottom

h̄∗ω0

)
. (6.147)

Âèä ôóíêöèè h(τ) ïîêàçàí íà ðèñ. 6.8. Ïðè óâåëè÷åíèè òåìïåðàòóðû îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ T = 0, òåïëîåìêîñòü
âîçðàñòàåò, òàê êàê â ñèñòåìå âîçáóæäàåòñÿ âñå áîëüøå è áîëüøå êèíêîâ. Ýòà ñèòóàöèÿ ñîõðàíÿåòñÿ äî òåõ ïîð
ïîêà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êèíêàìè íå íà÷èíàåò ïîäàâëÿòü ðîñò ïëîòíîñòè êèíêîâ è òåïëîåìêîñòü äîñòèãàåò
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ìîäåëü ãàçà êâàçè÷àñòèö ïåðåñòàåò áûòü ïðèìåíèìîé,
à îòêëîíåíèå ôóíêöèè h(τ) îò íóëÿ ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî êàê ìàëûé âêëàä â òåïëîåìêîñòü ãàðìîíè÷åñêîé
öåïè, îáóñëîâëåííûé ïðèñóòñòâèåì àíãàðìîíè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè Vsub(x). Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìóì â
çàâèñèìîñòè cN (T ) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê îñîáåííîñòü òèïà àíîìàëèè Øîòêè, îáóñëîâëåííàÿ òåðìè÷åñêè
âîçáóæäåííûìè êèíêàìè [520, 562].

Ðèñ. 6.8. Âèä ôóíêöèè h(τ) äëÿ òåïëîåìêîñòè ìîäåëè ÑÃ. Ïîêàçàíû
ïîëó÷åííàÿ ÷èñëåííî çàâèñèìîñòü (òî÷å÷íàÿ êðèâàÿ) è çàâèñèìîñòè
ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ íèçêîòåìïåðàòóðíîãî ïðèáëèæåíèÿ (ñïëîøíûå
êðèâûå) áåç ó÷åòà ïîïðàâêè îò òóííåëèðîâàíèÿ (êðèâàÿ 0), ñ ïîïðàâêîé
ïåðâîãî ïîðÿäêà ν (êðèâàÿ 1) è ν2 (êðèâàÿ 2). Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ
ïîëó÷åíà â ðàìêàõ âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ïðèáëèæåíèÿ [519].

6.5.3 Âîñïðèèì÷èâîñòü

Âîñïðèèì÷èâîñòü χ ÔÊ öåïî÷êè çàñëóæèâàåò áîëåå äåòàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ â ñèëó åå âàæíîé ðîëè ïðè
ïåðåíîñå ìàññû. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòð χ õàðàêòåðèçóåò �ïîðÿäîê� ñèñòåìû, òàê êàê χ = 0 äëÿ óïîðÿäî÷åííîãî
ñîñòîÿíèÿ (ïðè T = 0 äëÿ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé) è χ = 1 äëÿ ïîëíîñòüþ íåóïîðÿäî÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ (íàïðèìåð,
ïðè T → ∞ èëè g → 0). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (6.15), âîñïðèèì÷èâîñòü χ îïèñûâàåò ñðåäíåå êâàäðàòè÷íûå
ôëóêòóàöèè îòíîñèòåëüíîãî ñìåùåíèÿ xl′+l − xl′ îòíîñèòåëüíî åãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

Λl ≡ 1
N

∑

l′
〈[(xl′+l − xl′)− 〈xl′+l − xl′〉]2〉 = χa2

A|l|. (6.148)

Äëÿ ÔÊ öåïî÷êè äëèíû L = NaA ñ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ� óðàâíåíèå (6.148) èçìåíÿåòñÿ ê âèäó [565]

Λl = χa2
Al(1− l/N), l = 1, 2, . . . , N. (6.149)

Äëÿ ÔÊ ìîäåëè ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� è ãàðìîíè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì Vint(x), ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè w̃
êàê ôóíêöèÿ äàâëåíèÿ Π óâåëè÷èâàåòñÿ ê 1 êîãäà Π óáûâàåò ê gas [552]

w̃(Π − kgas) = w̃(Π) + k; k = 0,±1, . . . (6.150)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ (6.18) ñëåäóåò, ÷òî φ = χ/n2 ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé îò Π ñ ïåðèîäîì
gas è ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé îò w̃ ñ ïåðèîäîì 1. Â ñèëó êèíê-àíòèêèíêîâîé ñèììåòðèè ôóíêöèÿ φ äîëæíà
áûòü ÷åòíîé îòíîñèòåëüíî w̃, φ(−w̃) = φ(w̃).

Óðàâíåíèÿ (6.18) è (6.124) ñâÿçûâàþò χ ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì íàèìåíüøåé çîíû óðàâíåíèÿ ÒÈ ñîîòíîøåíèåì
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χ = β(nas)2 d
2ε0(κ)
dκ2

∣∣∣∣
κ=iβΠas

. (6.151)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðèáëèæåíèå ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ (6.127) äëÿ ε0(κ) äàåò çíà÷åíèå χ = kBT/ga
2
A, ñì.

óðàâíåíèå (6.31), â òî âðåìÿ êàê tight-binding ïðèáëèæåíèå (6.131) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

χ = β(nas)22t cosh(βasΠ), (6.152)

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (6.76) åñëè ó÷åñòü óðàâíåíèå (6.137). Â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà χ ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíà òîëüêî â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïåðâîå, ýòî â ïðåäåëå ñëàáîé ñâÿçè g � 1. Çäåñü ÔÊ ìîäåëü
ïðèáëèæåííî ñâîäèòñÿ ê ìîäåëè Èçèíãà, óðàâíåíèÿ (6.45) � (6.48). Âñëåäñòâèå ñèëüíîãî óìåíüøåíèÿ ïîñòîÿííîé
âçàèìîäåéñòâèÿ I(l) ñ ðîñòîì l, ðàçóìíî îñòàâèòü òîëüêî îòòàëêèâàíèå áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ âàêàíñèé, òî åñòü
ïîëîæèòü I(l) = 0 äëÿ âñåõ |l| ≥ 1. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêîé ìîäåëè Èçèíãà (èëè ìîäåëè
ðåøåòî÷íîãî ãàçà Ëåíãìþðà) ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
M∑

j=1

(I0hjhj+1 − µhhj), (6.153)

ãäå I0 ' ga2
s, hj îçíà÷àåò �÷èñëî äûðîê� íà j-òîé ÿìå ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (hj = 0 èëè 1), à �äûðî÷íûé

õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë� µh îïðåäåëÿåò ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû 〈hj〉 ≡ M−1
∑M
j=1 hj , êîòîðîå ñâÿçàíî ñ

êîíöåíòðàöèåé θ ñîîòíîøåíèåì
〈hj〉 = 1− θ. (6.154)

Ïðåäïîëàãàÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îñíîâíóþ êàíîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ

Ξ(T,L, µh) =
∑

{hj}
exp(−βH) (6.155)

òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî èñïîëüçóÿ ÒÈ ìåòîä (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ [566]). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

J(T,L, µh) ≡ −kBT lnΞ =
1
4
M(I0 − 2µh)− kBTM lnλ+, (6.156)

〈Nw〉 ≡M〈hj〉 =
1
2
M [1 + sgn(Φ) cos(2Φ)], (6.157)

Qij ≡ 〈hihj〉 − 〈hi〉〈hj〉 =
1
4

sin2(2Φ)
(
λ−
λ+

)|i−j|
, (6.158)

ãäå

λ± = e−βI0/4 cosh
[

1
2
β(I0 − µh)

]
±
{
eβI0/2 + e−βI0/2 sinh2

[
1
2
β(I0 − µh)

]}1/2

, (6.159)

tan(2Φ) = exp
(

1
2
βI0

)/
sinh

[
1
2
β(µh − I0)

]
, |Φ| < π/4. (6.160)

Óðàâíåíèÿ (6.157) è (6.160) ñâÿçûâàþò µh ñ êîíöåíòðàöèåé θ ÷åðåç ñîîòíîøåíèå

sin2 2Φ = 4θ(1− θ). (6.161)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (6.158), (6.159), (6.161) è âñïîìèíàÿ, ÷òî N =
∑M
j=1(1− hj), ìû ìîæåì âû÷èñëèòü

χ ïðÿìî èç åãî îïðåäåëåíèÿ (6.16):

χ = (1− θ) {1− 4θ(1− θ) [1− exp(−βI0)]}1/2 , θ ≤ 1. (6.162)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (6.162) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî kBT � I(1) ' g2a2
s, òàê êàê ìû çäåñü ïðåíåáðåãëè

îòòàëêèâàíèåì ñëåäóþùèõ ñîñåäíèõ âàêàíñèé.
Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èäåîëîãèþ �èäåàëüíîãî ãàçà êèíêîâ� [565]. Â ÷àñòíîñòè, ìû

ðàññìîòðèì ÔÊ öåïü ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòü íàõîäÿùåéñÿ â Ñ-ôàçå ñ θ = s/q ïðè T = 0. Íàïîìíèì,
÷òî íà ôîíå ýòîé ñòðóêòóðû ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ñóïåðêèíêè (êðàòêî s-êèíêè) è s-àíòèêèíêè, êîòîðûå
õàðàêòåðèçóþòñÿ ýíåðãèÿìè ïîêîÿ εsk è εs̄k. Ïðè T 6= 0 ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå öåïè ñîäåðæèò Nsk s-êèíêîâ
è Ns̄k s-àíòèêèíêîâ. Òàê êàê êèíêè è àíòèêèíêè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî êèíê-àíòèêèíêîâûìè ïàðàìè, ìû
èìååì

〈Nsk〉 = 〈Ns̄k〉 ∝ exp(−βEsk), (6.163)
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ãäå Esk = 1
2 (εsk + εs̄k). (Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ ïðåäýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ â óðàâíåíèè (6.163) äëÿ

òðèâèàëüíîãî ÎÑ (s = 1) èìååòñÿ àíàëèòè÷åñêèé âèä òîëüêî â ñëó÷àå g � 1.) Òåïåðü, äàâàéòå âîçüìåì â ÔÊ öåïè
ñåêöèþ äëèíû L̃ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî L̃ � L, íî L̃ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì äëÿ òîãî ÷òîáû ñîäåðæàòü
Ñ àòîìîâ, Ñsk s-êèíêîâ è Ñs̄k s-àíòèêèíêîâ ñ Ñ , Ñsk, Ñs̄k � 1. Òîãäà, äîïóñòèì, ÷òî s-êèíêè è s-àíòèêèíêè
ÿâëÿþòñÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèìè è ïîýòîìó èõ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè áóäåò ïóàññîíîâñêèì,

〈Ñ2
sk〉 − 〈Ñsk〉2 = 〈Ñsk〉, (6.164)

〈Ñ2
s̄k〉 − 〈Ñs̄k〉2 = 〈Ñs̄k〉, (6.165)

〈ÑskÑs̄k〉 = 〈Ñsk〉〈Ñs̄k〉. (6.166)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî êàæäûé s-êèíê ñîäåðæèò 1/q ëèøíèõ àòîìîâ, à êàæäûé s-àíòèêèíê, òàêîå æå ÷èñëî âàêàíñèé,
ìû ìîæåì çàïèñàòü ÷èñëî àòîìîâ íà äëèíå L̃ êàê

Ñ = Ñ0 +
1
q

(Ñsk − Ñs̄k), (6.167)

ãäå Ñ0 = nL̃ � ÷èñëî àòîìîâ ïðè T = 0. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ( 6.164) � (6.167), èç îïðåäåëåíèÿ (6.15) ìû
ïîëó÷èì çíà÷åíèå

χ =
〈Ns,tot〉
q2〈N〉 , (6.168)

ãäå 〈Ns,tot〉 = 〈Nsk〉 + 〈Ns̄k〉, à òèëüäà áûëà îïóùåíà. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (6.168) ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì
òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ òåìïåðàòóð

kBT � Esk, (6.169)
êîãäà êîíöåíòðàöèÿ òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ s-êèíêîâ òàê ìàëà, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê
íåâçàèìîäåéñòâóþùèå êâàçè÷àñòèöû. Äëÿ òðèâèàëüíîé C-ôàçû (s = 1) óðàâíåíèå (6.168) ñîâïàäàåò ñ ðàíåå
ïîëó÷åííûì óðàâíåíèåì (6.76), åñëè âñïîìíèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå q = 1 + w̃.

Êîãäà kBT ≥ Esk, êîíöåíòðàöèÿ òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ s-êèíê�s-àíòèêèíêîâûõ ïàð òàê âåëèêà, ÷òî îíè
�ðàñïëàâëÿþò� ôîíîâóþ C-ñòðóêòóðó. Îäíàêî, åñëè C-ôàçà áûëà íåòðèâèàëüíîé, s 6= 1, ìåòîä ãàçà êèíêîâ
îñòàåòñÿ ïîëåçíûì äî òåìïåðàòóð kT ≤ Ek. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äàâàéòå ðàññìîòðèì ñëó÷àé s = q − 1 ñ
q � 1, ãäå ÎÑ ïðè T = 0 ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ðåãóëÿðíàÿ ñòðóêòóðà àíòèêèíêîâ (ñ ÷èñëîì Nw)
îïðåäåëåííûõ íà ôîíå ñòðóêòóðû ñ θ = 1 . Ïðè g � 1 ýòè àíòèêèíêè õàðàêòåðèçóþòñÿ d = as

√
g, Ek = 8

√
g,

εPN = (16π4/3)g exp(−π2√g), è vint(R) = 32
√
g exp(−R/d), ãäå R ≡ qas � d. Ðàññìàòðèâàÿ àíòèêèíêè êàê

êâàçè÷àñòèöû, ìû ïðèõîäèì ê ýôôåêòèâíîé ÔÊ ìîäåëè ñ ïîñòîÿííîé æåñòêîñòè

g∗ ≡ a2
sv
′′
int(R)/2π2εPN = 3π−6g−3/2 exp(π2√g − q/√g). (6.170)

Çäåñü ìû óæå ìîæåì âû÷èñëèòü ýíåðãèþ s-êèíêà E∗k êàê E∗k = 8
√
g∗ åñëè g∗ � 1, èëè êàê E∗k = 2π2g∗ åñëè

g∗ � 1. Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì åäèíèöàì, ìû äîëæíû ïîëîæèòü Esk = E∗kεPN/2, ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì

Esk
Ek
'
{

2g−1 exp(−q/√g) åñëè q > π2g,

(8π/
√

3)g−1/4 exp(−π2√g/2) åñëè √g � q < π2g.
(6.171)

Èç óðàâíåíèÿ (6.171) ìû âèäèì, ÷òî åñëè q � √g, òî ñóùåñòâóåò øèðîêèé òåìïåðàòóðíûé èíòåðâàë

Esk ≤ kBT � Ek, (6.172)

â êîòîðîì òðèâèàëüíàÿ (θ = 1) ñòðóêòóðà àòîìîâ âñå åùå ñóùåñòâóåò, â òî âðåìÿ êàê ïåðâè÷íàÿ C-ôàçà (êîãäà
θ = (q−1)/q) áóäåò íåóïîðÿäî÷åííîé, òàê êàê ðåøåòêà àíòèêèíêîâ óæå ðàñïëàâèëàñü è ïîýòîìó îíè ìîãóò áûòü
ðàññìîòðåíû êàê ãàç íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàçè÷àñòèö. Òåïåðü, ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ êàê ìû äåëàëè âûøå,
ìû ïîëó÷èì äëÿ èíòåðâàëà (6.172) âûðàæåíèå

χ =
〈Ntot〉
〈N〉 , (6.173)

ãäå 〈Ntot〉 =
[〈2Npair〉2 + 〈Nω〉2

]1/2, ñì. óðàâíåíèå (6.73). Èç óðàâíåíèÿ (6.173) ñëåäóåò, ÷òî íà ëåâîé ñòîðîíå
èíòåðâàëà (6.172) ôóíêöèÿ χ(T ) èìååò ïëàòî χ ' w̃, â òî âðåìÿ êàê íà ïðàâîé ñòîðîíå, χ(T ) âîçðàñòàåò
ýêñïîíåíöèàëüíî èç-çà äîáàâëåíèÿ ê ðàñïëàâëåííîé ðåøåòêå êèíêîâ òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíê-àíòèêèíêîâûõ
ïàð � ñì. Ðèñ. 6.9.

C ïîìîùüþ ñîîáðàæåíèé ðåíîðìàëèçàöèè (ïàðàãðàô 5.2.1)) ìû àíàëîãè÷íî ìîæåì îïèñàòü òåìïåðàòóðíóþ
çàâèñèìîñòü χ äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñòðóêòóð ñ s 6= 1, q−1. Ðàññìàòðèâàÿ ÔÊ ñèñòåìó êàê èåðàðõèþ ïîñëåäîâàòåëüíî
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Ðèñ. 6.9. Âîñïðèèì÷èâîñòü χ êàê ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû T ïðè
ðàçëè÷íûõ winding numbers w̃ äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè ñ Γ ≡
ga2
s = 5 [552].

ðàñïëàâëåííûõ ðåøåòîê ñóïåðêèíêîâ, ìû ìîæåì ðàçäåëèòü òåìïåðàòóðíûé èíòåðâàë 0 ≤ kBT < Ek íà
ïîäèíòåðâàëû, â êîòîðûõ áîëåå ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà ñóïåðêèíêîâ óæå ðàñïëàâëåíà, íî áîëåå ïðîñòàÿ åùå
îñòàåòñÿ è äîïóñêàåò îïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ s-êèíêîâ è s-àíòèêèíêîâ, êîòîðûå ïðèáëèæåííî â ýòîì
òåìïåðàòóðíîì ïîäèíòåðâàëå íå âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ χ(T ) äîëæíà èìåòü
ìíîæåñòâî ïëàò íà íèçêîòåìïåðàòóðíûõ ñòîðîíàõ ýòèõ ïîäèíòåðâàëîâ è ìåíÿòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìåæäó ýòèìè
ïëàòàìè.

Ñ äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèåì òåìïåðàòóðû kBT > Ek, ôóíêöèÿ χ(T ) ñòðåìèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ê χ(T ) =
kBT/ga

2
A. Îäíàêî, â ïðåäåëå T/g → ∞ ýòà àñèìïòîòèêà èìååò íåôèçè÷åñêîå ïîâåäåíèå χ → ∞ âìåñòî

ïðàâèëüíîãî χ→ 1. Ïðè÷èíà ýòîãî ñâÿçàíà ñ ïðèáëèæåííîé ïðèðîäîé ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè. À èìåííî, ïðè
kBT ≥ ga2

A îòíîñèòåëüíûå ñìåùåíèÿ àòîìîâ íå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè, îòíîñèòåëüíûå ñìåùåíèÿ |xl+1 − xl − amin|
äîëæíû ïðåâûøàòü çíà÷åíèå aA è ãàðìîíè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà Vint(x) ñòàíîâèòñÿ
íåïðèìåíèìûì. Äëÿ âûÿñíåíèÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ïîâåäåíèÿ χ(T ), äàâàéòå ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå

Vint(x) = gb2(e−r − 1 + r), r ≡ (x− amin)/b, (6.174)
ãäå îáðàòíàÿ äëèíà b−1 èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà àíãàðìîíèçìà

Vint(x) ' 1
2
g(x− amin)2 [1− (x− amin)/3b] , |x− amin| � b. (6.175)

Îïóñòèâ ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ïðè kBT ≥ Ek � εs (íàïîìíèì, ÷òî g � 1), ìîäåëü ñ âçàèìîäåéñòâèåì (6.174)
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñèñòåìå Òîäû, êîòîðàÿ èìååò òî÷íîå ðåøåíèå [270]. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãèááñà öåïè Òîäû
ñî �ñâîáîäíûìè êîíöàìè� èìååò ôîðìó

G(T,Π,N) = −kBTN ln
[
(makBT/2πh̄2)1/2y exp(−βΠamin)

]
, (6.176)

ãäå
y(T,Π) = beBΓ (B + βbΠ)/BB+βbΠ , (6.177)

B = βgb2, (6.178)
à Γ (x) � ãàììà-ôóíêöèÿ. Äëèíà öåïè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèé

L(T,Π,N) =
(
∂G

∂Π

)

T,N

= N(amin + δa), (6.179)

δa(T,Π) = b [lnB − Ψ(B + βbΠ)], (6.180)
ãäå Ψ(x) = d

dx lnΓ (x). Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (6.18), ìû èç óðàâíåíèé (6.179) è (6.180) ïîëó÷èì ÷òî âîñïðèèì÷èâîñòü
ðàâíà

χ = −kBT N
L2

∂L

∂Π

∣∣∣∣
Π=0

=
Ψ ′(B)

(lnB − Ψ(B) + amin/b)2
. (6.181)

Èç óðàâíåíèÿ (6.181) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (6.31) ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ òåìïåðàòóð

Ek ≤ kBT � gb2, (6.182)
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êîãäà B � 1, Ψ(B) ' lnB − 1
2B − 1

12B2 , è

χ ' kBT

g(amin + δa)2

(
1 +

1
2βgb2

)
. (6.183)

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ
kBT � gb2, (6.184)

êîãäà B � 1 è Ψ(B) ' −γ0 − 1
B , γ0 � ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïðàâèëüíûé ïðåäåë χ→ 1:

χ ' [1 + (amin/b)B +B lnB]−2 ' 1− 2βgbamin. (6.185)

Â ïðåäåëå b→ 0 ïîòåíöèàë (6.174) ñâîäèòñÿ ê ïîòåíöèàëó ñ æåñòêèì ÿäðîì Vint(x) = V0Θ(amin−x) ñ V0 →∞.
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (6.179), (6.180), (6.181) ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèþ [567]: χ = (1− namin)2, ãäå n = N/L.

6.5.4 Èåðàðõèÿ ðåøåòîê ñóïåðêèíêîâ

Ñîãëàñíî ìåòîäó ðåíîðìàëèçàöèè ïàðàãðàôà 5.2.1, ñëîæíàÿ ñîðàçìåðíàÿ C-ñòðóêòóðà ÔÊ öåïî÷êè ñ ôèêñèðîâàííîé
ïëîòíîñòüþ ïðè êîíöåíòðàöèè θ = s/q (s � ÷èñëî àòîìîâ â îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà
êàê ðåøåòêà êèíêîâ ïîñòðîåííàÿ íà ôîíå áîëåå ïðîñòîé ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû C0, íàçûâàåìîé ôîíîâîé
ñòðóêòóðîé. Áîëåå òîãî, ïðîöåäóðà ðåíîðìàëèçàöèè ìîæåò áûòü ïîâòîðåíà íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç, ïðèâîäÿ
òåì ñàìûì ê íàáîðó êèíêîâûõ (ñóïåðêèíêîâûõ) ðåøåòîê. Â ñèëó îäíîìåðíîñòè ìîäåëè ÔÊ, âñå ýòè ðåøåòêè
(ñóïåððåøåòêè) áóäóò íåóïîðÿäî÷åííûìè ïðè ëþáîé íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå T . Îäíàêî, ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ
ýòîò áåñïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ �ìàëûì�, è ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ðåãóëÿðíàÿ ðåøåòêà âçàèìîäåéñòâóþùèõ
êâàçè÷àñòèö (àòîìîâ, êèíêîâ, ñóïåðêèíêîâ è ò.ä.). Äàííóþ ðåøåòêó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ôîíîâóþ
ñòðóêòóðó, õàðàêòåðèçóåìóþ êîíöåíòðàöèåé θ̃ = s̃/q̃ è íåêîòîðûì ýôôåêòèâíûì âíåøíèì ïîòåíöèàëîì ñ
ïåðèîäîì ãs. Íà ôîíå ýòîé ñòðóêòóðû óæå èìååòñÿ òîëüêî ìàëîå ÷èñëîì ïðèáëèæåííî íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
òîïîëîãè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé (êèíêîâ, ñóïåðêèíêîâ, ñóïåð-ñóïåðêèíêîâ, è ò.ä.), êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ øèðèíîé
d̃ è ýíåðãèåé ïîêîÿ Ẽk. Çàìåòèì, ÷òî ýòè òîïîëîãè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ ìîãóò áûòü êàê îñòàòî÷íûìè, òàê è
òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûìè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ÷àñòè 5.2.1, ôîíîâûå ñòðóêòóðû èìåþò ñëîæíîå (âûñîêî-
óïîðÿäî÷åííîå) ñòðîåíèÿ. Âîçáóæäåíèÿ íà ôîíå ýòèõ ñòðóêòóð èìåþò íàèìåíüøóþ ýíåðãèþ Ẽk, ïîýòîìó
ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå T çäåñü áóäåò íàèáîëüøåå ÷èñëî òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíêîâ (ñóïåðêèíêîâ).
Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî êîãäà êîíöåíòðàöèÿ âîçáóæäåíèé ñòàíîâèòñÿ ñëèøêîì áîëüøîé, îíè íà÷èíàþò ðàçðóøàòü
ïîðÿäîê ôîíîâîé ñòðóêòóðû è äàííàÿ ôîíîâàÿ ñòðóêòóðà èñ÷åçàåò (�ïëàâèòñÿ�). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ ýòîé òåìïåðàòóðû �ïëàâëåíèÿ�, îòìåòèì, ÷òî åå íå íóæíî ïóòàòü ñ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðîé
Tc, êîòîðàÿ âñåãäà ðàâíà íóëþ äëÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì ñ êîðîòêî-äåéñòâóþùèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 6.5.3, îòíîñèòåëüíûå ïîëîæåíèÿ äâóõ êâàçè÷àñòèö ðàñïîëîæåííûõ íà
ðàññòîÿíèè x, x = laA, ôëóêòóèðóþò ñ àìïëèòóäîé

δ(x) =
√
Λl =

√
χaA|x|. (6.186)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ìîæíî áûëî îïðåäåëèòü òîïîëîãè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ äëÿ ôîíîâîé ñòðóêòóðû ñ θ̃ = s̃/q̃
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòè îòíîñèòåëüíûå ôëóêòóàöèè áûëè äîñòàòî÷íî ìàëû: δ(x) ≤ ãs/s̃, ïî êðàéíåé ìåðå íà
ðàññòîÿíèÿõ ïðåâûøàþùèõ øèðèíó êèíêà, x̃ ≥ d̃. Òàêèì îáðàçîì ìû ïðèõîäèì ê âåðõíåìó ïðåäåëó ïðè êîòîðîì
äàííàÿ ôîíîâàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðîé, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå èìååò ôîðìó

δ(d̃) = ãs/s̃, èëè χ(T )aAs̃2d̃ = ã2
s. (6.187)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.187) îïðåäåëÿåò òåìïåðàòóðó T̃melt, âûøå êîòîðîé äàííàÿ ôîíîâàÿ ñòðóêòóðà ðàçðóøàåòñÿ
èç-çà òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé. Áåðÿ âûðàæåíèå (6.168) äëÿ χ(T ), ìû âèäèì ÷òî ïðè T = T̃melt ñðåäíåå ðàññòîÿíèå
R̃ ìåæäó òîïîëîãè÷åñêèìè âîçáóæäåíèÿìè ðàâíî d̃, òàê ÷òî ïðè T > T̃melt ïîëíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ñóïåðêèíêîâ
ñòàíîâèòñÿ òàêîé áîëüøîé, ÷òî îíè íà÷èíàþò ïåðåêðûâàòüñÿ.

Â ñëó÷àå òðèâèàëüíîé ôîíîâîé ñòðóêòóðû (s̃ = 1) äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòè χ(T ) èìååòñÿ àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå è óðàâíåíèå (6.187) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ôîðìóëå (2βẼk/π)

1
2 exp(−βẼk) = 1, ïðèâîäÿùåé ê

ðåçóëüòàòó
kBT̃melt ' Ẽk. (6.188)

Ðàçóìíî îæèäàòü, ÷òî âûðàæåíèå (6.188) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåõ ñóïåðñòðóêòóð ñ íóëåâûì ÷èñëîì
îñòàòî÷íûõ ñóïåðêèíêîâ (õîòÿ ýòî óòâåðæäåíèå åùå íå äîêàçàíî äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ). Åñëè ÷èñëî îñòàòî÷íûõ
(íåòåðìè÷åñêèõ) ñóïåðêèíêîâ îòëè÷íî îò íóëÿ, òî kBT̃melt < Ẽk, òàê êàê îñòàòî÷íûå s-êèíêè äîïîëíÿþòñÿ
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òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûìè s-êèíê�s-àíòèêèíêîâûìè ïàðàìè è ïîýòîìó óñëîâèå R̃ = d̃ çäåñü äîñòèãàåòñÿ ïðè
áîëåå íèçêîé òåìïåðàòóðå.

Â òî âðåìÿ êàê â ÔÊ öåïè ñ �ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ� êèíêè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî êàê êèíê-
àíòèêèíêîâûå ïàðû, òî â ÔÊ öåïè ñî �ñâîáîäíûì êîíöîì� âîçìîæíî òàêæå ðîæäåíèå òîëüêî îäíîãî ñóïåðêèíêà
èëè ñóïåð-àíòèêèíêà (ñ ýíåðãèåé εsk èëè εs̄k) ó ñâîáîäíîãî êîíöà öåïî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (6.188) â
ñëó÷àå �ñâîáîäíîãî êîíöà� äîëæíî áûòü ïðåîáðàçîâàíî â ñëåäóþùóþ ôîðìó

kBT̃melt ' min{εsk, εs̄k}. (6.189)

Äàííàÿ ôîíîâàÿ ñòðóêòóðà ãëàâíûì îáðàçîì óñòîé÷èâà â öåíòðàõ ñòóïåíåé äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöû ïðè T = 0
(òî åñòü, â òî÷êàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÔâäÌ ïåðåõîäàì), à òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, öåëûé òåìïåðàòóðíûé èíòåðâàë 0 < kBT < Ek ìîæåò áûòü ðàçäåëåí íà m ïîäèíòåðâàëîâ
(m = 1 äëÿ s = 1, m = 2 äëÿ s = q − 1, è ò.ä.), ãäå ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå ãàçà ñóïåðêèíêîâ íà ôîíå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîíîâûõ ñòðóêòóð.

6.5.5 Ðàâíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

Òåïåðü äàâàéòå ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ õàðàêòåðèçóþùóþ ñòðóêòóðó ÔÊ
öåïî÷êè. Äâóõ-÷àñòè÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

QAB(l − l′) = 〈δA∗l δBl′〉, (6.190)

ãäå δAl = Al − 〈Al〉, è Al, Bl � ôóíêöèè îò ñìåùåíèé àòîìîâ ul (íàïîìíèì, ÷òî ul = xl − las) è, âîçìîæíî, îò èõ
ïðîèçâîäíûõ u̇l, ül, è ò.ä. Â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè öåïè óäîáíî ïðèìåíèòü Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå

Ã(κ) =
1√
N

∑

l

e−iκlδAl, (6.191)

è îïðåäåëèòü ôóíêöèè
Q̃AB(κ) = 〈Ã(−κ) B̃(κ)〉 =

∑

l

e−iκlQAB(l). (6.192)

Ôóíêöèÿ Q̃AA(κ) èçâåñòíà êàê ôîðìôàêòîð A.
Ïðîñòåéøàÿ ôîðìà èìååò ôîðìôàêòîð ñêîðîñòè u̇l:

Qu̇u̇(l) = (kBT/ma)δl0; Q̃u̇u̇(κ) = kBT/ma. (6.193)

Íåêîòîðûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé â ñèëó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

ül + ω2
0sl − g(ul+1 + ul−1 − 2ul) = 0, (6.194)

Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå êîòîðîãî èìååò ôîðìó
¨̃u(κ) + ω2

0 s̃(κ) + 2g (1− cosκ) ũ(κ) = 0, (6.195)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ sl ≡ sinul è cl ≡ cosxl. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå

〈u̇lul′〉 = 〈u̇l〉〈ul′〉 = 0 (6.196)

è äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî âðåìåíè, ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

ω2
0Q̃su(κ) + 2g (1− cosκ) Q̃uu(κ) = kBT. (6.197)

Àíàëîãè÷íî, íà÷èíàÿ îò òîæäåñòâà 〈üu̇〉 = 0 è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (6.195), ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

Q̃üü(κ) = kBT
[
ω2

0〈cl〉+ 2g(1− cosκ)
]
, (6.198)

ω4
0Q̃ss(κ) = 4g2(1− cosκ)2Q̃uu(κ) + kBT

[
ω2

0〈cl〉 − 2g(1− cosκ)
]
. (6.199)

Èìååòñÿ äâà òèïà êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè Al è Bl ïåðèîäè÷åñêèìè
èëè íåïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò ul. Íåïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè îò ul èñïîëüçóþòñÿ ïðè àíàëèçå äèôôóçèè
è òðàíñïîðòà ìàññû (çàðÿäà, ñïèíà, è ò.ä.) îïèñûâàåìîãî â ðàìêàõ ÔÊ-ïîäîáíûõ ìîäåëåé. Íèæå ìû ðàññìîòðèì
êàê ïðèìåð òàêèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ôîðìôàêòîð ñìåùåíèÿ Quu. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè îò ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé A(u) (òèïà ôóíêöèé s ≡ sinu, c ≡ cosu, s 1

2
≡ sin 1

2u, c 1
2
≡ cos 1

2u)
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ïðåäñòàâëÿþò ñàìûé áîëüøîé èíòåðåñ â ýêñïåðèìåíòàõ ðàññåÿíèÿ. Âàæíî, ÷òî ýòè ýêñïåðèìåíòû äîïóñêàþò
âîçìîæíîñòü èçîëèðîâàòü âêëàäû êèíêîâ, âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì âåêòîðû ðàññåÿíèÿ (è ÷àñòîòû â ñëó÷àå
äèíàìè÷åñêîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè).

Ðàâíîâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè äëÿ êëàññè÷åñêîé ÔÊ ìîäåëè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òî÷íî ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà ÒÈ. Ñ öåëüþ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé Nω 6= 0, äàâàéòå âîçüìåì àíñàìáëü �òåìïåðàòóðà-äàâëåíèå�
â êîòîðîì êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ âûðàæàåòñÿ êàê

QAB(l1 − l2) = Y −1e−βΠL0

∫
d(∆L)

(2πh̄)−N

∫
du̇1 . . . duN

∫
duN+1

δA(ul1) δB(ul2) δ(uN+1 − u1 −∆L) exp[−βH(u̇1 . . . uN+1)]e−βΠ∆L.

Ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðûå ìû ñäåëàëè â ïàðàãðàôå 6.5.1, ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ [496, 520]

QAB(l1 − l2) = (Z1/Y )e−βΠL0
∑

αβγ

λl1−1
β Aβγλ

l2−l1
γ Bγαλ

N−l2+1
α

∫ +∞

−∞
d(∆L) e−βΠ∆LCαβ(∆L), (6.200)

ãäå
Aβγ =

∫ +∞

−∞
du ψ∗β(u) δA(u) ψγ(u) ≡ 〈β|δA|γ〉, (6.201)

Bγα =
∫ +∞

−∞
du ψ∗γ(u) δB(u) ψα(u), (6.202)

Cαβ(∆L) =
∫ as

0

du ψ∗α(u+∆L) ψβ(u). (6.203)

Â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå, N →∞, ýòè âûðàæåíèÿ óïðîùàþòñÿ

QAB(l1 − l2) =
∑

κ′,p

〈κ∗, 0|δA|κ′, p〉〈κ′, p|δB|κ∗, 0〉

exp {−β|l1 − l2| [εp(κ′)− ε0(κ∗)]} , (6.204)

ãäå κ∗ = iβasΠ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (6.192) óðàâíåíèÿ (6.204):

Q̃AB(κ) =
∑

κ′,p

〈. . .〉〈. . .〉 sinhβ[εp(κ′)− ε0(κ∗)]
coshβ[εp(κ′)− ε0(κ∗)]− cosκ

. (6.205)

ßñíî, ÷òî íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ â êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè QAB(l) äîìèíèðóåò ÒÈ ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøèì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íå îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Ïîëîæèâ â óðàâíåíèè (6.204) ôîðìàëüíî δB ≡ 1 , ìû ïîëó÷èì, ÷òî îäíî÷àñòè÷íîå óñðåäíåíèå ôóíêöèè A(ul)
ìîæåò áûòü âûðàæåíî êàê

〈A(ul)〉 = 〈κ∗, 0|A|κ∗, 0〉 =
∫ +∞

−∞
du A(u)P0(u), (6.206)

ãäå ôóíêöèÿ
P0(u) = η∗κ∗,0(u)ηκ∗,0(u) (6.207)

ïîÿâëÿåòñÿ êàê îäíîàòîìíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ äàííûìè òåìïåðàòóðíîé è äàâëåíèåì.

Ôîðìôàêòîð ñìåùåíèÿ

Ñ ïîìîùüþ çîííîé òåîðèè òâåðäûõ òåë ìîæíî ïîêàçàòü [520], ÷òî ïðè |κ| � 1

∑
κ,p

|〈κ, p|u|κ∗, 0〉|2 ∝ a2
s

∂2

∂κ2

∣∣∣∣
κ=κ∗

. (6.208)

Ïîäñòàíîâêà (6.208) â (6.205) ïðèâîäèò ê àñèìïòîòèêå Q̃uu(κ) ∝ κ−2 ïðè κ → 0. Ãèëëàí [565] ïðåäëîæèë áîëåå
ýëåãàíòíûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèçêî-ìîìåíòíîé àñèìïòîòèêè. Îí èñïîëüçîâàë ñâÿçü Q̃uu(κ) ñ ñðåäíèì çíà÷åíèåì
êâàäðàòà ôëóêòóàöèé îòíîñèòåëüíûõ ñìåùåíèé Λl,



6.5 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ÔÊ öåïè 157

Λl =
2
N

∑
κ

[1− cos(κl)] Q̃uu(κ). (6.209)

Â ïðåäåëå N → ∞ ìû ìîæåì ïîëîæèòü
∑
κ → N

∫ +π

−π dκ/2π. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ Λl = χa2
A|l|, ìû ïîëó÷èì

óðàâíåíèå
χa2

A|l| =
2
π

∫ π

0

dκ [1− cos(κl)] Q̃uu(κ). (6.210)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ l→∞ óðàâíåíèå (6.210) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
κ→0

Q̃uu(κ) = χa2
A/κ

2. (6.211)

Òàêèì îáðàçîì, íèçêî-ìîìåíòíîå ïîâåäåíèå ôîðìôàêòîðà ñìåùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âîñïðèèì÷èâîñòüþ χ, êîòîðàÿ
áûëà âû÷èñëåíà âûøå. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî Quu(l) ' − 1

2χa
2
A|l| ïðè l→ ±∞.

Ôîðìôàêòîð ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé A(u), êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü äâà ðàçëè÷íûõ òèïà
ïîâåäåíèÿ, çàâèñÿùèå îò îòíîñèòåëüíîé ïåðèîäè÷íîñòè A(u) è Vsub(u) [533]. Åñëè A(u) èìååò ïåðèîä as = 2π
(èëè as/r, r � öåëîå ÷èñëî), òî êèíê íå ìåíÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå A è õàðàêòåðíîé äëèíîé áóäåò òîëüêî
øèðèíà êèíêà d. ÒÈ ìàòðè÷íûé ýëåìåíò 〈κ, p|δA|κ∗, 0〉 ñâÿçûâàåò ÒÈ2 îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, |κ∗, 0〉 òîëüêî ñ κ = κ∗

ñîñòîÿíèÿìè äðóãèõ çîí ñ p = 0,±1,±2, . . .. Ñàìîñîãëàñîâàíèå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ 〈κ∗, 0|δA|κ∗, 0〉 îáåñïå÷èâàåò
�Áðýããîâñêèé ïèê�. Åñëè ýòîò ìàòðè÷íûé ýëåìåíò èñ÷åçàåò, òî ôîðìôàêòîð QAA îïðåäåëÿåòñÿ âîçáóæäåííûìè
ñîñòîÿíèÿìè ñ p = ±1,±2, . . ., êîòîðûå îòäåëåíû îò íèæàéøåãî ñîñòîÿíèÿ çîííûìè ùåëÿìè ' ph̄∗ω0. Ñîãëàñíî
óðàâíåíèþ (6.204), âêëàä îò p-th çîíû ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ∝ exp(−|x|/ξp) ñ ðîñòîì êîððåëÿöèîííîé äëèíû

ξp = aA/β[εp(κ∗)− ε0(κ∗)] ' aA/βph̄∗ω0 = d/pθ. (6.212)
Òàêèì îáðàçîì, çäåñü êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà îñòàåòñÿ êîíå÷íîé ïðè T → 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå QAA ìîæåò
áûòü îáúÿñíåíî òîëüêî â òåðìèíàõ ôîíîíîâ, òàê êàê êîððåëÿöèÿ êèíêîâ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà. Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ñëó÷àÿ ÑÃ (òî åñòü ïðè g � 1 è w̃ = 0) ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ τ ≡ kBT/εk � 1 è ïðè áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ
|x| � d ìîæíî íàéòè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ [519]

Qcc(x) ' 8τ2 exp(−2|x|/d), (6.213)

Qss(x) ' 4τ exp(−|x|/d), (6.214)
Qs1/2s1/2(x) ' τ exp(−|x|/d). (6.215)

Ôóíêöèè Qcc è Qss áûëè òàêæå íàéäåíû ÷èñëåííî Øíåéäåðîì è Ñòîëëîì [520] ïðè ïîìîùè ÒÈ òåõíèêè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ôóíêöèÿ A(u) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì ras (öåëîå ÷èñëî r ≥ 2), òî êîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ QAA áóäåò óæå ÷óâñòâîâàòü êèíê. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ÒÈ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû â óðàâíåíèè (6.204) áóäóò
íåíóëåâûìè êîãäà κ è κ∗ ëåæàò â òîé æå ñàìîé íàèìåíüøåé çîíå è îòëè÷àþòñÿ íà âîëíîâîé âåêòîð 2π/r. ßñíî,
÷òî äëÿ áîëüøèõ x ýòè ñîñòîÿíèÿ áóäóò äîìèíèðîâàòü â ñóììå èç óðàâíåíèÿ (6.204). Òàê êàê îíè ðàçäåëåíû
�òóííåëüíûì ðàñùåïëåíèåì�, òî êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ξ áóäåò ïðÿìî îòðàæàòü ýíåðãèþ ïîêîÿ êèíêà è ξ áóäåò
ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòè ïðè T → 0. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâÿçè ε0(κ) = εc − 2t cosκ,
êîòîðàÿ äîïóñòèìà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, ìû íàéäåì, ÷òî

ε0(κ)− ε0(κ∗) = 2t {[1− cos(2π/r)] cosκ∗ + sin(2π/r) sinκ∗} . (6.216)

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå èäåàëüíîãî ãàçà êèíêîâ, ìû ìîæåì ïîëîæèòü t = 〈npair〉/β〈n〉 è κ∗ = βasΠ = βµw.
Òîãäà èç (6.204) ìû ïðè x = laa →∞ ïîëó÷èì

QAA(x) ' |〈κ∗ − (2π/r)|δA|κ∗〉|2 exp(−|x|/ξ) cos(x/ξosc), (6.217)

ãäå
ξ−1 = 〈ntot〉[1− cos(2π/r)], (6.218)

ξ−1
osc = 〈nw〉 sin(2π/r). (6.219)

Ïðîñòåéøàÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ïîâåäåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì (ñì. ðàáîòû [517, 533]),
ñâîéñòâîì êàæäîãî êèíêà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åãî ïðîõîæäåíèå ìåíÿåò ïåðåìåííóþ δA, íàïðèìåð, èç ±δA0 â ∓δA0

äëÿ ñëó÷àÿ r = 2 (òàê äëÿ A(u) = cos 1
2u, δA0 = 1). Äîïóñêàÿ íàëè÷èå ãàçà íåçàâèñèìûõ êèíêîâ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

Ïóàññîíà è ââåäÿ Nk(x) (÷èñëî êèíêîâ íà äëèíå x), ìîæíî ïîëó÷èòü ÷òî
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QAA(x) ' δA2
0

〈
(−1)Nk(x)

〉
' δA2

0 exp(−2〈ntot〉|x|), (6.220)

÷òî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè (6.217) � (6.219) äëÿ w̃ = 0. Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ êèíêà ïðÿìî
ïîÿâëÿåòñÿ â êîððåëÿöèîííîé äëèíå, ξ ∝ exp(βεk). Ñàñàêè [563] ïîêàçàë, ÷òî êèíê-êèíêîâûå âçàèìîäåéñòâèÿ
íå âëèÿþò íà êîððåëÿöèîííóþ äëèíó (ξ−1 = 4〈npair〉 ïðè w̃ = 0), íî âëèÿþò íà àìïëèòóäó êîððåëÿöèé. Äëÿ
ïðèìåðà,

Qc1/2c1/2(x) ' [1 + 8(∆̄〈npair〉)2
]

exp(−|x|/ξ), (6.221)

ãäå ∆̄ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (6.102).

6.5.6 Îáîáùåííûå ÔÊ ìîäåëè

Â çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû ìû îáñóäèì äâà îáîáùåíèÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ, ïåðâîå ñîñòîèò â çàìåíå
÷èñòî ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì áîëåå îáùåé ôîðìû, à âòîðîå
îáîáùåíèå ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè íåãàðìîíè÷åñêèõ ìåæàòîìíûõ ïîòåíöèàëîâ. Â ñèëó îäíîìåðíîñòè ÔÊ
ìîäåëè, ëþáîå åå îáîáùåíèå èìååò ôîðìàëüíî òî÷íîå ÒÈ ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ
ïðîâåðêè òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Îäíàêî, äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçèêè ïîâåäåíèÿ ìîäåëè ìåòîä ãàçà êâàçè÷àñòèö
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîëåçíûì.

Íåñèíóñîèäàëüíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèÿ ãàçà êâàçè÷àñòèö çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ
ôîíîí-êèíêîâûõ ôàçîâûõ ñäâèãîâ, çàòåì ê âû÷èñëåíèþ �ðåíîðìàëèçîâàííîé� ýíåðãèè êèíêà (6.89), è â êîíöå
ê îïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèè 〈npair〉 òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíêîâ. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ îáùóþ òåîðèþ
ðàññåÿíèÿ (à èìåííî, ñâîéñòâà ôóíêöèé Éîñòà), Äå Ëåîíàðäèñ è Òðóëëèíãåð [568] ïîêàçàëè, ÷òî òî÷íîå çíàíèå
ôîðìû êèíêà è ôàçîâûõ ñäâèãîâ íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, òàê êàê âñå âåëè÷èíû âõîäÿùèå â òåðìîäèíàìè÷åñêèå
ôóíêöèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç èíòåãðàëû îò ôóíêöèè Vsub(x). Íå âõîäÿ â äåòàëè, ìû
äàäèì çäåñü òîëüêî êîíå÷íûå ðåçóëüòàòû.

Åñëè x1 è x2 êîîðäèíàòû äâóõ ñîñåäíèõ ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà Vsub(x), Vsub(x1) = Vsub(x2) = 0, à Vsub(x)
äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà ïðè x = xm, òàê ÷òî áàðüåð ìåæäó ìèíèìóìàìè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ýòîé
òî÷êè, òîãäà ïðè g � 1 è íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (kBT � εk)

〈npair〉 = S

(
2
π

)1/2 1
d

(8β
√
g)1/2 exp(−βεk), (6.222)

ãäå d = as
√
g, à íåçàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû �ïðîôèëüíûé� ìíîæèòåëü S çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

S = [(x2 − x1)/as]ω0φ, (6.223)

ãäå

φ =
1
2

exp

{∫ x2

xm

dx

(
1√

2Vsub(x)
− 1
x2 − x

)}
, (6.224)

à ω2
0 = V ′′sub(x2)/ma. Åñëè ôîðìà êèíêà ukink(x) ïðèáëèæàåòñÿ ê x2 ñîãëàñíî àñèìïòîòèêå |ukink(x) − x2| '

u0 exp(−x/d) ïðè x → ∞, òî ìíîæèòåëü φ áóäåò ðàâåí φ = u0/(x2 − x1). Ââåäåì â óðàâíåíèå (6.222) ýíåðãèþ
ïîêîÿ êèíêà εk äëÿ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè îáùåé ôîðìû, çàäàâàåìóþ óðàâíåíèåì (ñì. ïàðàãðàô 3.3)

εk =
√
g

∫ x2

x1

dx
√

2Vsub(x). (6.225)

Äëÿ ñëó÷àÿ ÑÃ S = 1 è ìû âíîâü ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (6.93).
Âíóòðåííèå (ïðîôèëüíûå) ìîäû. Âíà÷àëå äàâàéòå ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà ïîòåíöèàë Vsub(x) íå èìååò

äîïîëíèòåëüíûõ àáñîëþòíûõ ìèíèìóìîâ ìåæäó x1 è x2 = x1+as (íî ìîæåò èìåòü îòíîñèòåëüíûå ìèíèìóìû). Â
ýòîì ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êèíêîâ òàêàÿ æå êàê è äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè. Îäíàêî, â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ êèíê ìîæåò èìåòü äîïîëíèòåëüíûå, îäíó èëè áîëåå, âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû, òàê íàçûâàåìûå
�ïðîôèëüíûå ìîäû� (ñì. ïàðàãðàô 3.3.2). Åñëè îíè èìåþòñÿ, òî ïîëíîå èçìåíåíèå ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé èç-çà
ïðèñóòñòâèÿ êèíêà ∆ρ(k), çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì (6.86), óäîâëåòâîðÿåò òåïåðü òåîðåìå Ëåâèíñîíà (èëè ïðàâèëó
ñóììèðîâàíèþ Ôðèäåëÿ), ∫ +∞

−∞
dk ∆ρ(k) = −(1 + s), (6.226)
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ãäå s � ÷èñëî ïðîôèëüíûõ ìîä. Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ Ãåëüìãîëüöà ïî ïðåæíåìó åùå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (6.68),
F = F

(0)
ph − kBT 〈Ntot〉 äëÿ ñëó÷àÿ íóëåâîãî ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè, íî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E äîëæíà áûòü

ïåðåïèñàíà â ôîðìå
E = kBT [N − (s+ 1)〈Ntot〉] +

(
εk +

1
2
kBT + skBT

)
〈Ntot〉. (6.227)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî òåïåðü êàæäûé êèíê çàáèðàåò èç ôîíîííîãî ñïåêòðà (s + 1) ôîíîííûõ ìîä; îäíà ìîäà
òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ãîëäñòîóíîâñêóþ ìîäó (èëè â ÏÍ ìîäó â ñëó÷àå äèñêðåòíîé ÔÊ öåïî÷êè), à äðóãèå s
ìîä ñòàíîâÿòñÿ ïðîôèëüíûìè ìîäàìè êèíêà.

Îäíèì èç èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ ïîêàçûâàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå òî÷íî îäíîé ïðîôèëüíîé ìîäû ÿâëÿåòñÿ
äâóõáàðüåðíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè, êîãäà ôóíêöèÿ Vsub(x) èìååò îäèí ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïîñåðåäèíå ìåæäó
òî÷êàìè x1 è x2 = x1 +as. Â ýòîì ñëó÷àå îáû÷íûé ÔÊ êèíê (2π-êèíêè) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ñâÿçàííàÿ
ïàðà äâóõ ïîäêèíêîâ (π-êèíêîâ), à ïðîôèëüíàÿ ìîäà ñîîòâåòñòâóåò îòíîñèòåëüíûì êîëåáàíèÿì ïîëîæåíèé
ýòèõ ïîäêèíêîâ. Êîãäà ãëóáèíà ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà áëèçêà ê íóëþ (òî åñòü, ê àáñîëþòíîìó ìèíèìóìó
ïîòåíöèàëà Vsub(x)), ñðåäíåå ðàññòîÿíèå R ìåæäó ïîäêèíêàìè áóäåò áîëüøèì, à ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë
ñâÿçûâàþùèé π-êèíêè â 2 π-kink, áóäåò ìàëûì. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, àìïëèòóäà îòíîñèòåëüíûõ êîëåáàíèé π-
êèíêîâ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé äàæå ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, çäåñü ìû äîëæíû
ïðèíÿòü âî âíèìàíèå àíãàðìîíè÷íîñòü ïðîôèëüíîé ìîäû [207, 569, 570]. Êàê ìîæíî îæèäàòü ñ îáùåé òî÷êè
çðåíèÿ, àíãàðìîíè÷íûå ïîïðàâêè áóäóò óâåëè÷èâàòü ÷èñëî òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíêîâ (ïî ñðàâíåíèþ ñ
�ãàðìîíè÷åñêèì� ïðèáëèæåíèåì) ñ ðîñòîì R èëè T .

Ïîëèêèíêîâûå ñèñòåìû. Äðóãàÿ ñèòóàöèÿ ïîÿâëÿåòñÿ êîãäà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè èìååò îäèí èëè áîëåå
äîïîëíèòåëüíûõ àáñîëþòíûõ ìèíèìóìîâ ìåæäó x1 è x2 = x1 + as, ñêàæåì â òî÷êå x = x0. Â ýòîì ñëó÷àå
îáû÷íûé 2π-êèíê ÔÊ ìîäåëè ðàñùåïëÿåòñÿ (�äèññîöèèðóåòñÿ�) íà äâà (èëè áîëåå) íåçàâèñèìûõ ïîäêèíêîâ,
îäèí �ñâÿçûâàåò� ìèíèìóìû x1 è x0, à âòîðîé � ìèíèìóìû x0 è x2 (ñì. ïàðàãðàô 3.3.4). Â çàâèñèìîñòè îò
÷àñòíîé ôîðìû ïîòåíöèàëà Vsub(x), ïîäêèíêè ìîãóò áûòü íàçâàíû â îäíîì ñëó÷àå êàê êèíêè �áîëüøîé� è
�ìàëûé�, èëè â äðóãîì ñëó÷àå êàê êèíêè �ëåâûé� è �ïðàâûé�, è òàê äàëåå. Òàê êàê ðàçëè÷íûå òèïû êèíêîâ
ìîãóò ïðåîäîëåâàòü ðàçëè÷íûå áàðüåðû, îíè ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ýíåðãèÿìè ïîêîÿ, íàïðèìåð,
εSK è εLK ñ εSK < εLK.

Íîâûì ñâîéñòâîì êîòîðîå ïîÿâëÿåòñÿ â ôåíîìåíîëîãèè ãàçà êèíêîâ èç-çà ïîëèêèíêîâêîñòè ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà ïîðÿäîê â êîòîðîì ðàçëè÷íûå òèïû êèíêîâ ìîãóò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíî
ðàñïîëîæåíû âäîëü öåïè. Äëÿ ïðèìåðà, ìàëûé êèíê ìîæåò ñëåäîâàòü çà ìàëûì àíòèêèíêîì èëè çà áîëüøèì
êèíêîì, à íå çà âòîðûì ìàëûì êèíêîì èëè áîëüøèì àíòèêèíêîì. Áåðÿ ýòî âî âíèìàíèå, ìîæíî ïîêàçàòü [185,
571, 572], ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ îïÿòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (6.68), ãäå óæå íóæíî èñïîëüçîâàòü

〈Ntot〉 =
∑

j

〈N j
tot〉, (6.228)

èíäåêñ j çàäàåò ðàçëè÷íûå òèïû êèíêîâ. Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè E, óðàâíåíèå (6.227), åñòåñòâåííî
ïðåîáðàçóåòñÿ ê ôîðìå

E = kBT


N −

∑

j

(sj + 1)〈N j
tot〉

+

∑

j

(
εjk +

1
2
kBT + sjkBT

)
〈N j

tot〉. (6.229)

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñëè êðèâèçíû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ïðè ðàçíûõ àáñîëþòíûõ ìèíèìóìàõ (íàïðèìåð,
ïðè x = x1 è x = x0) ðàçëè÷íû, òî ñóùåñòâóåò äâå (èëè áîëåå) ðàçëè÷íûå ôîíîííûå âåòâè, êîòîðûå äàþò
�óñðåäíåííûé� âêëàä â ôîíîííóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ F

(0)
ph [572].

Êîíöåíòðàöèÿ êèíêîâ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëàì (6.222) � (6.225 ) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåäåëàìè
èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàê êàê ðàâíîâåñíûå êîíöåíòðàöèè êèíêîâ îïðåäåëÿþòñÿ èõ áîëüöìàíîâñêèìè ìíîæèòåëÿìè
〈njpair〉 ∝ exp(−βεjk), òî ÿñíî, ÷òî â òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ (ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, ýíòðîïèÿ è òàê
äàëåå) áóäóò äîìèíèðîâàòü �ìàëûå� êèíêè (òî åñòü êèíêè ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé ïîêîÿ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà ïðîèñõîäÿò ñìåùåíèÿ àòîìîâ, îíè ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðîæäåíèåì ðàâíîãî ÷èñëà
áîëüøèõ è ìàëûõ êèíêîâ. Íàïðèìåð, ñìåùåíèå èç 0 â as òðåáóåò îäíîãî ìàëîãî è îäíîãî áîëüøîãî êèíêà.
Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî áîëüøèõ êèíêîâ áóäåò îãðàíè÷èâàþùèì ôàêòîðîì â, íàïðèìåð, ôîðìôàêòîðå
ñìåùåíèÿ èëè ïðè òðàíñïîðòå ìàññû. Äëÿ ïðèìåðà, â âûðàæåíèè äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòè χ ìû äîëæíû çàìåíèòü
âåëè÷èíó 〈Ntot〉 ãåîìåòðè÷åñêèì ñðåäíèì [185]

1
〈Nav

tot〉
=

1
〈NSK,tot〉 +

1
〈NLK,tot〉 . (6.230)

Ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè áûëî èçó÷åíî â ðàáîòå [571]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ìû ââåäåì
ôóíêöèþ �äåòåêòèðîâàíèÿ êèíêà� Aj(ul) òàêèì ïóòåì, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèå åå çíà÷åíèé â äâóõ ÿ÷åéêàõ ðåøåòêè,
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à èìåííî Aj(ul)Aj(ul′), áûëî ÷óâñòâèòåëüíî ê j-òûì êèíêàì ìåæäó l-òûì è l′-òûì ÿ÷åéêàìè, íî ïîëíîñòüþ
íå÷óâñòâèòåëüíî ê äðóãèì òèïàì êèíêîâ â ýòîé îáëàñòè öåïî÷êè, òî òîãäà QAjAj (x) ∝ exp(−|x|/ξj), ãäå
êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà ξj çàäàåòñÿ ôîðìóëîé ξ−1

j = 2〈njtot〉 â ñëó÷àå íóëåâîãî ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè.

Àíãàðìîíè÷åñêîå ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå

Êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè ÿâëÿåòñÿ àíãàðìîíè÷íûì íî îñòàåòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèì (ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ âûïóêëà) ïîâåäåíèå ñèñòåìû êà÷åñòâåííî íå èçìåíèòñÿ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà öåïî÷êè â ýòîì
ñëó÷àå ìîæåò áûòü îïèñàíà òàê æå êàê è â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Îòëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ
òîëüêî â òîì, ÷òî ýíåðãèÿ ïîêîÿ εk çàìåíÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ñðåäíèì ýíåðãèè ïîêîÿ êèíêà è ýíåðãèè ïîêîÿ
àíòèêèíêà, êîòîðûå ðàçëè÷íû ïðè íåëèíåéíîñòè ïîòåíöèàëà ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Èíòåðåñíîå ïîâåäåíèå äåìîíñòðèðóåò ÔÊ öåïü ñ äàëüíîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì êîãäà, íàïðèìåð, âñå
àòîìû â öåïè âçàèìîäåéñòâóþò ñîãëàñíî çàêîíó Êàö-Áàêåðà

Vint(xl − xl′) = g
(1− r)

2r
r|l−l

′|(ul − ul′)2, (6.231)

ãäå r = exp(−α), à ïàðàìåòð α−1 ïî ñóùåñòâó îïðåäåëÿåò äèàïàçîí âçàèìîäåéñòâèÿ. Àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà
(6.231) óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè÷åíèåì ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ xl−xl′ ≈ (l−l′)as. Ìîäåëü ÑÃ è ìîäåëü
äâîéíîé ÑÃ ñ âçàèìîäåéñòâèåì (6.231) áûëè èçó÷åíû Êðîéòîðó [290] (ñì. òàêæå ðàáîòó [573]). Èñïîëüçóÿ òåõíèêó
of Ñàðêåðà è Êðóìõàíñëà [288], ìîäåëü áûëà ñâåäåíà ê ýôôåêòèâíîé ìîäåëè, ñîäåðæàùåé òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå
áëèæàéøèõ ñîñåäåé (ñì. ïàðàãðàô 3.5.3). Ýíåðãèÿ ïîêîÿ êèíêà εk äëÿ ìîäåëè (6.231) ñòðåìèòüñÿ ê ÑÃ çíà÷åíèþ
åñëè r → 0, â òî âðåìÿ êàê ïðè r → 1 ìû èìååì εk → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì r < 1 ïîâåäåíèå ìîäåëè
áóäåò ïîäîáíûì ïîâåäåíèþ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè. Îäíàêî, â Âàí-äåð-Âààëüñîâñêîì ïðåäåëå r → 1, ýíåðãèÿ
ðîæäåíèÿ êèíêà ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íîé, à èõ êîíöåíòðàöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè r → 1
íå ñóùåñòâóåò âîçáóæäåíèé ñïîñîáíûõ ðàçðóøàòü ïîðÿäîê â öåïè. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåííîå â ðàáîòå [290]
ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà è ìîäåëè φ4 ñ äàëüíîäåéñòâóþùèì âçàèìîäåéñòâèåì,
ÔÊ ìîäåëü ñ r = 1 òàêæå èìååò íåïðåðûâíûé ôàçîâûé ïåðåõîä ïîðÿäîê-áåñïîðÿäîê, êîòîðûé ïðîèñõîäèò ïðè
íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå Tc (kBTc = 2π2g åñëè g → 0 è kBTc = 4g êîãäà g →∞).
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Â ïåðâûõ ãëàâàõ êíèãè ìû îáñóæäàëè ñâîéñòâà èçîëèðîâàííîé ÔÊ öåïè êàê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Îäíàêî,
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëèñòè÷åñêèõ ôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ íåîáõîäèìî âñïîìíèòü, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ ÔÊ ìîäåëü
îïèñûâàåò òîëüêî ÷àñòü áîëåå ïîëíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû è îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü, ñî ñâîèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è
äðóãèìè òèïàìè âîçáóæäåíèé, ìîæåò áûòü ó÷òåíà êîñâåííî ÷åðåç ýôôåêòèâíîå ïîëå òåðìîñòàòà. Â ýòîé ãëàâå
ìû îáñóäèì ðàçëè÷íûå êîíöåïöèè è ìåòîäû èçó÷åíèÿ òåðìàëèçîâàííîé äèíàìèêè ÔÊ öåïî÷êè.

7.1 Îñíîâíûå êîíöåïöèè è ôîðìàëèçìû

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ òåðìàëèçîâàííîé äèíàìèêè, ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð
àäñîðáèðóåìûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ âíåøíèé ïîòåíöèàë Vsub(x) ñîçäàåòñÿ àòîìàìè íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà.
Â ñëó÷àå êðàóäèîíà, ýòîò ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñîçäàåòñÿ ñàìûìè áëèçêèìè ê ïîâåðõíîñòè ðÿäàìè àòîìîâ
ìåòàëëà. Òàê êàê ïîëîæåíèÿ àòîìîâ ïîäëîæêè íå ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè, òî â îáùåì ñëó÷àå èõ äâèæåíèå
äîëæíî ïðèâîäèòü ê ñëåäóþùèì ýôôåêòàì:

(1) Àòîìû ïîäëîæêè äîëæíû ÷óâñòâîâàòü è îòâå÷àòü íà ïîëîæåíèå àòîìîâ â ÔÊ öåïè. Òàêîé �ïîëÿðîííûé
ýôôåêò� ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ àìïëèòóäû âíåøíåãî ïîòåíöèàëà Vsub(x);

(2) Ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå àòîìû ïîäëîæêè êîëåáëþòñÿ ñ íåêîòîðûìè àìïëèòóäàìè. Ýòî ïðèâîäèò ê
çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè εs îò òåìïåðàòóðû (ýôôåêò Äåáàÿ-Âîëëåðà);

(3) Âñåãäà ñóùåñòâóåò îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó ÔÊ öåïüþ è ïîäëîæêîé. Ýòîò îáìåí ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó
çàòóõàíèþ, òî åñòü ê âíåøíåìó òðåíèþ ηext. Äëÿ ïðèìåðà â ñëó÷àå öåïè àäàòîìîâ âíåøíåå òðåíèå ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíûì ìåõàíèçìîì çàòóõàíèÿ, ηext � ηint.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäëîæêà èãðàåò äâîéíóþ ðîëü: âî-ïåðâûõ, îíà ñîçäàåò íåêîòîðûé ýôôåêòèâíûé âíåøíèé
ïîòåíöèàë äëÿ àòîìîâ ïåðâè÷íîé öåïî÷êè îïèñûâàåìûõ ÔÊ ìîäåëüþ; âî-âòîðûõ îíà ñîçäàåò ìåõàíèçì äëÿ
îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó àòîìàìè ÔÊ öåïî÷êè è ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïîäëîæêè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÔÊ öåïî÷êà
îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ íåêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìîé, à ïîäëîæêà èãðàåò ðîëü òåðìîñòàòà ïîääåðæèâàþùåãî îïðåäåëåííóþ
òåìïåðàòóðó T .

Äëÿ îïèñàíèÿ óïîìÿíóòûõ âûøå ìåõàíèçìîâ îáìåíà ýíåðãèè ìû äîëæíû ââåñòè ýôôåêòèâíóþ ñèëó òðåíèÿ
äåéñòâóþùóþ íà àòîìû ÔÊ öåïî÷êè. Â îáùåì ñëó÷àå, ñèëà òðåíèÿ F (fr)

l ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì
âèäå

F
(fr)
l (t) = −ma

∑

l′

∫ ∞
0

dτNll′(τ) ẋl′(t− τ), (7.1)

ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè, à ôóíêöèÿ ðåàêöèè

Nll′(τ) ≡ N (ẋl, ẍl, . . . , ẋl′ , ẍl′ , . . . ; τ) (7.2)

ÿâëÿåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, íåëîêàëüíîé, íåëèíåéíîé è íå ìàðêîâñêîé. Âû÷èñëåíèå ýòîé ôóíêöèè, òàê æå êàê è
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé çàäà÷åé. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáû÷íî
ïîëàãàþò ÷òî îïåðàòîð N ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì è ëîêàëüíûì, è íåçàâèñÿùèì îò ïîëîæåíèÿ àòîìà îòíîñèòåëüíî
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, òî åñòü Nll′(τ) = 2ηδll′δ(τ), òàê ÷òî ñèëà (7.1) ñâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó âÿçêîìó òðåíèþ

F
(fr)
l (t) = −maηẋl(t). (7.3)

Îäíàêî, íåîáõîäèìî ïîíèìàòü, ÷òî â óðàâíåíèè (7.3) ïàðàìåòð η â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òîëüêî �ýôôåêòèâíûì�
êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ, êîòîðûé äîëæåí áûòü âû÷èñëåí ïóòåì ïîäõîäÿùåãî óñðåäíåíèÿ ôóíêöèè ðåàêöèè ïî
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âñåì àòîìíûì òðàåêòîðèÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà η ìîæåò áûòü
ñêîðåå îöåíåíî, ÷åì âû÷èñëåíî òî÷íî.

Êðîìå ïîòîêà ýíåðãèè èç ÔÊ öåïî÷êè â ïîäëîæêó â ñëåäñòâèè ñèëû òðåíèÿ (7.3), äîëæåí òàêæå ñóùåñòâîâàòü
îáðàòíûé ïîòîê ýíåðãèè â öåïî÷êó, êîòîðûé îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò êàê òåìïåðàòóðó T 6= 0. Ýòîò ýôôåêò
ìîæíî ïðîìîäåëèðîâàòü ââåäåíèåì ñëó÷àéíîé ñèëû (øóìà) δFl(t) ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì 〈δFl(t)〉 = 0,
äåéñòâóþùåé íà l-òûé àòîì ÔÊ öåïî÷êè èç ïîäëîæêè. Àìïëèòóäà âíåøíåãî øóìà îïðåäåëÿåòñÿ ôëóêòóàöèîííî-
äèñïåðñèîííîé òåîðåìîé, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ, òî åñòü ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìåæäó âñåìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè: 1

2ma〈ẋ2
l 〉 = 1

2kBT . Â çàâèñèìîñòè
îò ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé ìîäåëè, âíåøíèé øóì ìîæåò áûòü àääèòèâíûì èëè/è ìóëüòèïëèêàòèâíûì.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó äèíàìèêè ÔÊ öåïî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíîé ñèëû,
êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ëàíæåâåíîâñêîãî òèïà.

Äàëåå â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì íèçêîòåìïåðàòóðíóþ äèíàìèêó ÔÊ öåïî÷êè, êîãäà âëèÿíèå òåìïåðàòóðû
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì
äîñòàòî÷íî ãëóáîêî èçó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè ïîìîùè ñïåêòðàëüíîé òåõíèêè, â êîòîðîé íåïîñðåäñòâåííî
èçìåðÿåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Q(k, ω). Ôóíêöèÿ Q(k, ω) ñîäåðæèò áîëüøå äåòàëüíîé
èíôîðìàöèè î ñèñòåìå ÷åì ðàâíîâðåìåííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê äèíàìè÷åñêàÿ êîððåëÿöèîííàÿ
ôóíêöèÿ èìååò ïèêè ñîîòâåòñòâóþùèå ôîíîííûì, áðèçåðíûì è êèíêîâûì âîçáóæäåíèÿì. Äëÿ ïðèìåðà, âêëàä
êèíêîâ â Q(k, ω) ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîìó �öåíòðàëüíîìó ïèêó�, ôîðìà êîòîðîãî ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î
ìåõàíèçìå äâèæåíèÿ êèíêîâ. Êðîìå òîãî, ðåàêöèÿ ñèñòåìû íà ìàëîå âíåøíåå âîçìóùåíèå îïèñûâàåò òðàíñïîðòíûå
ñâîéñòâà ÔÊ öåïî÷êè, ÷òî âåñüìà âàæíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ìîäåëè. Âñïîìíèì, ÷òî îòêëîíåíèå
ñèñòåìû ÔÊ îò òî÷íî èíòåãðèðóåìîé ÑÃ ìîäåëè ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ðàâíîâåñíûõ ñâîéñòâ ìîäåëè
ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèé. Äëÿ äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ýòî îòêëîíåíèå èãðàåò ãëàâíóþ ðîëü, îáåñïå÷èâàÿ
ýíåðãåòè÷åñêèé îáìåí ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è îïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì ñêîðîñòü äèíàìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ.

Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ÔÊ ìîäåëè î÷åíü ñëîæíû è îáû÷íî ìîãóò áûòü îïèñàíû òîëüêî â ðàìêàõ íåêîòîðîãî
ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ÷àñòî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ ðàçëè÷íûõ
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå èõ ïðåäñêàçàíèé ñ ðåçóëüòàòàìè ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè.

7.1.1 Îñíîâíûå ôîðìóëû

Äàâàéòå â íà÷àëå îáñóäèì îñíîâíóþ òåõíèêó èñïîëüçóåìóþ ïðè âû÷èñëåíèÿõ äèíàìè÷åñêèõ êîððåëÿöèîííûõ
ôóíêöèé. Äëÿ íàáîðà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

{Aα}, Aα(t) ≡ Aα({z(t)}), (7.4)

ãäå {z} ≡ (z1, z2, . . . , zN ) îáîçíà÷àåò 2N -ìåðíûé âåêòîð â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âñåõ àòîìîâ, êîìïîíåíòà zl ≡
(ul, pl), pl = mau̇l, l = 1, . . . , N , êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Qαβ(t) = 〈δA∗α(t) δAβ(0)〉, δA = A− 〈A〉. (7.5)

Çäåñü 〈. . .〉 � îáîçíà÷åíèå äëÿ óñðåäíåíèÿ ïî ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ,

〈A(z)〉 =
∫
dΓ A(z) Weq(z), (7.6)

ãäå dΓ = L−Ndz1 . . . dzN , dzl = duldpl, and Weq � ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà

Weq(z) = Req(u1, . . . , uN )
N∏

l=1

WM (pl), (7.7)

Req(u1, . . . , uN ) = Q−1
N exp[−βU(u1, . . . , uN )], (7.8)

QN = L−N
∫
du1 . . . duN e−βU , (7.9)

WM (p) = (2πmakBT )−1/2 exp(−βp2/2ma), (7.10)
β ≡ (kBT )−1, à U = Usub + Uint � ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû.

Åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ òåðìîñòàòîì, òî âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ñèñòåìû áóäåò çàäàâàòüñÿ íàáîðîì
óðàâíåíèé Ëàíæåâåíà

maül +maηu̇l − Fl = δFl(t), (7.11)
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ãäå ïàðàìåòð η îïèñûâàåò ñêîðîñòü îáìåíà ýíåðãèè ìåæäó ñèñòåìîé è òåðìîñòàòîì, Fl = −∂U/∂ul = F
(sub)
l +

F
(int)
l , à ôëóêòóèðóþùàÿ ñèëà δFl óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íîðìèðîâêè 〈δFl(t)〉 = 0 è 〈δFl(t)δFl′(t′)〉 = 2ηmakBTδll′δ(t−
t′). Óðàâíåíèå (7.11) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êðàìåðñà (ÔÏÊ) äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
W (z, t|z′, 0), êîòîðàÿ îïèñûâàåò âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç êîíôèãóðàöèè z′ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â êîíôèãóðàöèþ
z â ìîìåíò âðåìåíè t (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ [574])

Ẇ (z; t|z′; 0) = L(z) W (z; t|z′, 0), (7.12)

ãäå ÔÏÊ ýâîëþöèîííûé îïåðàòîð çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

L(z) ≡
∑

l

[
− pl
ma

∂

∂ul
− Fl ∂

∂pl
+ η

∂

∂pl

(
pl +makBT

∂

∂pl

)]
. (7.13)

Â ñëó÷àå áîëüøîé âÿçêîñòè, η � ωmax, ãäå ωmax � ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé â ñèñòåìå, ìû ìîæåì
îïóñòèòü â óðàâíåíèè (7.11) èíåðöèîííûé ÷ëåí è óðàâíåíèå ÔÏÊ ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ Ñìîëóõîâñêîãî [575]�
[577]

Ṙ({u}; t|{u′}; 0) = Lsm({u}) R({u}; t|{u′}; 0), (7.14)

Lsm({u}) ≡ Df

∑

l

(
−β ∂

∂ul
Fl +

∂2

∂u2
l

)
= Df

∑

l

∂

∂xl
e−βU

∂

∂xl
e+βU , (7.15)

ãäå Df ≡ kBT/maη. Ôóíêöèè W è R ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

W (z; t| . . .) =

[
N∏

l=1

WM (pl)

][
1 +

∑

l

pl
maη

(
βFl − ∂

∂xl

)]
R({u}; t| . . .). (7.16)

Îïðåäåëÿÿ ôóíêöèþ Ãðèíà WG êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ÔÏÊ ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì WG(z; t|z′; 0)|t=0 =
δ(z − z′), êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (7.5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Qαβ(t) =
∫
dΓ dΓ ′ δA∗α(z) WG(z; t|z′; 0) δAβ(z′) Weq(z′). (7.17)

Óäîáíî òàêæå ââåñòè ðåäóöèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ W (s) ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

W (s)(z1, . . . , zs; t| . . .) = L−(N−s)
∫
dzs+1 . . . dzN W (z1, . . . , zN ; t| . . .), (7.18)

ãäå 1 ≤ s ≤ N è W (N) ≡W . Ðåäóöèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìàëèçîâàííû óñëîâèåì

L−s
∫
dz1 . . . dzs W

(s) = 1. (7.19)

Îïðåäåëèì òàêæå êîððåëÿöèîííûå ðàñïðåäåëåíèÿ Φ(s) êàê

W (2)(z1, z2; t) = W (1)(z1; t) W (1)(z2; t) + Φ(2)(z1, z2; t), (7.20)

W (3)(123) = W (1)(1) W (1)(2) W (1)(3) +W (1)(1) Φ(2)(23)
+W (1)(2) Φ(2)(31) +W (1)(3) Φ(2)(12) + Φ(3)(123), (7.21)

è ò.ä.. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé W (s) ôîðìèðóþò ñèñòåìó N ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé, èçâåñòíóþ êàê
èåðàðõèÿ (öåïî÷êà) óðàâíåíèé ÁÁÃÊÈ, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êîòîðîé îáû÷íî ïîëó÷àåòñÿ îáðåçàíèåì öåïè
íà íåêîòîðîì øàãå r óñëîâèåì Φ(s) = 0 äëÿ âñåõ s ≥ r. Êîãäà äèíàìè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ A çàâèñèò òîëüêî
îò êîîðäèíàòû åäèíñòâåííîãî àòîìà, ò.å. A = A(zl), òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ áóäåò
âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ïåðâûå äâà ïðèâåäåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ

QAA(l, l′; t) =
δll′

L2

∫
dz2 δA∗(zl) W

(1)
G (zl; t|z′l; 0) δA(z′l) W

(1)
eq (z′l)

+
(1− δll′)

L4

∫
dz4 δA∗(zl) Φ

(2)
G (zl, zl′ ; t|z′l, z′l′ ; 0) δA(z′l′) W

(2)
eq (z′l, z

′
l′),

ãäå dz2 = dzldz
′
l è dz4 = dzldzl′dz

′
ldz
′
l′ .
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7.1.2 Ìåòîä Ìîðè

Ïðè èññëåäîâàíèè òðàíñïîðòíûõ ñâîéñòâ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ

Q̄(ω̄) =
∫ +∞

−∞

dω

2πi
Q̂(ω)
ω − ω̄ , Im ω̄ 6= 0, (7.22)

ãäå Q̂(ω) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè îò âðåìåíè,

Q̂(ω) =
∫ +∞

−∞
dt eiωtQ(t). (7.23)

Ôóíêöèÿ Q̄(ω̄) àíàëèòè÷íà íà öåëîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ω̄ ñ ðàçðåçîì âäîëü äåéñòâèòåëüíîé îñè; â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè Q̄(ω̄) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ôóíêöèè Q(t) ,

Q̄(ω̄) =
∫ +∞

0

dt eiω̄tQ(t), Im ω̄ > 0. (7.24)

Ôóíêöèÿ Ãðèíà WG ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ââåäåíà ñîîòíîøåíèåì

WG(z; t|z′; 0) = exp [L(z) t] δ(z − z′). (7.25)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (7.17) è (7.25), êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (7.5) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

Qαβ(t) = 〈δA∗α(0) δAβ(−t)〉
=
∫
dΓdΓ ′ δA∗α(z)

[
e−L(z′)t δ(z − z′)

]
δAβ(z′) Weq(z). (7.26)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èíòåãðàë ïî dΓ ′ (ñì. äåòàëè â ìîíîãðàôèþ [574]), ìû ïîëó÷èì, ÷òî

Qαβ(t) =
∫
dΓdΓ ′ δA∗α(z) δ(z − z′)

[
e−L

+(z′)tδAβ(z′)
]
Weq(z), (7.27)

ãäå ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð L+ ñîîòâåòñòâóåò îáðàòíîé ýâîëþöèè W ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà

Ẇ (z; t|z′; 0) = L+(z′) W (z; t|z′; 0). (7.28)

Äëÿ óðàâíåíèÿ ÔÏÊ îïåðàòîð L+ èìååò ôîðìó

L+(z) ≡
∑

l

[
pl
ma

∂

∂ul
+ Fl

∂

∂pl
+ η

(
−pl ∂

∂pl
+makBT

∂2

∂p2
l

)]
(7.29)

è â ñâåðõâÿçêîì ñëó÷àå, óðàâíåíèå ïðèíèìàåò ôîðìó

L+
sm({u}) ≡ Df

∑

l

(
βFl

∂

∂ul
+

∂2

∂u2
l

)
= Df

∑

l

e+βU ∂

∂xl
e−βU

∂

∂xl
. (7.30)

Òåïåðü, îïðåäåëÿÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé A(z) è B(z) êàê

〈A|B〉 ≡ 〈A∗B〉 ≡
∫
dΓ A∗(z) B(z) Weq(z), (7.31)

êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ (7.27) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Qαβ(t) = 〈δAα|e−L
+tδAβ〉. (7.32)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà óðàâíåíèÿ (7.32)

Q̄αβ(ω̄) = i〈δAα|(ω̄ + iL+)−1|δAβ〉. (7.33)

Ôóíêöèþ (7.33) ìîæíî òåïåðü âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ Öâàíöèã-Ìîðè òåõíèêè [578]�[581] (ñì. òàêæå ÷àñòü V
êíèãè [582]). À èìåííî, ââåäÿ îïåðàòîð ïðîåêöèè
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P =
∑

α,β

|δAα〉[Q−1(0)]αβ〈δAβ |, (7.34)

ãäå
Qαβ(0) ≡ 〈δAα|δAβ〉 = Qαβ(t)|t=0, (7.35)

ìàòðèöà (7.33) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåé ôîðìå,

Q̄(ω̄) = i{ω̄ − [Ω +M(ω̄)]}−1Q(0). (7.36)

Çäåñü Ω = −i〈L+δA|δA〉Q−1(0), à M � òàê íàçûâàåìàÿ ôóíêöèÿ ïàìÿòè,

M(ω̄) = 〈δA|(iLM )(ω̄ + iLM )−1(iLM )|δA〉Q−1(0), (7.37)

ãäå LM = (1− P)L+(1− P).

7.1.3 Êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè

Äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ñêîðîñòè

Qu̇u̇(l − l′; t) = 〈u̇l(t) u̇l′(0)〉. (7.38)

Êàê îáû÷íî, ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì,

ũ(κ, t) =
1√
N

N∑

l=1

e−iκlul(t) = ũ∗(−κ, t), |κ| ≤ π, (7.39)

òàê ÷òî
Q̃u̇u̇(κ; t) = 〈 ˙̃u(−κ; t) ˙̃u(κ; 0)〉 =

∑

l

eiκlQu̇u̇(l; t). (7.40)

Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñêîðîñòè è ñìåùåíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Q̄u̇u̇(l; ω̄) = ω̄2Q̄uu(l; ω̃), (7.41)

êîòîðîå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ
Qu̇u̇(l; t− t′) =

∂2

∂t ∂t′
Quu(l; t− t′).

Òåïåðü ìû ìîæåì ââåñòè ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè.
(a) Êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè Ds îïðåäåëåííûé êàê

Ds = lim
ω̄→0+i0

D̄s(ω̄), (7.42)

ãäå D̄s(ω̄) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè

Ds(t) = Qu̇u̇(0; t) =
1
N

N∑
κ

Q̃u̇u̇(κ; t). (7.43)

Êîãäà Ds 6= 0, êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè îïðåäåëÿåò ñðåäíå-êâàäðàòè÷åñêîå ñìåùåíèå äàííîãî àòîìà íà
äîëãîâðåìåííîé øêàëå

〈[ul(t)− ul(0)]2〉 ' 2Dst, t→∞. (7.44)
Ôóíêöèÿ D̄s(ω̄) îïèñûâàåò íåêîãåðåíòíûå ýêñïåðèìåíòû ðàññåÿíèÿ.

(b) Êîýôôèöèåíò êîëëåêòèâíîé äèôôóçèè Dµ ââîäèòñÿ êàê

Dµ = lim
ω̄→0+i0

Dµ(ω̄), (7.45)

D̄µ(ω̄) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè

Dµ(t) =
N∑

l=1

Qu̇u̇(l; t) = lim
κ→0

Q̃u̇u̇(κ; t). (7.46)

Òàê êàê Dµ(t) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
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Dµ(t) = QẎ Ẏ (t), (7.47)
ãäå

Y (t) =
1√
N

∑

l

ul(t), (7.48)

òî êîýôôèöèåíò Dµ îïèñûâàåò äîëãîâðåìåííûå äèíàìèêè öåíòðà ìàññ öåïè

〈[Y (t)− Y (0)]2〉 ' 2Dµt, t→∞. (7.49)

Èç îïðåäåëåíèé (7.43) è (7.46) ñëåäóåò, ÷òî

Dµ(t) = Ds(t) +
1
N

∑

l 6=l′
〈u̇l(t) u̇l′(0)〉. (7.50)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Dµ(t) âêëþ÷àåò êîððåëèðîâàííîå äâèæåíèå âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ; â ðåçóëüòàòå
ýòîãî îáû÷íî Dµ > Ds. Òàê êàê îáå ôóíêöèè Ds(t) è Dµ(t) ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè è ÷åòíûìè, òî ìû èìååì

D̂ν(ω) = D̂∗ν(−ω) = ±2 Re D̄ν(ω ± i0), ν = s, µ, (7.51)

è
Dν =

1
2

lim
ω→0
D̂ν(ω), ν = s, µ. (7.52)

Êîýôôèöèåíò Dµ ñâÿçàí ñ êîýôôèöèåíòîì ïîäâèæíîñòè B ñîîòíîøåíèåì Ýéíøòåéíà. À èìåííî, ôóíêöèÿ

B(t) =
{
βDµ(t), if t ≥ 0,
0, if t < 0 (7.53)

îïèñûâàåò ëèíåéíûé îòêëèê öåïè íà ìàëóþ âíåøíåþ ñèëó F (t) äåéñòâóþùóþ íà êàæäûé àòîì:

〈j(t)〉 =
∫ +∞

0

dτ B(τ) F (t− τ), F → 0, (7.54)

ãäå j(t) = N−1
∑N
l=1 u̇l(t) � ñêîðîñòü àòîìîâ óñðåäíåííàÿ ïî öåïè. Èç óðàâíåíèé (7.53), (7.54) ìû âèäèì, ÷òî B(t)

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ è ïîýòîìó åå ìîæíî âû÷èñëèòü ïðè ïîìîùè ìåòîäà Êóáî [583, 584].
Îïðåäåëèâ ïîòîê àòîìîâ óðàâíåíèåì

J(x, t) =
∑

l

u̇l(t) δ(x− xl(t)), (7.55)

ìû ïîëó÷èì, ÷òî ñèëà F (t) ïðèâîäèò ê óñðåäíåííîìó ïîòîêó 〈J(t)〉 = n 〈j(t)〉. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ÷àñòèöû
ñîñòàâëÿþùèå ÔÊ öåïü èìåþò ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä e, ÷àñòîòíî-çàâèñèìàÿ ïðîâîäèìîñòü öåïè ðàâíà

σ(ω) = ne2B̂(ω), B̂(ω) = βD̄µ(ω + i0). (7.56)

(c) Êîýôôèöèåíò õèìè÷åñêîé äèôôóçèè Dc îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Dc = Dµ/χ, (7.57)

ãäå χ � ñòàòèñòè÷åñêàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü èçó÷åííàÿ âûøå â ïàðàãðàôå 6.5.3. Êîýôôèöèåíò Dc îïðåäåëÿåò ïîòîê
àòîìîâ â íåðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ îòêëîíÿåòñÿ îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ n. À
èìåííî, êîãäà ïëîòíîñòü àòîìîâ

ρ(x, t) =
∑

l

δ(x− xl(t)) (7.58)

ìåäëåííî îòêëîíÿåòñÿ îò ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè ρeq(x), ïîòîê àòîìîâ ðàâåí

〈〈J(x, t)〉〉 ' −Dc
∂

∂x
〈〈ρ(x, t)〉〉. (7.59)

Çäåñü ñèìâîë 〈〈. . .〉〉 îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî ìèêðîñêîïè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ áîëüøåìó a. Óðàâíåíèå (7.59)
èçâåñòíî êàê ïåðâûé çàêîí Ôèêà. Åñëè ìû çäåñü ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è Ëàïëàñà ïî x è t, òî åñòü
âîçüìåì

¯̃ρ(k, ω̄) =
∫ +∞

0

dt eiω̄t
∫ +∞

−∞
dx e−ikxρ(x, t), (7.60)

òî óðàâíåíèå (7.59) ïðèìåò ôîðìó ¯̃
J(kω̄) ' ikDc

¯̃ρ(k, ω̄). Ýòî óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ òî÷íûì â ïðåäåëå k → 0,
ω̄ → 0 + i0, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ðåæèìîì.
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7.1.4 Íåâçàèìîäåéñòâóþùèå àòîìû

Äëÿ ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ, Vint ≡ 0, âñå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ñîâïàäàþò,

Ds(t) = Dµ(t) = D(t), Ds = Dµ = Dc = D. (7.61)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ ñâîáîäíîãî ãàçà áðîóíîâñêèõ ÷àñòèö, êîãäà Vsub(x) ≡ 0, ìû èìååì

D̄(ω̄) = D̄f (ω̄) ≡ Df (1− iω̄/η)−1, D = Df ≡ kBT/maη. (7.62)

Îäíàêî, êîãäà Vsub(x) 6= 0, òî÷íîå ðåøåíèå èçâåñòíî òîëüêî äëÿ äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ. Ïåðâûé, ýòî
ñëó÷àé ñâåðõâÿçêîñòè η →∞ â êîòîðîì êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ðàâåí [585]�[589]

D = Df

{(∫ as

0

dx

as
e−βVsub(x)

)(∫ as

0

dx

as
e+βVsub(x)

)}−1

. (7.63)

Äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè óðàâíåíèå (7.63) ïðèâîäèò ê

D =
Df

I2
0 (βεs/2)

'
{
Df (1− 1

8β
2ε2
s) äëÿ kBT � εs,

(πεs/maη) exp(−βεs) äëÿ kBT � εs.
(7.64)

Âòîðîé, ýòî ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ âÿçêîñòè, ò.å. ïðåäåë η → 0. Çäåñü D îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [590, 591]

D = Df

(
2

πmakBT

)1/2(∫ ∞
εs

dE

〈v(E)〉 e
−βE

)(∫ as

0

dx

as
e−βVsub(x)

)−1

, (7.65)

ãäå

〈v(E)〉 =
∫ as

0

dx

as

∣∣∣∣
(

2
ma

[E − Vsub(x)]
)1/2∣∣∣∣. (7.66)

Äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà Vsub(x), óðàâíåíèå (7.65) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó [591]

D = Df

√
πβεs exp(−βεs/2)

2I0(βεs/2)

∫ +∞

0

dt
e−βεst√

1 + tE(1/
√

1 + t)
(7.67)

' (π/2)Df exp(−βεs) kBT � εs. (7.68)
Â ñëó÷àå ñèëüíîãî òðåíèÿ çíà÷åíèå D ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñòåïåííîé ðÿä îò η−1 [592]�[594], â

òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå ñëàáîãî òðåíèÿ � â âèäå ðÿäà îò √η [591, 595, 596]. Äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé η
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè áûë ïîëó÷åí ÷èñëåííî [595], [597]�[602].

Äëÿ íèçêîé òåìïåðàòóðû, ò.å. ïðè kBT � εs, çíà÷åíèå D ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå Àððåíèóñà,

D = Rλ2, R = R0 exp(−βεs), (7.69)

ãäåR � ñêîðîñòü óõîäà àòîìà èç äíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû, à λ � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ïðûæêîâ àòîìà. Ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé
ìíîæèòåëü R0 â óðàâíåíèè (7.69) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè òåîðèè Êðàìåðñà [603, 604]

R0 '



βεsη åñëè η < ηl ≡ ω0/2πβεs,
ω0/2π åñëè ηl < η < ω∗,
ω0ω∗/2πη åñëè η > ω∗,

(7.70)

ãäå ω2
0 = V ′′sub(0)/ma, à ω2

∗ = −V ′′sub( 1
2as)/ma. Âåëè÷èíà λ ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê [605]

λ '
{
asηl/η åñëè η < ηl,
as åñëè η > ηl.

(7.71)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ηl < η < ω∗ êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D ' a2
s(ω0/2π)e−βεs , òî åñòü îí íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ

òðåíèÿ η. Ýòî ñâîéñòâî îïðåäåëÿåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðèè ïåðåõîäíûõ ñîñòîÿíèé.
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7.1.5 Âçàèìîäåéñòâóþùèå àòîìû

Åñëè àòîìû âçàèìîäåéñòâóþò ìåæäó ñîáîé, òî âñå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè áóäóò ðàçíûìè è âñå îíè áóäóò
çàâèñåòü îò êîíöåíòðàöèè àòîìîâ n. Ðîëü âçàèìîäåéñòâèÿ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì ôàêòîðàì:

(i) Âçàèìîäåéñòâèå ñîçäàåò íåêîòîðûé ïîðÿäîê â ðàñïîëîæåíèè àòîìîâ (â îäíîìåðíîé ñèñòåìå ýòîò ïîðÿäîê
áóäåò êîðîòêîäåéñòâóþùèì). Ýòîò ÿâëåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ â íåðàâåíñòâå χ 6= 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, â íåðàâåíñòâå
Dc(n) 6= Dµ(n) åñëè n 6= 0;

(ii) Êàæäûé àòîì ÷óâñòâóåò ïîòåíöèàë ñîçäàâàåìûé îñòàëüíûìè àòîìàìè è ïîýòîìó ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë
äëÿ äàííîãî àòîìà áóäåò çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ ñîñåäíèõ àòîìîâ. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî îáà êîýôôèöèåíòà
äèôôóçèè Ds è Dµ áóäóò ôóíêöèÿìè îò n. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòîì ïåðâîãî ïîðÿäêà îò Vint

è ïðèáëèæåííî ìîæåò áûòü îïèñàíà â ðàìêàõ ìåòîäîâ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëÿ;
(iii) Äâèæåíèå äàííîãî àòîìà âûçûâàåò äâèæåíèå ñîñåäíèõ àòîìîâ. Òàêîå êîëëåêòèâíîå äâèæåíèå (èíîãäà òàêæå

íàçûâàåìîå concerned, èëè ñîãëàñîâàííûì, èëè ýñòàôåòíûì äâèæåíèåì) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì �ïîëÿðîííîãî�
ýôôåêòà â òåîðèè òâåðäîãî òåëà. Îíî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî Ds(n) 6= Dµ(n) åñëè n 6= 0 (îáû÷íî Ds < Dµ).
Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ýòî êîëëåêòèâíîå äâèæåíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê äâèæåíèå îäíîãî öåëîãî
îáúåêòà � êèíêà. Òàê, êîãäà êèíê ñîñòîèò èç r àòîìîâ (r ≈ d/as =

√
g), öåïî÷êà ÁÁÃÊÈ óðàâíåíèé

äâèæåíèÿ äîëæíà áûòü óñå÷åíà â ìèíèìàëüíîì ïðèáëèæåíèè íà r-òîì øàãå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùèì;

(iv) Èç çà íåèíòåãðèðóåìîñòè ìîäåëè ÔÊ, äâèæåíèå àòîìîâ âñåãäà ñîïðîâîæäàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèì îáìåíîì
ìåæäó ðàçíûìè ìîäàìè ïðèâîäÿùåì ê âíóòðåííåé õàîòèçàöèè èõ äèíàìèêè. Ó÷åò ýòîãî ýôôåêòà ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü ñëîæíîé çàäà÷åé. Ïðèáëèæåííî åãî ìîæíî ó÷åñòü åñëè äîïóñòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò òðåíèÿ η
ó÷èòûâàåò è âíóòðåííåå òðåíèå ηint, òî åñòü η = ηext + ηint.

Ïåðâûå äâà ôàêòîðà (i) è (ii) èìåþò ñòàòè÷åñêóþ ïðèðîäó, à äâà ïîñëåäíèõ ôàêòîðà (iii) è (iv) ÿâëÿþòñÿ
÷èñòî äèíàìè÷åñêèìè.

Êîððåêòíûé ó÷åò Vint â ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé çàäà÷åé äàæå â ñëó÷àå
Vsub ≡ 0. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ òåîðèÿ âîçìóùåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà îáû÷íî èñïîëüçóåìîé òåõíèêå Ìîðè
. Íèæå ìû êðàòêî îïèøåì ãëàâíûå ïîäõîäû ê ýòîé çàäà÷å.

Ïðèìåíÿÿ ìíîãîêðàòíî ïðîöåäóðó Ìîðè, êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåïðåðûâíîé
äðîáè [606, 607]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè QẎ Ẏ ýòà ïðîöåäóðà äàåò [608]

D̄µ(ω̄) = Df
η

−iω̄ + b1 + c1
−iω̄+b2+...

cp
−iω̄+∆p+1(ω̄)

, (7.72)

ãäå

b1 = η,

b2 = 0,
. . . ,

c1 = (β/maN)
∑

ll′
〈F (sub)
l F

(sub)
l′ 〉,

c2 = (c1m2
aN)−1

∑

l

[〈(
F
′(sub)
l

)2
〉
−
〈
F
′(sub)
l

〉2
]
, (7.73)

è ò.ä., ãäå
F
′(sub)
l = −∂

2Usub

∂x2
l

.

Çàìåòèì, ÷òî ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë Vint íå âñòðå÷àåòñÿ ÿâíî â óðàâíåíèÿõ (7.73), îí òîëüêî ïðîÿâëÿåòñÿ
â ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ ïî ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Weq. Ñðåäíèå â c1, c2, . . . ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû,
íàïðèìåð, ïðè ïîìîùè ÒÈ òåõíèêè. Â ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèÿõ íåïðåðûâíàÿ äðîáü (7.72) äîëæíà áûòü îáðåçàíà.
Ãåéçåëü [608] èñïîëüçîâàë îáðåçàíèå ïðè p = 2 ïîëîæèâ çíà÷åíèå ∆3 = η, êîòîðîå äàåò àêêóðàòíûå ðåçóëüòàòû
äëÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóð (βεs � 2) â ïðåäåëå áîëüøèõ äðîáåé. Äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè
êîýôôèöèåíòû c1 è c2, ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðèè âîçìóùåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà îò βεs, ðàâíû [608]

c1 =
βε2

s

8ma

(
2π
as

)2 sinh(2π2/βga2
s)

cosh(2π2/βga2
s)− cos(2πaA/as)

, (7.74)

c2 =
1

8c1

(
εs
ma

)2(2π
as

)4

. (7.75)
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Çàòåì, ìû ââåäåì êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

GWν (x, p;x′, p′; t) = 〈δfν(x, p, t) δfν(x′, p′, 0)〉, ν = s, µ (7.76)

äëÿ íàáîðà äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

fs(x, p, t) = f(x, p; zl(t)) ≡ δ(x− xl(t)) δ(p− pl(t)) (7.77)

è

fµ(x, p, t) = N−1/2
N∑

l=1

f(x, p; zl(t)). (7.78)

Òîãäà êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êàê

D̄ν(ω̄) = m−2
a lim

k→0

∫
dp dp′ pp′ ¯̃

G
W

ν (k, p; k, p′; ω̄), ν = s, µ, (7.79)

ãäå G̃ ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè G,

G̃(k, p; k′, p′; t) =
∫
dxdx′e−ikx+ik′x′G(x, p;x′, p′; t). (7.80)

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåìåííûå k è k′ â G̃ èçìåíÿþòñÿ â èíòåðâàëå (−∞,+∞); èõ íå íàäî ñìåøèâàòü ñ âîëíîâûì
âåêòîðîì κ â ôóíêöèè Q̃, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî îãðàíè÷èâàþòñÿ ïåðâîé çîíîé Áðèëëþýíà, |κ| ≤ π.

Èñïîëüçóÿ òåõíèêó Ìîðè, Ìóíàêàòà è Òñóðóè [609] ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ äëÿ
ôóíêöèé GWν :

ĠWν (x, p;x′, p′; t) = Lν(x, p) GWν (x, p;x′, p′; t), ν = s, µ, (7.81)
ãäå

Ls(x, p) = − p

ma

∂

∂x
− F (sub)

eff (x)
∂

∂p
+ η

∂

∂p

(
p+makBT

∂

∂p

)
, (7.82)

Lµ(x, p) GWµ (x, p;x′, p′; t) = Ls(x, p) GWµ (x, p;x′, p′; t)

− ∂

∂p
ρeq(x) WM (p)

∫
dx′′dp′′F (int)

eff (x, x′′) GWµ (x′′, p′′;x′, p′; t). (7.83)

Çäåñü ρ(x)
eq � ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü àòîìîâ,

ρeq(x) =

〈
N∑

l=1

δ(x− xl)
〉
, (7.84)

F
(sub)
eff (x) = − ∂

∂xV
eff
sub(x), ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

ρeq(x) = n exp
[−βV eff

sub(x)
]{∫ as

0

dx

as
exp

[−βV eff
sub(x)

]}−1

, (7.85)

à ýôôåêòèâíîå ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå â óðàâíåíèè (7.83) ââîäèòñÿ êàê

βF
(int)
eff (x, x′) =

∂

∂x
φ(x, x′), (7.86)

ãäå φ(x, x′) � ïðÿìàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ôóíêöèÿ φ(x, x′) óäîâëåòâîðÿåò
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

φ(x, x′) = ψ(x, x′)−
∫
dx′′ φ(x, x′′) ρeq(x′′) ψ(x′′, x′), (7.87)

ãäå ψ(x, x′) îïðåäåëÿåòñÿ ïàðíûì êîððåëÿöèîííûì ðàñïðåäåëåíèåì ââåäåííîì â óðàâíåíèè (7.21),

ψ(x, x′) =
∫
dp dp′ Φ(2)

eq (x, p;x′, p′)
[
R(1)

eq (x) R(1)
eq (x′)

]−1

. (7.88)
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Òàêèì îáðàçîì, ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå ðåíîðìàëèçóåò âíåøíèé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub → V eff
sub, à òàêæå

ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé èç çà ïîÿâëåíèÿ â óðàâíåíèè (7.83) äëÿ ôóíêöèè Gµ ÷ëåíà
îáóñëîâëåííîãî ýôôåêòîì ñðåäíåãî ïîëÿ.

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (7.41), êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ
ñìåùåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ

δul = δxl = δ

{∫
dx x δ(x− xl)

}
= δ

{
i lim
k→0

∂

∂k

∫
dx e−ikxδ(x− xl)

}
, (7.89)

óðàâíåíèå (7.79) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå

D̄ν(ω̄) = ω̄2 lim
k,k′→0

∂2

∂k ∂k′
¯̃
G
R

ν (k, k′; ω̄), ν = s, µ, (7.90)

ãäå ïðèâåäåííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

GRν (x, x′; t) = 〈δϕν(x, t) δϕν(x′, 0)〉, ν = s, µ (7.91)

îïðåäåëåíà äëÿ ïåðåìåííûõ
ϕν(x, t) =

∫
dp fν(x, p, t), ν = s, µ, (7.92)

òàê ÷òî ϕs(x, t) = δ(x− xl(t)) è ϕµ(x, t) = N−1/2
∑
l δ(x− xl(t)). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî 〈ϕµ(x, t)〉 = N−1/2ρeq(x), è

÷òî ôóíêöèÿ F (k, t) ≡ G̃Rµ (k, k; t) íàçûâàåòñÿ ïðîìåæóòî÷íîé ôóíêöèåé ðàññåÿíèÿ. Òàê êàê

G̃R(k, k′; t) ∝ Const(t) kk′ +O(k3),

óðàâíåíèå (7.90) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå

D̄ν(ω̄) =
1
2
ω̄2 lim

k→0

∂2

∂k2

¯̃
G
R

ν (k, k; ω̄), ν = s, µ. (7.93)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå Ìîðè (7.36) äëÿ GR è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ÷òî Ω è M ïðè k → 0 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ
íå ìåäëåííåå ÷åì k2, ìû ïîëó÷èì

Dν =
i

2
lim

ω̄→0+i0
lim
k→0

∂2

∂k2

[
ΩRν (k, k) +MR

ν (k, k; ω̄)
]
G̃Rν (k, k; 0). (7.94)

Êîãäà ôóíêöèÿ ïàìÿòè ïðè k → 0 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ áûñòðåå ÷åì k2, óðàâíåíèå (7.94) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî
â áîëåå ïðîñòîé ôîðìå,

Dν = lim
q→0

[
k−2〈L+δϕ̃ν(k)|δϕ̃ν(k)〉] , ν = s, µ. (7.95)

Îïèñàííûé ïîäõîä î÷åíü ïîëåçåí â ñâåðõâÿçêîì ñëó÷àå, êîãäà ýâîëþöèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
Ñìîëóõîâñêîãî Lsm . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî G̃Rs (k, k; 0) = 〈e−ikxle+ikxl〉 = 1, â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèÿ G̃Rµ ïðè
t = 0 îïðåäåëÿåò ñòàöèîíàðíûé ñòðóêòóðíûé ôàêòîð

χ̃(k) ≡ G̃Rµ (k, k; 0), (7.96)

òàê ÷òî
χ = lim

k→0
χ̃(k) (7.97)

âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà χ = 〈(δN)2〉/N =
∫ ∫

dxdx′ GRµ (x, x′; 0).

7.2 Äèôôóçèÿ êèíêà

Âíà÷àëå ìû îáñóäèì äèíàìèêó ñèñòåìû êîãäà öåïî÷êà ñîäåðæèò òîëüêî îäèí êèíê. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé
òåìïåðàòóðå ýòà ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè uN+1 = u1 ± as. Ìàëîñòü
òåìïåðàòóðû, ò.å. âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà kBT � εk, çäåñü íåîáõîäèìà äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü
âåðîÿòíîñòüþ òåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàííîãî ðîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïàð êèíêîâ è àíòèêèíêîâ. Òàêèì îáðàçîì,
çàäà÷à ñîñòîèò â òîì ÷òîáû ïîëó÷èòü è ðåøèòü ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ êîëëåêòèâíîé êîîðäèíàòû
êèíêà X(t). Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè êèíêà òîãäà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê
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Dk = lim
t→∞

1
2t
〈[X(t)−X(0)]2〉, (7.98)

èëè, áîëåå îáùå, êàê
Dk(ω̄) =

∫ ∞
0

dteiω̄t〈Ẋ(t)Ẋ(0)〉, Im ω̄ > 0. (7.99)

Ôèçè÷åñêîé ïðè÷èíîé äèôôóçèîííîãî äâèæåíèÿ êèíêà ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ÔÊ öåïè ñ
òåðìîñòàòîì, òî åñòü ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîãî �âíåøíåãî� êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ηext. Îäíàêî, äèíàìèêà êèíêà
íà äîëãî-âðåìåííîé øêàëå ìîæåò áûòü òàêæå äèôôóçèîííîé äàæå äëÿ èçîëèðîâàííîé öåïè. Äåéñòâèòåëüíî,
êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, ëþáîå îòêëîíåíèå ìîäåëè îò èíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ ÷èñòî ÑÃ-îé ñèñòåìû, òàêîå êàê
íåñèíóñîèäàëüíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè, íåëèíåéíîñòü ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è äèñêðåòíîñòü àòîìíîé
öåïè, áóäåò ðàçðóøàòü òî÷íóþ èíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, êðîìå âíåøíåãî õàîñà ñîçäàâàåìîãî
ïîäëîæêîé, äèíàìèêà ÔÊ öåïî÷êè äîëæíà ïîêàçûâàòü ñîáñòâåííóþ �âíóòðåííþþ õàîòèçàöèþ�. Ýòîò ýôôåêò
ìîæíî ïðèáëèæåííî îïèñàòü ââåäåíèåì �âíóòðåííåãî� êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ηint. ßñíî ÷òî ηint íå âîçìîæíî
ëåãêî âû÷èñëèòü, íî åå ëåãêî îöåíèòü ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèÿ.

Èíòåðåñíî, ÷òî äèíàìèêà êèíêà ïîêàçûâàåò äâà òèïà äèôôóçèè, à èìåííî, íîðìàëüíóþ (âÿçêóþ) äèôôóçèþ
è àíîìàëüíóþ äèôôóçèþ. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ïîñëåäíåãî ìåõàíèçìà äèôôóçèîííîãî äâèæåíèÿ êèíêà, ìû äîëæíû
âñïîìíèòü, ÷òî ëþáîå ñòîëêíîâåíèå êèíêà ñ äðóãèìè âîçáóæäåíèÿìè, òàêèìè êàê ôîíîíû èëè áðèçåðû ïðèâîäèò
ê ôàçîâîìó ñäâèãó êèíêà, òî åñòü ê ñìåùåíèþ êîîðäèíàòû êèíêà. Åñëè òàêèå ñòîëêíîâåíèÿ ïðîèñõîäÿò ñëó÷àéíî
ïî âðåìåíè, êèíê áóäåò ñîâåðøàòü áðîóíîâñêîå ñëó÷àéíîå äâèæåíèå, ñîõðàíÿÿ îäíàêî áåç èçìåíåíèå ñðåäíåå
çíà÷åíèå ñêîðîñòè, òàê êàê äàííûå ñòîëêíîâåíèÿ ïðîèñõîäÿò ïðàêòè÷åñêè óïðóãî (èëè äàæå òî÷íî óïðóãî
äëÿ ÑÃ ïðåäåëà). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòîò äèôôóçèîííûé ìåõàíèçì ïðèñóòñòâóåò äàæå â èíòåãðèðóåìîé ÑÃ
ìîäåëè, â êîòîðîé îòñóòñòâóåò âÿçêàÿ äèôôóçèÿ (åñëè, êîíå÷íî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñîçäàþùèå ýòîò ìåõàíèçì
ñòîëêíîâåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíû êàê ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, íàïðèìåð, âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ
ñ òåïëîâîé áàíåé ôîíîíîâ). Ôèçè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì äëÿ àíîìàëüíîé äèôôóçèè ñëóæèò òîò ôàêò, ÷òî
êèíê ÿâëÿåòñÿ ïðîòÿæåííûì îáúåêòîì ñî ñâîåé ñîáñòâåííîé øèðèíîé, òîãäà êàê îáû÷íàÿ ÷àñòèöà íå ìîæåò
äåìîíñòðèðîâàòü òàêîé òèï äâèæåíèÿ, ÿâëÿÿñü òî÷å÷íûì îáúåêòîì, ïîëîæåíèå êîòîðîãî ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ
íå ñîâåðøàåò íèêàêîãî ñäâèãà. Êîýôôèöèåíò àíîìàëüíîé äèôôóçèè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ïðèáëèæåíèè
ñëó÷àéíîé ôàçû, êàê ýòî îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ â ñëó÷àå òðåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ëèíåéíî ñâÿçàííîé ñ òåðìîñòàòîì
(ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ [610]).

Â ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ êîýôôèöèåíò äèôôóçèè êèíêà îïðåäåëÿåòñÿ ýòèìè äâóìÿ óïîìÿíóòûìè
âûøå ìåõàíèçìàìè è ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî Dk îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì àíîìàëüíîé äèôôóçèè íà êîðîòêî-
âðåìåííûõ øêàëàõ, t � η−1, è êîýôôèöèåíòîì âÿçêîé äèôôóçèè Dη äëÿ t � η−1. Êðîìå òîãî, â ñòðîãî
äèñêðåòíîé öåïè, êîãäà àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà ïðåâûøàåò ýíåðãèþ òåðìàëèçîâàííîãî äâèæåíèÿ êèíêà,
EPN > kBT , äèôôóçèÿ êèíêà ñòàíîâèòüñÿ òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííîé ñîãëàñíî çàêîíó Àððåíèóñà Dk ∝
exp (−EPN/kBT ) .

7.2.1 Óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà

Â ïðèñóòñòâèè âÿçêîãî òðåíèÿ (7.3) è àääèòèâíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ñèëû, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé
ÔÊ öåïî÷êè èçìåíÿåòñÿ ê âèäó

maẍl +maηẋl − g(xl+1 + xl−1 − 2xl) + V ′sub(xl) = δFl(t), (7.100)

ãäå ẋl ≡ dxl/dt. Ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàòèâíàÿ òåîðåìà ãîâîðèò, ÷òî ñàìîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ôëóêòóèðóþùåé
ñèëû δFl äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

〈δFl(t) δFl(t′)〉 = 2ηmakBT δ(t− t′), (7.101)

â òî âðåìÿ êàê êðîññ-êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ, 〈δFl δFl′〉 for l 6= l′, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì. Â ÷àñòíîñòè, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå êîððåëÿöèè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþò
ñ ðîñòîì êîððåëÿöèîííîé äëèíû λF ,

〈δFl(t) δFl′(t′)〉 = 2ηmakBT exp (−|l − l′|as/λF ) δ(t− t′). (7.102)

Íèæå ìû ðàññìîòðèì ÑÃ ïðåäåë, òî åñòü g � 1 è V ′int(x) = sinx, êîãäà ìû äîëæíû âçÿòü xl = las+ul, las → x,
ul(t)→ u(x, t), δFl(t)→ δF (x, t), òàê ÷òî óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà (7.100) ïðèíèìàåò (íàïîìíèì ÷òî ma = 1) âèä

∂2u

∂t2
− d2 ∂

2u

∂x2
+ η

∂u

∂t
+ sinu = δF (x, t). (7.103)
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×òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèå (7.102) â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå, ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ∑
l →

∫
dx/as è δll′ → asδ(x− x′), ïîëó÷àÿ òàêèì îáðàçîì

〈δF (x, t) δF (x′, t′)〉 = 2ηkBT
exp(−|x− x′|/λF )

2λF [1− exp(−as/2λF )]
δ(t− t′). (7.104)

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåêîððåëèðîâàííîé ñëó÷àéíîé ñèëû, λF → 0, óðàâíåíèå (7.104) ñâîäèòñÿ ê

〈δF (x, t) δF (x′, t′)〉 = 2ηkBTasδ(x− x′) δ(t− t′), (7.105)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ êîãåðåíòíîãî âíåøíåãî øóìà, λF →∞, ýòî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

〈δF (x, t) δF (x′, t′)〉 = 2ηkBTδ(t− t′). (7.106)

Â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ, êîãäà x̃ = x/d è t̃ = ω0t, óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà (7.103) ïðèíèìàåò ôîðìó (â
äàëüíåéøåì ìû îïóñêàåì âñå òèëüäû),

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ sinu = f(x, t;u, ut) ≡ δF (x, t)− η ∂u

∂t
. (7.107)

Åñëè âîçìóùåíèå f ìàëî, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.107) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèÿ [27,
86]. À èìåííî, èùà ðåøåíèå â ôîðìå íåðåëÿòèâèñòñêîãî êèíêà,

u(x, t) = 4 tan−1 exp {−σ[x−X(t)]} , (7.108)

ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ êîîðäèíàòû êèíêà X(t),

d2X

dt2
= −σ

4

∫ ∞
−∞

dx
f(x, t;u, ut)

cosh[x−X(t)]
. (7.109)

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêò âîçìóùåíèé ñâîäèòñÿ ê ìîäóëÿöèè êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè êèíêà, â òî âðåìÿ êàê ôîðìà
êèíêà îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé (àäèàáàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå). Óðàâíåíèÿ (7.107) è (7.109) ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ
Ëàíæåâåíà äëÿ X(t) (ñì., íàïðèìåð., ðàáîòû [244, 611, 612])

m
d2X

dt2
+mη

dX

dt
= δFk(t) (7.110)

ñ êèíêîâîé ôëóêòóèðóþùåé ñèëîé óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ

〈δFk(t) δFk(t′)〉 = 2ηm∗kBT δ(t− t′). (7.111)

Çäåñü m � ìàññà êèíêà, à ýôôåêòèâíàÿ ìàññà m∗ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

m∗ =
∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dx′ u(x) u(x′) 〈δF (x) δF (x′)〉

=
mas

2λF [1− exp(−as/2λF )]
ξ

(
2,

1 + λF /as
2λF /as

)
, (7.112)

ãäå ξ(s, v) =
∑∞
n=0(n + v)−s � îáîáùåííàÿ ðèìàíîâñêàÿ äçåòà-Ôóíêöèÿ. Äëÿ äîëãîâðåìåííîé øêàëû, t � η−1,

óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà îïèñûâàåò áðîóíîâñêîå äâèæåíèå êèíêà,

〈X2(t)〉 = 2Dηt, Dη =
(
m∗

m

)
kBT

mη
, (7.113)

ãäå Dη � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôëóêòóèðóþùàÿ ñèëà ïðîñòðàíñòâåííî íåêîððåëèðîâàíà, òî åñòü λF � d, èç óðàâíåíèÿ

(7.112) ìû áóäåì èìåòü m = m∗ è ñðåäíåþ êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íåðåëÿòèâèñòñêîãî êèíêà 1
2m〈Ẋ2(t)〉 ðàâíóþ

òåïëîâîé ýíåðãèè 1
2kBT â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò äèôôóçèè êèíêà ðàâåí [146, 612,

613]
Dη =

kBT

mη
. (7.114)

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî êîððåëèðîâàííîé ôëóêòóàöèîííîé ñèëû, òî åñòü äëÿ λF � d,
ìû ïîëó÷èì m∗ = (π2/2)m, è òåðìàëüíàÿ ýíåðãèÿ åäèíñòâåííîãî êèíêà èçìåíèòñÿ ê âèäó
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1
2
m〈Ẋ2(t)〉 =

π2

4
kBT. (7.115)

Ñìûñë ýòîé ðåíîðìàëèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî êèíê ÿâëÿåòñÿ ïðîòÿæåííûì îáúåêòîì è, ñëåäîâàòåëüíî,
åãî âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì èñòî÷íèêîì øóìà èçìåíÿåòñÿ äëÿ òîãî ÷òîáû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííîìó
îòíîøåíèþ øèðèíû êèíêà d è êîððåëÿöèîííîé äëèíû øóìà λF . Â ñëó÷àå êîãåðåíòíîãî âíåøíåãî øóìà
äèôôóçèÿ êèíêà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [146, 241, 612, 614]

Dη =
π2

16
kBT

mη
. (7.116)

Ðåçóëüòàò (7.116) áûë ïðîâåðåí ñ ïîìîùüþ ìîëåêóëÿðíî äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ [241]�[243], êîòîðîå
ïîêàçàëî ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î ñîõðàíåíèè ôîðìû êèíêà ðàáîòàåò ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ.

Äèôôóçèÿ êèíêà â ñëó÷àå íåêîððåëèðîâàííîãî øóìà áûëà â äåòàëÿõ èçó÷åíà Êâèíòåðî ñ ñîàâòîðàìè [615]
â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîäÿòñÿ ÑÃ ôîðìå (7.103) ñ êîððåëÿòîðîì (7.105).
Ðåøåíèå èñêàëîñü â ôîðìå

u(x, t) = uSG[x−X(t)] +
∫ +∞

−∞
dk Ak(t)Ψk[x−X(t)], (7.117)

ãäå uSG(x) � ïðîôèëü (íåðåëÿòèâèñòñêîãî) ÑÃ êèíêà, X(t) � åãî ïîëîæåíèå, è {Ψk(x)} � ïîëíûé îðòîíîðìàëüíûé
íàáîð ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (3.51) ïàðàãðàôà 3.3.2. Íàïîìíèì, ÷òî Ψ0(x)
ñîîòâåòñòâóåò èìåþùåé íóëåâóþ ÷àñòîòó ãîëäñòîóíîâñêîé ìîäå, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ôîíîííûå ìîäû
îïèñûâàþò âîçáóæäåííûé êèíê. Ïîäñòàâëÿÿ àíçàö (7.117) â óðàâíåíèå (7.103) ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñòîõàñòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ X(t) è Ak(t). Òîãäà, îïðåäåëÿÿ ïàðàìåòð
ε êàê ε = (2ηkBT )1/2 è ïðåäïîëàãàÿ ýòîò ïàðàìåòð ε ìàëûì äëÿ íèçêèõ òåìïåðàòóð, ôóíêöèè X(t) è Ak(t)
ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî ñòåïåíÿì ε, òî åñòü X(t) =

∑∞
n=1 ε

nXn(t) and Ak(t) =
∑∞
n=1 ε

nAnk (t). Ïîäñòàâëÿÿ ýòè
âûðàæåíèÿ â óïîìÿíóòóþ âûøå ñèñòåìó óðàâíåíèé è ãðóïïèðóÿ âìåñòå ÷ëåíû îäíîãî ïîðÿäêà ïî ε, ïîëó÷èì
èåðàðõèþ óðàâíåíèé, íàèìåíüøèå ñòåïåíè êîòîðîé ìîãóò áûòü çàòåì ðåøåíû. Ïîñëå äîñòàòî÷íî äëèííûõ, íî
ïðÿìûõ âû÷èñëåíèé àâòîðû íàøëè êîððåêöèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî T äëÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè êèíêà (7.114),

Dη =
kBT

mη

(
1 + C

kBT

εk

)
, (7.118)

ãäå εk = 8
√
g � ýíåðãèÿ ïîêîÿ êèíêà, à ìíîæèòåëü C ≈ 1.733 (äëÿ ñâåðõâÿçêîãî ñëó÷àÿ, η → ∞, Êâèíòåðî ñ

ñîàâòîðû [616] íàøëè ïðè ïîìîùè òîãî æå ïîäõîäà íåñêîëüêî ìåíüøåå çíà÷åíèå äëÿ áåçðàçìåðíîé ïîñòîÿííîé
C ≈ 1.244). Çàâèñèìîñòü (7.118) äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ
òåìïåðàòóð kBT < 0.1 εk.

Ðåçóëüòàò (7.118) íåñêîëüêî íåîæèäàí. Äåéñòâèòåëüíî, òðåíèå è ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèëà â óðàâíåíèè (7.103)
ðàçðóøàþò òî÷íóþ èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèÿ ÑÃ, ÷òî îáû÷íî îòðàæàåòñÿ â êèíê-ôîíîííîì âçàèìîäåéñòâèè.
Òàêîå âçàèìîäåéñòâèå îáû÷íî ïðèâîäèò ê �îêðóæåíèþ� êèíêà ôîíîííûì îáëàêîì (ïîëÿðîííûé ýôôåêò), òàê
÷òî ýôôåêòèâíàÿ ìàññà è âÿçêîñòü êèíêà äîëæíû âîçðàñòàòü, m → meff > m è η → ηeff > η. Äåéñòâèòåëüíî,
Êâèíòåðî è äð. [615] ïîëó÷èëè, ÷òî ñðåäíÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êèíêà áîëüøå ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðèíöèïó ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

1
2
m〈Ẋ2(t)〉 =

1
2
kBT

(
1 + C ′

kBT

εk

)
(7.119)

(çäåñü C ′ ≈ 2.744), ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ âîçðàñòàíèåì ýôôåêòèâíîé ìàññû êèíêà. Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè êèíêà ∼ kBT/meffηeff áóäåò óìåíüøàòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùèì óðàâíåíèþ
(7.114). Ïðè÷èíà ýòîãî ýôôåêòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êèíê íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êî-ïîäîáíûì îáúåêòîì, à ÿâëÿåòñÿ
ïðîòÿæåííûì îáúåêòîì.

Â äèñêðåòíîé ÔÊ ñèñòåìå ìû äîëæíû ó÷åñòü êîëåáàíèÿ ôîðìû êèíêà êîãäà îí äâèæåòñÿ â ÏÍ ðåëüåôå. Ýòè
êîëåáàíèÿ ïðèâîäÿò ê èçëó÷åíèþ ôîíîíîâ, òàê ÷òî êèíê-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê âíóòðåííåìó
òîðìîæåíèþ äâèæåíèÿ êèíêà. Ïðèáëèæåííî ýòîò ýôôåêò ìîæíî ó÷åñòü èñïîëüçóÿ ó óðàâíåíèÿõ (7.114)
èëè (7.116) çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû êîýôôèöèåíò òðåíèÿ,

η(T ) ≈ η(0) + αT, (7.120)

ãäå α � íåêîòîðûé áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò [617].
Â íåêîòîðûõ ôèçè÷åñêèõ çàäà÷àõ ôëóêòóèðóþùàÿ ñèëà äåéñòâóþùàÿ íà ÔÊ öåïü ñî ñòîðîíû ïîäëîæêè

ìîäåëèðóåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûì âíåøíèì øóìîì. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà
ïðèíèìàåò ôîðìó
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∂2u

∂t2
− d2 ∂

2u

∂x2
+ η

∂u

∂t
+ sinu = δV (x, t) sinu, (7.121)

ãäå îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî δV (x, t) ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

〈δV (x, t) δV (x′, t′)〉 = µδ(t− t′)δ(x− x′), (7.122)
µ � ìåðà èíòåíñèâíîñòè øóìà, µ ∝ T . Òåîðèÿ âîçìóùåíèé ïðèìåíåííàÿ ê ýòîìó òèïó çàäà÷ ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìóëüòèïëèêàòèâíûé øóì ïðèâîäèò ê äâèæåíèþ êèíêà ïîäîáíîìó áðîóíîâñêîìó ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè,
îòëè÷íûì îò âû÷èñëåííîãî äëÿ àääèòèâíîãî øóìà [241, 618].

7.2.2 Âíóòðåííÿÿ âÿçêîñòü

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ïðåäïîëîæèëè ÷òî èñòî÷íèêîì âÿçêîãî òðåíèÿ η ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêèé
îáìåí ìåæäó àòîìàìè öåïè è ïîäëîæêîé, òî åñòü ïðèñóòñòâóåò òîëüêî âíåøíåå òðåíèå ηext. Îäíàêî ÿñíî,
÷òî áðîóíîâñêàÿ äèôôóçèÿ êèíêà äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü òàêæå è â èçîëèðîâàííîé ÔÊ öåïè, ïðè÷èíîé
ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîñòü ïåðâè÷íîé ìîäåëè. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ðåàêöèè (7.1), (7.2)
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ëîêàëüíîé ôóíêöèåé, à ôëóêòóèðóþùàÿ ñèëà � àääèòèâíûì íåêîððåëèðîâàííûì øóìîì,
òî ìîæíî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò êèíêà

Dη =
kBT

mηint
, (7.123)

òàê ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âíóòðåííåãî êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ηint.
Õîòÿ íå âîçìîæíî òî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ηint, íî åãî ìîæíî îöåíèòü ðàññìàòðèâàÿ èçìåíåíèå èìïóëüñà

êèíêà ïðè åãî ñòîëêíîâåíèè ñ äðóãèìè âîçáóæäåíèÿìè, òàêèìè êàê ôîíîíû è/èëè áðèçåðû. Ýòè âû÷èñëåíèÿ
îáû÷íî îñíîâàíû íà òåõíèêå òåîðèè âîçìóùåíèÿ, òàêèõ êàê ìåòîä Ìîðè è ìåòîä ôóíêöèè ïàìÿòè, îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ðàññåÿíèÿ, ìåòîä â êîòîðîé êîîðäèíàòà êèíêàX(t) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êàíîíè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ,
è ò. ä. [619]�[625].

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äàâàéòå íèæå êðàòêî ðàññìîòðèì ïîäõîä èñïîëüçîâàííûé Áàðüÿõòàðîì ñ ñîàâòîðàìè â
ðàáîòå [625], ãäå áûë èññëåäîâàí êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë ìîäåëè ÔÊ ñ íåñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè.
Êàê îáû÷íî, ïîëåâàÿ ïåðåìåííàÿ u(x, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå

u(x, t) = uk(x− vt) + φ(x, t), (7.124)

ãäå uk ñîîòâåòñòâóåò ìåäëåííî äâèãàþùåìóñÿ íåâîçìóùåííîìó êèíêó, à φ(x, t) îïèñûâàåò ôîíîííîå ïîëå
ñîïðîâîæäàþùåå äâèæåíèå êèíêà. Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (7.124) â ñèñòåìó Ãàìèëüòîíà è ðàñêëàäûâàÿ Vsub(uk+
φ) â ðÿäû Òåéëîðà ïî φ, Ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ôîðìå H = Hk + Hph + Hint, ãäå ÷àñòü Hk

ñîîòâåòñòâóåò èçîëèðîâàííîìó êèíêó, Hph îïèñûâàþò ôîíîííóþ ïîäñèñòåìó, à òðåòèé ÷ëåí

Hint =
∞∑
n=3

Hn; Hn ∝ 1
n!

∫
dx

(
δnVsub(u)

δun

)∣∣∣∣
u=uk

φn, (7.125)

îòâå÷àåò çà íåóïðóãîå ðàññåÿíèå ôîíîíîâ íà äâèãàþùèìñÿ êèíêå. Çàòåì, äàâàéòå ââåäåì ïîëíûé íàáîð ôóíêöèé
Ψα(x) íàéäåííûõ êàê ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïñåâäî-Øðåäèíãåðîâñêîãî óðàâíåíèÿ (3.52); ìû îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàê ωα. Íàáîð {Ψα(x)} ñîñòîèò èç ãîëäñòîóíîâñêîé ìîäû, ïðîôèëüíûõ ìîä (åñëè îíè
åñòü) è ìîä íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Èñïîëüçóÿ ýòîò áàçèñ, ìû ââåäåì íîâûå êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ξα ÷åðåç
ðàçëîæåíèå

φ(x, t) =
∑
α

ξαΨα(x) eiωαt, (7.126)

è ïåðåïèøåì Hint â íîâûõ ïåðåìåííûõ ξα. Òîãäà ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü n-ôîíîííîãî íåóïðóãîãî
ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ è ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â ñêîðîñòü ýíåðãåòè÷åñêîãî îáìåíà ηint. Äëÿ ÷èñòî ÑÃ
ìîäåëè òàêàÿ ïðîöåäóðà äàåò òðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò ηint = 0, òàê êàê âêëàäû îò âñåõ ïîðÿäêîâ êîìïåíñèðóþò
äðóã äðóãà, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ òî÷íî èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè, ãäå äâèæåíèå êèíêà íå ñîïðîâîæäàåòñÿ
èçëó÷åíèåì [619, 625]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ íåèíòåãðèðóåìîãî ñëó÷àÿ, âêëàä íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà â íåóïðóãîå
ðàññåÿíèå äàåò òðåõ-ôîíîííîå ðàññåÿíèå è îíî ïðèâîäèò ê êîýôôèöèåíòó âÿçêîãî òðåíèÿ

ηint ≈ C1ω0

(
kBT

εk

)2

. (7.127)

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (7.127) â óðàâíåíèå (7.123), ìû ïîëó÷èì êîýôôèöèåíò äèôôóçèè äëÿ ìåäëåííî äâèãàþùåãîñÿ
â èçîëèðîâàííîé ÔÊ öåïî÷êå êèíêà
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Dη = Cd2ω0

(
εk
kBT

)
. (7.128)

Áåçðàçìåðíûå ìíîæèòåëè C1 è C â óðàâíåíèÿõ (7.127) è (7.128) çàâèñÿò îò ðàññìàòðèâàåìîé êîíêðåòíîé ìîäåëè,
íàïðèìåð, â ñëó÷àå ìîäåëè φ4 êîýôôèöèåíò C ≈ 20 [620].

Óðàâíåíèÿ (7.127) è (7.128) îïèñûâàþò êëàññè÷åñêîå ïîâåäåíèå öåïè. Ïðè ýêñòðåìàëüíî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ,
òî åñòü ïðè kBT � h̄ω0, ìû äîëæíû äëÿ ôîíîíîâ èñïîëüçîâàòü êâàíòîâóþ ñòàòèñòèêó, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê
ðåçóëüòàòó [625] ηint ∝ exp(−C2h̄ω0/kBT ), à Dk ∝ T 2 exp(C2h̄ω0/kBT ), ãäå C2 � äðóãàÿ áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà.
Êâàíòîâûå ýôôåêòû äèôôóçèè êèíêà áûëè òàêæå ðàññìîòðåíû Àëàìóäè ñ ñîàâòîðàìè [626].

7.2.3 Àíîìàëüíàÿ äèôôóçèÿ

Êîãäà êèíê ñòàëêèâàåòñÿ ñ äðóãèìè âîçáóæäåíèÿìè, ïðîèñõîäèò åãî ôàçîâûé ñäâèã, èëè ïðîñòðàíñòâåííîå
ñìåùåíèå δ(k) áåç èçìåíåíèÿ åãî èìïóëüñà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, êîîðäèíàòà êèíêà, êîòîðàÿ èìååò íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå X0, èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèþ

X(t) = X0 + V0t+ δX(t), δX(t) =
∫
dk δ(k) νt(k), (7.129)

ãäå V0 � íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü êèíêà, à νt(k) dk � îáîçíà÷åíèå äëÿ ÷èñëà êèíêîâûõ ñòîëêíîâåíèé ñ âîçáóæäåíèÿìè
èìåþùèìè âîëíîâûå ÷èñëà ìåæäó k è k + dk. Ôóíêöèÿ νt(k) îïðåäåëÿåòñÿ êàê νt(k) = ρ(k)nt(k), ãäå ρ(k) �
ïëîòíîñòü ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé ñ âîëíîâûì ÷èñëîì k, à nt(k) � ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ñ ìîäîé èìåþùåé âîëíîâîå
÷èñëî k. Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä îñíîâàí íà ôîíîííîé êàðòèíå íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé [620],
[627]�[631]. Èñïîëüçîâàíèå àëüòåðíàòèâíîãî îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ áðèçåðîâ [624, 632, 633] ïðèâîäèò ê òåì æå
ñàìûì ðåçóëüòàòàì. Çäåñü ìû ñëåäóåì ðàáîòå Òåîäîðàêîïîëîñ è Âåëëåð [624].

Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî íèçêîýíåðãåòè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ ñîçäàþò òåïëîâóþ áàíþ, òî åñòü, ÷òî êèíê-
ôîíîííûå ñòîëêíîâåíèÿ ïðîèñõîäÿò ñëó÷àéíî è, áîëåå òîãî, ÷òî çà èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó ñòîëêíîâåíèÿìè
òåïëîâàÿ áàíÿ �ðåãåíåðèðóåò� ñâîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå. Â ýòîì ñîñòîÿíèè, èç çà ìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâåííûõ
ñäâèãîâ êèíêà {δ(k)}, åãî äèíàìèêà áóäåò äîñòàòî÷íî äèôôóçèîííîé äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññìîòðåòü åå êàê
ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ V0,

〈(X(t)−X0 − V0t)2〉 = 2Dat. (7.130)

Òàê êàê ñäâèã δ(k) ïðîïîðöèîíàëåí êâàäðàòó àìïëèòóäû ðàññåèâàåìîãî ôîíîíà (èëè áðèçåðà), òî ïîñòîÿííàÿ
àíîìàëüíîé äèôôóçèè Da äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà T 2. Äåéñòâèòåëüíî, ôëóêòóàöèè ïîëîæåíèÿ êèíêà
îòíîñèòåëüíî òåïëîâîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ X(t) ðàâíû

δX(t) =
∫
dk δ(k) δνt(k), (7.131)

è ïîýòîìó
〈[δX(t)]2〉 =

∫
dk dk′ δ(k) δ(k′) 〈δνt(k) δνt(k′)〉. (7.132)

Áåðÿ ôîíîíû êàê òåïëîâóþ áàíþ, ìû ïîëó÷èì

〈δνt(k) δνt(k′)〉 = L−1|v(k)| tρ0 δ(k − k′)〈[δn(k)]2〉, (7.133)

ãäå v(k) � ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ôîíîíîâ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k, v(k) = dωph(k)/dk, ωph(k) =
√
ω2

0 + c2k2, è
ρ0(k) = ρ0 ≡ L/2π, L � äëèíà öåïè. Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèé ïðåäåë ñòàòèñòèêè Áîçå-Ýéíøòåéíà,

〈[δn(k)]2〉 = [kBT/h̄ωph(k)]2,

ìû èç óðàâíåíèé (7.132) è (7.133) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

〈[δX(t)]2]〉 = 2Dat, Da = C̃d2ω0

(
kBT

εk

)2

. (7.134)

Çäåñü áåçðàçìåðíûé ìíîæèòåëü C̃ çàâèñèò îò ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè, íàïðèìåð C̃ = 2/3π äëÿ ÑÃ ñèñòåìû è
C̃ = 0.916 äëÿ ìîäåëè φ4 [620, 634].

Àíîìàëüíóþ (íåäèññèïàòèâíóþ) äèôôóçèþ êèíêà âïåðâûå èññëåäîâàëè Âàäà è Øðèôåð [627] äëÿ ìîäåëè
φ4. Íóæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòîò ìåõàíèçì äèôôóçèè ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâàíèå �âíåøíåé� òåðìàëèçàöèè,
êîòîðàÿ ñîçäàåò íèçêîýíåðãåòè÷åñêóþ òåïëîâóþ áàíþ. Åäèíñòâåííûé ìåõàíèçì òàêîé òåðìàëèçàöèè, ýòî ýíåðãåòè÷åñêèé
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îáìåí ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà íåèíòåãðèðóåìîñòè èçîëèðîâàííîé
ÔÊ öåïî÷êè è/èëè èç-çà ñâÿçè öåïè ñ ïîäëîæêîé. Â ðåçóëüòàòå àíîìàëüíàÿ äèôôóçèÿ îïðåäåëåííàÿ óðàâíåíèåì
(7.130) ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ êîðîòêî-âðåìåííûõ øêàë, t � η−1, ãäå η = ηext + ηint, â òî âðåìÿ êàê äëÿ
t� η−1 äèíàìèêà êèíêà äîëæíà áûòü âÿçêîé è ïðèâîäèòü ê ñòàíäàðòíîìó âûðàæåíèþ 〈[X(t)−X0]2〉 = 2Dηt ñ
Dη = kBT/mη [622], [635]�[637].

Êàê áûëî ïðîâåðåíî Òåîäîðàêîïîëþñîì è Âåëëåðîì [624], äîìèíèðóþùèé âêëàä âDa ïðèõîäèò îò îòíîñèòåëüíî
óçêîé çîíû ôîíîííûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ, k ∼ 0.05π/as. Ñëåäîâàòåëüíî, êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå äàåò
êîððåêòíîå çíà÷åíèå Da òàêæå è äëÿ äèñêðåòíîé ÔÊ ìîäåëè. Êðîìå òîãî, ìàëîå ÷èñëî ôîíîíîâ îêîëî êðàåâ
çîíû Áðèëëþýíà äàþò óâåëè÷åíèå íåýëàñòè÷íîñòè êèíê-ôîíîííîãî ðàññåÿíèÿ [629], ïðèâîäÿùåå ê ìàëîìó
âêëàäó â êîýôôèöèåíò η. Òåîäîðàêîïîëþñ è Âåëëåð [624] íàáëþäàëè àíîìàëüíóþ äèôôóçèþ ïðè ïðîâåäåíèè
ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîäåëè ÑÃ. Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ïðîöåäóðà äèñêðåòèçàöèè ïðèìåíåííàÿ
ê êîíòèíóàëüíîìó óðàâíåíèþ âñåãäà ðàçðóøàåò èíòåãðèðóåìîñòü ìîäåëè è ìîæåò áûòü ïðè÷èíîé äëÿ ïîñëåäóþùåé
âÿçêîé äèôôóçèè êèíêîâ.

7.2.4 Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè êèíêîâ

Â îáùåì ñëó÷àå, êîýôôèöèåíò äèôôóçèè êèíêà Dk(ω) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (7.99). Èñïîëüçóÿ ìåòîä Êóáî-
Ìîðè [580, 584], êîýôôèöèåíò Dk(ω) ìîæåò áûòü âûðàæåí â ñëåäóþùåé ôîðìå [637]

Dk(ω) =
kBT

m[η(ω)− iω]
, (7.135)

ãäå η(ω) ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîëíîãî îáîáùåííîãî òðåíèÿ. Ðàñêëàäûâàÿ η(ω) ïî ω,

η(ω) = η0 − iη1

(
ω

ω0

)
+ η2

(
ω

ω0

)2

+ . . . , (7.136)

äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê

Re Dk(ω) ≈ kBT

m

η0 + η2(ω/ω0)2

η2
0 + (ω/ω0)2[(ω0 + η1)2 + 2η0η2]

. (7.137)

Òàêèì îáðàçîì, âÿçêàÿ äèôôóçèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì

Dk ≈ kBT

mη0
, η0 = lim

ω→0
η(ω). (7.138)

Îíà äîìèíèðóåò äëÿ íèçêèõ ÷àñòîò, ω � ω∗, èëè íà äîëãî-âðåìåííîé øêàëå, t� t∗ = 2π/ω∗, ãäå ω∗ = ω0

√
η0/η2.

Äëÿ ÑÃ ìîäåëè ìû èìååì η0 = 0 è ω∗ = 0, òàê ÷òî åñòåñòâåííî âÿçêàÿ äèôôóçèÿ îòñóòñòâóåò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
äëÿ âûñîêèõ ÷àñòîò, êîãäà ω � ω∗ (èëè íà êîðîòêî-âðåìåííîé øêàëå) äîìèíèðóåò àíîìàëüíàÿ äèôôóçèÿ.
Ñðàâíèâàÿ Dk(ω) äëÿ ω � ω∗ ñ çíà÷åíèåì Da äàííûì óðàâíåíèåì (7.134), ìû ìîæåì îöåíèòü êîýôôèöèåíò η2

êàê η2 ∼ ω0(kBT/εk) è çàòåì íàéòè ÷àñòîòó êðîññîâåðà ω∗

ω∗ ≈
(
ω0η0εk
kBT

)1/2

. (7.139)

Äëÿ èçîëèðîâàííîé ÔÊ öåïî÷êè, êîãäà, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (7.127), η0 ∼ ω0(kBT/εk)2, ìû ïîëó÷àåì ω∗ ∼
ω0(kBT/εk)1/2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ω 6= 0 è òåìïåðàòóðà T âîçðàñòàåò, äîëæåí èìåòü ìåñòî êðîññîâåð èç
àíîìàëüíîé äèôôóçèè Dk ≈ Da ê ñòàíäàðòíîé (âÿçêîé) äèôôóçèè Dk ≈ Dη. Ýòîò ýôôåêò áûë èññëåäîâàí
Îãàòà è Âàäà [620] äëÿ ìîäåëè φ4 (ñì. Ðèñ.7.1). Îäíàêî, åñëè ÔÊ öåïü ñâÿçàíà ñ òåðìîñòàòîì è η0 6= 0 ïðè
T → 0, òî äîëæíî íàáëþäàòüñÿ îáðàòíîå ÿâëåíèå.

Äî ñèõ ïîð ìû ïðåíåáðåãàëè ñóùåñòâîâàíèåì â ÔÊ öåïî÷êå ÏÍ ðåëüåôà. Â ñòðîãî äèñêðåòíîé ÔÊ öåïè,
êîãäà g ≤ 1, àìïëèòóäà ÏÍ ïîòåíöèàëà ìîæåò ïðåâûøàòü ýíåðãèþ òåðìàëèçàöèè êèíêà è äèôôóçèÿ êèíêà
ñòàíîâèòñÿ àêòèâèðóåìîé. Â ýòîì ñëó÷àå, ôåíîìåíîëîãè÷åñêè, óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà (7.110) äëÿ êîîðäèíàòû
êèíêà X(t) äîëæíî áûòü çàìåíåíî íà óðàâíåíèå [174, 613, 638, 639]

mẌ +mηẊ + V ′PN (X) = δFk(t), (7.140)

ãäå VPN (X) ≈ 1
2εPN (1 − cosX), δFk(t) � ãàóññîâñêàÿ ñèëà, 〈δFk(t)〉 = 0 è 〈δFk(t) δFk(t′)〉 = 2ηmkBTδ(t −

t′), à m � ìàññà êèíêà îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (3.10). Êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ η â óðàâíåíèè (7.140)
ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì âíåøíåãî òðåíèÿ äëÿ èçîëèðîâàííîãî àòîìà, åñëè ïðåíåáðå÷ü âíóòðåííèì òðåíèåì
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Ðèñ. 7.1. Ãðàôèê äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè êîýôôèöèåíòà Dk(ω)/d2ω0 äëÿ
ìîäåëè φ4, êàê ôóíêöèÿ îò áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû T̃ = 2

3
kBT/εk

äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ω̃ = ω/ω0 (íà îñÿõ
èñïîëüçîâàíû ëîãàðèôìè÷åñêèå øêàëû) . Â îáëàñòè T̃ < ω̃2 êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè ïðèáëèæàåòñÿ ê Da ∝ T 2, â òî âðåìÿ â îáëàñòè T̃ > ω̃2, Dk(ω)
ïðèáëèæàåòñÿ ê êðèâîé Dη ∝ T−1 [620].

êèíêà. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü ïðèìåíÿÿ îïåðàòîð m
∑+∞
l=−∞ . . . ê îáîèì ñòîðîíàì óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ (7.11) è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå êîîðäèíàòû êèíêà X. Ïðèìåíèìîñòü óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà (7.140)
áûëà òùàòåëüíî ïðîâåðåíà Êàòóòî ñ ñîàâòîðàìè [640] â ðàìêàõ ñâåðõâÿçêîé ìîäåëè φ4. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè î÷åíü âûñîêîé äèñêðåòíîñòè, êîãäà g � 1, íóæíî òàêæå ó÷åñòü ñëàáóþ çàâèñèìîñòü ìàññû êèíêà è åãî
êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ îò êîîðäèíàòû êèíêà X, òàê êàê îáå ýòè âåëè÷èíû m(X) è η(X) â äåéñòâèòåëüíîñòè
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ñ ìèíèìóìàìè ïîX ñîîòâåòñòâóþùèìè òî÷êàì ìèíèìóìà ÏÍ ïîòåíöèàëà.

Óðàâíåíèå (7.140) ïðèâîäèò ê çàêîíó Àððåíèóñà äëÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïðè t→∞ (èëè ω → 0),

Dk = D0 exp(−εPN/kBT ), (7.141)

ãäå ïðåäýêñïîíåíòíûé ìíîæèòåëü D0 ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ òåîðèè Êðàìåðà,

D0 ≈
{
a2
sωPN/2π åñëè η∗ � η < ω∗PN ,
a2
sωPNω

∗
PN/2πη åñëè η > ω∗PN ,

(7.142)

ãäå

ωPN =
(
V ′′PN (0)
m

)1/2

, ω∗PN =
(
−V

′′
PN (as/2)

m

)1/2

,

è
η∗ =

ωPNkBT

2πεPN
.

Ñëó÷àé ñëàáîãî òðåíèÿ, η < η∗, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. ×èñëåííî,
àêòèâèðîâàííóþ äèôôóçèþ êèíêà (7.141) íàáëþäàëè Êîìáñ è Èð [641] ïðè ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè
ìîäåëè φ4, à äëÿ íåäåìïôèðîâàííîé ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè � Õîëîâîé è Ãèëëàí [642], Ãèëëàí è Õîëîâîé [552].

Â ïðèëîæåíèÿõ ðàññìîòðåííîé âûøå òåîðèè ê ðåàëèñòè÷åñêèì ôèçè÷åñêèì îáúåêòàì íóæíî ïðèíÿòü âî
âíèìàíèå ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ:

(i) Êîýôôèöèåíò ïîëíîãî �îáîáùåííîãî� òðåíèÿ η(ω) ñîñòîèò èç âíóòðåííåãî âêëàäà ηint è âíåøíåãî (âêëàäà
îò ïîäëîæêè) ηext. Îáà âêëàäà ηint è ηext â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò ÷àñòîòû ω è òåìïåðàòóðû T . Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð äëÿ öåïè àòîìîâ õèìè÷åñêè àäñîðáèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà, âíóòðåííèì
òðåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ηint � ηext [184];

(ii) Âíóòðåííåå òðåíèå ηint èìååò ñâîèì èñòî÷íèêîì ýôôåêòû ïðèâîäÿùèå ê èçëó÷åíèþ ôîíîíîâ. Ýòè
ýôôåêòû îáóñëîâëåíû íåèíòåãðèðóåìîñòüþ ÔÊ öåïî÷êè, îíè îòñóòñòâóþò â ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîì óðàâíåíèè
ÑÃ. Íåèíòåãðèðóåìîñòü âûçûâàþò âñå ôàêòîðû, òàêèå êàê ýôôåêòû äèñêðåòíîñòè, íåñèíóñîèäàëüíàÿ ôîðìà
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, àíãàðìîíèçì ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, âîçìîæíîå ïðèñóòñòâèå ïðèìåñåé è ò.ä.
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7.3 Äèíàìè÷åñêàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

Äèíàìè÷åñêèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè îïèñûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìûé ñïåêòð. À èìåííî, äëÿ
ñèñòåìû íàõîäÿùåéñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöû
(íàïðèìåð, ôîíîíà, ýëåêòðîíà, íåéòðîíà, èîíà, è ò.ä.) ñ èçìåíåíèåì åå ýíåðãèè (εfin = εini − h̄ω) è èìïóëüñà
(kfin = kini − k) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äèíàìè÷åñêóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ,

d2σ

dΩ dε
∝
(
kfin

kini

)
̂̃
QAA(k;ω). (7.143)

Çäåñü Ω � òåëåñíûé óãîë, à ̂̃QAA(k;ω) � Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå ñòðóêòóðíîãî ôàêòîðà QAA(x, t),

̂̃
QAA(k;ω) =

∫ +∞

−∞
dt eiωtQ̃AA(k; t), (7.144)

Q̃AA(k; t) = 〈δÃ(−k; t) δÃ(k; 0)〉, (7.145)

δÃ(k; t) =
1√
N

∑

l

exp(−iklas)[Al(t)− 〈Al(t)〉]. (7.146)

Â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå ìû äîëæíû ïîëîæèòü

A(x; t) = as
∑

l

δ(x− las) Al(t) (7.147)

è
δÃ(k; t) =

1√
Las

∫
dx e−ikx[A(x; t)− 〈A(x; t)〉]. (7.148)

Äèíàìè÷åñêàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñâÿçàíà ñî ñòàòè÷åñêîé, èçó÷åííîé âûøå â ïàðàãðàôå 6.5.5, ñîîòíîøåíèåì

Q̃(k) = Q̃(k; t = 0) =
∫ +∞

−∞

dω

2π
̂̃
Q(k;ω). (7.149)

Ïåðåìåííàÿ A â êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñâÿçàíà ñ îñíîâíûìè ïåðåìåííûìè âõîäÿùèìè ãàìèëüòîíèàí
ñèñòåìû. Íàïðèìåð, ñâåòîâîå ðàññåÿíèå âîçíèêàåò îò ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè àòîìîâ, òàê ÷òî ìû äîëæíû
ïîëîæèòü

A(x; t) = ρ(x; t) ≡
∑

l

δ(x− xl(t)). (7.150)

Êîãäà ìîäåëü ÔÊ îïèñûâàåò ôåððîìàãíèòíóþ öåïî÷êó ñïèíîâ, òîãäà

Al = sl ≡ sinul èëè Al = cl ≡ cosul, (7.151)

â òî âðåìÿ êàê äëÿ àíòèôåððîìàãíèòíîé öåïî÷êè, ïîäõîäÿùèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ [630, 632, 633]

Al = s 1
2 ,l
≡ sin

(ul
2

)
or Al = c 1

2 ,l
≡ cos

(ul
2

)
. (7.152)

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ ÔÊ öåïî÷êè, òàêèå êàê ôîíîíû, áðèçåðû è êèíêè
áóäóò ïðèíèìàòü ó÷àñòèå â ïðîöåññàõ ðàññåÿíèÿ äàþùèõ ðàçíûå ïèêè (ðåçîíàíñû) äëÿ ðàçëè÷íûõ k è ω.
Ê ñîæàëåíèþ, íå ñóùåñòâóåò íàäåæíî îáîñíîâàííîé àíàëèòè÷åñêîé ìåòîäèêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ðàçâèâàþùèõñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì Íüþòîíà
èëè Ëàíæåâåíà, ïîýòîìó êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå îñòàåòñÿ ñàìûì äåéñòâåííûì ìåòîäîì èõ âû÷èñëåíèÿ.
Îäíàêî, ïðè íèçêî- èëè âûñîêî-òåìïåðàòóðíîì ïðåäåëàõ, äèíàìè÷åñêèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè äîïóñêàþò
ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå èçó÷åíèå.

Áîëåå ïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ âûñîêî-òåìïåðàòóðíûé ñëó÷àé kBT � εk, êîãäà íàëè÷èå ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
íå ñóùåñòâåííî, êèíêè íå èãðàþò íèêàêîé ðîëè, à ÔÊ öåïî÷êà âåäåò ñåáÿ êàê ãàç ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ôîíîíîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïî÷òè ãàðìîíè÷åñêèìè âûñîêî àìïëèòóäíûìè êîëåáàíèÿìè öåïî÷êè ñ àêóñòè÷åñêèì
çàêîíîì äèñïåðñèè ω2

T (k) = 2g [1 − cos(kaA)]. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè êîððåëÿöèè, êàê îæèäàþò, áóäóò èìåòü
ïèêè ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçîíàíñàì áëèçêèì ê ω = ±ωT (k). Ýòî ïðåäñêàçàíèå áûëî ïîäòâåðæäåíî ìîëåêóëÿðíî-
äèíàìè÷åñêèì ìîäåëèðîâàíèåì [643].

Â íèçêî-òåìïåðàòóðíîì ïðåäåëå kBT � εk ìû äîëæíû îæèäàòü ñëàáî-çàòóõàþùèå ðåçîíàíñû ïðè ω =
±ωA(k), ãäå ωA(k) ñîîòâåòñòâóåò îïòè÷åñêè-ôîíîííîé âåòâè ñ ñàìîñîãëàñîâàííîé ÷àñòîòîé (θ ' 1)
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ω2
A(k) = ω2

0 〈cosul〉+ 2g [1− cos(kas)].

Òàêèì îáðàçîì, âûñîêî÷àñòîòíûå ïèêè â äèíàìè÷åñêèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ, êàê îæèäàþò, ïðîèñõîäÿò â
îñíîâíîì èç-çà îäíî-ôîíîííîãî îòêëèêà, ñ âîçìîæíûì àíãàðìîíè÷íûì ðàñøèðåíèåì è âêëàäàìè îò ìíîãîôîíîííûõ
ïðîöåññîâ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [643, 644].

Åñëè A ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöèåé îò u, òàêîé êàê A = u2 èëè A = c ≡ cosu, òî îäíî-ôîíîííûé ïèê
îòñóòñòâóåò, à ïåðâûé íåèñ÷åçàþùèé âêëàä â QAA äàþò äâóõôîíîííûå ïðîöåññû. Äëÿ ïðèìåðà, àíãàðìîíè÷íàÿ
òåîðèÿ âîçìóùåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Qcc [643]:

̂̃
Qcc(k;ω) ∝

(
kBT

εk

)2∑

k′

δ(ω ±∆ω+) + δ(ω ±∆ω−)
ω2
A(k′) ω2

A(k − k′) , (7.153)

ãäå ∆ω± = [ωA(k′)±ωA(k−k′)]. Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (7.153) äàåò âûñîêî-÷àñòîòíûé ðåçîíàíñ
ïðè ω ≈ 2ωA(k), â òî âðåìÿ êàê âòîðîé ÷ëåí ïðåäñêàçûâàåò íèçêî-÷àñòîòíûé ïèê ïðè ω ≈ 0. Òàêèì îáðàçîì, â
ýòîì ñëó÷àå äâóõ-ôîíîííûå ðàçíîñòíûå ïðîöåññû äàþò êëàä â "öåíòðàëüíûé ïèê". Ýòîò âêëàä, îäíàêî, ìîæåò
áûòü ñóùåñòâåííûì òîëüêî ïðè áîëüøèõ k, kd ≥ 1 [643, 644], òàê êàê ïðè ìàëûõ k äîìèíèðóþùèé âêëàä â
öåíòðàëüíûé ïèê äàþò êèíêè (ñì. äàëåå).

Äðóãèå íåòîïîëîãè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ, áðèçåðû, òàêæå ìîãóò äàâàòü âêëàäû â äèíàìè÷åñêèå êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè. Âíóòðåííèå áðèçåðíûå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ωbr (0 < ωbr < ω0) ìîãóò ïðèâîäèòü ê âûñîêî-÷àñòîòíîìó
ïèêó, â òî âðåìÿ êàê ãîëäñòîóíîâñêàÿ ìîäà áðèçåðà ìîæåò äàâàòü âêëàä â öåíòðàëüíûé ïèê. Îäíàêî, áðèçåðíûå
âêëàäû ÷åòêî íå îòäåëÿþòñÿ îò âêëàäîâ ôîíîíîâ è êèíêîâ (ñì. îáñóæäåíèå â ðàáîòàõ [518, 643, 644]).

Òåïåðü ìû îáñóäèì âêëàäû êèíêîâ â äèíàìè÷åñêèå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè. ßñíî, ÷òî îíè ñóùåñòâåííû
òîëüêî äëÿ íèçêèõ òåìïåðàòóð. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìû ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíòû ïî ñâåòîâîìó ðàññåÿíèþ,
ãäå ìû èìååì äåëî ñî ñòðóêòóðíûì ôàêòîðîì ïëîòíîñòè Qρρ. Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ôëóêòóàöèè
ïëîòíîñòè àòîìîâ îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé

ρ(x; t) ' − 1
as

∂u

∂x
. (7.154)

Äëÿ èçó÷åíèÿ âêëàäà êèíêîâ âQρρ, äàâàéòå ïðåíåáðåæåì ôîíîííûìè ôëóêòóàöèÿìè è áîëåå òîãî ïðîèãíîðèðóåì
âíóòðåííåþ ñòðóêòóðó êèíêà, ïîëîæèâ äëÿ ïðîñòîòû

u(x; t) '
∑

j

asσjΘ(x−Xj(t)), (7.155)

ãäå Θ(x) � (ñòóïåí÷àòàÿ) ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, à ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì êèíêàì. Ïðèáëèæåíèå (7.155)
äîïóñòèìî íà ñïåöèàëüíîé øêàëå x ≥ d, òî åñòü äëÿ ìàëûõ âîëíîâûõ âåêòîðîâ ðàññåÿíèÿ, k ≤ d−1. Ôóíêöèÿ
ρ(x; t) òåïåðü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

ρ(x; t) '
∑

j

σj δ(x−Xj(t)). (7.156)

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (7.156) â óðàâíåíèÿ (7.145) è (7.148), ìû ïîëó÷àåì

Q̃ρρ(k; t) ' L−1
∑

j

〈exp (ik[Xj(t)−Xj(0)])〉

= L−1
∑

j

exp
(
−1

2
k2〈[Xj(t)−Xj(0)]2〉

)
, (7.157)

ãäå ìû ïðåíåáðåãëè êèíê-êèíêîâûìè êîððåëÿöèÿìè ñîãëàñíî îñíîâíîìó äîïóùåíèþ ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî
ïîäõîäà ãàçà êèíêîâ.

Äëÿ ñâîáîäíîãî (áàëëèñòè÷åñêîãî) äâèæåíèÿ êèíêîâ ìû èìååì

〈[Xj(t)−Xj(0)]2〉 = 〈[Ẋj(0) t]2〉 =
kBT

m
t2. (7.158)

Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ (7.157) ñ óðàâíåíèåì (7.158) ïðèâîäÿò ê äèíàìè÷åñêîé êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèåé

̂̃
Qρρ(k;ω) ∝ exp

(
− mω2

2kBTk2

)
. (7.159)

Áîëåå àêêóðàòíûå âû÷èñëåíèÿ (ñì. ðàáîòû [73, 643], [645]�[654]), êîòîðûå ó÷èòûâàþò ýôôåêòû îáóñëîâëåííûå
ôîðìîé êèíêà, ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ
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̂̃
QAA(k;ω) = (2πk)−1ntotγ̄

−2P (v̄)|B(k/γ̄)|2, (7.160)

ãäå ntot � ïîëíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êèíêîâ, v̄ = ω/k,

γ̄ = γ(v̄) ≡ (1− v̄2/c2)−1/2, (7.161)

ôóíêöèÿ

P (v) = γ3 exp(−γεk/kBT )
[∫ +c

−c
dv γ3 exp(−γεk/kBT )

]−1

(7.162)

îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé èäåàëüíîãî ðåëÿòèâèñòñêîãî ãàçà êèíêîâ, à êèíêîâûé ôîðì-ôàêòîð B
ñâÿçàííûé ñ ïåðåìåííîé A (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñâåòîâîãî ðàññåÿíèÿ A(x; t) = ρ(x; t)) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

B(q) =
∫ +∞

−∞
dx e−qxA[uk(x)]. (7.163)

Çäåñü uk(x) � ïðîôèëü êèíêà, òàê ÷òî B(q) óáûâàåò íà øêàëå ïðîïîðöèîíàëüíîé îáðàòíîé øèðèíå êèíêà.
Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, kBT � εk, óðàâíåíèå (7.160) ïðåäñêàçûâàåò ãàóññîâñêèé ïèê (7.159), êîòîðûé
îãðàíè÷åí ìàëûìè çíà÷åíèÿìè k è ω. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûñîêèõ òåìïåðàòóð ýòîò ïèê ìîæåò ðàçäåëèòñÿ èç-çà
ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ â P (v).

Èíà÷å, åñëè äèíàìèêà êèíêîâ ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêîé, 〈[Xj(t) −Xj(0)]2〉 ≈ 2Dkt, óðàâíåíèå (7.157) ïðèâîäèò
ê ëîðåíöåâñêîìó öåíòðàëüíîìó ïèêó [630], [632]�[634],

̂̃
QAA(k;ω) ∝ Dk(ω) k2

ω2 + [Dk(ω) k2]2
. (7.164)

Òàêèì îáðàçîì, êèíêîâûé âêëàä â äèíàìè÷åñêèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ äàåò öåíòðàëüíûé ïèê îêîëî
k = 0 è ω = 0. . Èíòåíñèâíîñòè âêëàäà ïðîïîðöèîíàëüíà ïëîòíîñòè êèíêîâ ntot. Øèðèíà ïèêà â k-íàïðàâëåíèè
ïðèáëèçèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê øèðèíå êèíêà d. Äëÿ áàëëèñòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ êèíêîâ øèðèíà ïèêà â ω-
íàïðàâëåíèè ïðîïîðöèîíàëüíà âîëíîâîìó âåêòîðó k. Äèôôóçèîííîå äâèæåíèå êèíêîâ ðàñøèðÿåò öåíòðàëüíûé
ïèê, ðàñøèðåíèå áóäåò áîëüøèì äëÿ áîëüøèõ k.

Ïðè ó÷åòå ôîíîííûõ âêëàäîâ èíòåíñèâíîñòü öåíòðàëüíîãî ïèêà óìåíüøàåòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ôîíîííûå
ïèêè ïðè ω = ±ωA(k) äîëæíû ðàñøèðÿòñÿ â ïðèñóòñòâèè êèíêîâ, òàê êàê êèíêè ðàçðóøàþò êîãåðåíòíîñòü
ôîíîííîé âîëíû èç çà ôàçîâûõ ñäâèãîâ ïðè èõ ñòîëêíîâåíèÿõ [653, 654].

Ïîâåäåíèå äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, òàêèõ êàê Qss, Qcc, Qs/2,s/2 ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíûì
îïèñàííîìó âûøå (ñì. ðàáîòó [519] è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè).

Ìîëåêóëÿðíî-äèíàìè÷åñêèå ìîäåëèðîâàíèÿ [643, 644] ïîäòâåðæäàþò ÷òî èìåííî êèíêè îòâåòñòâåííû çà
öåíòðàëüíûé ïèê ïðè k ≤ d−1. Ñëåäîâàòåëüíî, èçìåðÿÿ ôîðìó öåíòðàëüíîãî ïèêà (ãàóññîâó èëè ëîðåíöåâó)
ìîæíî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ êèíêîâ (áàëëèñòè÷åñêîì èëè äèôôóçèîííîì). Áîëåå òîãî, â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû ìîæåì íàéòè êîýôôèöèåíò äèôôóçèèDk(ω) è íàáëþäàòü ïåðåõîä îò âÿçêîé (äèññèïàòèâíîé)
äèôôóçèè ê àíîìàëüíîé (íåäèññèïàòèâíîé) äèôôóçèè ñ èçìåíåíèåì çíà÷åíèé k è ω [635]. Çàìåòèì, ÷òî neu-
tron spin-echo experiments ñ îäíîìåðíûìè àíòèôåððîìàãíåòèêîì (CD3)4NMnCl3 (TMMC) äàþò Ëîðåíöåâñêóþ
ôîðìó öåíòðàëüíîãî ïèêà [655, 656].

Êðîìå öåíòðàëüíîãî ïèêà, â ñèëüíî äèñêðåòíîé ÔÊ öåïî÷êå, â êîòîðîé äèôôóçèÿ êèíêîâ ÿâëÿåòñÿ òåðìè÷åñêè
àêòèâèðóåìîé èç çà ïðèñóòñòâèÿ áîëüøèõ ÏÍ áàðüåðîâ εPN ≥ kBT , êèíêè äàþò äîáàâî÷íûé ïèê ïðè ω =
±ωPN [641].

Êèíê-÷óâñòâèòåëüíûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè, òàêèå êàê Qc/2,c/2, áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ [517, 537, 657,
658]. Â ïðèáëèæåíèè ãàçà êâàçè÷àñòèö îíà ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê

Q(x; t) ∝
〈

(−1)N(x,t)
〉
' exp (−〈N(x; t)〉) , (7.165)

ãäå N(x, t) � ïîëíîå ÷èñëî êèíêîâ è àíòèêèíêîâ, òðàåêòîðèè êîòîðûõ â ïëîñêîñòè x�t ïåðåñåêàþò ëèíåéíûé
îòðåçîê (0, 0)�(x, t). Äëÿ áàëëèñòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ êèíêîâ çíà÷åíèå 〈N(x, t)〉 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

〈N(x; t)〉 = ntot

∫
dv P (v) |x− vt|, (7.166)

è ìîæåò áûòü âûðàæåíî â òåðìèíàõ ôóíêöèè îøèáêè. Êîãäà äâèæåíèå êèíêîâ ÿâëÿåòñÿ äèôôóçèîííûì
óðàâíåíèå (7.166) äîëæíî áûòü ñëåãêà èñïðàâëåíî [632].
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7.4 Òðàíñïîðò ìàññû
Èññëåäîâàíèå òðàíñïîðòà ìàññû èëè çàðÿäà î÷åíü âàæíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ìîäåëè ÔÊ. Ïîòîê
àòîìîâ ìîæåò ïðîèñõîäèòü èç çà ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè àòîìîâ èëè ïðèëîæåíèÿ âíåøíåé äâèæóùåé ñèëû.
Ïåðâîå îïèñûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì õèìè÷åñêîé äèôôóçèèDc, à ïîñëåäíåå � ïîäâèæíîñòüþB èëè êîýôôèöèåíòîì
êîëëåêòèâíîé äèôôóçèèDµ. Êðîìå òîãî, äâèæåíèå îòäåëüíîãî àòîìà îïèñûâàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ñàìîäèôôóçèè
Ds. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ âñå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ òåîðèè
âîçìóùåíèÿ. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, îäíàêî, ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ëèáî ìîëåêóëÿðíîå äèíàìè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå, ëèáî ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä îñíîâàííîé íà èäåîëîãèè ãàçà êâàçè÷àñòèö. Íèæå ìû ðàññìîòðèì
òîëüêî êîýôôèöèåíòû òðàíñïîðòà ìàññû, õîòÿ ìîäåëü ÔÊ ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíà è äëÿ íàõîæäåíèÿ
äðóãèõ êèíåòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ, íàïðèìåð, êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè ÔÊ öåïè [553].

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü îáùèé ïîäõîä ê çàäà÷å, ìû íà÷íåì ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ öåïè ñâîáîäíûõ
àòîìîâ, êîãäà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè âîîáùå îòñóòñòâóåò. Çàòåì ìû îïèøåì òåîðèþ âîçìóùåíèÿ, êîòîðàÿ ðàáîòàåò
äëÿ âûñîêèõ òåìïåðàòóð, è ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàí äëÿ íèçêèõ òåìïåðàòóð T .
Íàêîíåö, ìû îáñóäèì çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè îò òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèè.

7.4.1 Äèôôóçèÿ â îäíîðîäíîì ãàçå

Èç çà ñëîæíîñòè òðàíñïîðòíîé çàäà÷è, äàâàéòå ñïåðâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé Vsub(x) ≡ 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç
óðàâíåíèé (7.11) è (7.48) ñëåäóåò, ÷òî â ñèëó ïàðíîãî õàðàêòåðà ìåæàòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé, óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû Y (t) íå âêëþ÷àåò ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ Vint(x). Ñëåäîâàòåëüíî, èç óðàâíåíèÿ
(7.47) ìû èìååì

D̄µ(ω̄) = D̄f (ω̄). (7.167)
Óðàâíåíèå (7.167) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêæå èç ðàçëîæåíèÿ â íåïðåðûâíóþ äðîáü (7.72) � (7.75). Òàêèì
îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå íå âëèÿåò íà êîëëåêòèâíóþ äèôôóçèþ è ïðîâîäèìîñòü îäíîðîäíîãî ãàçà. Îäíàêî,
õèìè÷åñêàÿ äèôôóçèÿ è ñàìîäèôôóçèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö.

Êîýôôèöèåíò õèìè÷åñêîé äèôôóçèè

Äëÿ îäíîðîäíîãî ãàçà êîýôôèöèåíò õèìè÷åñêîé äèôôóçèè (7.57) ðàâåí

Dc = Df/χ0. (7.168)

Ðàíåå, â ïàðàãðàôå 6.5.3 áûëè äàíû âûðàæåíèÿ äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòè χ0 äëÿ öåïè ñ ãàðìîíè÷åñêèì ìåæàòîìíûì
ïîòåíöèàëîì, ïîòåíöèàëîì Òîäû è ïîòåíöèàëîì òâåðäûõ øàðîâ. Êðîìå òîãî, äëÿ îäíîðîäíîãî ãàçà ñòàöèîíàðíûé
ñòðóêòóðíûé ôàêòîð ìîæåò áûòü âû÷èñëåí èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïî ìàëîìó βVint(x). ×ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà â
βVint(x), χ̃0(k) ðàâåí [659]

χ̃0(k) '
{

1 + nβṼint(k)− n

2
β2

∫ +∞

−∞

dk′

2π
Ṽ ∗int(k

′ + k/2) Ṽint(k′ − k/2)
}−1

, (7.169)

ãäå
Ṽint(k) =

∫ +∞

−∞
dx e−ikxVint(x). (7.170)

Âûðàæåíèå (7.169) ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì åñëè âçàèìîäåéñòâèå Vint(x) äîñòàòî÷íî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ kBT
äëÿ âñåõ x. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Vint(x), íî ìàëîé ïëîòíîñòè àòîìîâ n çíà÷åíèå χ̃0(k) ìîæåò áûòü íàéäåíî èç
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ [659],

χ̃0(k) = 1 + n

∫ +∞

−∞
dx e−ikx

[
e−βVint(x) − 1

]
+ O(n2). (7.171)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ïîòåíöèàëà ñ òâåðäîé ñòåíêîé ñòàöèîíàðíûé ñòðóêòóðíûé
ôàêòîð òî÷íî èçâåñòåí. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Vint(x) = 1

2g(x − aA)2, ïîäñòàíîâêà xl = laA + wl
äàåò

χ̃0(k) =
∑

l

〈eik(xl−x0)〉 =
∑

l

eiklaA〈eik(wl−w0)〉

=
∑

l

eiklaAe−
1
2k

2〈(wl−w0)2〉 =
∑

l

eiklaA exp[−(k2/2βq)|l|] =

= sinh(k2/2βg)/[cosh(k2/2βg)− cos(kaA)]. (7.172)
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Äëÿ ïîòåíöèàëà ñ òâåðäîé ñòåíêîé

Vint(x) =
{∞ åñëè |x| < ahc,

0 åñëè |x| > ahc,
(7.173)

ãäå 1
2ahc � ðàäèóñ òâåðäîãî ÿäðà, χ̃0(k) ðàâíî (íàïðèìåð, ñì. Ref. [660])

χ̃0(k) = 1 + 2 Re
{
e−ikahc [1 + ik(ahc − aA)]− 1

}−1
. (7.174)

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò õèìè÷åñêîé äèôôóçèèDc çàâèñèò îò çíàêà âçàèìîäåéñòâèÿ: äëÿ îòòàëêèâàþùåãî
âçàèìîäåéñòâèÿ (Vint > 0, χ < 1) Dc áîëüøå, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïðèòÿãèâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ (Vint < 0,
χ > 1 ), Dc ìåíüøå ÷åì Df .

Êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà ñàìîäèôôóçèè Ds ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé äàæå â ñëó÷àå Vsub = 0. Â ñâåðõâÿçêîì
ñëó÷àå, η → ∞, óäîáíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìîðè è óðàâíåíèå ( 7.94). Êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì,
òî ðàçëîæåíèå äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà â βVint(x) äàåò [659, 661]

Ωs(k, k) = −iDfk
2,

Ms(k, k; ω̄) ' in(βDf )2

∫ +∞

−∞

dk′

2π
(kk′)2|Ṽint(k′)|2

−iω̄ +Df [k′2 + (k − k′)2]
, (7.175)

òàê ÷òî ôóíêöèÿ ïàìÿòè ïîíèæàåò êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ

Ds ' Df

{
1− 1

6
nβ2

∫ +∞

−∞

dk

2π
|Ṽint(k)|2

}
. (7.176)

Òàêèì îáðàçîì, êîëëåêòèâíàÿ ïðèðîäà äâèæåíèÿ àòîìîâ, òî åñòü óïîìèíàåìûé â ïàðàãðàôå 7.1.5 ôàêòîð (iii),
ïðåïÿòñòâóåò äâèæåíèþ äàííîãî àòîìà ïðè ëþáîì çíàêå âçàèìîäåéñòâèÿ, âîïðåêè ïîâåäåíèþ êîýôôèöèåíòà
õèìè÷åñêîé äèôôóçèè Dc. Êðîìå òîãî, Äèòåðèõ è Ïåøåëü [659] âû÷èñëèëè ôóíêöèþ ïàìÿòè â ïðåäåëå íèçêîé
ïëîòíîñòè àòîìîâ, íî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Vint(x).

Êîãäà êîýôôèöèåíò òðåíèÿ η íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì, âû÷èñëåíèå Ds ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ñëîæíûì âñëåäñòâèå
èíåðöèîííûõ ýôôåêòîâ [661],[662]�[667]. Îäíàêî, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî òî÷íî
âû÷èñëèòü çíà÷åíèå Ds.

Ãàðìîíè÷åñêàÿ öåïî÷êà

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, Vint(x) = 1
2g(x − a2

A), óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïåðåìåííûõ Ôóðüå (7.39)
ðàñùåïëÿþòñÿ,

¨̃u(κ, t) + η ˙̃u(κ, t) + ω2(κ)ũ(κ, t) = δF̃ (κ, t)/ma, (7.177)

〈δF̃ (κ, t) δF̃ (κ′, t′)〉 = 2ηmakBTδκ,−κ′δ(t− t′), (7.178)

ω2(κ) =
1
2
ω2

max(1− cos κ), ω2
max = 4g/ma, (7.179)

è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Qu̇u̇ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òî÷íî

¯̃
Qu̇u̇(κ, ω̄) = Df

−iω̄η
ω2(κ)− iω̄η − ω̄2

. (7.180)

Èç óðàâíåíèÿ (7.43) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

D̄s(ω̄) =
∫ +π

−π

dκ

2π
¯̃
Qu̇u̇(κ; ω̄) = D̄f (ω̄)Ψ(ω̄), (7.181)

ãäå

Ψ(ω̄) =
{ −iω̄(η − iω̄)
ω2

max − iω̄(η − iω̄)

}1/2

. (7.182)

Çàìåòèì ÷òî
lim

ω̄→0+i0
lim
g→0
D̄s(ω̄) = Df 6= lim

g→0
lim

ω̄→0+i0
D̄s(ω̄) = 0. (7.183)
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé öåïè Ds = 0 òî÷íî. Äèíàìèêà îòäåëüíî âûáðàííîãî àòîìà îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè [668, 669]

〈(xl(t)− xl(0))2〉 '




(kBT/ma)t2 äëÿ t� t1,
2(kBT/maω1)t äëÿ t1 � t� t2,
4Df (ηt/πω2

max)1/2 äëÿ t� t2,
(7.184)

ãäå t1 = ω−1
1 , ω1 = max(η, ωmax), and t2 = ω−1

2 , ω2 = min(η, ω2
max/η).

Ïîääèôôóçèîííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå 〈(xl(t) − xl(0))2〉 ∝ √t ïðè t → ∞ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
îäíîìåðíîñòè ñèñòåìû. Òàê êàê ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé, Vint(x) → ∞ äëÿ
x→ ±∞, òî â îäíîìåðíîé ñèñòåìå àòîìû íå ìîãóò ïðîõîäèòü äðóã ñêâîçü äðóãà. Ïîòåíöèàëû Ëåííàðäà-Äæîíñà,
Òîäû è Ìîðñà òàêæå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ è ïîýòîìó îíè òîæå áóäóò ïðèâîäèòü ê

√
t äîëãî-âðåìåííîé

äèíàìèêå. Â äåéñòâèòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, îäíàêî, ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë çàâèñèò îò àáñîëþòíîãî
çíà÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ, Vint(x) = Vint(|x|), à òàêæå îí äîëæåí èñ÷åçàòü íà áåñêîíå÷íîñòè, Vint(x)→ 0 êîãäà x→∞.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè Vint(0) 6=∞, àòîìû ìîãóò ïðîõîäèòü äðóã ñêâîçü äðóãà è êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè áóäåò
íåíóëåâûì,

Ds ∼ Df exp
{−(namin)[βVint(0)]2

}
. (7.185)

7.4.2 Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû

Òåïåðü ìû âîçâðàùàåòñÿ ê íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ åå äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà ìîãóò
áûòü èçó÷åíû ïðè ïîìîùè äâóõ âàðèàíòîâ òåîðèè âîçìóùåíèÿ. Ñïåðâà, ìû ìîæåì íà÷àòü ñ ïðåäåëà Vsub(x) = 0
(ñì. ïàðàãðàô 7.4.1) è çàòåì òðàêòîâàòü ïîòåíöèàë βVsub(x) êàê âîçìóùåíèå. Âî âòîðûõ, ìû ìîæåì íà÷àòü ñ
ñëó÷àÿ Vint(x) = 0 (ñì. ïàðàãðàô 7.1.4) è ðàññìàòðèâàòü βVint(x) êàê ìàëîå âîçìóùåíèå. Ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå,
îäíàêî, êîãäà, êàê îæèäàþò, ãëàâíûé âêëàä â äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà äàþò êèíêè, îáà ýòè ïîäõîäà òåîðèè
âîçìóùåíèÿ òåðïÿò íåóäà÷ó, òàê êàê êèíêè íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ìåòîäàìè òåîðèè âîçìóùåíèÿ. Ïîýòîìó
çäåñü ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä.

Ðàçëîæåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèÿ

Êîãäà èçâåñòíà intermediate ôóíêöèÿ ðàññåÿíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû, F0(k; t) ≡ G̃Rµ (k, k; t), òî ïîòåíöèàë
ïîäëîæêè ìîæåò áûòü ó÷òåí à ðàìêàõ òåõíèêè òåîðèè âîçìóùåíèÿ. Ïðèìåíÿÿ ôîðìàëèçì ïðîåêöèé Ìîðè ê
ôóíêöèè QẎ Ẏ , Äèòåðèõ è Ïåøåëü [659] ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå äî âòîðîãî ïîðÿäêà îò βVsub(x):

D̄µ(ω̄) ' Df


1− iω̄/η +Df

∑

j

(
βkj |V (kj)|)2F̄0(kj ; ω̄

)


−1

. (7.186)

Çäåñü kj = j(2π/as) � âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè, j = 0,±1, . . ., à ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ðàçëîæèëè â ðÿä
Ôóðüå, Vsub(x) =

∑
j V (kj)eikjx, òàê ÷òî äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî Vsub(x) îòñþäà ñëåäóåò V (kj) = 1

4εs(δj,1 + δj,−1).
Ïðåäñòàâëåíèå Ìîðè äëÿ F0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì [659]

F̄0(k; ω̄) =
iχ̃0(k)

[ω̄ −Ω0(k)−M0(k; ω̄)]
, (7.187)

ãäå Ω0(k) = −iDfk
2/χ̃0(k). Çàìåòèì ÷òî â ñâåðõâÿçêîì ñëó÷àå (η → ∞) ôóíêöèÿ ïàìÿòè M0 ñ òî÷íîñòüþ äî

âòîðîãî ïîðÿäêà îò βVint äàåòñÿ âûðàæåíèåì [659]

M0(k; ω̄) ' i

2
n(βDf )2

∫
dk′

2π
f2(k, k′)

[−iω̄ +Df (k2/2 + 2k′2)]
, (7.188)

ãäå
f(k, k′) = k

[(
1
2
k + k′

)
Ṽint

(
1
2
k + k′

)
+
(

1
2
k − k′

)
Ṽ ∗int

(
1
2
k − k′

)]
.

Åñëè ìû ïðåíåáðåæåì ôóíêöèåé ïàìÿòè M0 (òî åñòü, åñëè ìû ïðîèãíîðèðóåì êîððåëèðîâàííîå äâèæåíèå
àòîìîâ), òî Dµ ïðèíèìàåò ôîðìó [670]

Dµ ' Df


1 + β2

∑

j

|V (kj)|2 χ̃2
0(kj)



−1

. (7.189)
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Äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ óðàâíåíèÿ (7.189) è (7.172) ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòîì ïîëó÷åííûì ïðè ïîìîùè
íåïðåðûâíîé äðîáè, çàäàâàåìûì óðàâíåíèÿìè (7.72) � (7.75).

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå â ïðîâîäèìîñòè öåïè äî âòîðîãî ïîðÿäêà îò βVsub(x) îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêèì
ñòðóêòóðíûì ôàêòîðîì χ̃0(k) âçÿòîì âåêòîðàõ âçàèìíîé ðåøåòêè kj . Ôóíêöèÿ χ̃0(k) èìååò ìàêñèìóì íà
âîëíîâûõ âåêòîðàõ êðàòíûõ kA ≡ 2π/aA. Ýòè ìàêñèìóìû îòðàæàþò áëèæíèé ïîðÿäîê îáóñëîâëåííûé ìåæàòîìíûì
ïîòåíöèàëîì Vint(x) [ñì., íàïðèìåð, óðàâíåíèå (7.172) äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Vint]. Èç óðàâíåíèÿ (7.189)
ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò êîëëåêòèâíîé äèôôóçèè Dµ óìåíüøàåòñÿ åñëè äîìèíèðóþùèé kj ñîâïàäàåò ñ kA,
òî åñòü êîãäà ïàðíîå âçàèìîäåéñòâèå ñïîñîáñòâóåò áëèæíåìó ïîðÿäêó, êîòîðûé ñîèçìåðèì ñ ïåðèîäè÷íîñòüþ
ïîäëîæêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,Dµ óâåëè÷èâàåòñÿ åñëè χ̃0(kj) < 1, òî åñòü êîãäà ïåðèîä ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
íåñîèçìåðèì ñ ïåðèîäîì ïîäëîæêè.

ßñíî, ÷òî βVsub(x) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âîçìóùåíèå òîëüêî ïðè óñëîâèè kBT � εs. Êðîìå òîãî, ïðè kBT ≤
Ek, Ek � ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ êèíêà, îñíîâíóþ ðîëü â òðàíñïîðòå ìàññû äîëæíî èãðàòü êîëëåêòèâíîå äâèæåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåå äâèæåíèþ êèíêà êàê îäíîãî öåëîãî îáúåêòà. Îäíàêî, ýòîò ýôôåêò ïîëíîñòüþ èãíîðèðóåòñÿ â
óðàâíåíèè (7.189), à òàêæå íå ó÷èòûâàåòñÿ àäåêâàòíî â óðàâíåíèè (7.186), òàê êàê ðàçëîæåíèå ïî âîçìóùåíèþ
βVsub íå ìîæåò ïðèâîäèòü ê êîððåêòíîìó îïèñàíèþ êèíêîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè âîçáóæäåíèÿìè.
Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè îïèñàííîãî ïîäõîäà òåîðèè âîçìóùåíèÿ çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

kBT � max (εs, Ek). (7.190)

Ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ

Åñëè ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ Vint(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëîå âîçìóùåíèå, òî ìû ìîæåì îáðåçàòü
ÁÁÃÊÈ èåðàðõèþ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íà íåêîòîðîì øàãå r. Ïðîñòåéøàÿ òåîðèÿ ñðåäíåãî
ïîëÿ (ÒÑÏ) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî

W (N)({zl}; t) =
N∏

l=1

W (1)(zl; t),

ãäå W (1) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíî÷àñòè÷íîìó óðàâíåíèþ Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êðàìåðñà ñ ñàìîñîãëàñîâàííûì
îäíî÷àñòè÷íûì ïîòåíöèàëîì V MF

sub (x), îïðåäåëåííûì óðàâíåíèåì

V MF
sub (x) = Vsub(x) +

∫ +∞

−∞
dx′ Vint(x− x′) ρ(x′, t). (7.191)

Ýòî ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì ïîêà òîëüêî βVint(x)� 1 äëÿ âñåõ x.
Êîãäà ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé, íàïðèìåð, ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë,

ÒÑÏ äîëæíà áûòü ìîäèôèöèðîâàíà ñïîñîáîì ïðåäëîæåííûì by Òðóëëèíæåðîì ñ ñîàâòîðàìè [671] è Ãàéåðîì
è Ìèëëåðîì [496]. À èìåííî, ðàñïðåäåëåíèå èùåòñÿ â ôîðìå

W (z; t) = Weq(z)
N∏

l=1

h(zl; t). (7.192)

Àíçàö óðàâíåíèÿ (7.192) òî÷íî ñîõðàíÿåò ðàâíîâåñíûå êîððåëÿöèè ìåæäó àòîìàìè, â âðåìÿ êàê äâèæåíèå
ðàçëè÷íûõ àòîìîâ îïÿòü ïðåäïîëàãàåòñÿ íåçàâèñèìûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ïðèáëèæåíèå ðàáîòàåò òîëüêî ïðè
kBT � Ek. Â òåîðèè òâåðäîãî òåëà, òàêîé òèï ïðèáëèæåíèÿ èçâåñòåí êàê äèíàìè÷åñêîå ÒÑÏ, èëè ïðèáëèæåíèå
ñëó÷àéíûõ ôàç (ÏÑÔ). ÏÑÔ ïîäõîä ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, êîòîðûå ïîäîáíû óðàâíåíèÿì (7.81)�
(7.85) ïîëó÷åííûì Ìóíàêàòà è Òñóðóè [609].

Òðóëëèíæåð ñ ñîàâòîðàìè [671] è Ãàóåð è Ìèëëåð [496] âïåðâûå ïðèìåíèëè ïðèáëèæåíèå ÏÑÔ ê ñòàíäàðòíîé
ìîäåëè ÔÊ ñ θ = 1 â ñâåðõâÿçêîì ïðåäåëå (η →∞). Îíè ïîëó÷èëè êîýôôèöèåíò êîëëåêòèâíîé äèôôóçèè Dµ ñ
ïîìîùüþ òåîðèè îòêëèêà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ìàëàÿ äâèæóùàÿ ñèëà F ïðèêëàäûâàåòñÿ ê êàæäîìó àòîìó è çàòåì
âû÷èñëÿÿ ïîëó÷àþùèéñÿ ïîòîê àòîìîâ â óñòàíîâèâøèìñÿ ñîñòîÿíèè. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ïðåäåëå F → 0
çíà÷åíèå Dµ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (7.63) ãäå, îäíàêî, ìû äîëæíû ïîäñòàâèòü ýôôåêòèâíûé îäíîàòîìíûé
ïîòåíöèàë V eff

sub(x) âìåñòî ïîòåíöèàëà Vsub(x). Ïîòåíöèàë V eff
sub(x) äàåòñÿ óðàâíåíèåì (7.85), V eff

sub(x) ∝ −kBT ln ρeq(x).
Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå Dµ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè àòîìîâ ρeq(x). Ôóíêöèþ
ρeq(x) ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî ñ ïîìîùüþ òåõíèêè èíòåãðàëà ïåðåõîäà [496, 671]. Êðîìå òîãî, ïðè âûñîêèõ
òåìïåðàòóðàõ, kBT � εs, ìîæíî ïðèìåíèòü ðàçëîæåíèå âîçìóùåíèÿ ïî βVsub(x); ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ òåì
÷òî äàåò óðàâíåíèå (7.189). Íàêîíåö, åñëè ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ êîðîòêî-äåéñòâóþùèì, íàïðèìåð,
ýêñïîíåíöèàëüíûì,

Vint(x) = V0e
−|x|/aint , (7.193)
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òîãäà ïðè ìàëûõ è ñðåäíèõ êîíöåíòðàöèÿõ àòîìîâ, êîãäà äèàïàçîí ïàðíûõ ñèë ñîïîñòàâèì èëè ìåíüøå ÷åì
ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó àòîìàìè, ò.å. åñëè aint ≤ aA, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïîäõîä òèïà âèðèàëà [670]. À
èìåííî, îáðåçàÿ ÁÁÃÊÈ èåðàðõèþ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ R(s)

eq (u1, . . . , us), êëàäÿ

R(2)
eq (x, x′) ' R(1)

eq (x) R(1)
eq (x′) exp[−βVint(x− x′)], (7.194)

ìû ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ V eff
sub(x),

V eff
sub(x) = Vsub(x) + kBT

∫ +∞

−∞
dx′
{

1− e−βVint(x−x′)
}
ρeq(x′), (7.195)

êîòîðîå äîëæíî áûòü ðåøåíî ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàííûõ èòåðàöèé. ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå (7.195) ñâîäèòñÿ ê
óðàâíåíèþ (7.191) åñëè βVint(x)� 1 äëÿ âñåõ x.

Åñëè òðåíèå η íå î÷åíü áîëüøîå, òî ìû ìîæåì ðåøèòü óðàâíåíèå ÔÏÊ ñëåäóÿ ìåòîäó Ìóíàêàòà-Òñóðóè
(7.81) � (7.88). Øíåéäåð ñ ñîàâòîðàìè [673] è Ëè è Òðóëëèíæåð [674] âû÷èñëèëè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà η−3

êîððåêöèþ óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî êîíå÷íûì òðåíèåì.
Ãëàâíûé ýôôåêò ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñîñòîèò â ïåðåíîðìèðîâêå ýôôåêòèâíîãî îäíî÷àñòè÷íîãî ïîòåíöèàëà,

êîòîðûé âèäèò êàæäûé àòîì. Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (7.191) è (7.195), ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå ïîíèæàåò
âûñîòó áàðüåðà, εs → εeff

s < εs, íåçàâèñèìî îò õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèÿ (îòòàëêèâàíèÿ èëè ïðèòÿæåíèÿ) ïðè
óñëîâèè ÷òî ôóíêöèÿ Vint(x) ñòðîãî âûïóêëà [V ′′int(x) > 0] è ìåäëåííî ìåíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ x ∼ aA. Ñðàâíèâ
ñ íåâçàèìîäåéñòâóþùèì ñëó÷àåì, âèäèì ÷òî çíà÷åíèå Dµ âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì æåñòêîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ
gA = V ′′int(aA) è óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû T . Ýòè âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû Ìóíàêàòà è Òñóðóè [609] äëÿ
ïîòåíöèàëà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì îòòàëêèâàíèåì (7.193) ñ V0 > 0 ïóòåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÔÏÊ
(7.83), èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå GWµ â ðÿäû Ôóðüå ïî êîîðäèíàòàì è â Ýðìèòîâû ìíîãî÷ëåíû ïî èìïóëüñàì (ñì.
Ðèñ. 7.2).

Ðèñ. 7.2. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ýôôåêòèâíîãî îäíî÷àñòè÷íîãî
ïîòåíöèàëà α = (εeff

s − εs)/εs îò aint äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ (7.193) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû
kBT/εs = 2.0, 1.0, 0.5, è 0.25 (òî÷å÷íàÿ, ïóíêòèðíàÿ, ñïëîøíàÿ è
òî÷å÷íî-ïóíêòèðíàÿ êðèâûå), è V0 = 2πεs, η = ω0/2π [609].

Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ æåñòêèì ÿäðîì (7.173) ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå [659, 670, 675]: ïðîâîäèìîñòü
ìîæåò óâåëè÷åíà èëè óìåíüøåíà îòíîñèòåëüíî ñëó÷àÿ íåçàâèñèìûõ ÷àñòèö, â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ
äèàìåòðà ÿäðà ahc ê ïîñòîÿííîé ïîäëîæêè as (ñì. Ðèñ. 7.3). Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ïåðèîäè÷íû ïî ahc ñ
ïåðèîäîì as. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ òàêîå ïîâåäåíèå ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (7.189) è (7.174). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, â ïðåäåëå íèçêèõ òåìïåðàòóð ïëîòíîñòü ρeq(x) ìîæåò áûòü âçÿòà â âèäå ñóììû δ-ôóíêöèé ëîêàëèçîâàííûõ
íà ìèíèìóìàõ ïîòåíöèàëà xm = mas. Òîãäà, äëÿ ñëó÷àÿ ahc < as ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ìîæíî ïîëó÷èòü èç
óðàâíåíèÿ (7.195), êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ êîýôôèöèåíòà êîëëåêòèâíîé äèôôóçèè [670]

Dµ ' Dµ0 exp
[
θ sgn

(
1
2
as − ahc

)]
, ahc < as, (7.196)

ãäå θ = nas, à Dµ0 îáîçíà÷àåò êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ïðè n = 0. Èíòåðåñíî ñðàâíèòü çàâèñèìîñòü (7.196)
ñ ïðåäñêàçàíèÿìè ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà Ëåíãìþðà, êîòîðàÿ çàïðåùàåò ðàçìåùåíèå äâóõ è áîëåå ÷àñòèö â
îäíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå. Ýòà ìîäåëü äàåò âûðàæåíèå Dµ = Dµ0(1− θ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîäîáíûì ðåçóëüòàòó
óðàâíåíèþ (7.196) äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà 1

2as < ahc < as, òî åñòü êîãäà çàïðåùåí ïðûæîê àòîìà èç îäíîé ÿ÷åéêè
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â çàíÿòóþ áëèæàéøóþ ñîñåäíåþ ÿ÷åéêó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà 0 < ahc < 1
2as òàê ÷òî äâà àòîìà ìîãóò

íàõîäèòüñÿ â òîé æå ñàìîé ÿìå, ñêîðîñòü óõîäà ÷àñòèö áóäåò óâåëè÷åíà â ðåçóëüòàòå èõ âçàèìíîãî îòòàëêèâàíèÿ.
Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (7.196) âçàèìîäåéñòâèå ñ æåñòêèì ÿäðîì íå âëèÿåò íà ýíåðãèþ àêòèâàöèè ïðûæêîâ (òàê
êàê εeff

s − εs ∼ kBT ), íî âõîäèò â ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü.

Ðèñ. 7.3. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà
êîëëåêòèâíîé äèôôóçèè Dµ îò äèàìåòðà
òâåðäîãî ÿäðà ahc: (a) Ðåçóëüòàòû äëÿ
ðàçëè÷íûõ êîíöåíòðàöèé àòîìîâ,
θ = 0.1, 0.3 è 0.5, ïîëó÷åííûå
äëÿ ñâåðõâÿçêîãî ñëó÷àÿ ïðè
kBT/εs = 0.5 [670]; (b) Çàâèñèìîñòè
ηDµ îò ahc/as äëÿ η = 1, 2, è 8. Êðèâûå
ïîëó÷åíû ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè
óðàâíåíèÿ ÔÏÊ äëÿ äâóõ àòîìîâ,
ðàñïîëîæåííûõ íà ñèíóñîèäàëüíîì
ïîòåíöèàëå, êîòîðûé áûë çàìêíóò
äëÿ òîãî ÷òîáû ñôîðìèðîâàòü êîëüöî
ïîñëå ÷åòûðåõ ïåðèîäîâ, òàê, ÷òîáû
θ = 1/2 [675].

Äëÿ ðåàëèñòè÷åñêèõ ìåæàòîìíûõ ïîòåíöèàëîâ, íàïðèìåð, åñëè ê ïîòåíöèàëó ñ òâåðäûì ÿäðîì äîáàâëåíî
êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå, êîëåáàòåëüíîå ïîâåäåíèåDµ îò ahc ñìàçûâàåòñÿ è ìàêñèìóìû âDµ(ahc) ïîäàâëÿþòñÿ,
òàê êàê êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå ìåøàåò àòîìàì äîñòèãàòü ðàññòîÿíèÿ æåñòêîãî ÿäðà [675].

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè òîëüêî êîýôôèöèåíò êîëëåêòèâíîé äèôôóçèèDµ. Êîýôôèöèåíò õèìè÷åñêîé äèôôóçèè
Dc = Dµ/χ ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà 6.5.3 äëÿ âîñïðèèì÷èâîñòè χ. Âû÷èñëåíèå
êîýôôèöèåíòà ñàìîäèôôóçèè Ds, îäíàêî, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé èç çà ñóùåñòâåííîé ðîëè ôóíêöèè
ïàìÿòè (òî åñòü èç çà êîëëåêòèâíîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ). Ýòîò âîïðîñ áóäåò èçó÷åí äàëåå â ïàðàãðàôå 7.4.4.

7.4.3 Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, kBT ≤ Ek, êîãäà îáà îïèñàííûõ âûøå ïîäõîäà òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïåðåñòàþò
ðàáîòàòü, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå ãàçà êâàçè÷àñòèö. Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÔÊ öåïî÷êà
ñîäåðæèò Ntot = Nk+Nk̄ êèíêîâ è àíòèêèíêîâ ñ êîîðäèíàòàìè Xj(t) è òîïîëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè σj . Ñìåùåíèÿ
àòîìîâ ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå,

ul(t) = uph
l (t) +

Ntot∑

j=1

u
σj
l [Xj(t)], (7.197)

ãäå uσ îïèñûâàåò ôîðìó ìåäëåííî äâèæóùåãîñÿ êèíêà, à uph ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëèçîâàííûì ôîíîíàì. Äëÿ
θ0 = 1 è g � 1 ôîðìà êèíêà

uσl (X) ' 4 tan−1 exp[−σ(las −X)/d], (7.198)
ãäå d = as

√
g è as = 2π. Èç óðàâíåíèé (7.197), (7.198) ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòåé àòîìîâ

u̇l(t) = u̇ph
l (t) +

Ntot∑

j=1

Ẋj(t)
2σj
d

sech {σj [Xj(t)− las]/d } . (7.199)

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (7.199) â óðàâíåíèÿ (7.45)�7.48) äëÿ Dµ(ω̄), ìû ïîëó÷èì òðè òèïà ÷ëåíîâ. Ïåðâûé, ýòî
âêëàä îò êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ôîíîíîâ 〈u̇ph(t) u̇ph(0)〉 ôîðìû

Dph
µ (ω̄) = Df

∑
κ

iω̄η

iω̄η + ω̄2 − ω2
ph(κ)

, (7.200)

ãäå κ íóìåðóåò ôîíîííûå ìîäû ñ ÷àñòîòàìè ωph(κ). Òàê êàê ôîíîííûé ñïåêòð ÔÊ öåïè ÿâëÿåòñÿ îïòè÷åñêèì,
ωph > 0, âêëàä (7.200) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ïðåäåëå ω̄ → 0. Âòîðîé, ýòî ñìåøàííûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè
〈u̇ph(t) Ẋj(0)〉 îïèñûâàþùèå êèíê-ôîíîííûå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñòðîãîå âû÷èñëåíèå ýòèõ ôóíêöèé òîæå ÿâëÿåòñÿ
ñëîæíîé çàäà÷åé. Â ôåíîìåíîëîãè÷åñêîì ïîäõîäå, îäíàêî, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòè âçàèìîäåéñòâèÿ
ìîæíî ó÷åñòü êîñâåííî, åñëè êîíöåíòðàöèÿ êèíêîâ n è êîýôôèöèåíò òðåíèÿ äëÿ äâèæóùåãîñÿ êèíêà âû÷èñëåíû
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òàê, ÷òî áûëî ó÷òåíî êèíê-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå. Íàêîíåö, äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðåòüåãî âêëàäà, ìû ïðåäïîëîæèì
÷òî êîíöåíòðàöèÿ êèíêîâ ìàëà, ntot � n, òàê ÷òî êèíêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå êâàçè÷àñòèöû,
è ÷òî ∫ ∞

0

dt 〈Ẋj(t) Ẋj′(0)〉 = δjj′Dk, (7.201)

ãäåDk � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè äëÿ åäèíè÷íîãî êèíêà. Çàòåì, ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (7.199) â óðàâíåíèÿ (7.45),
(7.46), (7.38) è èñïîëüçóÿ êîíòèíóàëüíûé ïðåäåë, ìû ïîëó÷èì ïðèáëèæåííî, ÷òî

Dµ ' 1
N

(〈Nk〉Dk + 〈Nk̄〉Dk̄) . (7.202)

Òàêèì îáðàçîì, êîëëåêòèâíàÿ äèôôóçèÿ ÔÊ öåïî÷êè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ïîëíîé êîíöåíòðàöèè êèíêîâ,
Dµ ∝ 〈ntot〉 [113, 613, 638]. Äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ñ θ0 = 1 ìû ìîæåì âçÿòü Dk = Dk̄ = kBT/mη (m �
ìàññà êèíêà) è 〈ntot〉 èç óðàâíåíèé (6.73), (6.93), ïîëó÷àÿ âûðàæåíèå

Dµ = Dfπ
3/2
√

2(βEk)1/2 exp(−βEk). (7.203)

Ýòîò ðåçóëüòàò âïåðâûå ïîëó÷èëè Áóòèêåð è Ëàíäàóýð [676]. Èíòåðåñíî, ÷òî ôîðìàëüíîå ïðèìåíåíèå RPA
ïðèáëèæåíèÿ ïàðàãðàôà 7.4.2 äëÿ ñëó÷àÿ βEk � 1 è g � 1, ãäå òåõíèêà èíòåãðàëà ïåðåõîäà ïðèâîäèò ê
àíàëèòè÷åñêè ðåøàåìîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà, ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó ïîäîáíîìó óðàâíåíèþ (7.203), çà
èñêëþ÷åíèåì íåïðàâèëüíîãî ìíîæèòåëÿ (βEk)3/2 âìåñòî ïðàâèëüíîãî (βEk)1/2 [496, 671].

Íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ ïðîâîäèìîñòü ÔÊ ñèñòåìû ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà áîëåå ñòðîãî ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé
rate theory [247, 525], [676]�[678]. À èìåííî, äèíàìèêà N -àòîìíîé öåïè ìîæåò áûòü îïèñàíà êàê äâèæåíèå òî÷êè
â N -ðàçìåðíîì êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè ìû îïðåäåëèì ãèïåðïîâåðõíîñòü E = U(x1, . . . , xN ) â
(N + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (x1, . . . , xN , E), ãäå U � ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, òî òî÷êà áóäåò
äâèãàòüñÿ íà ýòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Äâèæåíèå òî÷êè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà, êîòîðîå âêëþ÷àåò
òðåíèå è ñòîõàñòè÷åñêèå ñèëû äåéñòâóþùèå íà äâèæóùèéñÿ àòîì èç òåïëîâîé áàíè. Ãèïåðïîâåðõíîñòü èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìèíèìóìîâ (àáñîëþòíûõ è îòíîñèòåëüíûõ), ìàêñèìóìîâ è ñåäëîâûõ òî÷åê. Çàòåì, äàâàéòå
ââåäåì àäèàáàòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ, êàê êðèâóþ ñîåäèíÿþùóþ áëèæàéøèå ñîñåäíèå àáñîëþòíûå ìèíèìóìû,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ñåäëîâóþ òî÷êó, è èìåþùóþ ìèíèìàëüíóþ ýíåðãèþ E. Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà
äâèæåòñÿ ñòðîãî âäîëü àäèàáàòè÷åñêîé òðàåêòîðèè, òî åå íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ äèíàìèêà ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ
ïîìîùüþ îäíîìåðíîé òåîðèè Êðàìåðñà [603]. Ìàëûå îòêëîíåíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû îò àäèàáàòè÷åñêîé ìîãóò
áûòü ó÷òåíû â ðàìêàõ îáîáùåííîé òåîðèè ïåðåõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ [575], [679]�[683] (ñì. òàêæå ðàáîòó [604]).

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ñêîðîñòü äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ áóäåò îïèñûâàòüñÿ çàêîíîì Àððåíèóñà R =
R0 exp(−βεa), ãäå ýíåðãèÿ àêòèâàöèè εa äàåòñÿ ðàçíîñòüþ ìåæäó ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé â íåóñòîé÷èâîé
êîíôèãóðàöèè ñåäëîâîé òî÷êè, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü ïðîéäåíà, è â êîíôèãóðàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé àáñîëþòíîìó
ìèíèìóìó U . Ïðåäýêñïîíåíòíûé ìíîæèòåëü R0 îïðåäåëÿåòñÿ êðèâèçíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â ìèíèìàëüíîé è
ñåäëîâîé òî÷êàõ è âíåøíèì òðåíèåì η. Îáû÷íî çàòóõàíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê ÷òî êîãäà ñèñòåìà
äâèæåòñÿ èç îäíîé êîíôèãóðàöèè â äðóãóþ, îíà ïîëíîñòüþ ðåëàêñèðóåò â íîâóþ êîíôèãóðàöèþ äî òîãî êàê
ïðîèçîéäåò ñëåäóþùèé ïðûæîê. Îäíàêî, åñëè ÔÊ öåïî÷êà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé (ηext = 0) è åå ïàðàìåòðû
áëèçêè ê ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîìó ÑÃ ñëó÷àþ (òî åñòü g � 1), òàê ÷òî âíóòðåííåå òðåíèå î÷åíü ìàëî
ηint � ω0, òî äèíàìèêà öåïî÷êè áóäåò áîëåå ñëîæíîé èç çà ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèëó èíåðöèîííûõ ýôôåêòîâ
�äëèííûõ ïðûæêîâ� òî÷êè ÷åðåç íåñêîëüêî ìèíèìóìîâ.

Â ïðèìåíåíèè ýòîé èäåîëîãèè ê âû÷èñëåíèþ ïðîâîäèìîñòè ÔÊ öåïè íóæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñòîÿííàÿ
äâèæóùàÿ ñèëà F ïðèëîæåíà ê êàæäîìó àòîìó è çàòåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ îòêëèêà. Ñèëà áóäåò äâèãàòü
êèíêè íàïðàâî, à àíòèêèíêè íàëåâî äî èõ âîçìîæíîé ðåêîìáèíàöèè ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ äðóãèìè êèíêàìè
èëè àííèãèëÿöèè íà êîíöàõ öåïè. Â óñòîé÷èâîì (íåçàâèñÿùåì îò âðåìåíè) ñîñòîÿíèè ïîñòîÿííûé ïîòîê
àòîìîâ ïîääåðæèâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ðîæäåíèåì íîâûõ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîëæíû
âû÷èñëèòü àäèàáàòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ðîæäåíèå k-k̄ ïàðû è ïîñëåäóþùåå äâèæåíèå â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ êèíêà è àíòèêèíêà â ÏÍ ïîòåíöèàëå.

Äëÿ ÔÊ öåïî÷êè ñî ñëàáûìè ìåæàòîìíûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè (g � 1) ìû èìååì Ek � εPN , òàê ÷òî ýíåðãèÿ
àêòèâàöèè εa, îïðåäåëÿåìàÿ âûñîòîé ÏÍ áàðüåðîâ εPN ≤ εs, êîýôôèöèåíò Dµ ∝ exp(−βεPN ) [525]. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì (g ≥ 1), ìû èìååì Ek > εPN , è ïîòîê àòîìîâ îãðàíè÷åí
ñêîðîñòüþ îáðàçîâàíèÿ k-k̄ ïàð, Dµ ∝ exp(−βEk) [676, 677].

Äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè, êîòîðàÿ îáëàäàåò êèíê-àíòèêèíêîâîé ñèììåòðèåé, Dk = Dk̄, óðàâíåíèå (7.202)
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå

Dµ ' χDk, (7.204)
ãäå χ = 〈ntot〉/〈n〉. Òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â îáùåì ñëó÷àå åñëè êîíöåíòðàöèÿ îñòàòî÷íûõ
(�ãåîìåòðè÷åñêèõ�) êèíêîâ ïðåâûøàåò êîíöåíòðàöèþ òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êèíêîâ, òî åñòü êîãäà 〈nw〉 �
〈npair〉. Óðàâíåíèÿ (7.204) è (7.57) ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ
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Dc ' Dk (or Dk̄). (7.205)

Ðåçóëüòàò (7.205) èìååò ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè kBT ≤ Ek òðàíñïîðò ìàññû
âäîëü öåïè îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî êèíêàìè. Òàê êàê êîíöåíòðàöèÿ êèíêîâ ëèíåéíî ñâÿçàíà ñ êîíöåíòðàöèåé
àòîìîâ, îòíîøåíèå ïîòîêà êèíêîâ ê ãðàäèåíòó êîíöåíòðàöèè êèíêîâ òî÷íî ðàâíî ê òàêîìó æå îòíîøåíèþ ïîòîêà
àòîìîâ ê ãðàäèåíòó àòîìîâ. Áîëåå òîãî, ýòî óòâåðæäåíèå [è, ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (7.205)] îñòàåòñÿ âåðíûì
äëÿ ëþáîé ñòðóêòóðû êèíêîâ, òî åñòü, äëÿ êèíêîâ ñêîíñòðóèðîâàííûõ íà ëþáîé ôîíîâîé ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðå
θ0, ïðè óñëîâèè ÷òî òåìïåðàòóðà ìåíüøå ÷åì òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ äàííîé ôîíîâîé ñòðóêòóðû (ñì. ïàðàãðàô
6.5.4). Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå Dc ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè êèíêà Dk äëÿ äàííîãî
θ0, òî åñòü, ê âû÷èñëåíèþ ïàðàìåòðîâ êèíêà m è VPN(x), à çàòåì ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà

mẌ +mηẊ + V ′PN (X) = δF (t) (7.206)

ñ 〈δF (t)〉 = 0 è 〈δF (t) δF (t′)〉 = 2ηmkBTδ(t − t′). Êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âíóòðåííèì òðåíèåì, êîýôôèöèåíò
η â óðàâíåíèè (7.206) ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì âíåøíåãî òðåíèÿ äëÿ èçîëèðîâàííîãî àòîìà, ýòî ìîæíî
ëåãêî ïîëó÷èòü âûïîëíÿÿ îïåðàöèþ mq

∑+∞
l=−∞ . . . äëÿ îáîèõ ñòîðîí óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7.11) è ïðèíÿâ âî

âíèìàíèå îïðåäåëåíèå êîîðäèíàòû êèíêà X. Â îáùåì ñëó÷àå ìû äîëæíû ïîëîæèòü η = ηext + ηint. ßñíî, ÷åì
ñëîæíåå ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ôîíîâîé ñòðóêòóðû θ0, òåì áîëüøå çíà÷åíèå âíóòðåííåãî òðåíèÿ ηint äëÿ êèíêîâ
îïðåäåëåííûõ íà ýòîé ñòðóêòóðå.

Óðàâíåíèå (7.205) ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè êîíöåíòðàöèÿ êèíêîâ íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî ìû ìîæåì
ïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåéñòâèåì êèíêîâ. Ñ óâåëè÷åíèåì ntot (èç çà âîçðàñòàíèÿ T èëè |θ − θ0|) íóæíî òàêæå
ó÷èòûâàòü k-k âçàèìîäåéñòâèÿ. Êîãäà ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ εint = vint(R), R � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
êèíêàìè, ìàëà, ò.å. êîãäà βεint � 1, ýòî âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî ó÷åñòü ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèÿ
ïàðàãðàôà 7.4.2, ðàññìàòðèâàÿ êèíêè êàê êâàçè÷àñòèöû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà βεint ≥ 1, k-k âçàèìîäåéñòâèå
ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ðåøåòêè êèíêîâ (êèíêîâûé ñóïåðñòðóêòóðû), è êîýôôèöèåíò Dk â óðàâíåíèè (7.205)
ìîæåò áûòü âçÿò êàê êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ñóïåðêèíêà îïðåäåëåííîãî íà ýòîé ñóïåðñòðóêòóðå. Çàìåòèì, ÷òî
Dc(θ) < Dc(0) â ñèëó íåðàâåíñòâà εPN < εs.

Êîãäà èçâåñòåí êîýôôèöèåíò Dc, êîýôôèöèåíò êîëëåêòèâíîé äèôôóçèè Dµ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê Dµ =
χDc äëÿ ëþáîãî ïîêðûòèÿ θ. Çàìåòèì, ÷òî Dµ(θ) ìîæåò áûòü âûøå èëè íèæå ÷åì Dµ(0), â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèÿ âîñïðèèì÷èâîñòè χ ïðè äàííîì θ. Çàìåòèì òàêæå ÷òî óðàâíåíèå (7.204) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðÿìî
èç óðàâíåíèé (7.47), (7.48) åñëè ìû ïåðåïèøåì Y (t) â ôîðìå

Y (t) ' C +
1

q
√
N

Ntot∑

j=1

Xj(t) = C +
(
Ntot

q
√
N

)
1

Ntot

Ntot∑

j=1

Xj(t) (7.207)

(ãäå C � ïîñòîÿííàÿ) äëÿ ëþáîé ñòðóêòóðû ñ ïåðèîäîì a = qas, à çàòåì âñïîìíèì, ÷òî χ ' (〈Nsk〉+ 〈Ns̄k〉) /Nq2

ïðè kBT ≤ Esk, ãäå Esk � ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ ñóïåðêèíêà.

7.4.4 Êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè

Â ïàðàãðàôå 7.4.1 ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå Vsub ≡ 0 êîýôôèöèåíò ñàìîäèôôóçèè ðàâåí íóëþ åñëè ìåæàòîìíûé
ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé, òàêîé êàê ãàðìîíè÷åñêèé ïîòåíöèàë, ïîòåíöèàëû Òîäû è Ìîðçå.
ßñíî, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íå áóäåò ìåíÿòüñÿ åñëè ìû âêëþ÷èì ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ïðè ïîìîùè òåîðèè βVsub(x)
âîçìóùåíèÿ ïàðàãðàôà 7.4.2. Îäíàêî, òåîðèÿ βVint(x) âîçìóùåíèÿ, êîòîðàÿ íå âêëþ÷àåò êîððåëèðîâàííîå
äâèæåíèå àòîìîâ, ïðèâîäèò ê íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ Ds (íàïðèìåð, ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê
Ds = Dµ). Êðîìå òîãî, íèçêî-òåìïåðàòóðíûé ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä òàêæå ïðèâîäèò ê íåíóëåâîìó
çíà÷åíèþDs. À èìåííî, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (7.197) äëÿ ñëó÷àÿ g � 1 â óðàâíåíèÿ (7.42), (7.43) è ïðåíåáðåãàÿ
êèíê-êèíêîâûìè êîððåëÿöèÿìè, ìû ïîëó÷èì

Ds ' (a/d)Dµ, d� a. (7.208)

Íàïîìíèì, îäíàêî, ÷òî êèíêè îäèíàêîâîãî òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà ñîãëàñíî
ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ (ñì. ïàðàãðàô 3.1), è ñòàëêèâàþòñÿ êàê óïðóãèå äèñêè
íà êîðîòêèõ ðàññòîÿíèÿõ (ñì. Ðèñ. 6.7). Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî ïîäñèñòåìó êèíêîâ (èëè òîëüêî àíòèêèíêîâ) ìû
âèäèì, ÷òî òå æå ñàìûå ïðè÷èíû, êîòîðûå ïðèâîäèëè ê íóëåâîìó êîýôôèöèåíòó ñàìîäèôôóçèè â ñâîáîäíîé
ãàðìîíè÷åñêîé öåïè, ðàáîòàþò è çäåñü. Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (7.208) äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü íåíóëåâûì
÷àñòîòàì ω > ω2, èëè êîðîòêèì âðåìåíàì t < t2, ãäå çíà÷åíèå t2 ìîæåò áûòü îöåíåíî òåì æå ñïîñîáîì
êàê â óðàâíåíèè (7.184), åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êèíêè êàê êâàçè÷àñòèöû è ïðèìåíèì ðàññóæäåíèÿ
ïàðàãðàôà 7.4.1.
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Òàêèì îáðàçîì, äîëãîâðåìåííàÿ äèíàìèêà äàííîãî àòîìà â ÔÊ öåïî÷êå ñ íåîãðàíè÷åííûì ìåæàòîìíûì
ïîòåíöèàëîì ÿâëÿåòñÿ ñóáäèôôóçèîííîé,

〈(ul(t)− ul(0))2〉 = α
√
t, t→∞. (7.209)

Êîýôôèöèåíò α â óðàâíåíèè (7.209) áûë âû÷èñëåí Ãóíòåðîì è Èìðè [684] è Ãèëëàíîì [565]. Çäåñü ìû ñëåäóåì
ïîñëåäíåé ðàáîòå. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîòîêà àòîìîâ (7.55) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëåíî êàê

J̃(k, t) =
∫
dx e−ikxJ(x, t) =

∑

l

e−ikxl(t) u̇l(t)

'
∑

l

e−iklaA u̇l(t) = N1/2 ˙̃u(kaA, t). (7.210)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (7.210) è ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé çàêîí (7.59), êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñêîðîñòè (7.40)
ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà êàê

Q̃u̇u̇(κ, t) '
(
κ

aA

)2

D2
c

1
N
〈δρ̃(−κ/aA, t) δρ(κ/aA, 0)〉. (7.211)

Ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (7.91), ïëîòíîñòü-ïëîòíîñòíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà NGRµ . Îäíàêî, èç îáùåé
òåîðèè êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [582]) ìû çíàåì, ÷òî òî÷íûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ

∂ρ(x, t)
∂t

+ divJ(x, t) = 0 (7.212)

âìåñòå ñ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèì çàêîíîì (7.59) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ GRµ ,

¯̃
G
R

µ (k, k; ω̄) ' iχ

(ω̄ + ik2Dc)
, ω̄ → 0 + i0, k → 0. (7.213)

Òàê, â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ðåæèìå (ω̄ → 0 + i0, kaA � 1) ôóíêöèÿ Qu̇u̇ ïðèíèìàåò ôîðìó [565]

¯̃
Qu̇u̇(κ, ω̄) = −Dµ

−iω̄
−iω̄ + (κ/aA)2Dc

. (7.214)

Òîãäà, âûïîëíÿÿ ñóììèðîâàíèå ïî κ â óðàâíåíèè (7.43) ïîëîæèâ κ = ν ∆κ, ∆κ = 2π/N , ν = − 1
2N + 1, . . . ,+ 1

2N ,
è ïðåäïîëàãàÿ ÷òî ÷èñëî −iω̄ ÿâëÿåòñÿ ìàëûì íî íåíóëåâûì, òàê ÷òî ìû ìîæåì ðàñøèðèòü ñóììèðîâàíèå ïî ν
äî ±∞, ìû ïîëó÷èì

D̄s(ω̄) = −Dµ
1
N

+∞∑
−∞

A

A+ ν2
= −Dµ

π
√
A

N tanh(π
√
A)
, (7.215)

ãäå A = N2(−iω̄/Dc)(aA/2π)2. Â ïðåäåëå N →∞, óðàâíåíèå (7.215) äàåò

D̄s(ω̄) = −1
2
χaA(−iω̄Dc)1/2, ω̄ → 0 + i0. (7.216)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè t → ∞ äèíàìèêà àòîìà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (7.209) ñ êîýôôèöèåíòîì α äàííûì
óðàâíåíèåì

α = 2χaA
√
Dc/π. (7.217)

Ðåçóëüòàò (7.209), (7.217) áûë ïîäòâåðæäåí Ãèëëàíîì è Õîëîâûì [552] ïðè ìîëåêóëÿðíî äèíàìè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè
äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî êîãäà ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë îãðàíè÷åí (Vint(x) < ∞ äëÿ
âñåõ x), òîãäà Ds áóäåò íåíóëåâûì è åãî çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, íàïðèìåð, èç óðàâíåíèé (7.79)�(7.82).

7.4.5 Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè Dµ è Dc êàê ôóíêöèé îò òåìïåðàòóðû
ñèñòåìû T . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ðàññìîòðèì âàæíûé äëÿ ïðàêòèêè ñëó÷àé θ ≤ 1, íàïðèìåð êîãäà θ = (q− 1)/q
ñ q � 1, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà áëèçêà ê ñòàíäàðòíîé ÔÊ ìîäåëè, òàê ÷òî àíãàðìîíè÷íîñòü ìåæàòîìíûõ
âçàèìîäåéñòâèé ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé, òî åñòü

α = −(εs/2)1/2V ′′′int(aA)/[V ′′int(aA)]3/2 � 1.
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Ïðè T = 0 îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðå ñ ïåðèîäîì a = qas. Ñóïåðêèíê
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûì âîçáóæäåíèåì ÎÑ ïðè T = 0, ñ ýíåðãèåé ðîæäåíèÿ Esk è ýôôåêòèâíîé
ìàññîé msk. Àäèàáàòè÷åñêîå äâèæåíèå ñóïåðêèíêîâ ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ÏÍ ïîòåíöèàëà VsPN (X) '
1
2εsPN [1 − cos(2πX/a)] ñ âûñîòîé εsPN , à ìàëûå êîëåáàíèÿ ñóïåðêèíêîâ âáëèçè ìèíèìóìîâ ÏÍ ïîòåíöèàëà
õàðàêòåðèçóþòñÿ ÷àñòîòîé ωsPN = (εSPN/2q2msk)1/2. Ïóñòü ηsk ñîîòâåòñòâóåò êîýôôèöèåíòó ýôôåêòèâíîãî
òðåíèÿ äëÿ äâèæóùåãîñÿ ñóïåðêèíêà.

Ñîãëàñíî ðåíîðìàëèçàöèîííûì àðãóìåíòàì ïàðàãðàôà 5.2.1, îïèñàííîå ÎÑ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê
ðåãóëÿðíàÿ ðåøåòêà θ = 1 àíòèêèíêîâ. Êîãäà òåìïåðàòóðà âîçðàñòàåò âûøå òåìïåðàòóðû ïëàâëåíèÿ Tsk
(kBTsk ' Esk, ñì. ïàðàãðàô 6.5.4), ýòà ðåøåòêà êèíêîâ ðàçóïîðÿäî÷èâàåòñÿ èç çà òåïëîâîãî ðîæäåíèÿ áîëüøîãî
÷èñëà sk-sk ïàð. Ñîãëàñíî êèíê-ðåøåòî÷íîé èåðàðõè÷åñêîé èäåîëîãèè ïàðàãðàôà 6.5.4, â òåìïåðàòóðíîì
èíòåðâàëå Esk < kBT < Ek ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ñîðàçìåðíàÿ ñòðóêòóðà
ñ ïåðèîäîì as, â êîòîðîé, îäíàêî, èìååòñÿ Nw îñòàòî÷íûõ êèíêîâ è Npair òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ k-
k̄ ïàð. Ïóñòü Ek îáîçíà÷àåò ýíåðãèþ ðîæäåíèÿ θ = 1 êèíêà, mk � åãî ýôôåêòèâíóþ ìàññó, VPN (X) '
1
2εPN [1− cos(2πX/as)] � ÏÍ ïîòåíöèàë äëÿ äâèãàþùåãîñÿ θ = 1 êèíêà, ωPN = (εPN/2mk)

1
2 � ÷àñòîòó ÏÍ, à ηk �

ñîîòâåòñòâóþùåå òðåíèå. Ïàðàìåòðû ñóïåðêèíêà è êèíêà óäîâëåòâîðÿþò äâóì íåðàâåíñòâàì, εsPN < εPN < εs
è Esk < Ek. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ïðåäïîëîæèì òàêæå ÷òî Esk ÿâëÿåòñÿ ñàìûì íèçêèì ýíåðãåòè÷åñêèì
ïàðàìåòðîì ñèñòåìû (ýòî âñåãäà âåðíî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ q � 1), è ÷òî àíãàðìîíè÷íîñòü ïîòåíöèàëà Vint(x)
òàê ìàëà, ÷òî ýíåðãèÿ εanh = εs/2α2 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì èç ïàðàìåòðîâ. Òåïåðü ìû ìîæåì îïèñàòü ôóíêöèè
Dµ(T ) è Dc(T ) äëÿ ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëîâ òåìïåðàòóð.

Ïðè î÷åíü íèçêîé òåìïåðàòóðå,
0 < kBT < Esk, (7.218)

ïåðåíîñ ìàññû âäîëü öåïè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñóïåðêèíêàìè. Òàê, ñîãëàñíî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîìó ïîäõîäó ïàðàãðàôà 7.4.3,
êîýôôèöèåíò õèìè÷åñêîé äèôôóçèè ðàâåí

Dc ' Rska2 exp(−βεsPN ), (7.219)

ãäå

Rsk '
{
ωsPN/2π åñëè ηsk < ωsPN ,
ω2
sPN/2πηsk åñëè ηsk > ωsPN ,

(7.220)

â òî âðåìÿ êàê êîýôôèöèåíò êîëëåêòèâíîé äèôôóçèè Dµ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Dµ ' Dc

〈Nsk〉+ 〈Nsk〉
q2〈N〉 ∝ exp[−β(εsPN + Esk)]. (7.221)

Êîãäà òåìïåðàòóðà âîçðàñòàåò, kBT ∼ Esk, ÷èñëî òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûõ sk-sk ïàð òîæå âîçðàñòàåò, è èõ
âçàèìíîå ïðèòÿæåíèå áóäåò óìåíüøàòü ðåàëüíîå çíà÷åíèå Dc ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì ÷òî äàåò óðàâíåíèå (7.219).

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ,
Esk < kBT < min (εPN , Ek), (7.222)

ñóïåðêèíêè ðàçðóøàþòñÿ òåïëîâûìè êîëåáàíèÿìè, íî θ = 1 êèíêè åùå ñóùåñòâóþò, è îíè òåïåðü îòâå÷àþò çà
òðàíñïîðò ìàññû. Ïðåíåáðåãàÿ âçàèìîäåéñòâèåì êèíêîâ, ìû èìååì

Dc ' Rka2
s exp(−βεPN ), (7.223)

Rk '
{
ωPN/2π åñëè ηk < ωPN ,
ω2
PN/2πηk åñëè ηk > ωPN ,

(7.224)

Dµ ' Dc
〈ntot〉
〈n〉 ∝ exp[−β(εPN + Ek)]. (7.225)

Âçàèìíîå îòòàëêèâàíèå îñòàòî÷íûõ êèíêîâ áóäåò ñëåãêà óâåëè÷èâàòü Dc ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì (7.223).
Çàìåòèì, ÷òî îáà êîýôôèöèåíòàDc èDµ èìåþò ôîðìó Àððåíèóñà íî ñ ðàçëè÷íûìè, íî ñ ðàçëè÷íûìè ýíåðãèÿìè
àêòèâàöèè.

Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì îïèñàòü áîëåå ñëîæíóþ ñèòóàöèþ ïðè θ = s/q ñ 2 ≤ s ≤ q − 2, êîãäà èåðàðõèÿ
êèíêîâûõ ðåøåòîê ñîñòîèò èç áîëåå ÷åì äâóõ òåìïåðàòóðíûõ èíòåðâàëîâ.

Ïðåäåëû ïðîìåæóòî÷íîãî òåìïåðàòóðíîãî èíòåðâàëà çàâèñÿò îò ìîäåëüíîãî ïàðàìåòðà gA. À èìåííî, êîãäà
gA ≥ 1, ñóùåñòâóåò òåìïåðàòóðíûé èíòåðâàë

εPN < kBT < Ek, (7.226)
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â ïðåäåëàõ êîòîðîãî êèíêè âñå åùå ñóùåñòâóþò, íî èõ äâèæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ àêòèâèðîâàííûì. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé
ïîäõîä ïðåäñêàçûâàåò äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîâåäåíèå

Dc ' kBT/mkηk (7.227)

è
Dµ ' Dc

〈ntot〉
〈n〉 ∝ exp(−βEk). (7.228)

Àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñêàçàíèÿ óðàâíåíèÿ (7.223) è (7.227) ñîãëàñóþòñÿ ñ ìîëåêóëÿðíî äèíàìè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè
Õîëîâîãî è Ãèëëàíà [642], Ãèëëàíà è Õîëîâîãî [552]. Ýòè ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè âûïîëíåíû äëÿ íåäåìïôèðîâàííîé
ÔÊ öåïè ñ g = 0.127, òàê ÷òî ïàðàìåòðû εPN ' 1.10, εk ' 2.5 è mk ' 0.7. Ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû
óðàâíåíèåì (7.227) â ðàìêàõ èíòåðâàëà (7.226), åñëè ìû ïîëîæèì ηk ' 0.028ω0 (äëÿ íåäåìïôèðîâàííîé ñèñòåìû
ηk ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî âíóòðåííåìó òðåíèþ), ) è óðàâíåíèåì (7.223) äëÿ òåìïåðàòóðíîãî èíòåðâàëà (7.172) ãäå,
îäíàêî, ìîäåëèðîâàíèå äàåò ïðåäýêñïîíåíòíûé ìíîæèòåëü ' 0.4, â òî âðåìÿ êàê óðàâíåíèå (7.224) ïðèâîäèò
ê çíà÷åíèþ ' 0.1. Ýòî ðàñõîæäåíèå ìîæåò âîçíèêíóòü èç çà èñïîëüçîâàíèÿ â óðàâíåíèÿõ (7.220) è (7.224)
îäíîìåðíîé òåîðèè âìåñòî áîëåå ñòðîãîé generalized rate theory.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè gA � 1, òî äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî òåìïåðàòóðíîãî èíòåðâàëà

Ek < kBT < εPN , (7.229)

êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ, íàïðèìåð, RPA ïîäõîäà ïàðàãðàôà 7.4.2.
Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Dc è Dµ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ çàêîí Àððåíèóñà ñ ýíåðãèåé àêòèâàöèè
εeff
s , ãäå εPN < εeff

s < εs.
Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïàðàãðàôà 7.4.2. Â ÷àñòíîñòè,

äëÿ òåìïåðàòóðíîãî èíòåðâàëà
max(εs, Ek) < kBT < εanh (7.230)

ðàçëîæåíèå âîçìóùåíèÿ ïî βVsub(x) äàåò

Dµ ' Df

{
1 +

1
8

[
βεs sinh(1/2βg)

cosh(1/2βg)− cos(2πaA/as)

]2
}−1

, (7.231)

è àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿDc ñ ìíîæèòåëåì ga2
A/maη âìåñòîDf . Íàêîíåö, ïðè î÷åíü âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ,

kBT > εanh, îáà ïîòåíöèàëà Vsub(x) è Vint(x) ñòàíîâÿòñÿ íåñóùåñòâåííûìè, è êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè Dµ è
Dc áóäóò áëèçêèìè ê çíà÷åíèþ Df ≡ kBT/maη.

Òåïåðü äàâàéòå ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè êàê ôóíêöèé ïîêðûòèÿ θ ≡ as/aA äëÿ
ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå âîçìóùåíèÿ ïî
βVsub(x). Èç óðàâíåíèÿ (7.231) ìû âèäèì, ÷òî êîýôôèöèåíò êîëëåêòèâíîé äèôôóçèè Dµ(θ) êàê ôóíêöèÿ θ
ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, äîñòèãàÿ ìèíèìóìîâ äëÿ òðèâèàëüíûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ñ θ = 1/q (q = 1, 2, . . .),
â êîòîðûõ àòîìû ðàñïðåäåëåíû ïî îñíîâàíèÿì ïîòåíöèàëüíûõ ÿì ïîäëîæêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàêñèìóìû
Dµ(θ) äîñòèãàþòñÿ ïðè θ = 2/(2q−1), êîãäà àòîìû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñìåùåíû èç îñíîâàíèé ïîòåíöèàëüíûõ
ÿì ïðèáëèæàÿñü ê âåðøèíàì ïîòåíöèàëà. Â ðåçóëüòàòå, îæèäàþò, ÷òî àáñîëþòíûé ìàêñèìóì ïðîâîäèìîñòè
ïîñòîÿííîãî ïîëÿ σ áóäåò ïðè êîíöåíòðàöèè θ ' 0.75 − 0.80 [608]. Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû Dµ(θ) ñòàíîâÿòñÿ
áîëåå âûðàæåííûìè ñ óâåëè÷åíèåì ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è óìåíüøåíèÿ òåìïåðàòóðû.

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ kBT < Ek, ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò ê ïîäîáíîìó ïîâåäåíèþ [685].
Äåéñòâèòåëüíî, äàâàéòå ðàññìîòðèì ÔÊ ñèñòåìó ñ ïîêðûòèåì θ áëèçêèì ê çíà÷åíèþ θ0 = 1, |θ − θ0| � 1, òàê
÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó îñòàòî÷íûìè êèíêàìè ñòîëü ìàëî, ÷òî îíè íå ôîðìèðóþò ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå
ðåøåòêó êèíêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò õèìè÷åñêîé äèôôóçèè Dc ðàâåí Dk è îí ïðèáëèæåííî íå
çàâèñèò îò θ. (Çàìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ãèëëàíà
è Õîëîâîãî [552]. Îäíàêî, Dc(θ) ìîæåò ìåäëåííî âîçðàñòàòü ñ óâåëè÷åíèåì |θ − θ0| èç çà k-k îòòàëêèâàíèÿ
îñòàòî÷íûõ êèíêîâ). Òàê êàê ÷èñëî òåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàííûõ êèíêîâ 2Npair ïðèáëèæåííî íå çàâèñèò îò θ,
â òî âðåìÿ êàê ÷èñëî îñòàòî÷íûõ êèíêîâ |Nw| ëèíåéíî âîçðàñòàåò ñ |θ − θ0|, âîñïðèèì÷èâîñòü χ ' 〈Ntot〉/N
êàê ôóíêöèÿ îò θ äîëæíà èìåòü ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïðè θ = θ0. Ñëåäîâàòåëüíî, Dµ(θ) áóäåò òîæå èìåòü
ìèíèìóì ïðè θ = θ0. Àíàëîãè÷íî, Dµ(θ) áóäåò èìåòü ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïðè òåõ ñîðàçìåðíûõ ïîêðûòèÿõ θ0,
÷üÿ òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ áîëüøå ÷åì T . ßñíî, ÷òî ìåæäó ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè ôóíêöèÿ Dµ(θ) áóäåò
èìåòü ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ýòîò êðèòåðèé âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ òðèâèàëüíûõ
ïîêðûòèé θ0 = 1/q. Íî ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû T áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå è íîâûå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû
ôóíêöèè Dµ(θ), ñîîòâåòñòâóÿ âûñîêîóïîðÿäî÷åííûì ñîðàçìåðíûì ñòðóêòóðàì, è â ïðåäåëå T → 0 ôóíêöèÿ
Dµ(θ) äîëæíà èìåòü ìèíèìóìû íà êàæäîì ðàöèîíàëüíîì ïîêðûòèè θ (êîíå÷íî, âñå êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñîãëàñíî çàêîíó Àððåíèóñà êîãäà T → 0).
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Îäíàêî, ýêñïëóàòàöèÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ äëÿ öåëîãî èíòåðâàëà ïîêðûòèé îò 0 äî 1 (èëè äàæå äî ∞)
íåæåëàòåëüíà, òàê êàê äåéñòâèòåëüíûé ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë Vint(x) íå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí îäíîé
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé, êîãäà ñðåäíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè èçìåíÿþòñÿ îò ∞ äî as (èëè äàæå äî 0).
Òåïåðü äàâàéòå ðàññìîòðèì áîëåå ðåàëèñòè÷åñêóþ ñèòóàöèþ, êîãäà ïîòåíöèàë Vint(x) ÿâëÿåòñÿ àíãàðìîíè÷íûì
(íàïðèìåð, ýêñïîíåíöèàëüíîé èëè ñòåïåííîé ôóíêöèåé). Êîãäà òåìïåðàòóðà ñèñòåìû T ìåíüøå ÷åì òåìïåðàòóðà
�ïëàâëåíèÿ� Tmelt(θ0) äëÿ äàííîé ñòðóêòóðû θ0, òîãäà òðàíñïîðò ìàññû âäîëü öåïè îñóùåñòâëÿåòñÿ êèíêàìè
(ëîêàëüíûìè ñæàòèÿìè öåïè) åñëè θ = θ0 + δ, ãäå δ → +0, èëè àíòèêèíêàìè (ëîêàëüíûìè ðàñøèðåíèÿìè)
åñëè θ = θ0 − δ. Òàêèì îáðàçîì, Dc(θ0 + δ) = Dk è Dc(θ0 − δ) = Dk̄. Íî äëÿ àíãàðìîíè÷íîãî ïîòåíöèàëà
Vint(x), êèíê è àíòèêèíê õàðàêòåðèçóþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè (ñì. ïàðàãðàô 3.5.1). Äëÿ ïðèìåðà, ÏÍ
áàðüåðû äëÿ êèíêîâ íèæå ÷åì áàðüåðû äëÿ àíòèêèíêîâ. Òàê, êîãäà ïîêðûòèå θ âîçðàñòàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç
θ0, ýíåðãèÿ àêòèâàöèè äëÿ õèìè÷åñêîé äèôôóçèè ñêà÷êîîáðàçíî óìåíüøàåòñÿ. Èç çàâèñèìîñòè εPN (θ), ñì.
Ðèñ. 5.18, ñëåäóåò ÷òî çàâèñèìîñòü Dc(θ) äîëæíà èìåòü ñêà÷êè ïîäîáíî äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöå: çíà÷åíèå Dc

äîëæíî ðåçêî óâåëè÷èâàòüñÿ êàæäûé ðàç, êîãäà ïîêðûòèå θ ïðåâûøàåò çíà÷åíèå θ0, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò
ñòðóêòóðó ñîðàçìåðíóþ ñ ïîäëîæêîé, èìåþùóþ ïðè äàííîì çíà÷åíèè T òåìïåðàòóðó �ïëàâëåíèÿ� âûøå T [165].
Çàìåòèì, ÷òî îáû÷íî â óðàâíåíèÿõ (7.219), (7.220) ýíåðãèÿ àêòèâàöèè äèôôóçèè è, âñëåäñòâèå óìåíüøåíèÿ
äëèíû ïóòè ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, ïðåäýêñïîíåíòíûé ìíîæèòåëü óáûâàþò îäíîâðåìåííî ñ ðîñòîì êîíöåíòðàöèè
(òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò êîìïåíñàöèè). ßñíî, ÷òî ñêà÷îê â Dc(θ) ïðè äàííîì θ = θ0 ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè
T < Tmelt(θ0), êîãäà òåìïåðàòóðà âîçðàñòàåò âûøå Tmelt(θ0) ñêà÷êè èñ÷åçàþò. Òàêèì îáðàçîì, äüÿâîëüñêàÿ
ëåñòíèöà áóäåò ñãëàæèâàòüñÿ ñ âîçðàñòàíèåì òåìïåðàòóðû, òàê êàê áóäóò �âûæèâàòü� òîëüêî ñêà÷êè ïðè
ïîêðûòèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòûì ñîðàçìåðíûì ñòðóêòóðàì (θ0 = 1, 1

2 , è ò.ä.).
Âñå îïèñàííûå âûøå ïîäõîäû ìîãóò áûòü ïðÿìî ïðèìåíåíû ê ÔÊ ìîäåëè ñ íåñèíóñîèäàëüíûì ïîòåíöèàëîì

ïîäëîæêè. Â ÷àñòíîñòè, â ôåíîìåíîëîãè÷åñêîì ïîäõîäå ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü êèíêîâûå ïàðàìåòðû Ek, εPN ,
è ò.ä., êîòîðûå áûëè âû÷èñëåíû äëÿ äàííîé ôîðìû ïîòåíöèàëà Vsub(x). Íàïðèìåð, Âîàôî è äð. [686] èçó÷èëè
äèôôóçèþ êèíêîâ äëÿ äåôîðìèðóåìîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Îäíàêî, íåêîòîðûå íîâûå ñâîéñòâà ïîÿâëÿþòñÿ
â ìíîãîêèíêîâûõ ñèñòåìàõ, ãäå ìîäåëü äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå êèíêîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Â ÷àñòíîñòè, ýíåðãèÿ
àêòèâàöèè äëÿ íèçêî òåìïåðàòóðíîé õèìè÷åñêîé äèôôóçèè â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ òåìè êèíêàìè, êîòîðûå
èìåþò íàèáîëüøèé ÏÍ ïîòåíöèàë.
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Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ÔÊ öåïî÷êó íàõîäÿùóþñÿ ïî äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû. Äâå âàæíûå îñîáåííîñòè
ìîäåëè, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè öåïî÷êè è ïðèñóòñòâèå ëîêàëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, äåëàþò
ýòó çàäà÷ó íåòðèâèàëüíîé. Îäíà èç âàæíûõ îñîáåííîñòåé âûíóæäåííîé äèíàìèêè - ýòî ïîäâèæíîñòü êàê
ôóíêöèÿ ïðèëîæåííîé ñèëû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ïðèëîæåíèé.

8.1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Èìååòñÿ ìíîãî ñèñòåì â êîòîðûõ àíñàìáëü ÷àñòèö íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû (íàçûâàåìîé
òàêæå ñèëîé ïîñòîÿííîãî òîêà èëè dc ñèëîé). Ñàìûé èçâåñòíûé ïðèìåð � ýòî ýëåêòðîííàÿ èëè èîííàÿ
ïðîâîäèìîñòü òâåðäîãî òåëà, êîãäà ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåêòðîíû èëè èîíû âîçíèêàåò èç-çà ïðèëîæåíèÿ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äðóãèå ïðèìåðû ýòî âîëíû çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè è öåïî÷êè äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ.
Åùå îäíèì âàæíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à òðèáîëîãèè, ãäå òîíêèé ñëîé àòîìîâ (òîëùèíîé â íåñêîëüêî
àíãñòðåìîâ) îãðàíè÷åí äâóìÿ òâåðäûìè ïîäëîæêàìè. Êîãäà ïîäëîæêè íàõîäÿòñÿ â îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè,
ñìàçî÷íàÿ ïëåíêà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû èç-çà ôðèêöèîííûõ êîíòàêòîâ ñ ïîâåðõíîñòÿìè. Íàêîíåö, áîëåå
ñïåöèôè÷åñêèì ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåðîì, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà àâòîìîáèëåé íà
äîðîãàõ.

Äâóìÿ âàæíûìè êîìïîíåíòàìè ìîäåëåé âûíóæäåííîé äèíàìèêè ÿâëÿþòñÿ, âî-ïåðâûõ, òî ÷òî àòîìû âçàèìîäåéñòâóþò
ìåæäó ñîáîé, è âî-âòîðûõ, òî ÷òî àòîìû íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ïîòåíöèàëà. Åñëè îäèí èç ýòèõ
êîìïîíåíòîâ îòñóòñòâóåò, òî çàäà÷à ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî, äâèæåíèå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
àòîìîâ ýêâèâàëåíòíî äâèæåíèþ åäèíè÷íîãî àòîìà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ïîòåíöèàëà è îíî îïèñàíî â
ïàðàãðàôå 8.2, â òî âðåìÿ êàê ìîäåëü áåç âíåøíåãî ïîòåíöèàëà ñâîäèòñÿ, â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ê
ñâîáîäíîé äèíàìèêå.

Â äàííîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü ÔÊ â êîòîðîé âñå àòîìû íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû
(äèíàìèêà ñèñòåìû ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû áóäåò êðàòêî ðàññìîòðåíà â ïàðàãðàôå 8.10; ñì. òàêæå
îáçîð Ôëîðèÿ è Ìàçî [487] è äàííûå â íåì ññûëêè). Ðàíåå â ïàðàãðàôå 7.4 ìû óæå îáñóæäàëè êîýôôèöèåíò
B0 = βDµ, êîòîðûé îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé îòêëèê ÔÊ öåïè, òî åñòü, óñòàíîâèâøèéñÿ ïîòîê àòîìîâ ïîä äåéñòâèåì
ïðèëîæåííîé ïîñòîÿííîé ñèëû F â ïðåäåëå F → 0. Òåïåðü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé áîëüøèõ çíà÷åíèé
ñèëû, êîãäà îòêëèê ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäâèæíîñòü B ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò
ïðèëîæåííîé ñèëû F , òàê êàê ïîëíûé îäíîàòîìíûé ïîòåíöèàë

Vtot(x) = Vsub(x)− F x (8.1)

çàâèñèò îò F . Íàïðèìåð, ïðè î÷åíü ñèëüíûõ ïîëÿõ F � Fs, ãäå

Fs ≡ πεs/as, (8.2)

äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, áàðüåðû Vtot(x) ñòàíîâÿòñÿ ïîëíîñòüþ âûðîæäåííûìè è öåïî÷êà
íà÷èíàåò âåñòè ñåáÿ êàê îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, òàê ÷òî B → Bf , ãäå Bf = βDf = (maη)−1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòè B(F ) íóæíî íàéòè âûíóæäåííîå ðåøåíèå WF óðàâíåíèÿ Ôîêåðà-Ïëàíêà (èëè
Ñìîëóõîâñêîãî) ñ ïåðèîäè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, W (1)

F (x+ as, p) = W
(1)
F (x, p), äëÿ ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè U =
∑
l Vtot(xl) + Uint. Òîãäà B(F ) = jF /F , ãäå

jF =
{∫ as

0

dx

as

∫ +∞

−∞
dp

p

ma
W

(1)
F (x, p)

}{∫ as

0

dx

as

∫ +∞

−∞
dp W

(1)
F (x, p)

}−1

.
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Íàèáîëåå èíòåðåñíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû ñ âíåøíåé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü B(F ) äëÿ ñëó÷àÿ
àäèàáàòè÷åñêè ìåäëåííîãî èçìåíåíèÿ ñèëû F è äèíàìè÷åñêèå ïåðåõîäû ìåæäó ðàçëè÷íûìè óñòàíîâèâøèìèñÿ
ñîñòîÿíèÿìè, ïðåæäå âñåãî â íà÷àëå ñêîëüæåíèÿ, òî åñòü ïåðåõîä èç ïèíèíãîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå
ñêîëüæåíèÿ. Çàâèñèìîñòü jF = B(F )F ñîîòâåòñòâóåò âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêå â èîííûõ ïðîâîäíèêàõ è
â öåïî÷êàõ äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ âîëí çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè ýòà çàâèñèìîñòü ñâÿçàíà
ñ àìïåð-âîëüòíîé õàðàêòåðèñòèêîé. Â òðèáîëîãèè, äâèæóùàÿ ñèëà F ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ñèëà
âÿçêîñòè äëÿ äàííîé ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ.

8.2 Íåëèíåéíûé îòêëèê íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ. áðîóíîâñêîå äâèæåíèå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
àòîìîâ â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ïîñòîÿííîé ñèëû F áûëî èçó÷åíî â áîëüøîì ÷èñëå
ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, [601, 602, 673, 687], à òàêæå êíèãè [595, 596] è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè). Áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ïåðåõîä îò íèçêîé-F ïîäâèæíîñòè B0 = βDµ ê âûñîêîé-F ïîäâèæíîñòè Bf ñèëüíî çàâèñèò îò âåëè÷èíû
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η è òåìïåðàòóðû ñèñòåìû T . Äåéñòâèòåëüíî, äåéñòâóþùèé íà ÷àñòèöó ïîëíûé ïîòåíöèàë
(8.1) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è ïîòåíöèàëà −Fx ñîçäàâàåìîãî âíåøíåé ñèëîé, òî åñòü îí
ñîîòâåòñòâóåò íàêëîííîé ãîôðèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè, ñ íàêëîíîì îïðåäåëÿåìûì, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 8.1,
ñèëîé F . Ïðè ìàëîé ñèëå ïîòåíöèàë èìååò ëîêàëüíûå ìèíèìóìû, ïîýòîìó ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå T = 0
÷àñòèöà áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ñ íóëåâîé ïîäâèæíîñòüþ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, äëÿ
áîëüøîé ñèëû F ≥ Fs, óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ îòñóòñòâóþò è ÷àñòèöà ñêîëüçèò ïî ãîôðèðîâàííîìó ïîòåíöèàëó,
äîñòèãàÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäâèæíîñòè Bf = (maη)−1.

running
  F>Ff

  bistable
 Fb<F<Ff

locked
 F<Fb

F

Ðèñ. 8.1. Áèñòàáèëüíîñòü àòîìà íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì íàêëîííîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

8.2.1 Ïðåäåë ñèëüíîãî òðåíèÿ

Ïåðåõîä èç ïèíèíãîâàííîãî â ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå ïðè F = Fs ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð ñåäëîâîé áèôóðêàöèè,
îäíîé èç îñíîâíûõ êîíöåïöèåé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Äåïèíèíãóþùåå
çíà÷åíèå ñèëû Fs ïðîñòî ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó íàêëîíó ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè Vsub(x), Fs = maxx V ′sub(x) =
V ′sub(u0). Íèæå ïîðîãà äåïèíèíãà, 0 < F < Fs, íà îäèí ïåðèîä ïðèõîäèòñÿ äâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèÿ (ẋ = 0):
îäíî óñòîé÷èâîå (xs = uF + jas, ãäå uF = sin−1F , à j � öåëîå ÷èñëî) è äðóãîå (xu) íåóñòîé÷èâîå. Â ñâåðõâÿçêîì
ïðåäåëå, η →∞, âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñõîäÿòñÿ ê òðàåêòîðèÿì ýêâèâàëåíòíûõ àòòðàêòîðîâ t→∞, x(t)−xs ∝
exp(−t/τ ′), ãäå âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ ′ = [ma/V

′′
sub(uF )]1/2. Ïðè âîçðàñòàíèè F , óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèÿ

ñëèâàþòñÿ â ïñåâäîóñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. Ïðè F = Fs ïðîèñõîäèò ñåäëîâàÿ áèôóðêàöèÿ, âûøå ýòîãî
çíà÷åíèÿ îòñóòñòâóþò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Âáëèçè áèôóðêàöèè óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå âåäåò ñåáÿ
êàê uF (F )− u0 ∝ (Fs − F )1/2, à âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ ′ ðàñõîäèòñÿ ïðè ïåðåõîäå â ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå,

τ ′ ∝ (Fs − F )−1/2. (8.3)

Âûøå äåïèíèíãèðóþùåãî çíà÷åíèÿ, íî âáëèçè íåãî òðàåêòîðèè ñâåðõâÿçêîé ñèñòåìû ïðîâîäÿò áîëüøèíñòâî
ñâîåãî âðåìåíè ïî ñîñåäñòâó òî÷åê u0, ãäå ñêîðîñòè àòîìîâ áëèçêè ê íóëþ. Âðåìÿ τ çàòðà÷åííîå âáëèçè �òî÷êè
çàëèïàíèÿ� u0 ðàñõîäèòñÿ êàê

τ ∼
∫ u0+δ

u0−δ

dx

ẋ
∝ (F − Fs)−1/2, (8.4)

ãäå 0 < δ < as. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä â ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå îäíî-÷àñòè÷íîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ
õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè, τ ′ (íèæå ïåðåõîäà) è τ (âûøå ïåðåõîäà), êîòîðûå ðàñõîäÿòñÿ ñ ïîêàçàòåëåì ψ = 1/2.
Êîãäà ñèëà óáûâàåò âûøå ïåðåõîäà, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü v̄ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê
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v̄ ∝ τ−1 ∝ (F − Fs)1/2. (8.5)

Óðàâíåíèå Ñìîëóõîâñêîãî äëÿ îäíîãî àòîìà â íàêëîííîì ñèíóñîèäàëüíîì ïîòåíöèàëå (8.1) èìååò òî÷íîå
óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå [595] êîòîðîå äàåò

B

Bf
=
kBT

Fas

A′′

A+A− −A′A′′ , (8.6)

ãäå
A± =

∫ as

0

dx

as
exp

[
±Vtot(x)

kBT

]
, (8.7)

A′ =
∫ as

0

dx

as

∫ x

0

dx′

as
exp

[−Vtot(x) + Vtot(x′)
kBT

]
(8.8)

è
A′′ = 1− exp

(
− Fas
kBT

)
. (8.9)

Â ïðåäåëå ëèíåéíîãî îòâåòà, F → 0, óðàâíåíèå (8.6) ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ B/Bf = I−2
0 (εs/2kBT ), ãäå I0 �

ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ [ñì. âûøå â ïàðàãðàôå 7.1.4 óðàâíåíèå (7.64)], â òî âðåìÿ êàê â ïðåäåëå
T → 0 îíî äàåò

B

Bf
=

{
0 äëÿ F < Fs,[

1− (Fs/F )2
]1/2 äëÿ F > Fs.

(8.10)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîðîãîâîé ñèëå, F → Fs, êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîé äèôôóçèè, îïðåäåëåííûé êàê D =
limt→∞

[〈x2(t)〉 − 〈x(t)〉2]/2t, çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò êîýôôèöèåíòîì ñâîáîäíîé òåïëîâîé äèôôóçèè [688].

8.2.2 Ïðåäåë ñëàáîãî òðåíèÿ

Â ñëó÷àå ñëàáîãî òðåíèÿ η < ηc ≈ 1.193ω0, ãäå ω0 =
(
2π2εs/maa

2
s

)1/2 � ÷àñòîòà êîëåáàíèé ó ìèíèìóìà
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (â íàøåé ñèñòåìå åäèíèö ω0 = 1), ñèñòåìà ìîæåò èìåòü áåãóùåå ðåøåíèå äàæå åñëè
ñóùåñòâóåò ìèíèìóì ïîòåíöèàëà Vtot(x). Äåéñòâèòåëüíî, èç-çà ñâîåãî èìïóëüñà ÷àñòèöà ìîæåò ïðåîäîëåòü
ñëåäóþùèé áàðüåð, êîòîðûé íèæå ÷åì áàðüåð ïîòåíöèàëà áåç äîáàâêè −Fx, åñëè âêëàä îò ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ïðåâîñõîäèò ïîòåðè ýíåðãèè â òå÷åíèå äâèæåíèÿ (ñì. ðèñ. 8.1). Îáðàòíûé ïåðåõîäà èç ñêîëüæåíèÿ
â çàêðåïëåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðè ìåíüøåé ñèëå, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû äëÿ ýòîãî ïåðåõîäà Fb < Fs
(ñìîòðè îáëàñòü ïàðàìåòðîâ η è F íà ðèñ. 8.2). Ýòî îáðàòíîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñèëû Fb ìîæåò áûòü íàéäåíà
èç áàëàíñà ýíåðãèé ïîëó÷àåìîé îò äâèæóùåé ñèëû è ïîòåðÿìè ýíåðãèè íà äèññèïàöèþ. Êîãäà ÷àñòèöà ïðîõîäèò
äèñòàíöèþ as (îäèí ïåðèîä âíåøíåãî ïîòåíöèàëà), îíà ïîëó÷àåò ýíåðãèþ Egain = Fas è òåðÿåò íåêîòîðóþ
ýíåðãèþ Eloss,

Eloss =
∫ τw

0

dt Ffric(t) v(t) =
∫ τw

0

dtmaη v
2(t) = maη

∫ as

0

dx v(x), (8.11)

ãäå τw � ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî íàêëîííîìó ïîòåíöèàëó (òî åñòü âðåìÿ ïðîõîäà ÷àñòèöåé ðàññòîÿíèÿ as) è
Ffric(t) = maη v(t) � ñèëà âíåøíåãî òðåíèÿ êîòîðàÿ âûçûâàåò ïîòåðè. Â îáëàñòè óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ
ýòè ýíåðãèè äîëæíû áûòü ðàâíû äðóã äðóãó Egain = Eloss. Òàêèì îáðàçîì, îáðàòíîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå
ñèëû äëÿ ïåðåõîäà èç ñêîëüçÿùåãî (áåãóùåãî) ñîñòîÿíèÿ â íåïîäâèæíîå (çàêðåïëåííîå) ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ
óñëîâèåì Fb = min(Eloss)/as. Ìèíèìàëüíûå ïîòåðè äîñòèãàþòñÿ òîãäà, êîãäà ÷àñòèöà èìååò íóëåâóþ ñêîðîñòü
íà âåðøèíå ïîëíîãî âíåøíåãî ïîòåíöèàëà (8.1). Â ïðåäåëå η → 0, êîãäà F → 0, èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
(1/2)mav

2(t) + (1/2) εs{1− cos [2πx(t)/as]} = εs ìû ìîæåì íàéòè ñêîðîñòü ÷àñòèöû v(x) è çàòåì ïîäñòàâèòü åå â
óðàâíåíèå (8.11). Ýòî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

Fb ≈ maη

as

(
εs
ma

)1/2 ∫ as

0

dx

[
1− cos

(
2πx
as

)]1/2

= C ′η (εsma)1/2

è çàòåì ê çíà÷åíèþ
Fb ≈= C

(
η

ω0

)
Fs äëÿ η � ω0, (8.12)

ãäå C ′ ≡ (2π)−1
∫ 2π

0
dy (1 − cos y)1/2 = 2

√
2/π ≈ 0.9 è C = C ′

√
2 = 4/π ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè ïîñòîÿííûìè,

êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò ôîðìû âíåøíåãî ïîòåíöèàëà. Óðàâíåíèå (8.12) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî
êàê Fb = maηv̄ = (2/π)maηvm, ãäå v̄ = a−1

s

∫ as
0
dx v(x), à vm = (2εs/ma)1/2 = πv̄/2 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì

çíà÷åíèåì ñêîðîñòè êîòîðîå ÷àñòèöà äîñòèãàåò êîãäà ïðîõîäèò äíî ÿìû âíåøíåãî ïîòåíöèàëà Vtot(x). Ñðåäíÿÿ
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Ðèñ. 8.2. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé îäíî÷àñòè÷íîãî
óðàâíåíèÿ FPK â íàêëîííîì ñèíóñîèäàëüíîì ïîòåíöèàëå áåç øóìà
(T = 0). Ïîêàçàíî: ñâÿçàííîå ðåøåíèå (I), áåãóùåå ðåøåíèå (III),
è ñîâìåñòíî ñóùåñòâóþùèå ñâÿçàííûå è áåãóùèå ðåøåíèÿ (II). Åñëè
äîáàâèòü áåñêîíå÷íî ìàëûé øóì, òî áèñòàáèëüíàÿ îáëàñòü (II) ðàçäåëèòñÿ
íà îáëàñòü áåãóùèõ (IIa) è ñâÿçàííûõ (IIb) ðåøåíèé. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèÿì (8.12) è (8.13) [689].

ñêîðîñòü ÷àñòèöû , 〈v〉 = τ−1
w

∫ τw
0

dt v(t) = as/τw, ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ êîãäà F → Fb, òàê êàê â ýòîì ïðåäåëå
τw → ∞, τw ∝ (F − Fb)−1/2 è 〈v〉 ∝ (F − Fb)1/2, ïîäîáíî óðàâíåíèÿì (8.5) è (8.4) ñèëüíî äåìïôèðîâàííîãî
ïðåäåëà. Õîòÿ ïåðåõîä îò ñêîëüçÿùåãî äâèæåíèÿ ê ñâÿçàííîìó ñîñòîÿíèþ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, ïîíèæåíèå
ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ðåçêèì ïðè ïîðîãîâîì çíà÷åíèè ñèëû F = Fb.

Áóäåò ëè ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñâÿçàííîì èëè áåãóùåì ñîñòîÿíèè, ýòî çàâèñèò îò åå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.
Ñèñòåìà îáëàäàåò áèñòàáèëüíîñòüþ è ïåðåõîä ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè äåìîíñòðèðóåò ãèñòåðåçèñ èç-çà
èíåðöèè [690]. Îäíàêî, äâèæåíèå îäíîé ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû ïîêàçûâàåò ãèñòåðåçèñ òîëüêî ïðè
íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Áèñòàáèëüíîñòü èñ÷åçàåò â ïðèñóòñòâèè íåêîòîðîãî âíåøíåãî øóìà, òåìïåðàòóðû T > 0,
òàê êàê ôëóêòóàöèè ìîãóò âûáðàñûâàòü ÷àñòèöó èç çîíû ñâÿçàííûõ èëè áåãóùèõ ñîñòîÿíèé [689]�[692].

Ðèñ. 8.3. Çàâèñèìîñòü ñòàöèîíàðíîé ïîäâèæíîñòè îäíîãî àòîìà â ñèíóñîèäàëüíîì ïîòåíöèàëå îò âíåøíåé ñèëû F ,
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðû T̃ = 2kBT/εs (T̃ = 0+ − 10). Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ñòàöèîíàðíîé ïîäâèæíîñòè áåãóùèõ, â îòñóòñòâèè øóìà (T = 0), àòîìîâ, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì (8.24). Ëåâàÿ ïàíåëü:
çàâèñèìîñòü B/Bf îò F/Fs äëÿ η = 0.5 âû÷èñëåííàÿ ìàòðè÷íûì ìåòîäîì íåïðåðûâíûõ äðîáåé [Âîëëìåð (Vollmer) è
Ðèñêåí (Risken), 1983]. Ïðàâàÿ ïàíåëü: çàâèñèìîñòü B/Bf îò F̃ ≡ Fω0/Fsη âû÷èñëåííàÿ àíàëèòè÷åñêè â ïðåäåëå ñëàáîãî
òðåíèÿ (η → 0) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ 8.25), äëÿ T̃ < 0.1, è óðàâíåíèÿ (8.17), äëÿ T̃ > 0.1 [595].

Äëÿ íèçêèõ òåìïåðàòóð, T → +0, áèñòàáèëüíàÿ îáëàñòü II (ñì. ðèñ. 8.2) ðàñùåïëÿåòñÿ êðèâîé F2(η),
ïîêàçàííîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. 8.2, íà ïîäîáëàñòè áåãóùèõ è ñâÿçàííûõ ðåøåíèé (ñì. òàêæå ññûëêè [595],
[693]�[695]). Äëÿ ñëàáîãî òðåíèÿ ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñèëû F2 çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

F2(η) ≈ C ′′(η/ω0)Fs äëÿ η � ω0, (8.13)

ãäå C ′′ ≈ 3.3576 � áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ [595, 693] (îòìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííóþ C ′′ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè îöåíèòü
êàê C ′′ ≈ 2+

√
2 ≈ 3.4, ñì. [696]). Êîãäà F < F2, ñèñòåìà â îñíîâíîì íàõîäÿòñÿ â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè è ñîâåðøàåò

ïîëçóùåå (òåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàííîå) äâèæåíèå ñ B(F ) ≈ B0, â òî âðåìÿ êàê ïðè F > F2 ñèñòåìà â îñíîâíîì
íàõîäÿòñÿ â áåãóùåì (ñêîëüçÿùåì) ñîñòîÿíèè è B(F ) ≈ Bf . Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ïðè âîçðàñòàíèè ñèëà F
ïåðåñåêàåò çíà÷åíèå F2, ïîäâèæíîñòü B(F ), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.3, ðåçêî ìåíÿåòñÿ îò çíà÷åíèÿ B0 ê Bf .
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ëþáîé ìàëîé, íî íå íóëåâîé òåìïåðàòóðå, ïðÿìîé ïåðåõîä èç çàêðåïëåííîãî â áåãóùåå
ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèò ïðè ïîðîãîâîì çíà÷åíèè ñèëû F2 < Fs, è òîëüêî ïðè T = 0 ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äîñòèãàåò
Fs. Êîãäà òåìïåðàòóðà T âîçðàñòàåò, ýòîò ïåðåõîä ñìàçûâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ãèñòåðåçèñ îòñóòñòâóåò ïðè
ëþáîé òåìïåðàòóðå T > 0. Îäíàêî, åñëè F ìåíÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, òî, êàê áóäåò îáúÿñíåíî íèæå,
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ãèñòåðåçèñ ñóùåñòâóåò. Áîëåå òîãî, äàæå î÷åíü ìàëàÿ äîïîëíèòåëüíîå ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà âîññòàíàâëèâàåò
ãèñòåðåçèñ, íåçàâèñèìî îò åå ÷àñòîòû è òåìïåðàòóðû ñèñòåìû. Ìåõàíèçì ãèñòåðåçèñà â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñâÿçàí
ñ âîçíèêíîâåíèåì äëèííûõ (êðàòíûõ) ñêà÷êîâ àòîìà. Ðàñïðåäåëåíèå äëèí è âðåìåííîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè
ýòèõ ñêà÷êîâ óáûâàåò ñîãëàñíî óíèâåðñàëüíîìó ñòåïåííîìó çàêîíó (â ñëó÷àå ÷èñòî ïîñòîÿííîé ñèëû óáûâàíèå
ïðîèñõîäèò ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó).

Â ñëó÷àå ñëàáîãî òîðìîæåíèÿ àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èçâåñòíû òîëüêî â ïðåäåëå η → 0. Òàê êàê îíè
áóäóò èñïîëüçîâàíû òàêæå è äëÿ ìîäåëè ÔÊ, òî íèæå ìû êðàòêî ïðèâåäåì ýòè ðåçóëüòàòû ñëåäóÿ ìîíîãðàôèè
Ðèñêåíà [595]. Â ïðåäåëå η → 0 (îäíîâðåìåííî íóæíî âçÿòü F → 0, ñîõðàíÿÿ êîíå÷íûì îòíîøåíèå F/η) ïîëåçíî
ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå FPK â ïåðåìåííûõ ýíåðãèÿ-êîîðäèíàòà, ãäå ýíåðãåòè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ E = (1/2)mav

2 +
(1/2) εs[1− cos(2πx/as)], è çàòåì èñêàòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ WF (σ,E, x) äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
óñòàíîâèâøåìóñÿ ñîñòîÿíèþ, êîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíî çàâèñèò îò çíàêà ñêîðîñòè σ = sgn(v/F ), òàê ÷òî σ = +1
äëÿ àòîìîâ äâèãàþùèõñÿ â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ ñèëû (v > 0) è σ = −1 äëÿ àòîìîâ äâèãàþùèõñÿ ïðîòèâ ñèëû
(v < 0). Óñðåäíÿÿ ïî �áûñòðîé� ïåðåìåííîé x, ïîëó÷èì ïðèâåäåííîå ðàñïðåäåëåíèå WF (σ,E), êîòîðîå ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ kBT � εs â ôîðìå

WF (σ,E) ∝ exp [−Veff(σ,E)/kBT ] , (8.14)

ãäå
Veff(σ,E) =

{
E for 0 ≤ E ≤ εs,

E − σ (F/η) g(E) for E > εs,
(8.15)

à ôóíêöèÿ g(E)çàäàåòñÿ èíòåãðàëîì

g(E) =
1
ma

∫ E

εs

dE′

v̄(E′)
, v̄(E) =

2
√

2
π

(
E

ma

)1/2

E
[(εs
E

)1/2
]

(8.16)

äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî âíåøíåãî ïîòåíöèàëà.

(E,V
R
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●
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F

Ðèñ. 8.4. Ñåìåéñòâî ýôôåêòèâíûõ ïîòåíöèàëîâ Veff(σ,E) äëÿ ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé ñèëû F . Òî÷å÷íàÿ êðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ ïðè ñèëå F =
Fb, ñîîòâåòñòâóåò ñïèíîäàëè, êîãäà èñ÷åçàåò íåòðèâèàëüíûé ìèíèìóì
ïîòåíöèàëà Veff(+1, E). Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò áèíîäàëè, êîãäà
ýíåðãèè ñâÿçàííîãî è áåãóùåãî ñîñòîÿíèé ñîâïàäàþò (F = F2).

Ôóíêöèÿ Veff(σ,E) ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.4. Îíà èìååò ìèíèìóì VL = 0 ïðè E = 0, êîòîðûé îïèñûâàåò
ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå, è äîïîëíèòåëüíî, åñëè ñèëà íå î÷åíü ìàëà, F > Fb, ìèíèìóì VR = Veff(+1, Ē) ïðè E = Ē,
êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò äâèãàþùåìóñÿ ñîñòîÿíèþ. Ìèíèìóìû ðàçäåëåíû ìàêñèìóìîì Vm = Veff(+1, εs) = εs ïðè
E = εs. Àáñîëþòíûé ìèíèìóì ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ, à ëîêàëüíûé ìèíèìóì � ìåòàñòàáèëüíîìó
ñîñòîÿíèþ. Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñèëû F2 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâåíñòâà ýíåðãèé ýòèõ äâóõ ñîñòîÿíèé VL =
VR. Òàê, ïðè ñèëå F < F2 ñèñòåìà â îñíîâíîì íàõîäèòñÿ â ñâÿçàííîì ñîñòîÿíèè, â òî âðåìÿ êàê ïðè
F > F2 àòîì â îñíîâíîì áóäåò íàõîäèòüñÿ â äâèãàþùåìñÿ ñîñòîÿíèè. Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ kBT � εs
ïåðåõîä èç ìåòàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â îñíîâíîå ÿâëÿåòñÿ àêòèâèðóåìûì ïðîöåññîì, è ñêîðîñòü ïåðåõîäà
çàäàåòñÿ âûðàæåíèÿìè Êðàìåðñà (7.69, 7.70) ïàðàãðàôà 7.1.4. Ïîýòîìó, îíà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà, R ∼
(η ∆V/kBT ) exp(−∆V/kBT ), ãäå ∆V = Vm − VL,R. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ìàëîé, íî íå íóëåâîé ñêîðîñòè R
èçìåíåíèÿ äâèæóùåé ñèëû, ñèñòåìà äîëæíà äåìîíñòðèðîâàòü ãèñòåðåçèñ, øèðèíà êîòîðîãî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì
R è óìåíüøåíèåì T .

Ïðè íå ñëèøêîì íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T̃ ≡ 2kBT/εs > 0.1 ýòî ïðèâîäèò ê óñòàíîâèâøåéñÿ ïîäâèæíîñòè

B

Bf
= C +D

(
η

ω0

1

T̃

)1/2

, (8.17)
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ãäå êîýôôèöèåíòû C è D çàâèñÿò îò F è T ,

C =
A3

A0 +A1
, D = κ

2
√

2√
π

[
A4

A0 +A1
− F

maη v̄s

A2A3

(A0 +A1)2

]
. (8.18)

Çäåñü áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿκ = 0.855(4), v̄s = v̄(εs) = (4/π)(as/2π)ω0, A0 = (πkBT/2ma)1/2
I0

(
T̃−1

)
, à

êîýôôèöèåíòû A1,...,A4 îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè

A1 =
∫ ∞
εs

dE v̄′(E) exp(−E/kBT ) [cosh h(E)− 1] , (8.19)

A2 =
∫ ∞
εs

dE v̄′(E) exp(−E/kBT ) sinh h(E), (8.20)

A3 = m−1
a

∫ ∞
εs

dE v̄−1(E) exp(−E/kBT ) cosh h(E), (8.21)

è
A4 = (mav̄s)−1

∫ ∞
εs

dE exp(−E/kBT ) cosh h(E), (8.22)

ãäå h(E) = Fg(E)/η kBT è

v̄′(E) =
d v̄(E)
dE

=
√

2
π

(
1

maE

)1/2

K
[(εs
E

)1/2
]
. (8.23)

Ðèñ. 8.5. Çàâèñèìîñòü ïîäâèæíîñòè B/Bf îò áåçðàçìåðíîé òåìïåðàòóðå T̃ , äëÿ îäèíî÷íîãî àòîìà íà ñèíóñîèäàëüíîì
ïîòåíöèàëå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíîé ñèëû F̃ = Fω0/Fsη [595]. Çàìåòèì, ÷òî ïðè T → 0 ïîäâèæíîñòü B
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà åñëè F < F2 è áëèçêà ê Bf åñëè F > F2, â òî âðåìÿ êàê ïðè F = F2 ïîäâèæíîñòü B/Bf ≈ 0.9960.

Ñëó÷àé íóëåâîé òåìïåðàòóðû ïîêàçàí íà ðèñ. 8.3 ïóíêòèðíîé êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåíèþ äåòåðìèíèðîâàííîãî
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

F = maη v̄(Ē), (8.24)
ãäå ýíåðãèÿ Ē ñîîòâåòñòâóåò (ëîêàëüíîìó) ìèíèìóìó ôóíêöèè Veff(E) â îáëàñòè E > εs, òî åñòü ýíåðãèè
äâèæåíèÿ àòîìà â áåãóùåì ñîñòîÿíèè. Óðàâíåíèå (8.24) îïèñûâàåò òîëüêî áàëàíñ ýíåðãåòè÷åñêîãî âûèãðûøà
äàâàåìîãî äâèæóùåé ñèëîé è ýíåðãåòè÷åñêèìè ïîòåðÿìè íà òðåíèå, êàê áûëî îáñóæäåíî âûøå â íà÷àëå
ýòîãî ïàðàãðàôà [ñì. óðàâíåíèÿ (8.11) è (8.12)]. Òàê êàê ïåðèîä äâèæåíèÿ ïî íàêëîííîìó ïîòåíöèàëó τw =∫ as

0
dx/v(x,E) = maasv̄

′(Ē) ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (8.23), òî ïðè T = 0 ïîäâèæíîñòü BR ðàâíà BR/Bf = η/F v̄′(Ē).
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèëû F = F2, êîãäà ñâÿçàííîå è äâèæóùååñÿ ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ òîé æå ñàìîé ýíåðãèåé
Veff , áûëî íàéäåíî, ÷òî Ē/εs ≈ 3.32955 è BR/Bf ≈ 0.9960. Íàêîíåö, ïðè î÷åíü íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, 0 < T̃ < 0.1,
ïîäâèæíîñòü çàäàåòñÿ ïðèáëèæåííûì âûðàæåíèåì [595]

B

Bf
≈ BR
Bf



1 +

(
T̃BR
2πBf

)1/2

exp
[
VR
kBT

]


−1

. (8.25)

ÇàâèñèìîñòèB(F ), âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿõ (8.17) � (8.25), äëÿ ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóð ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 8.3 (ïðàâàÿ ïàíåëü), à ñèëû ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.5.
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8.3 Ìîäåëü ÔÊ â ïðåäåëå ñèëüíîãî òðåíèÿ
Â ñëó÷àå áîëüøîãî èëè ñðåäíåãî òîðìîæåíèÿ, öåïü âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî ðàññìîòðåííîìó
ñëó÷àþ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ. Áîëåå òîãî, â îòñóòñòâèè âíåøíåãî øóìà (òåìïåðàòóðà T = 0) ìîæíî
ïîëó÷èòü íåñêîëüêî òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, òàêèõ êàê åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé
êîðïóñíîé ôóíêöèè è óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà ïîäîáèÿ äëÿ ïåðåõîäà èç ñâÿçàííîãî â ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå.

Ïðè ñèëüíîì òîðìîæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èíåðöèîííûì ÷ëåíîì è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâåäåòñÿ ê âèäó

ẋl = g (xl+1 + xl−1 − 2xl)− sinxl + F, (8.26)

ãäå èñïîëüçîâàíî áåçðàçìåðíîå âðåìÿ (t→ ηt).
Áîëüøèíñòâî àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â ñâåðõâÿçêîì ïðåäåëå áûëî ïîëó÷åíî èç ïðàâèëà �íå ïðîõîæäåíèÿ�

ñôîðìóëèðîâàííîãî Ìèäëåòîíîì [697]�[700]. Ïðàâèëî óòâåðæäàåò, ÷òî äèññèïàòèâíàÿ äèíàìèêà ñîõðàíÿåò
ïîðÿäîê öåïè: åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 {xl(t0)} < {yl(t0)}, òî äëÿ âñþäó â äàëüíåéøåì, òî åñòü
ïðè t > t0, {xl(t)} < {yl(t)}, ïðè óñëîâèè âûïóêëîñòè ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ [íàïðèìåð, êàê äëÿ
ãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ (8.26)]. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ÷òî ïðàâèëî
íå âûïîëíÿåòñÿ, è îáîçíà÷èì ÷åðåç t′ ñàìûé ðàííèé ìîìåíò âðåìåíè ïðè êîòîðîì íåêîòîðûé àòîì (ñ èíäåêñîì l′)
�ìåíüøåé� êîíôèãóðàöèè {xl(t)} äîñòèãàåò l′-òîãî àòîìà �áîëüøîé� êîíôèãóðàöèè {yl(t)}, xl′(t′) = yl′(t′). Òîãäà
èç óðàâíåíèÿ (8.26) äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè áóäåì èìåòü ẋl′(t′)−ẏl′(t′) = g [xl′+1(t′)− yl′+1(t′) + xl′−1(t′)− yl′−1(t′)] <
0, òàê ÷òî ïåðåñå÷åíèå êîíôèãóðàöèé ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì. Áîëåå òîãî, äàæå åñëè äâå êîíôèãóðàöèè
�êàñàþòñÿ� äðóã äðóãà áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå [xl(t0) ≤ yl(t0) äëÿ âñåõ l], íî îáå êîíôèãóðàöèè íå ñîâïàäàþò
àñèìïòîòè÷åñêè ëèáî ïðè l → ∞ èëè ïðè l → −∞, òî îíè áóäóò îòäåëåíû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ t > t0,
{xl(t)} < {yl(t)}.

Äàâàéòå îïðåäåëèì øèðèíó W (t) êîíôèãóðàöèè {xl(t)} êàê ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå äëèíû êîíå÷íîãî
ñåãìåíòà êîíôèãóðàöèè îò ñðåäíåé äëèíû: W (t) = maxl,j |xl+j(t) − xl(t) − jwas|. Çíà÷åíèå W õàðàêòåðèçóåò
ñòåïåíü ïðîñòðàíñòâåííîé ðåãóëÿðíîñòè öåïè. Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå
êîíôèãóðàöèè èìåþò îãðàíè÷åííóþ øèðèíó. Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðàâèëà íå ïðîõîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
ðîòàöèîííî óïîðÿäî÷åííàÿ êîíôèãóðàöèÿ (ñì. ïàðàãðàô 5.1) îñòàåòñÿ ðàòàöèîííî óïîðÿäî÷åííîé ïðè ïîñëåäóþùåì
âðåìåíè (çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ýòèõ êîíôèãóðàöèé W (t)/as < 1). Ñëåäóþùèì âàæíûì ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííîñòü ñðåäíåé ñêîðîñòè v̄ = 〈〈ẋl〉x〉t [çäåñü v̄ = 〈v(t)〉t = limτ→∞ τ−1

∫ t0+τ

t0
dt v(t) è v(t) = 〈ẋl(t)〉x =

limN→∞N−1
∑l0+N−1
l=l0

ẋl(t)]: ñêîðîñòü v̄ íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè (íî îíà êîíå÷íî çàâèñèò îò
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè w, ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè g, è ïðèëîæåííîé ñèëû F ). Äåéñòâèòåëüíî, äàâàéòå
âîçüìåì äâå íà÷àëüíûå êîíôèãóðàöèè {xl(t0)} < {yl(t0)}, èìåþùèå òîæå ñàìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà w. Òîãäà,
âñåãäà ìîæíî íàéòè òàêóþ ïàðó öåëûõ ÷èñåë i è j, ÷òî {x′l(t0)} = σi,j{xl(t0)} > {yl(t0)}, ãäå ïðåîáðàçîâàíèå σi,j
áûëî îïðåäåëåíî âûøå â ïàðàãðàôå 5.1 óðàâíåíèåì (5.5), è ïðàâèëà íå ïðîõîæäåíèÿ ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
{xl(t)} < {yl(t)} < {x′l(t)} äëÿ âñåõ t > t0, òàêèì îáðàçîì ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü (óñðåäíåííàÿ ïî áîëüøîìó âðåìåíè)
îáîèõ òðàåêòîðèé äîëæíà áûòü òîé æå ñàìîé.

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ñðåäíåé ñêîðîñòè v̄, äëÿ äàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ w è g ëþáîå óñòàíîâèâøååñÿ
ðåøåíèå ÔÊ ìîäåëè ñ ñèëüíûì òðåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñâÿçàííûì (çàêðåïëåííûì) ñ v̄ = 0, ëèáî áóäåò
ñêîëüçÿùèì (äâèãàþùèìñÿ) ñ v̄ > 0, íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñîñòîÿíèå áóäåò çàêðåïëåííûì ïðè
F < FPN è ñêîëüçÿùèì ïðè F > FPN . Óñòàíîâèâøååñÿ ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
åäèíñòâåííûì ñ òî÷íîñòü âðåìåííîãî ñäâèãà. Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ áûëî äàíî Ìèäëåòîíîì [697,
699] (ñì. òàêæå îáçîð Ôëîðèÿ è Ìàçî [487]). Èäåÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íóæíî ñòðîèòü ðåøåíèå äëÿ êîòîðîãî,
ïðè ëþáîì âðåìåíè, ñêîðîñòè âñåõ àòîìîâ îñòàþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè; òîãäà ýòî ðåøåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
îãðàíè÷åíèÿ ëþáîãî ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ ñâåðõó è ñíèçó, è íàêîíåö ïîêàçàòü ÷òî ýòè ãðàíèöû ïðèáëèæàþòñÿ
äðóã ê äðóãó ïðè t → ∞ â ñèëó ïðàâèëà íå ïðîõîæäåíèÿ. Áîëåå òîãî, èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî óñòàíîâèâøååñÿ
ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ðîòàöèîííî óïîðÿäî÷åííûì è èìååò âåçäå ïîëîæèòåëüíûå ñêîðîñòè ïðè
ëþáîì âðåìåíè.

Ïóñòü {xl(t)} ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâøåìñÿ ðåøåíèåì, à i è j � äâà ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ. Òàê êàê {xl+i(t)} òîæå
ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâèâøåìñÿ ðåøåíèåì, òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå âðåìÿ τ òàêîå, ÷òî {xl+i(t)} = {xl(t + τ)} äëÿ
âñåõ t. Òàê êàê ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü v(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì τ (èëè ìåíüøèì),òî èç
ñîîòíîøåíèé

v̄τ = 〈xl(t+ τ)− xl(t)〉 = 〈xl+i(t)− xl(t)〉 = wias

ñëåäóåò ÷òî {
xl+i

(
t− iwas

v̄

)}
= {xl(t)} (8.27)

äëÿ âñåõ t. Ïîäîáíûì ñïîñîáîì ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ âñåõ t
{
xl

(
t− jas

v̄

)
+ jas

}
= {xl(t)}. (8.28)
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Îáà ðåçóëüòàòà (8.27) è (8.28) ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â óòâåðæäåíèå, ÷òî ëþáîå óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå ñ
ïàðàìåòðîì ñîðàçìåðíîñòè w è ñðåäíåé ñêîðîñòüþ v̄ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ

σi,j,(iw+j)as/v̄{xl(t)} = {xl(t)} (8.29)

äëÿ âñåõ t, ãäå σi,j,τ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì σi,j,τ{xl(t)} = {xl+i(t− τ) + jas}.
Âñå âûøå îïèñàííûå ñâîéñòâà ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó, ÷òî ëþáîå óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå â ñêîëüçÿùåì

ðåæèìå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå [701, 702]

xl(t) = h(lwas + v̄t+ β) (8.30)

äëÿ âñåõ l è t, ãäå h(x) � îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåìàÿ äèíàìè÷åñêîé êîðïóñíîé
ôóíêöèåé, à ôàçà β ÿâëÿåòñÿ ëþáûì äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Ôóíêöèÿ h(x) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ñòðîãî
âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé, à ôóíêöèÿ φ(x) = h(x) − x ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì as. Ìíîæåñòâî
ñêîëüçÿùèõ ñîñòîÿíèé â ðåæèìå ñêîëüæåíèÿ ôîðìèðóþò êîíòèíóóì âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ â óðàâíåíèè (8.30)
ôàçû β. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ñêîëüçÿùèå ñòðóêòóðû äîëæíû áûòü áåçäåôåêòíûìè, îíè íå äîïóñêàþò äåôåêòîâ.
Äëÿ ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ñ w = r/s ñêîðîñòü v(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì as/sv̄, â òî
âðåìÿ êàê äëÿ íåñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ñêîðîñòü áóäåò ïîñòîÿííîé, v(t) = v̄. Íàêîíåö, â ñâåðõ âÿçêîé ñèñòåìå
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü v̄ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò F .
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Ðèñ. 8.6. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè àòîìà îò èõ ïîëîæåíèÿ â óñòàíîâèâøåìñÿ ñêîëüçÿùåì ñîñòîÿíèè [óðàâíåíèå (8.31),
çäåñü ìû âçÿëè u = x/as] äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé äâèæóùåé ñèëû F áëèçêèõ ñâåðõó ê äåïèíèãèðóþùåé ÏÍ ñèëå ñâåðõ
âÿçêîé ÔÊ ìîäåëè. Ëåâàÿ ïàíåëü: ñîðàçìåðíàÿ ñòðóêòóðà ñ w = 3/5 ïðè g = 0.5 (FPN ≈ 0.026908); Ïðàâàÿ ïàíåëü:
�íåñîðàçìåðíàÿ� ñòðóêòóðà ñ w = 144/233 ïðè g = 0.5 (FPN ≈ 0.023620) [487].

Äåïèíèíãèðóþùèé ïåðåõîä â ñâåðõ âÿçêîé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ïî ñóùåñòâó òåì æå ñàìûì ñïîñîáîì êàê
è â îäíî÷àñòè÷íîé ñèñòåìå, ÷åðåç áèôóðêàöèþ â ñåäëîâîé òî÷êå ïðè F = FPN . Äëÿ ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû,
w = r/s, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì s ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè äåïèíèíãèðóþùåì ïåðåõîäå,
õàðàêòåðíûå âðåìåíà τ ′ è τ ðàñõîäÿòñÿ ñ òåì æå ñàìûì ïîêàçàòåëåì ψ = 1/2 ïîäîáíî óðàâíåíèÿì (8.3), (8.4). Â
ñêîëüçÿùåì ðåæèìå, êîãäà F > FPN , ñóùåñòâîâàíèå äèíàìè÷åñêîé êîðïóñíîé ôóíêöèè h(x) äîïóñêàåò àíàëèç
â ðàìêàõ åäèíñòâåííîé ñòåïåíè ñâîáîäû:

ẋ = g(x), (8.31)
ãäå g(x) = v̄h′(z) è z = h−1(x). Ôóíêöèÿ g(x) ïåðèîäè÷åñêàÿ, g(x + as) = g(x), è âáëèçè ïåðåõîäà, èìååò
s ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ íà îäíîì ïåðèîäå (ñì. ëåâóþ ïàíåëü ðèñ. 8.6) àññîöèèðîâàííûõ ñ ïîëîæåíèÿìè
àòîìîâ ïîðîãîâîé ñòàöèîíàðíîé êîíôèãóðàöèè ïðè F = FPN . Âáëèçè ïåðåõîäà äâèæåíèå àòîìîâ çàìåäëÿåòñÿ
â îêðåñòíîñòè ýòèõ ïîëîæåíèé, è ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü àíàëîãè÷íî îäíî÷àñòè÷íîìó ñëó÷àþ ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ êàê
v̄ ∝ (F − FPN )1/2 .

Â ñëó÷àå íåñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû, âûøå ïåðåõîäà Îáðè, ò.å ïðè g > gAubry, ñèëà ÏÍ FPN = 0, è ñèñòåìà
ñêîëüçèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v(t) = F ïîä äåéñòâèåì ëþáîé ïðèëîæåííîé íåíóëåâîé ñèëû (âíóòðåííåå
ôîíîííîå òðåíèå â ñâåðõ âÿçêîé ñèñòåìå íåñóùåñòâåííî). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íèæå ïåðåõîäà Îáðè, ðîò g < gAubry,
ñèëà ÏÍ FPN > 0, è öåïî÷êà áóäåò îñòàâàòüñÿ çàêðåïëåííîé ïðè ñèëå F < FPN . Çàäà÷à â ýòîì ñëó÷àå
ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ñîãëàñíî ÷èñëåííûì ðåçóëüòàòàì Êîïåðñìèòà [524],
Êîïåðñìèòà è Ôèøåðà [702], õàðàêòåðíîå âðåìÿ τ ′ (êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì êâàäðàòíûì êîðíåì íàèìåíüøåãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé óïðóãîé ìàòðèöû) ïðè F → FPN êàê â îäíî÷àñòè÷íîé ñèñòåìå
still scales ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (8.3), íî òåïåðü èìååòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ïðèáëèæàþùèìèñÿ ê íóëþ (ìÿãêèå ìîäû). Ýòè ìÿãêèå ìîäû ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî ëîêàëèçîâàííûìè è
ñîîòâåòñòâóþò àòîìàì êîòîðûå áëèçêè ê ïðûæêó ÷åðåç ìàêñèìóì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè.

Âûøå ïåðåõîäà äåïèíèíãà, ò.å. ïðè F > FPN , àíàëèç ñíîâà ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ îò îäíîé ïåðåìåííîé (8.31).
Êàê â ñîðàçìåðíîì ñëó÷àå, ôóíêöèÿ g(x) (ñì. ðèñ. 8.6, ïðàâàÿ ïàíåëü) îáëàäàåò ëîêàëüíûìè ìèíèìóìàìè ñ
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çíà÷åíèÿìè ïðèáëèæàþùèìèñÿ ê íóëþ êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò F−FPN . Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ðàñõîäèìîñòü
âðåìåíè çàõâàòà ∝ (F−FPN )−1/2 ñâÿçàííàÿ ñ êàæäûì ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè g(x). Âàæíîå îòëè÷èå îò
ñîðàçìåðíîãî ñëó÷àÿ òóò ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü â ïðåäåëå F → FPN ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ðàñõîäèòñÿ
êàê

∝ (F − FPN )−ψδ (8.32)
ñ ïîêàçàòåëåì 0 < ψδ < 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåäåíèå ñðåäíåé ñêîðîñòè v̄ íåñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ïðè
äåïèíèíãèðóþùåì ïåðåõîäå õàðàêòåðèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì ψv,

v̄ ∝ (F − FPN )ψv , (8.33)

ãäå ψv = 1/2 + ψδ, òàê ÷òî 1/2 < ψv < 1. Ãîâîðÿ èíòóèòèâíî, ðàñõîäÿùååñÿ ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ g(x)
ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèÿì àòîìîâ ñòàöèîíàðíîé íåñîðàçìåðíîé êîíôèãóðàöèè ïðè F = FPN . Ïîêàçàòåëü ψδ
çàâèñèò îäíîâðåìåííî îò ïàðàìåòðà w è ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè g. Ñëåäóåò îæèäàòü ÷òî ïîêàçàòåëü ψδ ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøèì äëÿ çîëîòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè, è ÷òî îí âîçðàñòàåò ñ ïðèáëèæåíèåì g
ê çíà÷åíèþ 1

2 ïðè g = gAubry, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëèíåéíûì ïîâåäåíèåì (v̄ = F ) âûøå ïåðåõîäà Îáðè.
Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïåðåõîäà çàêðåïëåíèå-ñêîëüæåíèå â ñèñòåìå ñ îäíèì êèíêîì â ñèëüíî äèñêðåòíîì

ïðåäåëå (g � 1) áûë äåòàëüíî ðàññìîòðåí Êàðïèî è Áàíèëüÿ [703]. Îíè îáíàðóæèëè scaling laws è àñèìïòîòèêó
õâîñòîâ êèíêîâ ïðè ïîðîãîâîì çíà÷åíèè ñèëû F ∼ FPN.

Íàêîíåö, ìû õîòèì óïîìÿíóòü ðàáîòó Æåíãà è äð. [704], â êîòîðîé áûë ðàññìîòðåí ñïåöèôè÷åñêèé ïðèìåð
öåïî÷êè ñ ãðàäèåíòíîé ñèëû. Â ýòîé ìîäåëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò ôîðìó

ẋl = g (xl+1 + xl−1 − 2xl)− sinxl + Fl[x], (8.34)

ãäå äâèæóùàÿñÿ ñèëà Fl çàâèñèò îò êîîðäèíàò NN àòîìîâ,

Fl[x] = r (xl+1 − xl−1 − 2amin) (8.35)

(çäåñü r � êîýôôèöèåíò è amin � ðàâíîâåñíàÿ äëèíà ïðóæèíû). Äëÿ òðèâèàëüíîé ñîðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèè,
êîãäà xl = las è amin = as, äâèæóùàÿ ñèëà ðàâíà íóëþ. Íî åñëè ñîñòîÿíèå öåïè ñîäåðæèò ãåîìåòðè÷åñêèå
êèíêè, îíè áóäóò â óñòàíîâèâøåìñÿ ñîñòîÿíèè äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (çàìåòèì, ÷òî ýòà ìîäåëü íå
èìååò èñòèííîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ). Ñâîéñòâà ýòîé ìîäåëè î÷åíü ïîõîæè ñâîéñòâàì îïèñàííîãî âûøå ñëó÷àÿ
äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû.

Ðèñ. 8.7. (a) Óìåíüøåíèå ýíåðãèè àêòèâàöèè ∆E äëÿ ðîæäåíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâîé ïàðû à ïðèñóòñòâèè äâèæóùåé
ñèëû F . Â îáëàñòè (A) ýíåðãèÿ äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íà äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñòàùèòü êèíê è àíòèêèíê íà ðàññòîÿíèå
êðèòè÷åñêîãî ðàçäåëåíèÿ x∗, êîòîðîå çàäàåòñÿ øèðèíîé êðèòè÷åñêîãî ÿäðà (B). Â îáëàñòè (C) â ýíåðãåòè÷åñêîì
îáìåíå äîìèíèðóåò ïðèëîæåííàÿ ñèëà à íå êèíê-àíòèêèíêîâîå âçàèìîäåéñòâèå. Â (D) ðåêîìáèíàöèÿ ñ äðóãèì êèíêîì
ïðåêðàùàåò äâèæåíèå îäíîãî èç íà÷àëüíûõ ïàðòíåðîâ. (b) Ýíåðãèè àêòèâàöèè ∆E êàê ôóíêöèÿ îò ñèëû F äëÿ ìîäåëè
ÑÃ [676].

Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ (kBT < Ek) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèáëèæåíèåì ãàçà êâàçè÷àñòèö. Ïîâòîðèì,
÷òî â ýòîì ïîäõîäå ïðîâîäèìîñòü öåïè ïîääåðæèâàåòñÿ ðîæäåíèåì êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð ñ èõ ïîñëåäóþùåì
äâèæåíèåì â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Äëÿ ñèëüíî äèñêðåòíîé ÔÊ öåïè, g � 1, ïîòîê àòîìîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ
ïåðåõîäàìè êèíêîâ íàä ÏÍ áàðüåðàìè. Ñ âîçðàñòàíèåì äâèæóùåé ñèëû F ÏÍ áàðüåðû óìåíüøàþòñÿ [âìåñòå ñ
èñõîäíûìè áàðüåðàìè ïîòåíöèàëà Vtot(x)], ÷òî ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ îäíî-êèíêîâîé ïîäâèæíîñòè. Òàêèì
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îáðàçîì, ñëåäóåò îæèäàòü ÷òî ïåðåõîä îò B0 = βDµ ê Bf ïðîèçîéäåò ïðè ñèëàõ ìåíüøèõ èëè ðàâíûõ
F ∼ πεPN/as, àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (8.2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Â ÑÃ ïðåäåëå, g � 1, îãðàíè÷èâàþùèì ôàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ðîæäåíèÿ êèíê-
àíòèêèíêîâûõ ïàð. Ïðè âîçðàñòàíèè ñèëû F , ýíåðãåòè÷åñêèé ïîðîã äëÿ ðîæäåíèÿ ïàðû áóäåò óìåíüøàòñÿ îò
2Ek äî ∼ 2Ek − Fx∗, ãäå x∗ � ñåäëîâàÿ òî÷êà îïðåäåëåííàÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (ñì. ðèñ. 8.7)

d

dx
[vint(x)− F x] = 0, (8.36)

vint(x) � ýíåðãèÿ êèíê-àíòèêèíêîâîãî ïðèòÿæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, âíåøíÿÿ ñèëà ïîíèæàåò ýíåðãèþ ñåäëîâîé
òî÷êè, óâåëè÷èâàÿ òåì ñàìûì ÷àñòîòó ðîæäåíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð. Ýòîò ïîäõîä âïåðâûå áûë èñïîëüçîâàí
Êàçàíöåâûì è Ïîêðîâñêèì [247] äëÿ ñâåðõâÿçêîé ÑÃ ìîäåëè, çàòåì îí áûë äàëåå ðàçâèò â ðàáîòàõ Áóòèêåðà
è Ëàíäàóýðà [676], Ìóíàêàòà [705], Ìàð÷åñîíè [706], à òàêæå Áóòèêåðà è Êðèñòåíà [678]. Ïîòîê àòîìîâ áûë
âû÷èñëåí â ðàìêàõ îáîáùåííîé òåîðèè ïåðåõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ìíîãîðàçìåðíóþ ïðèðîäó
ñåäëîâîé òî÷êè. Òåîðèÿ ïåðåõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé òîëüêî ïðè F < Fs, òî åñòü êîãäà ñèñòåìà
îáëàäàåò òîëüêî àêòèâèðóåìîé äèíàìèêîé. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8.8.

Ðèñ. 8.8. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü êàê ôóíêöèÿ ïðèëîæåííîé ñèëû ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íèçêîé òåìïåðàòóðû. Êðèâûå ïðîìàðêèðîâàíû
çíà÷åíèÿìè τ = 8kBT/Ek [676].

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ, kBT > Ek, ïðîâîäèìîñòü ÔÊ öåïè ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ RPA
ïðèáëèæåíèÿ (ñì. ïàðàãðàô 7.4.2), èñïîëüçóÿ àíçàö (7.192). Òðóëèíãåð ñ ñîàâòîðàìè [671], Ãàéåð è Ìèëëåð [496]
ïîêàçàëè, ÷òî íåçàâèñÿùåå îò âðåìåíèN -÷àñòè÷íîå óðàâíåíèå Ñìîëóõîâñêîãî ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îäíî÷àñòè÷íîìó
óðàâíåíèþ ñ ýôôåêòèâíûì îäíîàòîìíûì ïîòåíöèàëîì Veff(x), êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ àòîìîâ ρ(x).
Òàê êàê ïëîòíîñòü ρ(x) ñàìà çàâèñèò îò Veff (÷åðåç ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ñìîëóõîâñêîãî), òî îáå ôóíêöèè Veff(x)
è ρ(x) çàâèñÿò îò âíåøíåé ñèëû F è çàäà÷à äîëæíà áûòü ðåøåíà ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàíèÿ. ×èñëåííûå
ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå ìåòîäîì òðàíñôåð-èíòåãðàëà, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè íèçêîì âíåøíåì ïîëå è ïðè âûñîêîì
ïîëå ïîòîê àòîìîâ ïðîïîðöèîíàëåí ïîëþ (çàêîí Îìà), íî äëÿ áîëüøèõ F ïðîâîäèìîñòü ìîæåò áûòü íà íåñêîëüêî
ïîðÿäêîâ áîëüøå ÷åì ïðîâîäèìîñòü ïðè ìàëûõ F . Ðåæèì ìàëûõ F è âûñîêèõ F ðàçäåëÿåòñÿ îáëàñòüþ ñèëüíî
íåëèíåéíîé ïðîâîäèìîñòè, è ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ïðè ñèëàõ F ≤ Fs, ïîäîáíî ñëó÷àþ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
àòîìîâ.

8.4 Âûíóæäåííîå äâèæåíèå êèíêà
Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè äèíàìèêà ñèñòåìû â ïðèñóòñòâèè âíåøíåé ñèëû îïèñûâàåòñÿ âîçìóùåííûì
óðàâíåíèåì ÑÃ-òèïà

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ η

∂u

∂t
+ V ′sub(u) = εf(x, t), (8.37)

ãäå äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè V ′sub(u) = dVsub(u)/du = sinu. Ìû óæå îáñóæäàëè óðàâíåíèå
ýòîãî òèïà â ïàðàãðàôå 3.4.1, ãäå áûëî ðàññìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå êèíêîâ ñ ïðèìåñÿìè.

Èñïîëüçóÿ ïðîñòóþ âåðñèÿ ìåòîäà êîëëåêòèâíîé êîîðäèíàòû, ìû áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.37) â
ôîðìå âîçìóùåííîãî ÑÃ êèíêà,

uk(x, t) = 4 arctan exp



−

σ [x−X(t)]

d
√

1− Ẋ2(t)/c2



 , (8.38)
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ãäå X(t) � êîîðäèíàòà êèíêà, à d åãî øèðèíà. Ñëåäóÿ ìåòîäó Ìàêëàôëèíà è Ñêîòòà [86], âíà÷àëå ìû äîëæíû
âû÷èñëèòü èçìåíåíèå ýíåðãèè è èìïóëüñà íåâîçìóùåííîé ÑÃ ñèñòåìû èç-çà âîçìóùåíèÿ εf(x, t) − η ut, çàòåì,
èñïîëüçóÿ àíçàö (8.38), âû÷èñëèòü ýòè èçìåíåíèÿ â òåðìèíàõ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè X(t) è íàêîíåö ñäåëàòü
ñîãëàñóþùèìèñÿ ýòè äâà ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

[
1− Ẋ2(t)/c2

]−1

M
[
Ẋ(t)

]
Ẍ(t) + ηM

[
Ẋ(t)

]
Ẋ(t) = F (t), (8.39)

ãäå
F (t) = 2σε

∫ +∞

−∞
dx f(x, t)sech2 [x−X(t)] , (8.40)

M(v) = m/
√

1− v2/c2 , à m = 2/(π2√g) � ìàññà ïîêîÿ êèíêà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ äâèæåíèÿ ñ òîðìîæåíèåì ïîä
äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû, êîãäà εf(x, t) = F , ìû ïîëó÷èì ñêîðîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ

vk = F/ [M(vk) η] . (8.41)

Ýòîò ïîäõîä, îäíàêî, ïîëíîñòüþ íå ó÷èòûâàåò èçëó÷åíèå ôîíîíîâ, êîòîðîå äîëæíî âîçíèêàòü èç-çà ðàçðóøåíèÿ
òî÷íîé èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèÿ ÑÃ, ïðåæäå âñåãî èç-çà äèñêðåòíîñòè ìîäåëè ÔÊ. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå 8.5
ìû ïîêàæåì, ÷òî äèñêðåòíîñòü ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè áûñòðîãî êèíêà. Íåñèíóñîèäàëüíàÿ ôîðìà ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè èëè íåãàðìîíè÷åñêèé õàðàêòåð ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òîæå èçìåíÿþò ïðîñòîå ñîîòíîøåíèå
(8.41). Ýòè ýôôåêòû áóäóò îïèñàíû íèæå â ïàðàãðàôå 8.6, ãäå ìû ïîêàæåì, ÷òî àíãàðìîíèçì âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðèâîäèò ê ðàäèêàëüíîìó èçìåíåíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû, äîïóñêàÿ ñóùåñòâîâàíèå ñâåðõçâóêîâûõ è ìíîãîêðàòíûõ
êèíêîâ. Íèæå ìû êðàòêî îáñóäèì ðîëü ïåðâîãî ýôôåêòà, òî åñòü äèíàìèêó êèíêà â ñëó÷àå íåñèíóñîèäàëüíîãî
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè.

Åñëè ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ÿâëÿåòñÿ íåñèíóñîèäàëüíûì, íî ñèììåòðè÷åñêèì êàê ïîòåíöèàëû ðàññìîòðåííûå
äåòàëüíî â ïàðàãðàôå 3.3, òî ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå äèíàìèêà êèíêà ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû ìîæåò
áûòü âñå åùå îïèñàíà óðàâíåíèåì (8.41), åñëè èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå êèíêàì ìàññû ïîêîÿ (â ñëó÷àå
íåñèììåòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè îáû÷íî âîçíèêàåò ñïåöèôè÷åñêàÿ �ðàò÷åò� äèíàìèêà, êîòîðàÿ áóäåò
ðàññìîòðåíà â ñëåäóþùåé ãëàâå 9). Îäíàêî, ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå â ñëó÷àå ìíîãîÿìíîãî ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå èíòåðåñíûå ýôôåêòû, à èìåííî äëÿ äâóõúÿìíîãî ïîòåíöèàëà (3.67) (ñì. ðèñ. 3.13
â ïàðàãðàôå 3.3.4), êîãäà ïîòåíöèàë èìååò äâà îñîáûõ ìèíèìóìà íà îäèí ïåðèîä as = 2π, îäèí ïðè x01 = 0
è äðóãîé ïðè x02 = π, îáà ñ òîé æå ñàìîé ýíåðãèåé, íî ñ ðàçíîé êðèâèçíîé (øèðèíîé). Íàïîìíèì, ÷òî â
ýòèõ ñèñòåìàõ ôîðìà êèíêà áóäåò íåñèììåòðè÷íîé, òàê êàê åãî õâîñòû ëåæàò â äîëèíàõ ñ ðàçíîé êðèâèçíîé.
Çäåñü ìîäåëü äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ êèíêîâ, íàçûâàåìûõ �ëåâûì êèíêîì� (LK), êîòîðûå èìåþò
óäëèíåííûé ëåâûé õâîñò (ñ àòîìàìè ëåæàùèìè â �øèðîêîì�, èëè �áîëåå ïëîñêîì� ïîòåíöèàëüíîì ìèíèìóìå)
è êîðîòêèé ïðàâûé õâîñò (ñ àòîìàìè â �óçêîì� ìèíèìóìå), è è îáðàòíûé ê íåìó �ïðàâûé êèíê� (RK). Õîòÿ
ýíåðãèè îáîèõ ìèíèìóìîâ ðàâíû äðóã äðóãó, íî èõ ýíòðîïèè ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå ðàçëè÷íû, ÎÑ ñ áîëåå
ñèëüíîé êðèâèçíîé èìååò ìåíüøóþ ýíòðîïèþ. Òàê, ïðè T > 0 îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñ áîëüøåé êðèâèçíîé èìååò
áîëåå âûñîêóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ è ïîýòîìó, íàïðèìåð, ëåâûé êèíê áóäåò äâèãàòüñÿ âïðàâî ïîä äåéñòâèåì
�ýíòðîïèéíîé ñèëû� Fe ∝ T , òàê ÷òî â êîíå÷íîé êîíôèãóðàöèè âñå àòîìû áóäóò â îñíîâíîì çàíèìàòü áîëåå
ïëîñêóþ äîëèíó. Ýòîò ýôôåêò áûë âïåðâûå îïèñàí Ñàâèíûì è äð. [707]. Â ðàìêàõ ìîäåëè òèïà φ4, ýíòðîïèéíàÿ
ñèëà áûëà âû÷èñëåíà Êîíñòàíòèíè è Ìàð÷åñîíè [709]. Àâòîðû ðåøèëè ïñåâäî-Øðåäèíãåðîâñêîå óðàâíåíèå
ìåòîäîì òðàíñôåð-èíòåãðàëà (ñì. ïàðàãðàô 6.5.2) è ïîëó÷èëè, ÷òî

Fe(T ) ∝ −
(
kBT

d

)
[ω(L)

min − ω(R)
min]

[ω(L)
min + ω

(R)
min]

, (8.42)

ãäå ω(L,R)
min � ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà ôîíîíîâ â ëåâî- è ïðàâî-ñòîðîííåì ÎÑ. Òåïåðü, åñëè ìû ïðèëîæè ïîñòîÿííóþ

ñèëó F , ïîëíàÿ ñèëà F+Fe(T ) ìîæåò áûòü â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû ëèáî ïîëîæèòåëüíà, ëèáî îòðèöàòåëüíà
è ïîýòîìó îíà áóäåò çàñòàâëÿòü êèíê äâèãàòüñÿ ëèáî âïðàâî, ëèáî âëåâî.

Â ìîäåëè ÔÊ ñ äâóõúÿìíûì ïîòåíöèàëîì (3.67), ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå
èìååò ôîðìó äâóõ-áàðüåðíîãî ïîòåíöèàëà (ñì. ïàðàãðàô 3.3.5). Êîíñòàíòèíè è Ìàð÷åñîíè [709] îáñóäèëè
èíòåðåñíûé ñëó÷àé äâóõáàðüåðíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ñ óçêèì îñíîâíûì ìèíèìóìîì è øèðîêèì ëîêàëüíûì
(ìåòàñòàáèëüíûì) ìèíèìóìîì,

Vsub(u) ∝ 1−B cos(2u)
(1 +A cosu)

, (8.43)

êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.9 (A è B ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ïàðàìåòðàìè). Òåïåðü ïðè T = 0 ÎÑ ñîîòâåòñòâóåò
êîíôèãóðàöèè ñî âñåìè àòîìàìè ðàñïîëîæåííûìè â íàèáîëåå ãëóáîêîì ìèíèìóìå ïîòåíöèàëà Vsub(u) (îáîçíà÷åííîãî
êàê 1 íà ðèñ. 8.9), è ýëåìåíòàðíîå òîïîëîãè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ñîîòâåòñòâóåò 2-π äâîéíîìó êèíêó ñ õâîñòàìè
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u/2π Ðèñ. 8.9. Ôîðìà ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (8.43) ïðè A = 0.995 è B =
1.01.

ðàñïîëîæåííûìè â ñîñåäíèõ îñíîâíûõ ìèíèìóìàõ. Íî åñëè òåìïåðàòóðà âîçðàñòàåò, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèé
ñ àòîìàìè â ìèíèìóìàõ 1 è 2, Fi(T ) = Ei − TSi, áóäåò ìåíÿòüñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè, è ïðè íåêîòîðîé
êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðå T = Tc ýòè ñâîáîäíûå ýíåðãèè ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè äðóã äðóãó. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñóáêèíêàìè äâîéíîãî êèíêà áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ ïðè T → Tc, è ïðè T = Tc êèíê ðàñïàäåòñÿ
íà äâà îòäåëüíûõ π-êèíêà. Áîëåå òîãî, ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì òåìïåðàòóðû ýòè π-êèíêè äîëæíû ñíîâà ñâÿçàòüñÿ
â îäèí 2π äâîéíîé êèíê, íî òåïåðü óæå äðóãîé ôîðìû, ñ õâîñòàìè ðàñïîëîæåííûìè â ëîêàëüíîì ìèíèìóìå 2,
òàê êàê òåïëîâûå êîëåáàíèÿ ïðè T > Tc äåëàþò äîëèíû 2 áîëåå ñòàáèëüíûìè ÷åì äîëèíû 1.

8.5 Íåóñòîé÷èâîñòü áûñòðûõ êèíêîâ

Íèæå â ýòîé è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ìû ðàññìîòðèì èíòåðåñíûé ñëó÷àé ñëàáîãî òðåíèÿ, è íà÷íåì ñ
áîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ îäíîãî êèíêà â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ, êîãäà ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêèì. Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå êèíê íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ïðè ñèëå F = FPN . Ðàññìàòðèâàÿ êèíê êàê
òâåðäóþ êâàçè÷àñòèöó, ìû ìîæåì íàéòè åãî ñêîðîñòü êàê vk = F/mkη. Îäíàêî, çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ òðè íîâûõ
îñîáåííîñòè. Ïåðâîå, êèíê ÿâëÿåòñÿ äåôîðìèðóåìîé êâàçè÷àñòèöåé, òàê ÷òî åãî ìàññà çàâèñèò îò ñêîðîñòè
êèíêà. Âòîðîå, êèíê äâèæåòñÿ íà ôîíå ãàðìîíè÷åñêîé öåïî÷êè è, ïîýòîìó îí ìîæåò âîçáóæäàòü â íåé ôîíîíû;
ýòî äîëæíî ïðèâîäèòü ê âîçðàñòàíèþ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ. Òðåòüå, êèíê ìîæåò èìåòü ñîáñòâåííûå ñòåïåíè
ñâîáîäû êîòîðûå, áóäó÷è âîçáóæäåíû, ìîãóò ðàçðóøàòü óñòàíîâèâøèåñÿ äâèæåíèå êèíêà ïðè âûñîêîé ñêîðîñòè.
Ïåðâûå äâå îñîáåííîñòè óæå áûëè ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ïîýòîìó ìû â îñíîâíîì áóäåì îáñóæäàòü
òðåòèé ýôôåêò.

Äâèæåíèå îäèíî÷íîãî êèíêà, êîòîðîå íà÷èíàåòñÿ ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ â ñèëüíî äèñêðåòíîé íåäåìïôèðîâàííîé
ÔÊ ìîäåëè áûëî èçó÷åíî Ïåéðàðîì è Êðóñêàëîì [171]. Îíè íàøëè äâà âàæíûõ ôåíîìåíà. Ïåðâîå, â òå÷åíèå
äâèæåíèÿ êèíê èñïûòûâàåò ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ ôîíîíàìè; ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðåçîíàíñíûõ óñëîâèÿõ
(òî åñòü, ïðè ñêîðîñòÿõ êèíêà â îïðåäåëåííûõ èíòåðâàëàõ) äâèæåíèå êèíêà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî äåìïôèðîâàííûì
è åãî ñêîðîñòü áûñòðî óáûâàåò, â òî âðåìÿ êàê âíå ýòèõ ðåçîíàíñíûõ èíòåðâàëîâ òðåíèå î÷åíü ñëàáî è êèíê
ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ òàêîé ñêîðîñòüþ â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè. Ýôôåêò çàõâàòà ñêîðîñòè èç-çà ðåçîíàíñîâ
÷àñòîòû ïðîõîæäåíèÿ êèíêîì ïåðèîäîâ ïîäëîæêè ñ ôîíîíàìè â êîíå÷íîé ÔÊ öåïî÷êå áûë èçó÷åí Óñòèíîâûì
ñ ñîàâòîðàìè [710] è Âàòàíàáå ñ ñîàâòîðàìè [102]. Âòîðîå, Ïåéðàð è Êðóñêàë îáíàðóæèëè, ÷òî î÷åíü áûñòðûé
êèíê íåóñòîé÷èâ, â òî âðåìÿ êàê ïàðà äâóõ ñâÿçàííûõ êèíêîâ ìîæåò áûòü óñòîé÷èâà è äâèãàòüñÿ êàê îäíî öåëîå
ñ î÷åíü áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè ïðàêòè÷åñêè áåç òîðìîæåíèÿ. Äàâàéòå ðàññìîòðèì íåóñòîé÷èâîñòü äâèãàþùåãîñÿ
êèíêà áîëåå äåòàëüíî, ñëåäóÿ ðàáîòå Áðàóíà è äð. [711].

Äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

ẍl + ηẋl − g [xl+1 + xl−1 − 2xl] + sinxl = F. (8.44)

Äëÿ áîëüøîãî çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè, g � 1, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü êîíòèíóàëüíîå ïðåäåëüíîå
ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì óðàâíåíèå (8.44) ñâîäèòñÿ ê ôîðìå

∂2u

∂t2
)− d2 ∂

2u

∂x2
+ η

∂u

∂t
+ sinu = F, (8.45)

ãäå d = as
√
g � øèðèíà ñòàöèîíàðíîãî êèíêà (â íàøåé ñèñòåìå åäèíèö d = c). Äëÿ ñëó÷àÿ F = 0 è

η = 0, ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê ÑÃ óðàâíåíèþ. Êèíêîâîå ðåøåíèå (èçáûòî÷íûé àòîì) èìååò ôîðìó u(x, t) =
4 tan−1 exp[−(x − vt)/dk(v)]. ÑÃ êèíê ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ ëþáîé ñêîðîñòüþ |v| < c è õàðàêòåðèçóåòñÿ øèðèíîé
dk(v) = d

(
1− v2/c2

)1/2 è ýôôåêòèâíîé ìàññîémk(v) = (4/πd)
(
1− v2/c2

)−1/2. Ðàññìàòðèâàÿ êèíê êàê ñòàáèëüíóþ
êâàçè÷àñòèöó è ïðåäïîëàãàÿ ÷òî åå ïàðàìåòðû ïðè íåíóëåâûõ F è η ÿâëÿþòñÿ òàêèìè æå êàê è ó ÑÃ êèíêà,
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ñêîðîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ êèíêà ìîæåò áûòü íàéäåíà ïðèáëèæåííî èç óðàâíåíèÿ vk = F/ηmk(vk),
÷òî ïðèâîäèò ê çàâèñèìîñòè

v
(SG)
k (F ) = c

πF√
(πF )2 + (4η)2

. (8.46)

Çàâèñèìîñòü (8.46) íà ðèñ. 8.10 ïîêàçàíà òî÷å÷íîé êðèâîé.
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Ðèñ. 8.10. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè êèíêà vk îò äâèæóùåé ñêîðîñòè F
äëÿ g = 1, η = 0.1, è N = 128. Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ÑÃ çàâèñèìîñòè, à òî÷å÷íàÿ êðèâàÿ � ñêîðîñòè êèíêà â êîíòèíóàëüíîì
ïðèáëèæåíèè.

Èùà ðåøåíèå óðàâíåíèå (8.45) â âèäå áåãóùåé âîëíû, u(x, t) = uk(x− vt) ≡ uk(z), ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(
c2 − v2

) d2uk

dz2
+ ηv

duk

dz
− sinuk + F = 0. (8.47)

Êèíêîâîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñåïàðàòðèñå óðàâíåíèÿ (8.47). Èñïîëüçóÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå z̃ = z/d,
ṽ = v/c, è ââåäÿ ξ = uk(z̃) è w(ξ) = u′k(z̃), óðàâíåíèå (8.47) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

[(
1− ṽ2

) dw
dξ

+ ηṽ

]
w(ξ)− sin ξ + F = 0. (8.48)

Êèíêîâîå ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì uk(−∞) = uF + 2π, uk(+∞) = uF , u′k(±∞) = 0,
èëè w(uF + 2π) = w(uF ) = 0. Ôîðìà êèíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè w(ξ) èíòåãðèðîâàíèåì z =∫ uk(z)

uF+π
dξ w−1(ξ). Èç óðàâíåíèÿ (8.48) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ w(ξ) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

w′(uF + 2π) = (−ηv +D)/2(c2 − v2),
w′(uF ) = (−ηv −D)/2(c2 − v2), (8.49)

ãäå w′ ≡ dw/dξ, D =
[
(ηv)2 + 4(c2 − v2)

√
1− F 2

]1/2. Èç óðàâíåíèÿ (8.49) ïðÿìî ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà êèíêà
äâèãàþùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû áóäåò àñèììåòðè÷íîé ïðè F 6= 0, �ãîëîâà� êèíêà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðåçêîé, â òî
âðåìÿ êàê åãî �õâîñò� èìååò áîëåå ïðîòÿæåííóþ ôîðìó ÷åì ÑÃ êèíê. Îäíàêî, â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè
ôîðìà êèíêà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé äâèæóùåé ñèëû.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñêîðîñòü êèíêà â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ìåíüøå ÷åì ñêîðîñòü â
êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè, òàê êàê äèñêðåòíîñòü ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó (âíóòðåííåìó) òîðìîæåíèþ
äâèæóùåãîñÿ êèíêà (ñì. Ðèñ. 8.10) [çàìåòèì, ÷òî â êîíå÷íîé (êîðîòêîé) ÔÊ öåïè ðåçîíàíñû ÷àñòîòû áèåíèÿ
êèíêà äâèæóùåãîñÿ ïî íàêëîííîìó ãîôðèðîâàííîìó ðåëüåôó ñ ôîíîíàìè ïðèâîäÿò ê ñòóïåíüêàì â çàâèñèìîñòè
vk(F ) â ñèëó ýôôåêòà çàõâàòà ñêîðîñòè, (ñì. ðàáîòû [710, 102]). Îñíîâíîå íîâîå ÿâëåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî õîòÿ
â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå óñòàíîâèâøåìóñÿ äâèæåíèþ êèíêà ñóùåñòâóåò ïðè
ëþáîé ñèëå F < Fs (Fs = 1 â íàøèõ ñèñòåìíûõ åäèíèöàõ), òî â äèñêðåòíîé öåïè òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò
òîëüêî ïðè F < Fcrit < Fs. Ïðè áîëüøèõ ñèëàõ, F > Fcrit, ïðîèñõîäèò ðåçêèé ïåðåõîä êèíêà â äâèæóùååñÿ
ñîñòîÿíèå. Ðèñóíîê 8.11 ïîêàçûâàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû Fcrit è êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè vcrit êàê
ôóíêöèè âíåøíåãî òðåíèÿ η äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè g. Íåóñòîé÷èâîñòü
èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå ñëàáîãî òðåíèÿ η < ηmax, êîãäà êèíê ìîæåò äîñòèãàòü êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè,
êîòîðàÿ áëèçêà ê ñêîðîñòè çâóêà c, ïðè íåêîòîðîé ñèëå Fcrit < Fs. Ïðè áîëüøîì òðåíèè ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü
êèíêà ìåíüøå ÷åì c äàæå â ïðåäåëå F → 1, è ïåðåõîä â äâèæóùååñÿ ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè F = Fs,
ïðîñòî èç-çà òîãî, ÷òî ìèíèìóìû âíåøíåãî ïîòåíöèàëà èñ÷åçàþò è âñå àòîìû íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ îäíîâðåìåííî.
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Ðèñ. 8.11. Êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü vcrit/c (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) ì
êðèòè÷åñêàÿ ñèëà Fcrit (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) êàê ôóíêöèè îò
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè: g = 1
(ðîìáû) è g = 1/3 (êðåñòèêè), è N = 256 [711].

Äåòàëüíîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ ñ ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëîé áûëî ïðîâåäåíî
Áðàóíîì ñ ñîàâòîðàìè [711]. Âî ïåðâûõ, áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ êèíêà âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ �àâòîìîäåëüíûì�, òî åñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ul+1(t) = ul(t− τ) + as, (8.50)

òàê ÷òî êàæäûé àòîì ïîâòîðÿåò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ïðåäûäóùåãî àòîìà ñ âðåìåííîé çàäåðæêîé τ = as/vk,
òî åñòü äèíàìèêà ñèñòåìû ìîæåò áûòü îïèñàíà äèíàìè÷åñêîé êîðïóñíîé ôóíêöèåé. Âòîðîå, èç-çà ýôôåêòîâ
äèñêðåòíîñòè õâîñò êèíêà èìååò ñëîæíóþ âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ èìååò ïðîñòðàíñòâåííûå îñöèëëÿöèè
ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k, îïðåäåëÿåìûì ðåçîíàíñîì ÷àñòîòû áèåíèÿ ω = vk ñ ôîíîíàìè. Ôîðìà äâèãàþùåãîñÿ
êèíêà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñèëû ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.12. Ýòè çàâèñèìîñòè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû
êàê ôóíêöèè îò îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé z(F ) = l − t/τ(F ), ãäå l � èíäåêñ àòîìà. Â ñèëó óñëîâèÿ
àâòîìîäåëüíîñòè (8.50), çàâèñèìîñòü ul(t) âû÷èñëåííàÿ íà âðåìåííîì èíòåðâàëå 0 < t < Nτ òîëüêî äëÿ îäíîãî
äàííîãî àòîìà ïîçâîëÿåò íàì âîññòàíîâèòü ýâîëþöèþ âñåõ àòîìîâ öåïè.
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Ðèñ. 8.12. Ïðîôèëü êèíêà â äèñêðåòíîé öåïè êàê ôóíêöèÿ îò z =
l − t/τ(F ) äëÿ (a) ìàëîé ñèëû F = 0.025 è (b) êðèòè÷åñêîé ñèëû
F = 0.650191. Ïàðàìåòðû g = 1, η = 0.1, N = 128. ×åðíûå êðóãè
ïîêàçûâàþò ìãíîâåííîå ïîëîæåíèå àòîìîâ, à íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ
ñîîòâåòñòâóåò �àâòîìîäåëüíîé� curve. Íà âñòàâêå: ñîîòâåòñòâóþùèå
ñåïàðàòðèñû [711].

Ïåðèîäè÷íîñòü õâîñòà êèíêà ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà àíàëîãè÷íî ðàáîòå Ïåéðàðà è Êðóñêàëà [171]. Ïîâòîðèì,
÷òî áåç âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ìîäåëü îáëàäàåò òîëüêî îäíèì òèïîì âîçáóæäåíèé � àêóñòè÷åñêèìè
ôîíîíàìè ñî ñïåêòðîì ωph(k) = ck, ãäå ñêîðîñòü çâóêà c = 2π

√
g. Îäíàêî, â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ïîòåíöèàëà

ñïåêòð ñòàíîâèòñÿ îïòè÷åñêèì,
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ω2
ph(k) = ω2

min + 2g(1− cos 2πk), (8.51)

ãäå ω2
min =

(
1− F 2

)1/2, à âîëíîâîé âåêòîð k äîëæåí ëåæàòü â ïåðâîé çîíå Áðèëëþýíà |k| < 1/2, òàê ÷òî ÷àñòîòû
ôîíîíîâ ëåæàò â èíòåðâàëå ωmin ≤ ωph(k) ≤ ωmax, ãäå ω2

max = ω2
min + 4g. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, äâèãàþùåéñÿ

ñîâìåñòíî ñ êèíêîì, ôîíîííûé ñïåêòð èçìåíÿåòñÿ èç-çà ýôôåêòà Äîïëåðà, Ωph(k) = ωph(k)− kvk. Êèíê ìîæåò
ñîïðîâîæäàòüñÿ ñòîÿ÷åé âîëíîé (âîëíîé äâèæóùåéñÿ ñ êèíêîì ñ òîé æå ñàìîé ôàçîâîé ñêîðîñòüþ) åñëè

Ωph(k) = 0. (8.52)

Ýòî óðàâíåíèå, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.13, âñåãäà èìååò îäíî èëè íåñêîëüêî ðåøåíèé â ðàñøèðåííûõ çîíàõ
Áðèëëþýíà, |k| <∞. Ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ êèíêà, vk > 2ωmax, ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâîìó âåêòîðó
èç ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà [ñì. êðèâóþ (c) íà ðèñ. 8.13]. Ïðè ìåíüøèõ ñêîðîñòÿõ êèíêà ðåøåíèå áóäåò ëåæàòü
âî âòîðîé çîíå Áðèëëþýíà [êðèâàÿ (b) íà ðèñ. 8.13], çàòåì â òðåòüåé çîíå Áðèëëþýíà, è ò.ä. Â îãðàíè÷åííîé
Áðèëëþýíîâñêîé çîííîé ñõåìå, ãäå |k| < 1/2, ìû äîëæíû èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ωph(k) = nvk, ãäå
n = 0,±1, . . . ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó çîíû Áðèëëþýíà. Ðåøåíèå ñ n = 0 ñîîòâåòñòâóåò ðåçîíàíñó ÷àñòîòû áèåíèÿ
ωwash = vk ñ ôîíîíàìè, à ðåøåíèÿ ñ n 6= 1 ñîîòâåòñòâóþò óæå �ñóïåð-ðåçîíàíñàì� [712]. Íà ðèñ. 8.15 ïîêàçàíà
ïîëó÷åííàÿ ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (8.52) çàâèñèìîñòü kres(vk). Çàìåòèì, ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ êèíêà
óðàâíåíèå (8.52) èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ ïîêàçàííîãî êðèâîé (a) íà ðèñ. 8.13,
íàèìåíüøèé êîðåíü ñîîòâåòñòâóåò îñöèëëÿöèÿì ïîçàäè êèíêà (ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ôîíîíîâ, vgr = dωph(k)/dk,
îòðèöàòåëüíà), à âòîðîå � êîëåáàíèÿì âïåðåäè êèíêà (vgr > 0).

Ðèñ. 8.13. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.52) â ðàñøèðåííîé ñõåìå
çîí Áðèëëþýíà äëÿ (a) F = 0.025, (b) F = 0.1, è (c) F = 0.5.
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Ðèñ. 8.14. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå G(k) ïðîôèëÿ êèíêà ïðè g = 1, η = 0.1,
è ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ñèëû: (a) F = 0.3 (vk = 4.543), òî÷å÷íàÿ êðèâàÿ; (b)
F = 0.5 (vk = 5.204), ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ; è (c) F = 0.650191 (vk = 5.648),
íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îïèñàííûå ðåçîíàíñû îòâåòñòâåííû çà õâîñòîâûå êîëåáàíèÿ, âû÷èñëèì
ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîôèëÿ êèíêà,

G(k) = τ−1

∫ τ

0

dt

∣∣∣∣
N∑

l=1

u̇l(t)ei2πlk
∣∣∣∣. (8.53)
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Âèä ôóíêöèè G(k) ïîêàçàí íà ðèñ. 8.14, à ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè G(k) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
ñêîðîñòè êèíêà äàíû ìàðêåðàìè íà ðèñ. 8.15. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî êîðîòêîâîëíîâàÿ êîìïîíåíòà êîëåáàíèé
õâîñòà êèíêà õàðàêòåðèçóåòñÿ âîëíîâûì âåêòîðîì, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ïîëó÷åííûì èç ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (8.52) (ñì. òðåóãîëüíûå ìàðêåðû íà ðèñ. 8.15).
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Ðèñ. 8.15. Çàâèñèìîñòü kres(vk), ãäå kres ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (8.52). Òðåóãîëüíûå è êðóãëûå ìàðêåðû ïîêàçûâàþò ïîëîæåíèÿ
ìàêñèìóìîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå G(k) ôîðìû êèíêà. Ïàðàìåòð g = 1,
η = 0.1.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ðåçîíàíñîâ ìîæíî òàêæå âû÷èñëèòü ôóíêöèþ îòêëèêà F (k, ω), êîòîðàÿ
îïèñûâàåò îòêëèê ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óñòàíîâèâøåìóñÿ ñîñòîÿíèþ íà ìàëûé øóì. Ýòî âû÷èñëåíèå
òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî çà êîëåáàíèÿ õâîñòà êèíêà â îñíîâíîì îòâåòñòâåííû ôîíîíû. Îäíàêî, âû÷èñëåíèå
ïîêàçûâàåò áîëåå âàæíûé ðåçóëüòàò: âáëèçè êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ðåçîíàíñû ðàñòÿíóòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ïåðåä íåóñòîé÷èâîñòüþ, âîçáóæäåíèå ñòàíîâèòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî ëîêàëèçîâàííûì. Äðóãîé çíàê òîãî ÷òî ôîðìà
êèíêà èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó òîëüêî âáëèçè êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè, ñëåäóåò èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (8.53)
ôóíêöèè u̇l(t). Êàê âèäíî èç ðèñ. 8.14, âáëèçè vcrit ôóíêöèÿ G(k) èìååò äîïîëíèòåëüíûé ïèê ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðîñòðàíñòâåííûì êîëåáàíèÿì õâîñòà ñ ìàëûì âîëíîâûì âåêòîðîì k < 0.1 è ÷àñòîòîé ω � ωmin. Ýòà íîâàÿ
âåòâü òàêæå ïîêàçàíà íà ðèñ. 8.15 êðóãëûìè ìàðêåðàìè. Ýòè ýôôåêòû ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê
ïðèçíàê ïîÿâëåíèÿ ïðîôèëüíûõ ìîä (äèñêðåòíîãî áðèçåðà) äâèãàþùåãîñÿ äèñêðåòíîãî êèíêà èìåííî ïåðåä
åãî ðàçðóøåíèåì. Òàêîå æå çàêëþ÷åíèå òàêæå ñëåäóåò èç àíàëèçà Ôëîêå, äåòàëüíî îïèñàííîãî Áðàóíîì ñ
ñîàâòîðàìè [711].

Â ýòîì êîíòåêñòå ìû âñïîìíèì, ÷òî èç-çà íåëèíåéíîñòè ìîäåëè ÔÊ, îíà äîïîëíèòåëüíî ê ôîíîíàì è êèíêàì,
äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëèçîâàííûõ íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé, äèñêðåòíûõ áðèçåðîâ (ÄÁ), êîòîðûå íå
ïåðåíîñÿò ìàññó âäîëü öåïè, íî ïðè âûñîêîé àìïëèòóäå èõ êîëåáàíèé îíè ìîãóò ðàñïàäàòüñÿ íà êèíê-
àíòèêèíêîâóþ ïàðó. Ýòè âíîâü ñîçäàííûå êèíêè è àíòèêèíêè çàòåì äâèãàþòñÿ íåçàâèñèìî è òàêèì îáðàçîì
óâåëè÷èâàÿ ïîäâèæíîñòü ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, åùå îäíà îñîáåííîñòü ìîäåëè ÔÊ � ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíûõ
âîçáóæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî ñàìîãî êèíêà, ïðîôèëüíûõ (âíóòðåííèõ) ìîä êèíêà. Ïðîôèëüíóþ ìîäó ìîæíî
òðàêòîâàòü êàê äèñêðåòíûé áðèçåð çàõâà÷åííûé êèíêîì êàê îïèñàíî Ñåïóëü÷å è Ìàêàéåì [713]. Ñóùåñòâåííîå
îòëè÷èå çàõâà÷åííîãî äèñêðåòíîãî áðèçåðà îò ñâîáîäíîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç-çà êèíêà, çàõâà÷åííûé áðèçåð
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óñòîé÷èâûì âîçáóæäåíèåì, â òî âðåìÿ êàê ñâîáîäíûé äèñêðåòíûé áðèçåð íóæäàåòñÿ â
íåíóëåâîé ïîðîãîâîé ýíåðãèè âîçáóæäåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøîé äâèæóùåé ñèëå, â õâîñòå êèíêà âîçáóæäàåòñÿ ëîêàëèçîâàííàÿ ïðîôèëüíàÿ
ìîäà (äèñêðåòíûé áðèçåð). Ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè êèíêà, àìïëèòóäà ÄÁ òàêæå âîçðàñòàåò è ïðè íåêîòîðîì
êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ñêîðîñòè ÄÁ ðàñïàäàåòñÿ íà êèíê-àíòèêèíêîâóþ ïàðó. Áûñòðûé êèíê ñòàíîâèòñÿ
íåóñòîé÷èâûì è èçëó÷àåò àíòèêèíê(è).

Èçëó÷åíèå êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð â õâîñòå áûñòðîãî êèíêà ïðèâîäèò ê áûñòðîìó ïåðåõîäó â äâèæóùååñÿ
ñîñòîÿíèå. Äåòàëè ýòîãî ïåðåõîäà ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.16, ãäå ìû ïðèâîäèì çàâèñèìîñòü ul(t) îò èíäåêñà l äëÿ
ðàçíûõ âðåìåí, êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ êðèâàÿ ñëåãêà ñäâèíóòà ââåðõ è âïðàâî. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïåðâûì
ñîáûòèåì ÿâëÿåòñÿ ðîæäåíèå íîâîé êèíê-àíòèêèíêîâîé ïàðû â õâîñòå ïåðâè÷íîãî êèíêà. Òîëüêî ÷òî ñîçäàííûé
àíòèêèíê äâèãàåòñÿ âëåâî, â òî âðåìÿ êàê ïåðâè÷íûé êèíê è òîëüêî ÷òî ñîçäàííûé êèíê ñîçäàþò �äâîéíîé�
êèíê, êîòîðûé äâèãàåòñÿ êàê îäíî öåëîå. Ïîñëå ýòîãî â õâîñòå äâîéíîãî êèíêà ðîæäàåòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî
êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð, ñíîâà âòîðîé àíòèêèíê äâèãàåòñÿ âëåâî, â òî âðåìÿ êàê íîâûé êèíê ïëþñ äâîéíîé êèíê
îáðàçóþò �òðîéíîé� êèíê. Çàòåì, ïåðâûé àíòèêèíê ñîçäàåò ïîçàäè ñåáÿ îäíó èëè íåñêîëüêî êèíê-àíòèêèíêîâûõ
ïàð. Êèíê èç ýòîé òîëüêî ÷òî ðîæäåííîé ïàðû äâèãàåòñÿ íàïðàâî è âñòðå÷àåòñÿ ñ âòîðûì àíòèêèíêîì. Ïîñëå
èõ ñòîëêíîâåíèÿ îáâàë ñèñòåìû. Ðèñóíîê 8.17 ïîêàçûâàåò òàêæå èçìåíåíèå ïîëíîé ñêîðîñòè ñèñòåìû vtot(t) =∑
l u̇l(t) â òå÷åíèå ýòîãî ïðîöåññà. Êîãäà îáðàçóåòñÿ ïåðâàÿ êèíê-àíòèêèíêîâàÿ ïàðà, ñêîðîñòü vtot óâåëè÷èâàåòñÿ

â äâà ðàçà (ñì. äåòàëè íà âñòàâêå ðèñóíêà 8.17), çàòåì îíà ñíîâà óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ðîæäåíèè ñëåäóþùåé ïàðû,
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êîãäà vk ≈ vcrit. Ïàðàìåòðû ñèñòåìû g = 1, η = 0.1, and N = 1500.

è íàêîíåö, êîãäà íà÷èíàåòñÿ îáâàë, ñêîðîñòü vtot íà÷èíàåò ðàñòè ëèíåéíî îò âðåìåíè ñî ñêîðîñòüþ 2c, òàê ÷òî
îáà ôðîíòà îáëàñòè äâèæåíèÿ äâèãàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà.
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Ðèñ. 8.17. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñêîðîñòè ñèñòåìû vtot(t) ïðè F =
0.651. Ïðÿìàÿ ëèíèÿ çàäàåò àñèìïòîòèêó vtot(t) = 2c (t − t0). Âñòàâêà:
òîæå ñàìîå â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå.

Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â îáëàñòè äâèæåíèÿ ñêîðîñòè àòîìîâ ïî÷òè ïîñòîÿííû è ïðèìåðíî ðàâíû
ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè àòîìîâ F/η, è ÷òî âïåðåäè ôðîíòîâ îáëàñòè äâèæåíèÿ, èìååòñÿ áåãóùèé òðîéíîé êèíê
è äâîéíîé àíòèêèíê, êîòîðûå äâèãàþòñÿ ïî÷òè ñî ñêîðîñòüþ çâóêà. Ïðîôèëü ðàñòóùåé îáëàñòè äâèæóùèõñÿ
àòîìîâ ρl(t) = −[ul+1(t) − ul(t)]/(2π)2, êîòîðûé îïèñûâàåò èçáûòî÷íóþ ïëîòíîñòü àòîìîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ
ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðîé, èìååò ïðîôèëü êîñèíóñà ρ̄(x) ∝ sin kr(x − xc), ãäå xc � öåíòð îáëàñòè äâèæåíèÿ, à
k2
r = −〈cosu(x, t)〉 � 1.
Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî ïðè î÷åíü ìàëîì òðåíèè η � ω0, è/èëè â ñèëüíî äèñêðåòíîé ñèñòåìå, êîãäà g � 1,

òàê ÷òî FPN áëèçêà ê Fs, êèíê ìîæåò äîñòèãàòü êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ñðàçó êîãäà îí íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ, à
ïåðåõîä èç çàêðåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ â äâèæóùååñÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðè F = FPN .

Âûøå ìû îáñóäèëè ñëó÷àé íóëåâîé òåìïåðàòóðû. Ïðè íèçêîé, íî íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå T êèíê ñîâåðøàåò
ïîëçóùåå (àêòèâèðîâàííîå òåïëîâûìè êîëåáàíèÿìè) äâèæåíèå ïðè ñëàáîé ñèëå, ãäå B ∝ exp(−εPN/kBT ), è
íà÷èíàåò ñêîëüçèòü ïðè âûñîêîé ñèëå. Ïîäâèæíîñòü B â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïðèáëèæåííî
ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé (8.17) � (8.25) äëÿ îäíî-÷àñòè÷íîãî ñëó÷àÿ îïèñàííîãî âûøå â ïàðàãðàôå 8.2.2, åñëè
ðàññìîòðåòü êèíê êàê òâåðäóþ êâàçè÷àñòèöó ìàññû mk äâèãàþùóþñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì ÏÍ ïîòåíöèàëå. Â
÷àñòíîñòè, ïåðåõîä ìåæäó ðåæèìàìè ïîëçóùåãî äâèæåíèÿ è äâèæåíèÿ ñêîëüçÿùåãî êèíêà ïðîèñõîäèò ëèáî ïðè
ïîðîãîâîì çíà÷åíèè ñèëû FPN , èëè ïðè âñåãäà ìåíüøåé ñèëå [714] F2PN ≈ C ′′(η/ωPN )FPN , ïîäîáíî óðàâíåíèþ
(8.13) äëÿ îäíî-àòîìíîãî ñëó÷àÿ. Êðîìå òîãî, åñëè ðàçìåð ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìàëûì, òî â íåé ìîãóò
òåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàòüñÿ êèíê-àíòèêèíêîâûå ïàðû, ïîýòîìó îáëàñòü äâèãàþùèõñÿ àòîìîâ íà÷èíàåò ðàñòè
ðàñòè ñðàçó æå, êàê òîëüêî áûñòðûé êèíê ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì.
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8.6 Ñâåðõçâóêîâûå êèíêè è ìíîãîêèíêîâûå ñòðóêòóðû
Â ðåàëèñòè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå îáû÷íî íåëèíåéíî. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, àíãàðìîíè÷íîñòü
ðàçðóøàåò êèíê-àíòèêèíêîâóþ ñèììåòðèþ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ. Ýòî ìîæåò èçìåíèòü, ïðè äîñòàòî÷íî
ñèëüíîé àíãàðìîíè÷íîñòè, ñöåíàðèé ïåðåõîäà â äâèæóùååñÿ ñîñòîÿíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
ñèëû äëÿ àíòèêèíêà ìåíüøå ÷åì çíà÷åíèå äëÿ êèíêà, ëàâèíà äâèãàþùèõñÿ àòîìîâ íà÷íåò ðàñòè ñðàçó æå ïîñëå
ðîæäåíèÿ íîâîé êèíê-àíòèêèíêîâîé ïàðû â õâîñòå äâèæóùåãîñÿ èñõîäíîãî êèíêà. Êðîìå òîãî, äëÿ ìîäåëè
ÔÊ ñ ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëîé àíãàðìîíè÷íîñòü ïðèâîäèò ê äâóì íîâûì èíòåðåñíûì ýôôåêòàì. Íàïîìíèì,
÷òî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ òîïîëîãè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ âñåãäà ÿâëÿþòñÿ äîçâóêîâûìè, êèíê íå ìîæåò
äâèãàòüñÿ ñî ñêîðîñòüþ vk áîëüøåé ÷åì ñêîðîñòü çâóêà c èç-çà Ëîðåíöîâñêîãî ñæàòèÿ øèðèíû êèíêà. Áîëåå
òîãî, â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ, êèíêè îäèíàêîâîãî òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà è,
ñëåäîâàòåëüíî, îíè íå ìîãóò íåñòè êðàòíûé òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä. Êàê ìû ïîêàæåì â äàííîì ïàðàãðàôå, â
àíãàðìîíè÷íîé ìîäåëè ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è ñâåðõçâóêîâûå êèíêè è êðàòíûå êèíêè.

Äâèæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ ñ ñâåðõçâóêîâûìè ñêîðîñòÿìè âïåðâûå áûëî ïðåäñêàçàíî àíàëèòè÷åñêè
Êîñåâè÷åì è Êîâàëåâûì [273] â ìîäåëè ÔÊ ñ íåêîòîðûì ñïåöèôè÷åñêèì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì â
êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè (ñì. ïàðàãðàô 3.5.1). Ïîçæå, ñâåðõçâóêîâûå òîïîëîãè÷åñêèå ñîëèòîíû íàáëþäàëè
Áèøîï è äð. [715] ïðè ìîëåêóëÿðíî äèíàìè÷åñêîì èçó÷åíèè ïîëèàöåòèëåíà. Çàòåì ñâåðõçâóêîâûå êèíêè áûëè
èçó÷åíû Ñàâèíûì [271] ÷èñëåííî â äèñêðåòíîé ìîäåëè φ4 ñ àíãàðìîíè÷íûì âçàèìîäåéñòâèåì. Áûëî ïîêàçàíî,
÷òî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòåé ñâåðõçâóêîâîãî êèíêà, êîãäà åãî øèðèíà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ñ øèðèíîé
ñîëèòîíà óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà, êèíê äâèãàåòñÿ ïî÷òè áåç ýíåðãåòè÷åñêèõ ïîòåðü. Ïîçæå ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû
áûëè ïîëó÷åíû Çîëîòàðþêîì è äð. [272] äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ ðàñïîëîæåííûõ íà
ñèíóñîèäàëüíîì ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè (ñì. äåòàëè â ïàðàãðàôå 3.5.1).

Êðàòíûå áûñòðûå (íî äîçâóêîâûå) êèíêè âïåðâûå áûëè îáíàðóæåíû ÷èñëåííî Ïåéðàðîì è Êðóñêàëîì [171]
â êëàññè÷åñêîé ñèëüíî äèñêðåòíîé ÔÊ ìîäåëè áåç òðåíèÿ (ñì. ïàðàãðàô 3.2.4). Àâòîðû îáúÿñíèëè óñòîé÷èâîñòü
äâîéíîãî êèíêà êàê ðåçóëüòàòà �êîìïåíñàöèè� âîëíîâîãî èçëó÷åíèÿ äâóõ åäèíñòâåííûõ êèíêîâ, êîãäà ýòè âîëíû
íàõîäÿòñÿ â ïðîòèâîôàçå. Âîëíû ïîäàâëÿþò äðóã äðóãà, òàê ÷òî ñîñòàâíîé äâîéíîé êèíê äâèãàåòñÿ ïî÷òè áåç
èçëó÷åíèÿ. Ýòà ïðîáëåìà áûëà ïîçæå èçó÷åíà Ñàâèíûì è äð. [179], áûëà íàéäåíà ÷èñëåííî èåðàðõèÿ ñîñòîÿíèé
äâîéíîãî êèíêà õàðàêòåðèçóåìàÿ ðàçëè÷íûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó äâóìÿ åäèíè÷íûìè êèíêàìè. Àâòîðû
îáíàðóæèëè, ÷òî ýòè ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêè óñòîé÷èâûìè ïðè îïðåäåëåííûõ (ïðåäïî÷òèòåëüíûõ)
çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè. Òàêèå æå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ðàíüøå Óñòèíîâûì è äð. [716] äëÿ ÔÊ öåïè ñ
ãàðìîíè÷åñêèì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì ïðè íàëè÷èè âíåøíåé ñèëû è ñëàáîãî òðåíèÿ (ñì. ðèñ. 8.18).
Àâòîðû ÷èñëåííî îáíàðóæèëè íåñêîëüêî �ñâÿçàííûõ� ñîñòîÿíèé äâóõ 2π-êèíêîâ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò
äðóãà ÷èñëîì êîëåáàíèé â îáëàñòè ìåæäó äâóìÿ ñâÿçàííûìè êèíêàìè. Òàêîé �ðåçîíàíñ� ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé
ñóùåñòâóåò äëÿ îïðåäåëåííûõ èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé äâèæóùåé ñèëû, êîòîðûå ìîãóò ïåðåêðûâàòüñÿ. Ñêîðîñòü
äâîéíîãî êèíêà âñåãäà âûøå ñêîðîñòè åäèíñòâåííîãî êèíêà èç-çà óìåíüøåíèÿ ïîòåðü íà èçëó÷åíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ,
óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé íå áûëà äåòàëüíî èçó÷åíà, õîòÿ àâòîðû è ïûòàëèñü îáúÿñíèòü îáðàçîâàíèå
äâóõêèíêîâîãî ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç âçàèìîäåéñòâèå êîëåáëþùèõñÿ õâîñòîâ êèíêîâ. Çàòåì, Àëôèìîâ è
äð. [302] ïîêàçàëè, ÷òî êðàòíûå êèíêè ñóùåñòâóþò òàêæå â êîíòèíóàëüíûõ ñèñòåìàõ ñ íåëîêàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì.
Ñâÿçàííûå ñîñòîÿíèÿ êèíêîâ (êàê äîçâóêîâûõ, òàê è ñâåðõçâóêîâûõ) â ñëó÷àå àíãàðìîíè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
áûëè òàêæå ÷èñëåííî èçó÷åíû Çîëîòàðþêîì è äð. [272]. Áûëî íàéäåíî, ÷òî ýòè êðàòíûå êèíêè äèíàìè÷åñêè
óñòîé÷èâû, íî íåóñòîé÷èâû àñèìïòîòè÷åñêè (ñì. ðèñ. 3.5.1). Äèíàìèêà îáîáùåííîé öåïî÷êè ÔÊ ïî äåéñòâèåì
ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû áûëà ÷èñëåííî èçó÷åíà Áðàóíîì è äð. [190, 717]. Áûëî ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
ñâåðõçâóêîâûõ êèíêîâ è êðàòíûõ (äâîéíûõ è ïî êðàéíåé ìåðå òðîéíûõ) êèíêîâ. Íàêîíåö, ñóùåñòâîâàíèå
êðàòíûõ êèíêîâ ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè â äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ áûëî ñòðîãî äîêàçàíî by
×àìïíèñîì è Êèâøàðåì [182].

Íèæå ìû ïîêàæåì, ñëåäóÿ ðàáîòå Áðàóíà [718], ÷òî ìîäåëü ÔÊ äîïóñêàåò îäíîâðåìåííî ñâåðõçâóêîâûå
êèíêè è êðàòíûå êèíêè, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ: ïåðâîå, ìîäåëü äîëæíà áûòü äèñêðåòíîé;
âòîðîå, òàê êàê äâèæåíèå êèíêà â äèñêðåòíîé öåïè òîðìîçèòñÿ èç-çà èçëó÷åíèÿ ôîíîíîâ, äîëæíà áûòü
ïðèëîæåíà äâèæóùàÿ ñèëà äëÿ ïîääåðæàíèÿ äâèæåíèÿ; è òðåòüå, ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå äîëæíî áûòü
àíãàðìîíè÷íûì. Êàê ïðèìåð, ìû ðàññìîòðèì ìîäåëü ÔÊ

ẍl(t) + ηẋl(t) +
∂

∂xl
{V [xl+1(t)− xl(t)] + V [xl(t)− xl−1(t)]}+ sinxl(t) = F, (8.54)

ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì

V (x) = V0e
−βx. (8.55)

Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè ([7]; ñì. ïàðàãðàô 1.1), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ôîðìå

ü+ ηu̇− d2u′′ (1− αdu′) + sinu− F − h2
[
ü′′ + (u′)2 sinu− u′′ cosu

]
= 0, (8.56)
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Ðèñ. 8.18. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè vk êðàòíîãî 4π-êèíêà îò ñèëû F äëÿ damped driven ìîäåëè ÔÊ ñ ãàðìîíè÷åñêèì
âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó àòîìàìè (g = 1, η = 0.1, è N = 100). Ñòðåëêè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ñâÿçàííûì
ñîñòîÿíèÿì: (A) ÷èñòûé 4π-êèíê (áåç ðàçäåëåíèÿ ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè 2π-êèíêàìè); (B) ïåðâîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå
(îäíà îñöèëëÿöèÿ ìåäæäó äâóìÿ 2π-êèíêàìè); (C) âòîðîå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå (äâå îñöèëëÿöèè ìåæäó 2π-êèíêàìè); è
(D) òðåòüå ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå (òðè îñöèëëÿöèè ìåæäó 2π-êèíêàìè) [716].

ãäå g = V ′′(as) = V0β
2 exp(−βas) � ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè,

α = −(as/d) [V ′′′(as)/V ′′(as)] = β/
√
g

� ïàðàìåòð àíãàðìîíèçìà, à h2 = a2
s/12 = π2/3 � ïàðàìåòð äèñêðåòíîñòè. Ðåøåíèå áåãóùåé âîëíû uk(x− vt) ≡

uk(z), äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

h2v2u′′′′k +
(
c2 − v2 − h2 cosuk

)
u′′k + h2 (u′k)2 sinuk

−αd3u′′ku
′
k + ηvu′k − sinuk + F = 0, (8.57)

ãäå c = 2π
√
g � ñêîðîñòü çâóêà (íàïîìíèì, ÷òî c = d). Êèíêîâîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñåïàðàòðèñå óðàâíåíèÿ

(8.57). Èñïîëüçóÿ áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå z̃ = z/d, ṽ = v/c, h̃ = h/d = (12g)−1/2, è ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå
ξ = uk(z̃) è w(ξ) = u′k(z̃), óðàâíåíèå (8.57) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî êàê

{
h̃2ṽ2

[
w′′′(ξ)w2(ξ) + 4w′′(ξ)w′(ξ)w(ξ) + [w′(ξ)]3

]

− αw′(ξ)w(ξ) +
(

1− ṽ2 − h̃2 cos ξ
)
w′(ξ)

+
(
h̃2 sin ξ

)
w(ξ) + ηṽ

}
w(ξ)− sin ξ + F = 0. (8.58)

Êèíêîâîå (êðàòíîå) ðåøåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì uk(−∞) = uF + 2πp, uk(+∞) = uF ,
u′k(±∞) = 0, èëè w(uF + 2πp) = w(uF ) = 0, ãäå p � òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä êèíêà (p = 1 äëÿ îäèíî÷íîãî êèíêà,
p = 2 äëÿ äâîéíîãî êèíêà è ò.ä.).

Âáëèçè õâîñòà êèíêà, z → ±∞, íàïðèìåð äëÿ ξ = uF + 2πn + ε, ãäå |ε| � 1, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü
ðàçëîæåíèå

w(ξ) = a1ε+
1
2
a2ε

2 +
1
6
a3ε

3 + . . . , (8.59)

ãäå a1 ≡ w′(uF ), a2 ≡ w′′(uF ), è òàê äàëåå. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â óðàâíåíèå (8.58) è ãðóïïèðóÿ âìåñòå
÷ëåíû òîé æå ñòåïåíè ε, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ a1,

h̃2ṽ2a4
1 + (1− ṽ2 − h̃2 cosuF )a2

1 + ηṽa1 − cosuF = 0, (8.60)

êîòîðîå âñåãäà èìååò äâà êîðíÿ, îäèí ïîëîæèòåëüíûé è îäèí îòðèöàòåëüíûé, äëÿ ëþáîé ñêîðîñòè êèíêà v.
Çàòåì, ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû äëÿ âûñøèõ ñòåïåíåé ε, ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ, êîòîðûå åäèíñòâåííûì îáðàçîì
îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû a2, a3, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ñåïàðàòðèñíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.58)
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, òî åñòü, äëÿ äàííîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîäåëü èìååò ëèáî îäíî-êèíêîâîå
ðåøåíèå ëèáî äâóõêèíêîâîå ðåøåíèå, íî íèêîãäà îáà ðåøåíèÿ îäíîâðåìåííî.
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå F = η = h = 0, êîíòèíóàëüíîå óðàâíåíèå (8.57) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó
ýêñòðåìóìó ñëåäóþùåãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà [264],

E[u(z)] =
∫
dz

[
1
2

(c2 − v2) (u′)2 − 1
6
αd3 (u′)3 − cosu

]
. (8.61)

Ïîäñòàâëÿÿ ïðîñòîé àíçàö ÑÃ-òèïà uSG(z) = 4 tan−1 exp(−z/deff) â óðàâíåíèå (8.61), ìû ïîëó÷èì

E(deff) = 4
c2 − v2

deff
+

2π
3
α
c3

d2
eff

+ 4deff . (8.62)

Õîòÿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä íå îïèñûâàåò ñòðîãî õâîñòû êèíêà, òàê êàê ïðåíåáðåãàåò ýôôåêòàìè äèñêðåòíîñòè,
îí ïîçâîëÿåò íàì íàéòè àíàëèòè÷åñêè ôîðìó ÿäðà êèíêà è, ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî ñêîðîñòü
êèíêà. Äåéñòâèòåëüíî, èùà ýêñòðåìóì ôóíêöèè E(deff), ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ E′(deff) = 0 èëè ê

(
deff

d

)3

=
[
1−

(v
c

)2
](

deff

d

)
+
π

3
α, (8.63)

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, α = 0, óðàâíåíèå (8.63) èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè |v| < c, êîòîðîå
îïèñûâàåò ðåëÿòèâèñòñêîå ñóæåíèå ÑÃ êèíêà, deff = d

[
1− (v/c)2

]1/2. Íî äëÿ àíãàðìîíè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
α > 0, óðàâíåíèå (8.63) èìååò ðåøåíèå äëÿ ëþáîé ñêîðîñòè êèíêà v, âêëþ÷àÿ ñâåðõçâóêîâûå ñêîðîñòè |v| > c.
Ìû ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñâåðõçâóêîâûå âîçáóæäåíèÿ âîçìîæíû òîëüêî äëÿ êèíêîâ (ëîêàëüíûõ ñæàòèé).

Ðàññìàòðèâàÿ êèíê êàê òâåðäóþ êâàçè÷àñòèöó, ìîæíî ââåñòè åå ýôôåêòèâíóþ ìàññó êàê (ñì. ïàðàãðàô 3.1)
mk = a−1

s

∫
dz [u′(z)]2 = 4/πdeff . Çàòåì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïàðàìåòðû êèíêà ïðè íåíóëåâîé ñèëå F áóäóò òàêèìè

æå êàê è â ñëó÷àå F = 0, ñêîðîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ êèíêà ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî íàéäåíà èç
óðàâíåíèÿ vk = F/mkη = πcFdeff(vk)/4ηd. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (8.63) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â ôîðìå

[
1 +

(
πF

4η

)2
](

deff

d

)3

=
deff

d
+
π

3
α. (8.64)

×èñëåííîå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.64) ïîçâîëÿåò íàì íàéòè ôóíêöèþ v
(var)
k (F ), êîòîðàÿ ïîêàçàíà ïóíêòèðíîé

êðèâîé íà ðèñ. 8.19 âìåñòå ñ çàâèñèìîñòüþ vk(F ) ïîëó÷åííîé ïðè ðåøåíèè äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
(8.44). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â àíãàðìîíè÷íîé ìîäåëè ìû âñåãäà èìååì v

(var)
k > c ïðè F → Fs = 1, è

õîòÿ ñêîðîñòü ïîëó÷åííàÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåíüøå ÷åì v
(var)
k èç-çà äîïîëíèòåëüíîãî òîðìîæåíèÿ êèíêà

îáóñëîâëåííîãî èçëó÷åíèåì ôîíîíîâ, äèñêðåòíûé êèíê âñå åùå ìîæåò äîñòèãàòü ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèîííûé ïîäõîä ïðåäñêàçûâàåò, ÷òî ñâåðõçâóêîâûå êèíêè ìîæíî îæèäàòü òîëüêî â
àíãàðìîíè÷íîé ìîäåëè ÔÊ.
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Ðèñ. 8.19. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè vk îäèíî÷íîãî êèíêà îò ñèëû F äëÿ
β = 1/π, g = 1 è η = 0.05. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì
ìîäåëèðîâàíèÿ, à ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ � ðåçóëüòàòàì âàðèàöèîííîãî
ïðèáëèæåíèÿ. Âñòàâêà: êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü êèíêà vcrit êàê ôóíêöèÿ
ïàðàìåòðà àíãàðìîíèçìà β ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèëå F = 0.5.

Âîçâðàùàÿñü ê äèñêðåòíîé ìîäåëè, íàïîìíèì ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ êèíê ïîä äåéñòâèåì ñèëû íå
ìîæåò äîñòèãàòü äàæå ñêîðîñòè çâóêà, òàê êàê îí ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì ïðè vcrit < c è ñèñòåìà ïåðåõîäèò
â �áåãóùåå� ñîñòîÿíèå (ñì. âûøå ïàðàãðàô 8.5). Îäíàêî, â àíãàðìîíè÷íîé ìîäåëè ÔÊ, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
ñêîðîñòè êèíêà ìîæåò ïðåâûøàòü ñêîðîñòü çâóêà. Çàâèñèìîñòü vcrit îò ïàðàìåòðà àíãàðìîíèçìà β ïîêàçàíà íà
âñòàâêå ðèñóíêà 8.19.
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Äëÿ èçó÷åíèÿ äâîéíîãî êèíêà ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà, äàâàéòå ðàññìîòðèì åãî êàê ñóììó äâóõ
îäèíî÷íûõ êèíêîâ ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè r,

u2(z) = uSG(z − r/2) + uSG(z + r/2). (8.65)

Ïîäñòàâëÿÿ àíçàö (8.65) â ôóíêöèîíàë (8.61), ìû ïîëó÷èì ýôôåêòèâíóþ ýíåðãèþ E(deff , r), êîòîðàÿ òåïåðü áóäåò
çàâèñåòü îò äâóõ ïàðàìåòðîâ deff è r. Èùà ìèíèìóì ôóíêöèè E(deff , r) îò ïåðåìåííîé deff ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè r, ìîæíî ïðîâåðèòü ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ (α = 0) E(r) ≡ mindeff E(deff , r) ÿâëÿåòñÿ
ìîíîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò r, òî åñòü êèíêè îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ñäðóãîé ñòîðîíû, äëÿ
àíãàðìîíè÷íîé ìîäåëè ÔÊ ôóíêöèÿ E(r) èìååò ìèíèìóì ïðè íåêîòîðîì r = rmin < ∞, òàêèì îáðàçîì äâà
êèíêà ïðèòÿãèâàþòñÿ äðóã ê äðóãó è îíè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû â äâîéíîé êèíê. Ýíåðãèÿ �äèññîöèàöèè� äâîéíîãî
êèíêà î÷åíü ìàëà ïðè äîçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ, íî ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ïðè ñâåðõçâóêîâûõ ñêîðîñòÿõ
(ñì. âñòàâêó íà ðèñ. 8.20). �Ðàçìåð� rmin äâîéíîãî êèíêà óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè |v|. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ
âàðèàöèîííûé ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèå ÑÃ-àíçàöà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûì, îí òåì íå ìåíåå ïðåäñêàçûâàåò
÷òî êðàòíûé êèíê äîëæåí áûòü óñòîé÷èâûì äëÿ âûñîêèõ (ñâåðõçâóêîâûõ) çíà÷åíèé ñêîðîñòè êèíêà.
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Ðèñ. 8.20. Òîæå ñàìîå ÷òî è íà ðèñ. 8.19, íî äëÿ äâîéíîãî êèíêà. Âñòàâêà:
ýôôåêòèâíàÿ ýíåðãèÿ E(r) = mindE(d, r) äâîéíîãî êèíêà êàê ôóíêöèÿ
ðàññòîÿíèÿ r ìåæäó ñîñòàâëÿþùèìè ïîäêèíêàìè ïðè ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè êèíêà vk = 0, 0.9 c, and 1.8 c.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÑÃ êèíêè îäèíàêîâîãî òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà âñåãäà îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà.
Ýòî òàêæå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êèíêîâ (v = 0) â äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ, âêëþ÷àÿ àíãàðìîíè÷íóþ
(α 6= 0) ìîäåëü [319], âîïðåêè âàðèàöèîííîìó ïðèáëèæåíèþ, êîòîðîå îøèáî÷íî ïðåäñêàçûâàåò ñëàáîå ïðèòÿæåíèå
ïðè |v| < c. Òàêèì îáðàçîì, äîëæíî ñóùåñòâîâàòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè êèíêà v1, òàêîå ÷òî ïðè ìàëûõ
ñêîðîñòÿõ 0 ≤ v < v1 ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå óñòàíîâèâøåìóñÿ ñîñòîÿíèþ ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò 2π-êèíêó, â òî
âðåìÿ êàê ïðè âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ v > v1, îíî ñîîòâåòñòâóåò äâîéíîìó (4π-) êèíêó (åñëè v1 ìåíüøå ÷åì ñêîðîñòü
êèíêà ïðè F = Fs, ÷òî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ çíà÷åíèé η). Äåéñòâèòåëüíî, ðåçóëüòàòû
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 8.20 ïîêàçûâàþò, ÷òî äâîéíîé êèíê ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè ñèëå èç
èíòåðâàëà 0.5 < F < 0.8, íî ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì êàê ïðè áîëüøèõ, òàê è ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ñèëû,
â òî âðåìÿ êàê 2π-êèíê óñòîé÷èâ òîëüêî ïðè F < 0.5 (áîëåå òùàòåëüíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îáëàñòè
ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíè÷íîãî è äâîéíîãî êèíêà ñëåãêà ïåðåêðûâàþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ ïàðàìåòðîâ g = 1, β = 1/π
è η = 0.05 Áðàóí è ñîàâòîðû [719] íàøëè ÷òî äëÿ îäèíî÷íîãî êèíêà 0 ≤ F ≤ 0.5067, à äëÿ äâîéíîãî êèíêà
0.4688 ≤ F ≤ 0.8767). Àíàëîãè÷íî ìîæíî îæèäàòü ñóùåñòâîâàíèÿ âòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè v2,
òàêîé ÷òî ïðè v > v2 óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü 6π-êèíêó, è òàê äàëåå.

Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî ñâåðõçâóêîâûå êèíêè è êðàòíûå êèíêè òàêæå óñòîé÷èâû è ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ñèëüíîé ñèëå ñêîðîñòü êèíêà áëèçêà ê ñêîðîñòè ñîëèòîíà Òîäû [270]. Äåéñòâèòåëüíî,
ôîðìà ñîëèòîíà Òîäû õàðàêòåðèçóåòñÿ �ñêà÷êîì� ∆u = 2µas/β, ãäå µ ïàðàìåòð ñâÿçàííûì ñî ñêîðîñòüþ
ñîëèòîíà ñîîòíîøåíèåì vToda = c sinh(µas)/µas. Â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ïðûæîê ∆u
äîëæåí áûòü ðàâåí pas äëÿ p-êèíêà; ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì µ = pβ/2. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ àíãàðìîíè÷íîãî
ïàðàìåòðà β = 1/π ìû èìååì vToda/c = (sinh p)/p ≈ 1.18 äëÿ 2π-êèíêà è vToda/c ≈ 1.81 äëÿ 4π-êèíêà,
ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ñâåðõçâóêîâûå è êðàòíûå êèíêè ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ñîëèòîíû Òîäû
�âîçìóùåííûå� âíåøíåì ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì.
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8.7 Ïåðåõîä èç çàêðåïëåííîãî â ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå
8.7.1 Ñîðàçìåðíûå îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ

Åñëè T = 0 è îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì (òî åñòü, θ = 1 èëè θ = 1/q ñ öåëûì q), òîãäà ïåðåõîä
èç çàêðåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ñêîëüçÿùåå ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè F = Fs. Îäíàêî, åñëè T > 0, òîãäà ïåðåõîä
ïðîèñõîäèò ïðè áîëåå íèçêîé ïîðîãîâîé ñèëå, Ff ≈ Fcrit < Fs. Äåòàëüíîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè ïåðåõîäå ÿñíî
âèäíî èç ðèñ. 8.21, ãäå òðàåêòîðèè àòîìîâ ïîêàçàíû òîëüêî â òî÷êå ïåðåõîäà [190]. Êàê ìîæíî âèäåòü, ñöåíàðèé
ïåðåõîäà íà÷èíàåòñÿ ñ ðîæäåíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâîé ïàðû. Êèíê è àíòèêèíê äâèãàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàïðàâëåíèÿõ, êâàçèóïðóãî ñòàëêèâàþòñÿ (èç-çà ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé), è äîñòàòî÷íî áûñòðî â
õâîñòå ïåðâè÷íîãî êèíêà ðîæäàåòñÿ íîâàÿ êèíê-àíòèêèíêîâàÿ ïàðà è çàòåì äðóãàÿ ïàðà â õâîñòå íîâîãî êèíêà.
Ýòîò ïðîöåññ äàëåå ïðèâîäèò ê ëàâèíî-îáðàçíîìó ðîñòó êîíöåíòðàöèè êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð è çàêàí÷èâàåòñÿ
íà ïîëíîñòüþ äâèãàþùåìñÿ ñîñòîÿíèè öåïè.

Ðèñ. 8.21. Òðàåêòîðèè àòîìîâ äëÿ ñîðàçìåðíîé ÔÊ ìîäåëè ñ
ýêñïîíåíöèàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì ïðè F = 0.53 è T = 0.7 (θ = 1,
geff = 1, η = 0.1, β = 1/2π, N = 128).

Òàêèì îáðàçîì, â êîíå÷íîé ñèñòåìå ïðè ìàëîé T , êîãäà ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ ñîðàçìåðíîé è îòñóòñòâóþò
êèíêè â ÎÑ, ïåðâûì ñîáûòèåì ÿâëÿåòñÿ òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííîå è ñòèìóëèðîâàííîå ñèëîé ðîæäåíèå êèíê-
àíòèêèíêîâîé ïàðû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå âñåãäà èìååòñÿ íåíóëåâàÿ êîíöåíòðàöèÿ êèíê-
àíòèêèíêîâûõ ïàð. Äàëüíåéøèé ñöåíàðèé áóäåò òàêèì æå êàê äëÿ îäèíî÷íîãî áûñòðîãî êèíêà, çà èñêëþ÷åíèåì
òîãî, ÷òî òåïåðü ïåðåõîä íà÷èíàåòñÿ íåìíîãî ðàíüøå, òàê êàê ìû íå äîëæíû æäàòü äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîé êèíê-
àíòèêèíêîâîé ïàðû â õâîñòå áûñòðîãî êèíêà.

8.7.2 Ñëîæíûå îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ è ìíîãîøàãîâûé ïåðåõîä

Áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ θ = N/M (îòíîøåíèå ÷èñëà ÷àñòèö N ê ÷èñëó èìåþùèõñÿ ÿ÷ååê M) â
ñèñòåìå ÔÊ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü òàê êàê îíà îïðåäåëÿåò ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêèõ êèíêîâ. Ýòè âîçáóæäåíèÿ
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîé ôîíîâîé ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû àòîìîâ θ0 = p/q, ãäå öåëûå ÷èñëà p
è q íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé. Åñëè êîíöåíòðàöèÿ θ ñëåãêà îòëè÷àåòñÿ îò âåëè÷èíû ôîíà θ0, òî îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèì îáëàñòÿì ñ ñîèçìåðèìûìè ïîêðûòèÿìè ïîäëîæêè θ0, ðàçäåëåííûìè
ëîêàëüíûìè íåñîðàçìåðíûìè çîíàìè ñæàòèÿ (ðàñòÿæåíèÿ) íàçûâàåìûìè êèíêàìè (àíòèêèíêàìè).

Êîãäà âíåøíÿÿ ñèëà âîçðàñòàåò, ñèñòåìà ÔÊ ñ íåòðèâèàëüíûì ÎÑ äåìîíñòðèðóåò èåðàðõèþ äèíàìè÷åñêèõ
ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà èç ïîëíîñòüþ íåïîäâèæíîãî ñîñòîÿíèÿ â ïîëíîñòüþ äâèãàþùååñÿ ñîñòîÿíèå,
ïðîõîäÿ ÷åðåç íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàäèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ äâèãàþùèìñÿ ñîñòîÿíèåì êîëëåêòèâíûõ
êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé, èëè êèíêîâ ìîäåëè ÔÊ. Êàê ïðèìåð, äàâàéòå âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé
θ = 21/41, êîãäà òðàíñïîðò ìàññû âäîëü öåïè îñóùåñòâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûìè êèíêàìè ñêîíñòðóèðîâàííûõ
íà ôîíå ñòðóêòóðû ñ θ0 = 1/2. Òàê êàê ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êèíêàìè ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì (ðàâíûì
41 as â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè), òî êèíê-êèíêîâîå âçàèìîäåéñòâèå ìàëî, è ïîòîê àòîìîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî
íåîáõîäèìîñòüþ ïðåîäîëåíèÿ êèíêàìè ÏÍ áàðüåðîâ [ñì. ðèñ. 8.22(a)]. Êîãäà äâèæóùàÿñÿ ñèëà F âîçðàñòàåò,
ÏÍ áàðüåðû óìåíüøàþòñÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ ïîäâèæíîñòè îäèíî÷íûõ êèíêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
íóëåâîé òåìïåðàòóðå ïåðåõîä èç ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ B = 0 â ñîñòîÿíèå äâèãàþùèõñÿ êèíêîâ ïðîèñõîäèò ïðè
ñèëå F ≈ Ftk = CπεPN/as, ãäå ìíîæèòåëü C ≈ 1 çàâèñèò îò ôîðìû ÏÍ ïîòåíöèàëà. Ïîäâèæíîñòü ñîñòîÿíèÿ
äâèãàþùèõñÿ êèíêîâ B ≈ θkBf , ãäå θk = 1/41 � áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êèíêîâ.

Äàëüíåéøèé ñöåíàðèé çàâèñèò îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η. Ïðè î÷åíü íèçêîì òðåíèè, η < 0.05ω0,
ïðîìåæóòî÷íûå ñòàäèè îòñóòñòâóþò, òàê êàê äâèãàþùèåñÿ êèíêè ðàçðóøàþòñÿ ñàìè ïî ñåáå êàê òîëüêî îíè
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Ðèñ. 8.22. Çàâèñèìîñòü ïîäâèæíîñòè B = 〈v〉/F îò ñèëû F äëÿ underdamped
(η = 0.12) ìîäåëè ÔÊ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì (geff = 0.58) (a)
ïðè θ = 21/40 (òðèâèàëüíûå êèíêè íà ôîíå òðèâèàëüíîé θ0 = 1/2 ñòðóêòóðû)
è ïðè (b) äëÿ θ = 21/31 (ñóïåðêèíêè íà ôîíå ñëîæíîé θ0 = 2/3 ñòðóêòóðû).

íà÷èíàþò äâèãàòüñÿ: îíè íåìåäëåííî âûçûâàþò îáâàë ïåðåâîäÿùèé ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå ñî âñåìè äâèãàþùèìèñÿ
àòîìàìè. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ñèëà âîçðàñòàåò, ñèñòåìà ñêà÷êîì ïåðåõîäèò èç çàêðåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðÿìî
â áåãóùåå ñîñòîÿíèå ïðè ñèëå Ftk.

Ïðè ñèëüíîì òðåíèè η > 0.05ω0, óæå ñóùåñòâóþò óïîìèíàåìûå âûøå ïðîìåæóòî÷íûå ñòàäèè ñ äâèãàþùèìè
êèíêàìè. Ìåõàíèçì âòîðîãî ðåçêîãî âîçðàñòàíèÿ ïîäâèæíîñòè òàêæå çàâèñèò îò η. Ïðè ñëàáîì òðåíèè êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå ñèëû Ff çàâèñèò îò òðåíèÿ: Ff ≈ mkηvcrit. Ïåðåõîä â äâèãàþùååñÿ ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèò èç-çà
íåóñòîé÷èâîñòè áûñòðûõ êèíêîâ ïðè èõ äîñòèæåíèè êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè. Ïðè ñèëüíîì òðåíèè ïåðåõîä
ïðîèñõîäèò êîãäà ñèëà ïðåâîñõîäèò íåêîòîðûé ïîðîã ñâÿçàííûé ñ èñ÷åçíîâåíèåì ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà
äëÿ ðîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð â ñèñòåìå ïîäîáíî îïèñàííîìó âûøå ñâåðõâÿçêîìó
ñëó÷àþ (ñì. ðèñ. 8.7(a)). Âíåøíÿÿ ñèëà óìåíüøàåò ýíåðãèþ ñåäëîâîé òî÷êè äëÿ ðîæäåíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâîé
ïàðû îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì (8.36), óâåëè÷èâàÿ òåì ñàìûì ñêîðîñòü ðîæäåíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèñòåìå âîçðàñòàåò ÷èñëî ïåðåíîñ÷èêîâ ìàññû, ïðèâîäÿ òåì ñàìûì ê óâåëè÷åíèþ ïîäâèæíîñòè.
Ïåðåõîä îò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ çàâèñÿùåãî îò òðåíèÿ ê çíà÷åíèþ íåçàâèñÿùåìó îò òðåíèÿ áûë èçó÷åí Ïàëèé
ñ ñîàâòîðàìè [721] è Áðàóíîì ñ ñîàâòîðàìè [720].

Ìåæäó ñòàäèåé äâèæóùèõñÿ êèíêîâ è ñîñòîÿíèåì âñåîáùåãî äâèæåíèÿ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñïåöèôè÷åñêèå
ðåæèìû �îãðàíè÷åííîãî òðàôèêà�, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå â ïàðàãðàôå 8.9.

Ýòà êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ áîëåå ñëîæíûõ àòîìíûõ ïåðåêðûòèé, òàêèõ êàê θ =
21/31 [721] (ñì. ðèñ. 8.22(b) äëÿ N = 105 è M = 155). Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèþ äâèãàþùèõñÿ òðèâèàëüíûõ
êèíêîâ ïðåäøåñòâóåò ñîñòîÿíèå äâèãàþùèõñÿ ñóïåðêèíêîâ. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå çäåñü ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòÿì
ñëîæíîé θ0 = 2/3 ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû, ðàçäåëåííûìè ñóïåðêèíêàìè ñî ñðåäíèì øàãîì ìåæäó íèìè 30 as.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðóêòóðû ñ θ = 2/3 ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ïëîòíàÿ ðåøåòêà òðèâèàëüíûõ êèíêîâ
îïðåäåëåííûõ íà ôîíå ñòðóêòóðû ñ θ0 = 1/2. Ýòà ñïåöèôèêà ÿñíî ïðîÿâëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè B(F ). Â ïðîöåññå
óâåëè÷åíèÿ ñèëû òåïåðü ïðèñóòñòâóåò äâà ðåçêèõ øàãà âîçðàñòàíèÿ ïîäâèæíîñòè B. Ïåðâûé øàã ïðè F =
Fsk ≈ 0.08Fs, ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè êîãäà ñóïåðêèíêè íà÷èíàþò ñêîëüçèòü, â òî âðåìÿ êàê âòîðîé øàã ïðè
F = F ′tk ≈ 0.18Fs, ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó òðèâèàëüíûõ êèíêîâ â äâèãàþùèåñÿ ñîñòîÿíèÿ. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
ñèëû äëÿ ñóïåðêèíêà Fsk íå çàâèñèò îò òðåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû äëÿ òðèâèàëüíîãî
êèíêà F ′tk óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì òðåíèÿ η è ïðè ñèëüíîì òðåíèè äîñòèãàåò ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ F ′tk ≈ 0.24Fs,
êîòîðîå ïî÷òè òî÷íî ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ Ftk ≈ 0.23Fs äëÿ ñëó÷àÿ ïîêðûòèÿ θ = 21/40. Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê äâèãàþùèå ñóïåðêèíêè âîçáóæäàþò ôîíîíû, ýòî ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíî êàê ýôôåêòèâíîå
âîçðàñòàíèå òåìïåðàòóðû ñèñòåìû, à âòîðàÿ ñòóïåíüêà â çàâèñèìîñòè B(F ) äîëæíà èìåòü ìåñòî ëèáî ïðè F ≈
F

(tk)
PN , ëèáî ïðè F ≈ C ′′

[
(η + ηsk)/ω(tk)

PN

]
F

(tk)
PN åñëè ýòî çíà÷åíèå ìåíüøå, ãäå ìû äîëæíû âçÿòü ïîðîãîâîå çíà÷åíèå

ñèëû äëÿ òðèâèàëüíîãî êèíêà Ftk è ïîðîãîâîå çíà÷åíèå îáóñëîâëåííîå ÏÍ ïîòåíöèàëîì F
(tk)
PN .

Ïîäâèæíîñòü ïðè ïðîìåæóòî÷íîì óñòàíîâèâøåìñÿ ñîñòîÿíèè ñêîëüçÿùèõ ñóïåðêèíêîâ ìîæåò áûòü ãðóáî
îöåíåíà êàê B ≈ θskBsk, ãäå θsk � áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ñóïåðêèíêîâ, Bsk ≈ (mskηsk)−1 � ïîäâèæíîñòü
îäíîãî ñóïåðêèíêà, msk � åãî ìàññà, à òðåíèå ηsk = η + ηint ñîñòîèò ñîñòîèò èç âíåøíåãî òîðìîæåíèÿ η è
âíóòðåííåãî òðåíèÿ ηint, êîòîðîå îáóñëîâëåíî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 7.2.2, âîçáóæäåíèåì ôîíîíîâ.
Îäíàêî, âû÷èñëåíèå ïîäâèæíîñòè ñóïåðêèíêàBsk ÿâëÿåòñÿ òîæå ñëîæíîé çàäà÷åé. Õåí÷åëü è äð. [722] ïðåäëîæèëè
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àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä, â êîòîðîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.44) èùåòñÿ â ïðèáëèæåííîé ôîðìå,

xl(t) = X(t) + ψl(t), (8.66)

òî åñòü äèíàìèêà ðàçäåëÿåòñÿ íà âêëàä îò öåíòðà ìàññ (c.m.) X(t) è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ôëóêòóàöèè
ψl(t), ñî ñðåäíèì 〈ψl(t)〉x = 0 ïî îïðåäåëåíèþ (çäåñü è äàëåå 〈. . .〉x îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâåííîå ñðåäíåå, à 〈. . .〉t
� âðåìåííîå ñðåäíåå). Ïðåíåáðåãàÿ âûñîêèìè ãàðìîíèêàìè ÷àñòîòû áèåíèÿ ωwash = (2π/as)V , ãäå V = 〈Ẋ(t)〉t �
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü óñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ, êîîðäèíàòó öåíòðà ìàññ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî âçÿòà â ôîðìå

X(t) ≈ V t+B sin(ωwasht). (8.67)

Ôëóêòóàöèîííûé âêëàä îïèñûâàåòñÿ ïðèáëèæåííî êâàçè-ëèíåéíûì óðàâíåíèåì

ψ̈q + ηψ̇q +
(
ω2
q + C cosXq

)
ψq = 0, (8.68)

ãäå ωq = 2
√
g sin(qaA/2) � ôîíîííûé ñïåêòð óïðóãîé öåïè áåç ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, ïîñòîÿííàÿ C ≈(

1 + 2〈〈ψ2
l 〉x〉t

)−1/2. Ïðè ïîëó÷åíèè óðàâíåíèÿ áûëî ïðèìåíåíî ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå [ψq =
N−1

∑N
l ψl exp(−iqlaA), q = (j − N/2)∆q, ∆q = 2π/NaA, à öåëîå j = 1, . . . , N , òàê ÷òî |q| < π/aA].

Çàòåì, îñöèëëÿöèè X(t), óðàâíåíèå (8.67), ïðèâîäÿò â íàèìåíüøåì ïðèáëèæåíèè ê âîçáóæäåíèþ, â ñèëó
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â óðàâíåíèè (8.68), òîëüêî îäíîé ôîíîííîé ìîäû ñ ÷àñòîòîé ω ∼ 1

2ωwash è
àìïëèòóäîé b (ñì., òàêæå, ïàðàãðàô 5.2.2). Àìïëèòóäû B è b ìîãóò áûòü íàéäåíû ïðè ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèÿ
(8.67) â óðàâíåíèå (8.68) è çàòåì ñàìî-ñîãëàñîâàííîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ. Íàêîíåö, ïðèðàâíèâàÿ
ñðåäíåþ ýíåðãèþ âõîäÿùóþ â öåïî÷êó (íà îäíó åäèíèöó âðåìåíè) Einput = FV , ê ñðåäíåé äèññèïàöèè ýíåðãèè â
ñèëó äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ηV 2, åãî âðåìåííûõ ôëóêòóàöèé η

〈(
Ẋ(t)− V

)2
〉

t

è ïðîñòðàíñòâåííûõ ôëóêòóàöèé

η〈〈ψ̇2
l 〉x〉t, ìîæíî íàéòè ñêîðîñòü V è çàòåì ïîäâèæíîñòü ñèñòåìû êàê B ≈ Bf/

(
1 + 1

2B
2 + 1

8b
2
)
.

Ðåæèì êèíê-àíòèêèíêîâîé íóêëåàöèè äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ ïðè T = 0 áûë äåòàëüíî èçó÷åí
Ñòðóíöåì è Ýëìåðîì [712]. Îíè íàçâàëè ýòîò ðåæèì �æèäêî-ñêîëüçÿùèì� ñîñòîÿíèåì (ÆÑÑ), â òî âðåìÿ êàê
ñîñòîÿíèå ïîëíîãî äâèæåíèÿ áûëî íàçâàíî �òâåðäî-ñêîëüçÿùèì� ñîñòîÿíèåì (ÒÑÑ). Âû÷èñëÿÿ êîððåëÿöèîííûå
ôóíêöèè ñêîðîñòè è ñïåêòð Ëÿïóíîâà, Ñòðóíö è Ýëìåð [712] ïîêàçàëè, ÷òî ÆÑÑ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûì õàîòè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì. Õîòÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè â ÆÑÑ ìîæåò áûòü õîðîøî
ïðèáëèæåíà ãàóññîâñêîé êðèâîé (ðàñïðåäåëåíèåìÌàêñâåëëà), íîÆÑÑ íàõîäèòñÿ äàëåêî îò ñîñòîÿíèÿ òåïëîâîãî
ðàâíîâåñèÿ, òàê êàê çäåñü íàðóøåíà òåîðåìà ðàâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ôîíîííîé ìîäû çàâèñèò îò
åãî âîëíîâîãî âåêòîðà. Ïåðåõîä èç êèíê-äîìèíèðóþùåãî ðåæèìà â ÆÑÑ (íåðàâíîâåñíîå �ïëàâëåíèå�) ïîäîáåí
ôàçîâîìó ïåðåõîäó ïåðâîãî ðîäà. Èíòåðåñíî, ÷òî çàâèñèìîñòü ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ñèëû äëÿ ýòîãî ïåðåõîäà îò
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η áëèçêà ê F2(η) çàâèñèìîñòè (8.13) îäíî-àòîìíîé ñèñòåìû â ïðåäåëå T → 0. Îáðàòíûé
ïåðåõîä èç ÆÑÑ â çàêðåïëåííîå ñîñòîÿíèå (íåðàâíîâåñíîå �çàìîðàæèâàíèå�) àêòèâàöèîííûì ïðîöåññîì è
îêîí÷àòåëüíîå �çàìîðîæåííîå� ñîñòîÿíèå ÷àñòî ñîäåðæèò îáëàñòè ðàçíûìè (äâóìÿ) ïëîòíîñòÿìè àòîìîâ.

Åñëè ñèñòåìà èìååò íåíóëåâóþ òåìïåðàòóðó, òîãäà âñå ïåðåõîäû áóäóò ñìàçàííûìè, à ïåðâàÿ ñòóïåíüêà
â çàâèñèìîñòè B(F ), îáóñëîâëåííàÿ ïåðåõîäîì îò ôëóêòóèðóþùåãî (òåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàííîãî) (ñóïåð-
) êèíêîâîãî äâèæåíèÿ ê ñîñòîÿíèþ ñêîëüçÿùåãî äâèæåíèÿ êèíêîâ, èç-çà òåïëîâûõ êîëåáàíèé äîëæíà áûòü
íåñêîëüêî ðàíüøå ïðè çíà÷åíèè F ≈ C ′′ (η/ωPN )FPN âìåñòî ÏÍ çíà÷åíèÿ ñèëû ïðè T = 0.

Íàêîíåö ðèñ. 8.23 (ñì. òàêæå ðèñ. 5.9) ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü B(F ) ïðè êîíöåíòðàöèè θ = 144/233 ≈ 0.618,
êîòîðàÿ áëèçêà ê íåñîðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèè θgm = (

√
5 − 1)/2 (�íàèáîëåå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî�, ñì.,

íàïðèìåð Õàðäè è Ðàéò [723]). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåñîðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèè, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
ïðè T = 0 ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü äâóì ðàçëè÷íûì ñîñòîÿíèÿì â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè
g. Äëÿ ìàëîãî g, g < gAubry (ãäå gAubry ≈ 1.0291926 äëÿ θ = θgm) ÎÑ ÿâëÿåòñÿ ïèíèíãîâàííûì, â òî âðåìÿ êàê
ïðè g > gAubry ÎÑ áóäåò ñêîëüçÿùèì, ò.å. áåç àêòèâàöèîííîãî áàðüåðà äâèæåíèÿ. Â ñëó÷àå ïèíèíãîâàííîãî
ÎÑ, g < gAubry, ïîäâèæíîñòü áóäåò íóëåâîé ïðè ìàëûõ ñèëàõ. Êîãäà F âîçðàñòàåò, ñèñòåìà äîñòèãàåò òî÷êè
Îáðè âñëåäñòâèå ïîíèæåíèÿ áàðüåðîâ íàêëîííîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, è ïðè ñèëå F = FPN ñèñòåìà áóäåò
îáëàäàòü óæå íåíóëåâîé ïîäâèæíîñòüþ. Êîãäà âíåøíÿÿ ñèëà F äàëüøå âîçðàñòàåò, ñêîðîñòü äåìîíñòðèðóåò
ìåäëåííûé ðîñò, êîòîðûé äîëæåí ñîñòîÿòü èç áåñêîíå÷íîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà øàãîâ êàê â äüÿâîëüñêîé
ëåñòíèöå , íî îïèñàòü â äåòàëÿõ ýòî ïîâåäåíèå î÷åíü ñëîæíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûøå ïåðåõîäà Îáðè, g > gAubry,
ïîäâèæíîñòü B áóäåò íåíóëåâîé è áëèçêîé ïî çíà÷åíèþ ê ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíà Bf ïðè F → 0. Â ýòîì ñëó÷àå
ñ âîçðàñòàíèåì ñèëû ïîäâèæíîñòü óìåíüøàåòñÿ, à ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ êàê ôóíêöèÿ ñèëû F ñíîâà èìååò
íåñêîëüêî ñêà÷êîâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñêà÷êè îáóñëîâëåíû ýôôåêòàìè çàïèðàíèÿ ñêîðîñòè è ïàðàìåòðè÷åñêèìè
ðåçîíàíñàìè ïðèâîäÿùèìè ê èçëó÷åíèþ ôîíîâ, êîðîòêî îïèñàííûìè â ïàðàãðàôå 5.2.2. Ïðè T = 0 äèíàìèêà
ñèñòåìû ïðè ìàëûõ ñèëàõ ìîæåò áûòü îïèñàíà, ïî êðàéíåé ìåðå ñ òî÷íîñòüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîé äèíàìè÷åñêîé êîðïóñíîé ôóíêöèåé, â òî âðåìÿ êàê ïåðåõîäû ìåæäó ñòóïåíüêàìè,
� íåóñòîé÷èâîñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿíèé ñ ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ [712]. Çàòåì, ïðè âûñîêèõ ñèëàõ,
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ïîâåäåíèå ïîäîáíîå äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöå ðàçðóøàåòñÿ è, ïîñëå ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðåæèìó íóêëåàöèè êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð (ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîìó õàîòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèþ), ñèñòåìà
ñîâåðøàåò ðåçêèé ïåðåõîä â ïîëíîñòüþ äâèæóùååñÿ ñîñòîÿíèå, òàê ÷òî ïîäâèæíîñòü ðåçêî âîçðàñòàåò äî
ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ B ≈ Bf .
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Ðèñ. 8.23. Çàâèñèìîñòü ïîäâèæíîñòè B îò (àäèàáàòè÷åñêè
ìåäëåííî âîçðàñòàþùåé) äâèæóùåé ñèëû F äëÿ (a) íóëåâîé è
(b) íåíóëåâîé òåìïåðàòóðû ïðè êîíöåíòðàöèè ðàâíîé �çîëîòîìó
ñðåäíåìó� (N = 144, M = 233) è g = 0.5 (ïóíêòèðíàÿ), 1.0
(ñïëîøíàÿ), è 2.0 (òî÷å÷íàÿ êðèâàÿ).

Äëÿ íåíóëåâîé òåìïåðàòóðû çàâèñèìîñòü B(F ) ñãëàæåíà [ñì. ðèñ. 8.23(b)]. Êîãäà ÎÑ ïèíèíãîâàíî, g < gAubry,
ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò ãèñòåðåçèñ, î÷åíü ïîõîæèé íà ãèñòåðåçèñ äëÿ ñëó÷àÿ θ = 2/3 íà ðèñ. 8.22(b).

8.8 Ãèñòåðåçèñ
Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ÔÊ ñ ñîðàçìåðíûì ÎÑ èëè ñ íåñîðàçìåðíûì ÎÑ, íî ñ g < gAubry, êîãäà ïðè
F = 0 îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ïèíèíãîâàííûì, äåìîíñòðèðóåò ãèñòåðåçèñ êîãäà ïðèëîæåíà âíåøíÿÿ
ïîñòîÿííàÿ ñèëà. Äëÿ íåòðèâèàëüíîãî ÎÑ, θ 6= 1/q, ìíîæåñòâåííûå ñêà÷êè â òå÷åíèå ïðîöåññà óâåëè÷åíèÿ
ñèëû ìîãóò áûòü îáúÿñíåíû èåðàðõèåé äåïèíèíãà: ñíà÷àëà, ãåîìåòðè÷åñêèõ êèíêîâ, çàòåì "ñèëîé âîçáóæäåíèÿ"
êèíêîâ è íàêîíåö äåïèíèíãîì àòîìîâ. Â òå÷åíèè ïðîöåññà óâåëè÷åíèÿ ñèëû ñèñòåìà ïðîõîäèò ÷åðåç íåñêîëüêî
ïðîìåæóòî÷íûõ ôàç. Àðèÿñó è Áèøîï [724] èçó÷èëè ïåðåõîä èç ñêîëüæåíèÿ â çàêðåïëåíèå äëÿ ìîäåëè ÑÃ ñ
ìàëûì òðåíèåì. Àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìà ïðîõîäèò âíà÷àëå ÷åðåç ñåðèþ ñîñòîÿíèé �ìîä ñ ïîëîñòÿìè�
è çàòåì ÷åðåç ñåðèþ ñîñòîÿíèé ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êèíê-àíòèêèíêîâûõ âîëí (â áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíà áûòü áåñêîíå÷íîé, òàê ÷òî ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì). Ïîäîáíûé ñöåíàðèé
íàáëþäàåòñÿ â äèñêðåòíîé öåïè ÔÊ [190]. Äëÿ ïðèìåðà, çàâèñèìîñòè B(F ) ïîêàçàííûå íà ðèñ. 8.24, ïîçâîëÿþò
òî÷íî âûäåëèòü íåñêîëüêî øàãîâ; êàæäûé øàã õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ (çàìåòèì,
÷òî äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ îò íåïðåðûâíîé ñèñòåìû ÑÃ â òîì, ÷òî ïåðâàÿ ìîæåò èìåòü ðåçîíàíñû ñ
ôîíîíàìè è ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê çàêðåïëåíèþ íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé).

Õîòÿ ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå, T > 0, â îäíîìåðíîé ñèñòåìå íå äîëæíî áûòü ãèñòåðåçèñà, íî ìîäåëèðîâàíèå
ïîêàçûâàåò ÷òî ãèñòåðåçèñ ñóùåñòâóåò. Øèðèíà ïåòëè ãèñòåðåçèñà óìåíüøàåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé, ïåðåäíåå è
çàäíåå ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ ñèëû èçìåíÿþòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé T êàê Ff (0) − Ff (T ) ∝ √T è Fb(T ) − Fb(0) ∝√
T [190], íî òåïëîâûå ôëóêòóàöèè íå ïðèâîäÿò ê èñ÷åçíîâåíèþ ãèñòåðåçèñà. Øèðèíà ïåòëè ãèñòåðåçèñà,

îäíàêî, çàâèñèò îò ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñèëû êàê ýòî îáû÷íî èìååò ìåñòî ïðè ôàçîâûõ ïåðåõîäàõ ïåðâîãî ðîäà.
Íà ðèñ. 8.25 ïîêàçàíû òèïè÷íûå ãèñòåðåçèñíûå çàâèñèìîñòè B(F ) äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî è ýêñïîíåíöèàëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. ×åòûðå êðèâûå íà ðèñ. 8.25 áûëè âû÷èñëåíû äëÿ ÷åòûðåõ ñêîðîñòåé èçìåíåíèÿ ñèëû F ,
êîòîðûå â äåñÿòü ðàç îòëè÷àþòñÿ îäíà îò äðóãîé. Êàê âèäíî, øèðèíà ïåòëè óáûâàåò ñ óìåíüøåíèåì ñêîðîñòè
R, íî õîðîøî îïðåäåëÿåìûé ãèñòåðåçèñ ïðîäîëæàåò ñóùåñòâîâàòü äàæå äëÿ íàèìåíüøåé ñêîðîñòè R = 5.3 10−7.
Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò ÷òî ãèñòåðåçèñ ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé íåíóëåâîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
ñèëû.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ ãèñòåðåçèñà, Áðàóí è äð. [717] èçó÷èëè óïðîùåííóþ ìîäåëü îñíîâàííóþ
íà ïîäõîäå Ôîêêåðà-Ïëàíêà ê ìîäåëè ÔÊ. Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ àâòîðû ïîêàçàëè, ÷òî â
ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ ãèñòåðåçèñíàÿ ïåòëÿ äîëæíà áûòü íàìíîãî áîëüøåé è äîëæíà âûæèâàòü



220 8 Âûíóæäåííàÿ äèíàìèêà

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

 

 

 g.m.
 θ=2/3
 kink

B
 / 

B
f

force

Ðèñ. 8.24. Çàâèñèìîñòü ïîäâèæíîñòè B îò F äëÿ îáðàòíîãî ïåðåõîäà èç
ñêîëüçÿùåãî â çàêðåïëåííîå ñîñòîÿíèå (êîãäà F óáûâàåò ñ àäèàáàòè÷åñêè
ìåäëåííîé ñêîðîñòüþ) äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ ñ g = 1 ïðè T = 0
äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíöåíòðàöèé: îäèí àíòèêèíê (N = 144,M = 145, òî÷å÷íàÿ
êðèâàÿ), θ = 2/3 (N = 144, M = 216, ñåðàÿ), è ïðè êîíöåíòðàöèè �çîëîòîãî
ñå÷åíèÿ� (N = 144, M = 233, ñïëîøíàÿ).

Ðèñ. 8.25. Ñëåâà: Ãèñòåðåçèñ B(F )/Bf äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ñ
âîçðàñòàþùåé ñèëû, à ïóíêòèðíûå � ïðîöåññó ñ óáûâàþùåé ñèëîé. Ïðåäñòàâëåíû ÷åòûðå êðèâûå äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé
ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ñèëû R = ∆F/3iRτ0, ãäå ∆F = 0.01, τ0 = 2π � õàðàêòåðíûé ïåðèîä ñèñòåìû, à iR îáîçíà÷åíû
ðàçëè÷íûìè ìàðêåðàìè: ðîìáàìè äëÿ iR = 1, òðåóãîëüíèêàìè äëÿ iR = 10, çâåçäî÷êàìè äëÿ iR = 102 è êðåñòèêàìè äëÿ
iR = 103. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ θ = 2/3, N = 256, g = 0.1, T = 0.1, è η = 0.1. Ñïðàâà: Òîæå ñàìîå êàê íà ðèñ. 8.25, íî äëÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (8.55) ñ β = 1/π.

ïðè áîëåå âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ÷åì äëÿ îäíîãî áðîóíîâñêîãî àòîìà. Äåéñòâèòåëüíî, èç-çà ñâÿçàííîãî äâèæåíèÿ
àòîìîâ â ìîäåëè ÔÊ, å¼ àòîìû íå ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü áèñòàáèëüíîñòü, ñèñòåìà äîëæíà áûòü â öåëîì
ïðåîáðàçîâàíà îò îäíîãî óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Ïîäõîä Ôîêêåðà-Ïëàíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî êîãäà
öåïî÷êà íàõîäèòñÿ â íèçêî-ìîáèëüíîì ñîñòîÿíèè, ýòî ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå óñòîé÷èâûì (ïî ñðàâíåíèþ ñ
ñèñòåìîé íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ) èç-çà ýôôåêòèâíîãî óìåíüøåíèÿ òåìïåðàòóðû Teff < T ; ëîêàëüíûå
ôëóêòóàöèè ñ âûñîêî-ñêîðîñòíûìè àòîìàìè ÿâëÿþòñÿ ïîäàâëåííûìè èç-çà ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ïåðåõîä â äâèæóùåå ñîñòîÿíèå íà÷èíàåòñÿ òîëüêî òîãäà êîãäà ñèëà F äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî ïîðîãîâîãî
çíà÷åíèÿ Ff , à äâèæåíèå òîïîëîãè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé (êèíêîâ) ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â äâèæóùåìñÿ ñîñòîÿíèè, à ñèëà çàòåì óìåíüøåíà, äâèãàþùèåñÿ ñîñòîÿíèå îñòàåòñÿ
óñòîé÷èâûì, òàê êàê ëîêàëüíûå ôëóêòóàöèè ñ âûñîêî-ñêîðîñòíûìè àòîìàìè (ïðîáêè) ñíîâà îêàçûâàþòñÿ
ïîäàâëåííûìè èç-çà ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â áåãóùåì ñîñòîÿíèè ýôôåêòèâíàÿ äâèæóùàÿ ñèëà Feff

ÿâëÿåòñÿ áîëüøåé ÷åì F , è ïåðåõîä â ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò íà÷àòüñÿ òîëüêî òîãäà êîãäà âïåðâûå âîçíèêàåò
ïðîáêà êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà (êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ìåçîñêîïè÷åñêè áîëüøîé ïðè ñèëüíîì ìåæàòîìíîì âçàèìîäåéñòâèè).

8.9 Òðàíñïîðòíûå ïðîáêè
Ñðàâíèâàÿ êðèâûå ãèñòåðåçèñà ëåâîé ÷àñòè ðèñ. 8.25 äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ñ êðèâûìè ïðàâîé ÷àñòè
ðèñ. 8.25 âû÷èñëåííûìè äëÿ àíãàðìîíè÷íîãî (ýêñïîíåíöèàëüíîãî) âçàèìîäåéñòâèÿ, ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùóþ
ñóùåñòâåííóþ ðàçíîñòü ìåæäó íèìè. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ñèñòåìà ïåðåõîäèò ïðÿìî èç íèçêî-
ìîáèëüíîãî (�çàêðåïëåííîãî�) ñîñòîÿíèÿ â âûñîêî-ìîáèëüíîå (�äâèæóùåå�) ñîñòîÿíèå. Õîòÿ ñèñòåìà ìîæåò
áûòü íàéäåíà â óñòàíîâèâøèõñÿ ñîñòîÿíèÿõ ñ ïðîìåæóòî÷íûìè çíà÷åíèÿìè B, íàïðèìåð ñ B/Bf ∼ 0.5, ýòè
ñîñòîÿíèÿ âñåãäà ñîîòâåòñòâóþò îäíîðîäíîìó ñîñòîÿíèþ íà ïðîñòðàíñòâåííîé øêàëå áîëüøåé ÷åì ïîñòîÿííàÿ
ðåøåòêè as. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ àíãàðìîíè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè, ñèñòåìà ïðîõîäèò ÷åðåç
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ïðîìåæóòî÷íûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûìè. Â óñòàíîâèâøèõñÿ ñîñòîÿíèÿõ
ýòîãî òèïà, ñèñòåìà ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêà, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ êîíöåíòðàöèåé è
ñêîðîñòÿìè àòîìîâ. Òèïè÷íàÿ êàðòèíà òðàåêòîðèé àòîìîâ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 8.26. Çäåñü ìîæíî ÷åòêî ðàçëè÷èòü
îáëàñòè �äâèæåíèÿ�, ãäå àòîìû äâèãàþòñÿ ñ ïî÷òè ìàêñèìàëüíûìè ñêîðîñòÿìè, è îáëàñòè �òðàíñïîðòíûõ
ïðîáîê�, ãäå àòîìû îñòàþòñÿ ïî÷òè íåïîäâèæíûìè. Â ïðàâîé ÷àñòè ðèñ. 8.26, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò ìàëóþ
÷àñòü âûäåëåííóþ èç ëåâîé ïàíåëè ðèñ. 8.26, ìîæíî âèäåòü äèíàìèêó îäèíî÷íîé ïðîáêè. Ïðîáêà ðàñòåò
îò ñâîåé ëåâîé ñòîðîíû èç-çà âõîäÿùèõ àòîìîâ, êîòîðûå îñòàíàâëèâàþòñÿ ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñ ïðîáêîé è
çàòåì ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê íåé. Îò ïðàâîé ñòîðîíû, ïðîáêà ñîêðàùàåòñÿ, ïåðåâîäÿ ñâîè àòîìû â ïðàâóþ ÷àñòü
îáëàñòè äâèæåíèÿ. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñêîðîñòè èìååò äâóõãîðáíûé ïðîôèëü, ïåðâûé ãîðá
ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíûì, à âòîðîé � äâèæóùèìñÿ àòîìàì: ýòî ÿâëÿåòñÿ ðåæèìîì ñîñóùåñòâîâàíèÿ. Êðîìå
òîãî, íà ïðàâîé ïàíåëè ðèñ. 8.26 ìîæíî â äåòàëÿõ ðàññìîòðåòü ñöåíàðèé äèíàìèêè ïðîáîê: êîãäà âõîäÿùèé
àòîì ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïðîáêîé, îí ñîçäàåò êèíê (ëîêàëüíîå ñæàòèå) â ïðîáêå. Ýòîò êèíê çàòåì äâèãàåòñÿ â
ïðàâóþ ñòîðîíó ïðîáêè è âûçûâàåò ïåðåõîä ïðàâîãî êîíå÷íîãî àòîìà ïðîáêè â îáëàñòü äâèæåíèÿ. Äåòàëüíîå
èçó÷åíèå [717] ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîñòîÿíèå ñ ïðîáêîé äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòðàííîìó àòòðàêòîðó ñèñòåìû è
ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óñòàíîâèâøèìñÿ ñîñòîÿíèåì. Áîëåå òîãî, ñîñòîÿíèå ñ ïðîáêîé äâèæåíèÿ îñòàåòñÿ
óñòîé÷èâûì ïðè íåíóëåâûõ òåìïåðàòóðàõ, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ T .
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Ðèñ. 8.26. Òðàåêòîðèè àòîìîâ
äëÿ öåïè ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì
âçàèìîäåéñòâèåì ñ β = 1/π ïðè
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ñèëû
F = 0.33. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû òàêèå
æå êàê íà ðèñ. 8.25. Ïðÿìîóãîëüíèê íà
ëåâîé ïàíåëè ïîêàçàí ñ óâåëè÷åíèåì
íà ïðàâîé ïàíåëè. Îíà ïîêàçûâàåò
äèíàìèêó åäèíè÷íîé ïðîáêè.

Îäíàêî, òàê êàê ðåæèì ñ òðàíñïîðòíûìè ïðîáêàìè íå íàáëþäàåòñÿ â êëàññè÷åñêîé ÔÊ ìîäåëè ñ ãàðìîíè÷åñêèì
ìåæàòîìíûì âçàèìîäåéñòâèåì, òî íóæíî íàéòè îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò
ïåðåõîä èç îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â íåîäíîðîäíûé ðåæèì äâèæåíèÿ ñ ïðîáêîé. Äëÿ èçó÷åíèÿ ýòîãî ôåíîìåíà,
Áðàóí è äð. [717] âçÿëè â êà÷åñòâå âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé (ýêñïîíåíöèàëüíûé) ïîòåíöèàë Òîäû
V (x) = V0e

−βx, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàäèóñîì âçàèìîäåéñòâèÿ r = β−1, è âû÷èñëèëè çàâèñèìîñòü B(η) ïðè
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè äâèãàþùåé ñèëû F . Êðîìå òîãî, îíè âû÷èñëèëè êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ñêîðîñòè

Kl = 〈〈(ẋi+l − ẋi)2〉〉, (8.69)

êîòîðàÿ ïîìîãàåò îòëè÷èòü îäíîðîäíîå óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå îò íåîäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé.
Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî êîãäà ïàðàìåòð η óáûâàåò, ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñ íèçêîé

ïîäâèæíîñòüþ (LS) â âûñîêî-ïîäâèæíîå äâèæóùååñÿ ñîñòîÿíèå (RS). Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
ýòîò ïåðåõîä ïðîèñõîäèò â îäèí øàã, è êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèè Kl(η) èìåþò ïèê òîëüêî â òî÷êå ïåðåõîäà.
Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïåðåõîä ïðîèñõîäèò, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïðåäûäóùåìó, ÷åðåç äâà
øàãà. Ñíà÷àëà ñèñòåìà ïåðåõîäèò â ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå èìåþùåå ïëàòî ñ 0 < B < Bf , è òîëüêî çàòåì,
ñ äàëüíåéøåì óáûâàíèåì η, â äâèæóùååñÿ ñîñòîÿíèå ñ äîñòèæåíèåì â êîíöå ïîäâèæíîñòè B ≈ Bf . Ýòî
ïðîìåæóòî÷íîå ñîñòîÿíèå âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò óñòàíîâèâøåìóñÿ ñîñòîÿíèþ ñ ïðîáêàìè äâèæåíèÿ. Â òîæå ñàìîå
âðåìÿ âðåìÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ K1(η) èìååò äâà ïèêà, îäèí ïðè ïåðåõîäå â íåîäíîðîäíîå äâèæóùååñÿ
ñîñòîÿíèå ñ ïðîáêîé (ÏÑ), è âòîðîé ïðè ïåðåõîäå â äâèæóùååñÿ ñîñòîÿíèå. Èç îïðåäåëåíèÿ (8.69) ìîæíî óâèäåòü,
÷òî çíà÷åíèåK1 äîëæíî áûòü ïðîïîðöèîíàëüíûì ÷èñëó ïðîáîê â ñèñòåìå, òàê êàê ñêîðîñòè áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ
àòîìîâ ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî íà ãðàíèöàõ ðàçäåëÿþùèõ îáëàñòè äâèæåíèÿ
è ïðîáîê. Ñëåäîâàòåëüíî, ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõ ïèêîâ ó çàâèñèìîñòè K1(η) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê
èíäèêàòîð ñîñòîÿíèÿ ñ ïðîáêîé, â òî âðåìÿ êàê ïîëîæåíèÿ ýòèõ ïèêîâ ïîêàçûâàåò îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ÏÑ ðåæèì.

Íàïîìíèì, ÷òî áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïàðàìåòðîì êëàññè÷åñêîé
ìîäåëè ÔÊ, îïðåäåëÿåòñÿ êàê g = a2

sV
′′(aA)/2π2εs, òàê ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà (8.55) îíà ðàâíà g = V0β

2 exp(−βaA).
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Äåëàÿ ñåðèþ ñêà÷êîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β è ñîõðàíÿÿ â òî æå ñàìîå âðåìÿ çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé
óïðóãîñòè g ôèêñèðîâàííûì, òàê ÷òî áû ïðåäåë β → 0 ñîîòâåòñòâîâàë ãàðìîíè÷åñêîìó âçàèìîäåéñòâèþ
(ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ÔÊ), à ïðåäåë β → ∞ îïèñûâàë ãàç òâåðäûõ ÷àñòèö, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ôàçîâóþ
äèàãðàììó íà ïëîñêîñòè (η, β), èçâëåêàÿ ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ôóíêöèèK1(η) äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
β. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äàíà íà ðèñ. 8.27.
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Ðèñ. 8.27. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ïëîñêîñòè (η, β)ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè g, ãäå N = 256, g = 0.1, F = 0.5, è T = 0.1; LS � ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå,
JS � óñòàíîâèâøååñÿ ñîñòîÿíèå ñ ïðîáêàìè, è RS � áåãóùåå ñîñòîÿíèå. Ðîìáû
ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìó K1(η), à ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò B(η) =
0.9Bf .

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðåõîä â óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ñ ïðîáêàìè âîçíèêàåò äëÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (8.55) òîëüêî ïðè β > a−1

s . Òàêèì îáðàçîì, ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå ñ ïðîáêàìè
ïðîèñõîäèò òîëüêî äëÿ êîðîòêîäåéñòâóþùåãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà ðàäèóñû âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåíüøå ïåðèîäà âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, è òîëüêî äëÿ ìàëûõ êîýôôèöèåíòîâ òðåíèÿ, ñî çíà÷åíèÿìè
èç èíòåðâàëà ïðåäøåñòâóþùåì ïåðåõîäó â äâèæóùååñÿ ñîñòîÿíèå. Â ýòîì êîíòåêñòå Áðàóí ñ ñîàâòîðàìè [717,
725] ïðåäëîæèëè îáîáùåííóþ ðåøåòî÷íî-ãàçîâóþ ìîäåëü ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè àòîìîâ. Ýòà ìîäåëü äâèæåíèÿ ñ
ïðîáêàìè õàðàêòåðèçóåòñÿ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ ïîäâèæíîñòè îò âåðîÿòíîñòè ïðîáêè, îáëàäàåò ãèñòåðåçèñîì,
è îïèñûâàåò îðãàíèçàöèþ íåïîäâèæíûõ àòîìîâ â êîìïàêòíûå îáëàñòè (ïðîáêè). Êðîìå òîãî, áûëà ðàçâèòà
òåîðèÿ ñðåäíåãî ïîëÿ äëÿ ìîäåëè LG, îïèñûâàþùàÿ êèíåòèêó ïðîáîê äâèæåíèÿ.

Îêîí÷àòåëüíî, ïðîáêè äâèæåíèÿ âîçíèêàþò â íàãðóæåííîé 1D ñèñòåìå, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
(i) äîëæåí ïðèñóòñòâîâàòü (ïîäëîæå÷íûé) ïîòåíöèàë; (ii) äâèæåíèå äîëæíî áûòü ñëàáî äåìïôèðîâàííûì,
÷àñòèöû äîëæíû èìåòü äâà ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿ, ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå è äâèæóùèåñÿ ñîñòîÿíèå. Â ìîäåëè
ÔÊ áèñòàáèëüíîñòü ñóùåñòâóåò â ñèëó èíåðöèè àòîìîâ.

Ýòè äâà óñëîâèÿ óæå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ äâèæåíèÿ ñ ïðîáêàìè. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè ðóêàìè ïðèãîòîâèòü íà÷àëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ñ ïðîáêîé è çàòåì ðåçêî ïðèëîæèòü äâèæóùóþ ñèëó, ýòî
ñîñòîÿíèå ìîæåò ñîõðàíèòüñÿ â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ äàæå ïðè íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå. Ñòðóíö è Ýëìåð [712]
èçó÷èëè óñòàíîâèâøèåñÿ ñêîëüçÿùèå ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îáëàñòÿìè ñ ðàçëè÷íûìè ïëîòíîñòÿìè
àòîìîâ (êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê îáîáùåíèÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ÏÑ ñîñòîÿíèÿ) â êëàññè÷åñêîé
ìîäåëè ÔÊ ïðè T = 0. Îäíàêî, ïåðåõîä èç îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ ñ ïðîáêîé ïðè
ìåäëåííîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðîèñõîäèò òîëüêî åñëè åùå âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

(i) Â ñèñòåìå äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíîñòü. Âíóòðåííåãî õàîñà, êîòîðûé âñåãäà ñóùåñòâóåò
èç-çà íåèíòåãðèðóåìîñòè äèñêðåòíîé ìîäåëè ÔÊ, óæå äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâèæåíèÿ ñ ïðîáêàìè
(õîòÿ â ñëó÷àå T = 0 ìû äîëæíû íà÷àòü ñ ââåäåíèÿ õàîñà â ñèñòåìó ÷åðåç èñïîëüçîâàíèå ëàíæåâåíîâñêèõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ T > 0; â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ ñ ïðîáêîé âîçíèêàåò ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì
ñîñòîÿíèè. Êîíå÷íî, òåìïåðàòóðà íå äîëæíà áûòü ñëèøêîì áîëüøîé, òåïëîâàÿ ýíåðãèÿ äîëæíà áûòü ìåíüøå ÷åì
ýíåðãèÿ ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (èíà÷å ïîâåäåíèå áóäåò òàêèì æå êàê äëÿ ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ
àòîìîâ), òàê æå êàê îíà äîëæíà áûòü ìåíüøå εs (èíà÷å ïîâåäåíèå áóäåò òàêèì æå êàê äëÿ ñèñòåìû áåç âíåøíåãî
ïîòåíöèàëà);

(ii) Ìåæ÷àñòè÷íîå âçàèìîäåéñòâèå äîëæíî áûòü àíãàðìîíè÷íûì. Ïîòåíöèàëà ñ æåñòêèì ÿäðîì, êîãäà àòîìû
ïðàêòè÷åñêè íå âçàèìîäåéñòâóþò, îíè òîëüêî íå ìîãóò çàíèìàòü òå æå ñàìûå ÿìû ïîòåíöèàëû ïîäëîæêè, óæå
äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ïðîáêàìè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ìåæàòîìíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ñëåäóåò îæèäàòü îòñóòñòâèå ïåðåõîäà â ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ ñ ïðîáêàìè. Îäíàêî, çäåñü ñèòóàöèÿ
áîëåå òîíêàÿ: â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ äëÿ àòîìîâ îòñóòñòâóåò ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå äâèæåíèÿ ñ ïðîáêàìè,
íî êèíêè åùå ìîãóò áûòü îðãàíèçîâàíû â ïðîáêè, òàê êàê ïðè ó÷åòå òîëüêî âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæíèõ ñîñåäíèõ
àòîìîâ, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êèíêàìè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì.
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Â çàêëþ÷åíèå äàâàéòå êðàòêî ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÔÊ ñ âíåøíåé (ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé) ïåðèîäè÷åñêîé
ñèëîé F (t) = F (t + τext), ãäå τext � åå ïåðèîä, åå ÷àñòîòà Ω = 2π/τext. Èç-çà ñëîæíîñòè çàäà÷è ìû âíà÷àëå
ðàññìîòðèì ñâåðõâÿçêèé ñëó÷àé, ñëåäóÿ îáçîðó Ôëîðèÿ è Ìàçî [487]. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ,

ẋl = g (xl+1 + xl−1 − 2xl)− sinxl + F (t), (8.70)

èìåþò ñëåäóþùóþ ñèììåòðèþ: åñëè {xl(t)} � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.70), êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîé
êîíôèãóðàöèè {xl(t0)}, òîãäà òðàåêòîðèÿ

σi,j,m{xl(t)} ≡ {xl+i(t−mτext) + jas} , (8.71)

ãäå i, j è m ïðîèçâîëüíûå öåëûå, áóäåò ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè σi,j,m{xl(t0)}.
Òðàåêòîðèÿ {xl(t)} ÿâëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîé åñëè èìååòñÿ òðèïëåò (i, j,m) öåëûõ ÷èñåë, òàêèõ ÷òî òðàåêòîðèÿ
áóäåò èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ (8.71),

{xl(t)} = σi,j,m{xl(t)}. (8.72)

Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ðåçîíàíñíîãî ðåøåíèÿ

v̄ = (Ω/m)(iw + j)as/2π, (8.73)

ãäå w � ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè (window number). Êîãäà ÷èñëî w èððàöèîíàëüíî, òîãäà ìîæíî íàéòè åäèíñòâåííûé
ìèíèìàëüíûé òðèïëåò, òàêîé ÷òî ÷èñëà i, j è m íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà
ñîðàçìåðíîñòè w = r/s (r è s íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé), òðèïëåò áóäåò ìèíèìàëüíûì, åñëè ÷èñëà ir + js
è m íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé (â ýòîì ñëó÷àå òðèïëåò íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, íî öåëîå m îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî). Òîãäà, ðåçîíàíñíàÿ ñêîðîñòü íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé åñëè m = 1, è ñóáãàðìîíè÷åñêîé åñëè
m > 1. Ãëàâíûì âîïðîñîì äëÿ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëîé ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü (òî
åñòü óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ) ðåçîíàíñíûõ ðåøåíèé (8.72).

Äëÿ ïðîíèêíîâåíèÿ â ñóòü çàäà÷è ñèíõðîíèçàöèè ÔÊ öåïè âíåøíåé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé, äàâàéòå ðàññìîòðèì
âíà÷àëå ïðîñòîé ñëó÷àé êîãäà ñèëà F (t) ñîñòîèò èç ïîñòîÿííîé ñèëû â òå÷åíèè âðåìåíè ton, ñëåäóþùèì çà
âðåìåííûìè èíòåðâàëàìè toff íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ñèëû (ton + toff = τext),

F (t) =
{
F åñëè 0 < t < ton,
0 åñëè ton < t < ton + toff ,

(8.74)

è ïðåäïîëîæèì ÷òî âðåìÿ toff ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàêèì ÷òî â òå÷åíèå ýòîãî èíòåðâàëà âðåìåíè
öåïî÷êà óñïåâàåò îòðåëàêñèðîâàòü ê íåêîòîðîé óñòîé÷èâîé ñòàöèîíàðíîé êîíôèãóðàöèè äî ïðèõîäà ñëåäóþùåãî
èìïóëüñà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò, ÷òî äîëãîâðåìåííîå ñðåäíåå
çíà÷åíèå ñêîðîñòè v̄ íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè.
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Ðèñ. 8.28. Çàõâàò ìîäû ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêè ïóëüñèðóþùåé ñèëû: ñõåìàòè÷åñêèé íàáðîñîê s-ðàçìåðíîãî
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçäåëåííîãî íà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ñâÿçàííîãî ñ êàæäûì îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì [487].

Òåïåðü äàâàéòå íà÷íåì àíàëèç ñî ñëó÷àÿ ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ñ ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè w = r/s
è âûáåðåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êîíôèãóðàöèè ÎÑ ñ íóëåâîé ñèëîé. Åñëè àìïëèòóäà èìïóëüñîâ ìàëà,
F < FPN , èëè åñëè F > FPN íî äëèòåëüíîñòü ton ÿâëÿåòñÿ íå äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëÿ òîãî ÷òîáû âûâåñòè
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êîíôèãóðàöèþ èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ (â s-ðàçìåðíîì êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþùåì
íóëåâîé ñèëå, ñì. ðèñ. 8.28) íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè ÎÑ, êîíôèãóðàöèÿ áóäåò ðåëàêñèðîâàòü ïðè îòñóòñòâèè
èìïóëüñà ê íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëîé F ñîñòîÿíèå ñ íóëåâîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ
, v̄ = 0, áóäåò çàêðåïëåííûì. Îäíàêî, åñëè F > FPN è âðåìÿ ton ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì, ñèñòåìà
áóäåò ðåëàêñèðîâàòü ê íåêîòîðîé óñòîé÷èâîé êîíôèãóðàöèè {x′l} â òå÷åíèè âðåìåíè toff . Â ñèëó ñîõðàíåíèÿ
ðîòàöèîííîãî ïîðÿäêà ïðè ñâåðõâÿçêîé äèíàìèêå è åäèíñòâåííîñòè (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíîñà íà ðàññòîÿíèå as
è ïåðåíóìåðîâêè) êîíôèãóðàöèè ÎÑ, {x′l} äîëæíî èìåòü âèä {x′l} = {xl+i + jas} ñ öåëûìè i è j. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (8.73) ñ m = 1 è ñîîòâåòñòâóåò ãàðìîíè÷åñêîìó ðåçîíàíñó.
Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü v̄ ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêè ïóëüñèðóþùåé ñèëû (8.74) ìîæåò
ïðèíèìàòü òîëüêî äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ (8.73) ñîîòâåòñòâóþùèå ãàðìîíè÷åñêèì (m = 1) ðåçîíàíñàì.

Ýòîò �çàõâàò äèíàìè÷åñêîé ìîäû� ìîæåò áûòü îáúÿñíåí, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.28, â ðàìêàõ s-ðàçìåðíîãî
êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Â òå÷åíèå èìïóëüñà, ñèñòåìà äâèæåòñÿ âäîëü íåêîòîðîé òðàåêòîðèè â
êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Êîãäà èìïóëüñ îòêëþ÷àåòñÿ, ñèñòåìà ðåëàêñèðóåò ê îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ,
îáóñëàâëèâàþùåìó îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîíå÷íàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè. Ðàññìîòðèì òåïåðü
äâå ñèëû ñ ðàçëè÷íûìè àìïëèòóäàìè F1 è F2. Åñëè ýòè àìïëèòóäû òàê áëèçêè ê äðóã ê äðóãó, ÷òî êîíå÷íûå
òî÷êè îáîèõ òðàåêòîðèé ëåæàò â òîé æå ñàìîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ, òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äîëæíà áûòü òîé
æå ñàìîé, v̄(F1) = v̄(F2). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû v̄(F ) äîëæíà áûòü êóñî÷íî ïîñòîÿííîé
íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé, êàê ïîêàçàíî íà ëåâîé ïàíåëè ðèñ. 8.29.
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Ðèñ. 8.29. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü v̄ êàê ôóíêöèÿ àìïëèòóäû F ïåðèîäè÷åñêè ïóëüñèðóþùåé ñèëû (8.74) ñ ton = 1 è toff = 20.
Ëåâàÿ ïàíåëü äàåò çàâèñèìîñòü äëÿ ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ñ w = 2/3 è g = 0.5. Ïðàâàÿ ïàíåëü � äëÿ �íåñîðàçìåðíîé�
ñòðóêòóðû ñ w = 34/55 è äâóìÿ çíà÷åíèÿìè g: (a) g = 10 > gAubry (âûøå ïåðåõîäà Îáðè) è (b) g = 0.25 < gAubry (íèæå
ïåðåõîäà Îáðè) [487].

Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå äîëæíî íàáëþäàòüñÿ äëÿ íåñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû íèæå ïåðåõîäà Îáðè (g <
gAubry), êîãäà ÎÑ ÿâëÿåòñÿ ïèíèíãîâàííûì. Ýòî ìîæåò áûòü ïîíÿòî åñëè ðàññìîòðåòü íåñîðàçìåðíîå îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîðàçìåðíûõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè
wn ê íóæíîìó èððàöèîíàëüíîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà w. Òåïåðü, îäíàêî, ôóíêöèÿ v̄(F ), êàê ïîêàçûâàåò êðèâàÿ
(b) íà ïðàâîé ïàíåëè ðèñ. 8.29, ñîîòâåòñòâóåò äüÿâîëüñêîé ëåñòíèöå .

Çàêðåïëåííàÿ ìîäà âîçìîæíà òîëüêî åñëè ìíîæåñòâî îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì. Åñëè ýòî
ìíîæåñòâî íåïðåðûâíî [êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ íåñîðàçìåðíûõ ÎÑ âûøå ïåðåõîäà Îáðè, êîãäà ÎÑ ìîæåò áûòü
ñäâèíóòî íà ïðîèçâîëüíîå ðàññòîÿíèå â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ãîëäñòîóíîâñêîé (ñêîëüçÿùåé) ìîäû], çàêðåïëåííàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ìîäà íåâîçìîæíà è v̄(F ) äîëæíà áûòü ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé, êàê ïîêàçûâàåò êðèâàÿ
(a) íà ëåâîé ïàíåëè ðèñ. 8.29.

Äëÿ ñèíóñîèäàëüíîé äâèæóùåé ñèëû,

F (t) = F̄ + Fac cos(Ωt), (8.75)

ïîâåäåíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ áîëåå çàïóòàííûì. Òåïåðü ñèñòåìà èìååò äâå êîíêóðèðóþùèå ÷àñòîòíûå øêàëû:
÷àñòîòà ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû Ω è washboard ÷àñòîòà ωwash = (2π/as) v̄ äâèæåíèÿ ïîä äåéñòâèåì
ïîñòîÿííîé ñèëû F̄ . Â ñëó÷àå ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ñ öåëûì ïàðàìåòðîì ñîðàçìåðíîñòè w ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò
òîëüêî ãàðìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû [m = 1 â óðàâíåíèè (8.73)] àíàëîãè÷íî îïèñàííîé âûøå ñèñòåìû ñ äâèæóùåé
ïóëüñèðóþùåé ñèëîé [726, 727]. Îäíàêî, äëÿ ðàöèîíàëüíûõ íåöåëûõ çíà÷åíèé w = r/s, êîãäà ïðèõîäèòñÿ
s > 1 àòîìîâ íà îäíó ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó ñòðóêòóðû ÎÑ, ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå â
óðàâíåíèè (8.73) ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ñ m > 1, êàê ïîêàçàíî íà ëåâîé ïàíåëè ðèñ 8.30 [728, 729].
Áîëåå òîãî, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò íåçàêðåïëåííûå (íåðåçîíàíñíûå) ðåøåíèÿ. Àíàëèç áàçèðóþùèéñÿ
íà òåîðèè Ôëîêå ïîêàçûâàåò, ÷òî êîãäà èçìåíÿåòñÿ F̄ , ïåðåõîä çàêðåïëåííîãî â íåçàêðåïëåííîå ñîñòîÿíèå
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ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ïðîèñõîäèò èç-çà áèôóðêàöèè ñ ñåäëîâîé òî÷êîé è, òàêèì îáðàçîì, îí äîëæåí áûòü
õàðàêòåðèçîâàòüñÿ êðèòè÷åñêîé exponent of 1

2 äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè (ñì. äåòàëè â Ref. [487]).
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Ðèñ. 8.30. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ñêîðîñòè v̄ îò ïîñòîÿííîé äâèæóùåé ñèëû F̄ ïîä äåéñòâèåì ñèíóñîèäàëüíîé äâèæóùåé
ñèëû (8.75) ñ Fac = 0.2 è τext = 2π/Ω = 5. Ëåâàÿ ïàíåëü ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü äëÿ ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ñ w = 1/2 è
g = 0.25. Êðèâàÿ (a) ïîêàçûâàåò òîëüêî ãàðìîíè÷åñêèå ñòóïåíüêè, âî âñòàâêå (b) ïîêàçàí ñóáãàðìîíè÷åñêèé øàã ñ m = 2.
Ïðàâàÿ ïàíåëü � äëÿ íåñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ïðè òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ K ≡ g−1: (a) K = 1.4 (ïóíêòèð-òî÷å÷íàÿ
ëèíèÿ), (b) K = 2.8 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ), è (c) K = 4.0 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) [487].

Íåñîðàçìåðíàÿ ñòðóêòóðà äëÿ çîëîòîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè w = (
√

5 − 1)/2 ïðè
äåéñòâèå âíåøíåé ñèíóñîèäàëüíîé ñèëû (8.75) áûëà èçó÷åíà Ôëîðèÿ è Ôàëî [730]. Ïðè íèçêèõ çíà÷åíèÿõ K ≡
g−1 � 1, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü v̄ ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âíåøíåé ñèëû F̄ , v̄ ∼
F̄ [ñì. êðèâóþ (a) íà ïðàâîé ïàíåëè ðèñ. 8.30]. Â ýòîì ðåæèìå, ãäå íå íàáëþäàþòñÿ ñâÿçàííûå ðåçîíàíñíûå
ñêîðîñòè, âû÷èñëåííûå òðàåêòîðèè, ïðè ëþáîì çíà÷åíèè v̄, ìîãóò áûòü âûðàæåíû â òåðìèíàõ äâóõ-ïåðåìåííîé
äèíàìè÷åñêîé êîðïóñíîé ôóíêöèè h(x, y) êàê

xl(t) = h(lwas + v̄t+ α, Ωt+ β), (8.76)

ãäå α è β ïðîèçâîëüíûå ôàçû, à ôóíêöèÿ φ(x, y) = h(x, y) − x ÿâëÿåòñÿ ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé ïåðèîäè÷åñêîé
ñ ïåðèîäîì as = 2π, à ïî âòîðîé ïåðåìåííîé ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 2π. Äèíàìè÷åñêàÿ êîðïóñíàÿ ôóíêöèÿ
h(x, y) ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ g, F̄ , Fac è Ω, è ïðèáëèæàåòñÿ ê àíàëèòè÷åñêîìó
ðåøåíèþ h(0)(x, y) = x + (Fac/Ω) sin y â ïðåäåëå K → 0. Òàêèì îáðàçîì, âëèÿíèå ìàëîãî ïåðèîäè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè íà äâèæåíèå íåñîðàçìåðíûõ ñòðóêòóð ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû ÿâëÿåòñÿ òîëüêî
ãëàäêîé ìîäóëÿöèåé ðåøåíèÿ â èíòåãðèðóåìîì ïðåäåëå.

Îäíàêî, ïðè óâåëè÷åíèè K, â çàâèñèìîñòè v̄(F̄ ) íà÷èíàþò ðàçâèâàòüñÿ ïëîñêèå ó÷àñòêè (ñòóïåíüêè) ïðè
ðåçîíàíñíûõ ñêîðîñòÿõ (8.73) [ñì. êðèâûå (b) è (c) íà ïðàâîé ïàíåëè ðèñ. 8.30]. Ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåò, ÷òî
äëÿ êàæäîãî ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ v̄ ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå Kc(v̄) âûøå êîòîðîãî èìååòñÿ èíòåðâàë
çíà÷åíèé F̄ äëÿ êîòîðûõ ñêîðîñòü çàïèðàåòñÿ íà ðåçîíàíñíîì çíà÷åíèè. Áîëåå òîãî, ïðè êàæäîì ÷àñòíîì
çíà÷åíèè Kc(v̄), ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîðïóñíàÿ ôóíêöèÿ h(x, y) ïåðåñòàåò áûòü àíàëèòè÷åñêîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðè Kc(v̄) ìû èìååì äèíàìè÷åñêèì ïåðåõîä Îáðè. Íèæå ýòîãî ïåðåõîäà, g < gc(v̄) ≡ 1/Kc(v̄), ãäå ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå gc(v̄) çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè w, g è Ω, ïðîèñõîäèò çàïèðàíèå ìîäû, â òî âðåìÿ êàê âûøå
ïåðåõîäà, g > gc(v̄), çàïèðàíèå ìîäû îòñóòñòâóåò è óñòàíîâèâøèåñÿ ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé äâóõ-
ïåðåìåííîé êîðïóñíîé ôóíêöèåé. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà äëÿ ÷àñòíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 8.31.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ ñòàíäàðòíûé (�ñòàòè÷åñêèé�) ïåðåõîä Îáðè ÿâëÿåòñÿ ïîãðàíè÷íîé òî÷êîé ìåæäó
çàêðåïëåííûìè è ñêîëüçÿùèìè íåñîðàçìåðíûìè ñòðóêòóðàìè, äèíàìè÷åñêèé ïåðåõîä Îáðè ðàçäåëÿåò, äëÿ
äàííîãî çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè v̄, çàïåðòûé ðåæèì, ãäå çíà÷åíèå v̄ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ìàëûõ
èçìåíåíèé ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ âíåøíåé ñèëû, îò íåçàïåðòîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ íåñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû
ïðè ñêîðîñòè v̄. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, äâèæåíèå íåñîðàçìåðíûõ ñòðóêòóð ïîä äåéñòâèåì, îïèñàííîé âûøå
ïåðèîäè÷åñêè ïóëüñèðóþùåé ñèëû (8.74), ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ñèíóñîèäàëüíîé
ñèëû (8.75), â êîòîðîì äèíàìè÷åñêèé ïåðåõîä Îáðè ïðîèñõîäèò ïðè åäèíñòâåííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà g äëÿ
âñåõ ðåçîíàíñîâ, è ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì ïåðåõîäîì Îáðè, gc(v̄) = gAubry.

8.11 Äåéñòâèå ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû íà ñèñòåìó ñî ñëàáûì òðåíèåì
Íàêîíåö, äàâàéòå êðàòêî îïèøåì ðåçóëüòàòû èçâåñòíûå äëÿ äèíàìèêè ìîäåëè ÔÊ ñî ñëàáûì òðåíèåì ïî
äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé âíåøíåé ñèëû. Â ñëó÷àå àääèòèâíîé îñöèëëèðóþùåé ñèëû ñ àìïëèòóäîé A è ÷àñòîòîé
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Ðèñ. 8.31. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé â ïëîñêîñòè (K, F̄ )
äëÿ íåñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû ïîä äåéñòâèåì ñèíóñîèäàëüíîé äâèæóùåé
ñèëû (8.75) ñ Fac = 0.2 è τext = 2π/Ω = 5. Òðèïëåòû (i, j,m) ñîîòâåòñòâóþò
çàïèðàíèþ íà ðåçîíàíñíûõ ñêîðîñòÿõ (ïîêàçàíû òîëüêî äîìåíû äëÿ
íåñêîëüêèõ ðåçîíàíñíûõ ñêîðîñòåé) [487].

Ω, óðàâíåíèå ÑÃ ïðèíèìàåò ôîðìó

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
+ η

∂u

∂t
+ sinu = A sin(Ωt+ φ). (8.77)

Ìû íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîé ñèòóàöèè, êîãäà â ñèñòåìå èìååòñÿ òîëüêî îäèí êèíê . Äàâàéòå âíà÷àëå ðàññìîòðèì
î÷åíü ïðîñòîé ïðèìåð äâèæåíèÿ îäèíî÷íîãî àòîìà ìàññû m ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t),

mẌ(t) +mηẊ(t) = F (t), (8.78)

ãäå X(t) � êîîðäèíàòà àòîìà, à η � âÿçêîå òîðìîæåíèå. Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà âêëþ÷àåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè
t = 0, òî åñòü åñëè F (t < 0) = 0 è F (t ≥ 0) = Re (F0e

iΩt) [çäåñü F0 = −imAeiφ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé äëÿ ó÷åòà
ôàçû φ], òîãäà äèíàìèêà áåç òðåíèÿ (η = 0) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (8.78) ïðèíèìàþùèì òðèâèàëüíóþ ôîðìó

X(t) = X0 + V0t− Re
[(
F0/mΩ

2
)
eiΩt

]
, (8.79)

ãäå íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè àòîìà V0 = Ẋ(0) + ImF0/mΩ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè Ẋ(0) è
àìïëèòóäîé è ôàçîé îñöèëëèðóþùåé ñèëû F (t) ïðè t = 0. Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü V0 6= 0,
à ÷èñòî êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå àòîìà ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ �ðåçîíàíñíûõ� óñëîâèÿõ, êîãäà
Ẋ(0) = −ImF0/mΩ. Îäíàêî, î÷åâèäíî ÷òî ïðè ëþáîì íåíóëåâîì òðåíèè, η > 0, íàïðàâëåííîå äâèæåíèå áóäåò
óáûâàòü â òå÷åíèè âðåìåíè τ ∼ η−1, òàê ÷òî â óñòàíîâèâøåìñÿ ñîñòîÿíèè àòîì áóäåò òîëüêî êîëåáàòüñÿ âáëèçè
äàííîé ÿ÷åéêè.

Âîçâðàùàÿñü ê âîçìóùåííîìó óðàâíåíèþ ÑÃ (8.77) è èñïîëüçóÿ ïðîñòåéøèé ïîäõîä ìåòîäà êîëëåêòèâíîé
êîîðäèíàòû, îïèñàííûé âûøå â ïàðàãðàôå 8.4, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ êîîðäèíàòû êèíêà
X(t) [731]

Ẍ(t) + η
[
1− Ẋ2(t)/c2

]
Ẋ(t) = F (t)/m, (8.80)

ãäå m � ìàññà ïîêîÿ êèíêà, c � ñêîðîñòü çâóêà, à âíåøíÿÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà F (t) çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

F (t) = σA
[
1− Ẋ2(t)/c2

]3/2
sin(Ωt+ φ), (8.81)

σ = ±1 � òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä êèíêà. Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå êèíêà êà÷åñòâåííî îêàçûâàåòñÿ òàêèì æå
êàê è â îïèñàííîì âûøå ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî àòîìà è òî÷íî ñîâïàäàåò ñ íèì â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå
|Ẋ(t)| � c. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêè è ïîäòâåðæäåí ÷èñëåííûì ìîäåëèðîâàíèåì Êâèíòåðî è
Ñàí÷åñà [731] (ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè φ = 0 è π/2 ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè êèíêà, Ẋ(0) = 0, âïåðâûå áûëè
ðàññìîòðåíû Îëüñåíîì è Ñàìóýëñåíîì [733]).

Ïîâåäåíèå êèíêà ïîä äåéñòâèåì àääèòèâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû ñòàíîâèòñÿ áîëåå èíòåðåñíûì, åñëè êèíê
èìååò âíóòðåííåþ (ïðîôèëüíóþ) ìîäó ñ ÷àñòîòîé ωB , ÷òî ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé ñèòóàöèåé äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè
ÔÊ, íàïðèìåð äëÿ íåñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè èëè íåãàðìîíè÷åñêîãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ýòîò âîïðîñ áûë èçó÷åí by Quintero et al. [615] íà ïðèìåðå ìîäåëè φ4, ãäå ñóùåñòâóåò òî÷íî îäíà ïðîôèëüíàÿ
ìîäà. Äåéñòâèòåëüíî, îíè íàáëþäàëè ñòðîãèé ðåçîíàíñ, íî íà ÷àñòîòå äâèæóùåé ñèëû Ω = ωB/2, à íå íà
íîðìàëüíîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå Ω = ωB , êàê ìîæíî áûëî áû îæèäàòü. Îáúÿñíåíèå ýòîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà íå äåéñòâóåò ïðÿìî íà ïðîôèëüíóþ ìîäó (èç-çà ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ðåçîíàíñà), à ñêîðåå
âîçáóæäàåò ïðîôèëüíóþ ìîäó êîñâåííî ÷åðåç âûçîâ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå çàòåì âçàèìîäåéñòâóåò
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ñ ïðîôèëüíîé ìîäîé. Âçàèìîäåéñòâèå âíóòðåííèõ è òðàíñëÿöèîííûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðîâîäèò â êîíöå ê
áëóæäàþùåìó/õàîòè÷åñêîìó äâèæåíèþ êèíêà ïðè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå èç-çà ýíåðãåòè÷åñêîãî îáìåíà ìåæäó
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé öåíòðà êèíêà è âíóòðåííèìè êîëåáàíèÿìè ïðîôèëÿ êèíêà.

Äèñêðåòíîñòü ìîäåëè ÔÊ ïðèâîäèò ê íîâûì ýôôåêòàì â äâèæåíèè êèíêà ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé
ñèëû. Äåéñòâèòåëüíî, òåïåðü êèíê äâèæåòñÿ íà ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëüíîì ðåëüåôå Ïåéåðëñà-Íàáàððî.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðåíåáðå÷ü ýôôåêòàìè èçëó÷åíèÿ è ìÿãêîñòè ôîðìû êèíêà, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü äâèæåíèþ çàòóõàþùåãî ìàÿòíèêà ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû. Â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òàêàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò øèðîêîå ðàçíîîáðàçèå ðàçëè÷íûõ
òèïîâ ïîâåäåíèÿ, âêëþ÷àÿ òàê íàçûâàåìûå áåãóùèå òðàåêòîðèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àòòðàêòîðàìè ñ íåíóëåâîé
ñðåäíåé ñêîðîñòüþ. Äèíàìèêà ìîäåëè ÔÊ ñî ñëàáîé ðåëàêñàöèåé ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû áûëà
èçó÷åíà ÷èñëåííî Ìàðòèíåçîì ñ ñîàâòîðàìè [735]. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îòíîñèòåëüíî íèçêîãî òðåíèÿ (η ∼ 0.1ω0)
è äâèæóùåé ñèëû (Ω ∼ 0.5ωPN) àâòîðû îáíàðóæèëè ñëåäóþùèé ñöåíàðèé ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ïðè óâåëè÷åíèè
àìïëèòóäû A. Ïðè ìàëîì A êèíê áóäåò çàõâà÷åí îäíîé ÏÍ âïàäèíîé è áóäåò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ âáëèçè åå
äíà ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû. Ïðè áîëüøîì A êèíê íà÷èíàåò ïðûãàòü â ñîñåäíèå ÿìû ïîòåíöèàëà ÏÍ. Òàêîé
òèï äâèæåíèÿ ñâÿçàí ñ ïðåðûâíîñòüþ I-òèïà (êèíê â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè îñòàåòñÿ â îäíîé ÿìå, çàòåì
âíåçàïíî ñîâåðøàåò ïðûæîê â äðóãóþ ÿìó è ñíîâà îñòàåòñÿ â íåé â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè). ×àñòîòà
ýòèõ ïðûæêîâ ðàñòåò âìåñòå ñ A äî äîñòèæåíèÿ äèôôóçèîííîãî äâèæåíèÿ êèíêà. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå A â
êîíöå ïðèâîäèò ê ðåæèìó ñî çàïåðòîé ìîäîé, â êîòîðîì ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü êèíêà òî÷íî çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
vk = (p/q) asΩ/2π ñ íåêîòîðûìè âçàèìíî ïðîñòûìè öåëûìè ÷èñëàìè p è q. Âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî òàêîå íàïðàâëåííîå äâèæåíèå ïîÿâëÿåòñÿ êîãäà àìïëèòóäà äâèæóùåé ñèëû èìååò ïîðÿäîê âåëè÷èíû
íèæå äåïèíèãèðóþùåé ïîñòîÿííîé ñèëû ïðè òåõ æå ñàìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
åñëè âçÿòü ñðåäíåå ïî âñåì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü êèíêà áóäåò íóëåâîé èç-çà ñèììåòðèè
ìîäåëè, íàïðàâëåííîå äâèæåíèå ñ ïîëîæèòåëüíîé ñêîðîñòüþ èìååò òàêóþ æå âåðîÿòíîñòü êàê è äâèæåíèå ñ
îòðèöàòåëüíîé ñêîðîñòüþ. Îäíàêî, åñëè ñèììåòðèÿ ñèñòåìû íåêîòîðûì îáðàçîì íàðóøåíà, âîçíèêàåò, êàê áóäåò
îïèñàíî â ñëåäóþùåé ãëàâå 9, âûäåëåííîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ.

Ñëó÷àé êîãäà ñèñòåìà ÑÃ ñî ñëàáîé ðåëàêñàöèåé (η ∼ 0.05ω0) íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì îäíîâðåìåííî
ïîñòîÿííîé è ïåðèîäè÷åñêîé ñèë, áûë èçó÷åí Ôèñòóëåì ñ ñîàâòîðàìè [736]. Äëÿ íèçêîé ÷àñòîòû ñèëû, Ω ∼
0.03ω0, àâòîðû íàøëè ñèëüíîå óáûâàíèå ñêîðîñòè êèíêà äàæå äëÿ îòíîñèòåëüíî íèçêèõ àìïëèòóäû ïåðèîäè÷åñêîé
ñèëû (A < 1). Ýòîò ýôôåêò ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê ýôôåêòèâíîå äîïîëíèòåëüíîå �íåëèíåéíîå òðåíèå�
äëÿ äâèæåíèÿ êèíêà. Áûëè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè, íàõîäÿùèåñÿ â õîðîøåì ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè
ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ äëèííûõ êîëüöåâûõ öåïî÷åê
Äæîñåôñîíà ñ îäíèì çàõâà÷åííûì ôëàêñîíîì.

Â ñëó÷àå áåç âíåøíåé ñèëû, åñëè òðåíèå η íå ðàâíî íóëþ áðèçåðû çàòóõàþò, è èõ ýíåðãèÿ ðàññåèâàåòñÿ â
èçëó÷åíèå. Íî åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé àääèòèâíîé ñèëû, òîãäà ðàäèàöèîííûå
ïîòåðè êîìïåíñèðóþòñÿ âíåøíåé ñèëîé, òàê ÷òî áðèçåð ñòàáèëèçèðóåòñÿ, à åãî ÷àñòîòà ìîäóëèðóåòñÿ âíåøíåé
ñèëîé [737, 738]. Áîëåå òîíêèé ñöåíàðèé âîçíèêàåò êîãäà ÑÃ áðèçåð íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì àääèòèâíîé
ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû â îòñóòñòâèè òðåíèÿ. Èñïîëüçóÿ êàê âûøå òîò æå ñàìûé ïîäõîä êîëëåêòèâíîé êîîðäèíàòû,
Êâèíòåðî è Ñàí÷åñ [731] ïîêàçàëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîðîãîâàÿ àìïëèòóäà Ac ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
(âåëè÷èíà Ac çàâèñèò îò ÷àñòîòû áðèçåðà), òàêàÿ ÷òî ìàëûå âîçìóùåíèå (A < Ac) ïîçâîëÿþò ñóùåñòâîâàòü
áðèçåðàì (ñ ÷àñòîòàìè ìîäóëèðîâàííûìè âíåøíåé ñèëîé), â òî âðåìÿ êàê ïðè áîëüøåì âîçìóùåíèè, A > Ac,
áðèçåðû ëèáî ðàñïàäàþòñÿ íà êèíê-àíòèêèíêîâóþ ïàðó, èëè îí àííèãèëèðóåò èñïóñêàÿ èçëó÷åíèå, åñëè ÷àñòîòà
áðèçåðà áûëà áëèçêà ê ôîíîííîé çîíå. Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé ýôôåêò ñòàáèëèçàöèè áðèçåðà ñóùåñòâóåò òàêæå
ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì óïðàâëåíèè [739].

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò äîïóñêàåò ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íóþ ñòàäèþ
âîçáóæäåíèÿ áðèçåðîâ. Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ÎÑ ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîé ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû (θ = 1),
òîãäà êèíêè â ñèñòåìå ïîÿâëÿþòñÿ èç-çà òåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàííîãî ðîæäåíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð.

Òåïåðü äàâàéòå êðàòêî ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïëîñêîé âîëíû. Èç ôèçèêè ïëàçìû
(èëè ôèçèêè ýëåêòðîííûõ ïó÷êîâ) õîðîøî èçâåñòíî ÷òî çàðÿä (ýëåêòðîí) ìîæåò çàõâàòûâàòüñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíîé è äâèãàòüñÿ âìåñòå ñ íåé ñ òîé æå ñàìîé ñêîðîñòüþ. Ìîæíî îæèäàòü ïîäîáíîãî ýôôåêòà è â ìîäåëè ÔÊ.
Äåéñòâèòåëüíî, òàêîé ýôôåêò áûë ÷èñëåííî îáíàðóæåí Æåíãîì è Êðîñîì [740]. Àâòîðû èçó÷èëè óðàâíåíèå
ñâåðõâÿçêîãî äâèæåíèÿ

ẋl − g (xl+1 − 2xl + xl+1) +K sinxl = A cos(Ωt− 2πlφ) (8.82)
ñ ïåðèîäè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, êîãäà ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêèõ êèíêîâ âñòàâëåííûõ â öåïî÷êó îïðåäåëÿåòñÿ
ïàðàìåòðîì íåñîîòâåòñòâèÿ δ = (as − aA)/as (as = 2π ïåðèîä ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè è aA � ñðåäíåå ìåæàòîìíîå
ðàññòîÿíèå). Î÷åâèäíî, ÷òî íàïðàâëåííîå äâèæåíèå îòñóòñòâóåò â ñëó÷àå δ = n (íåò êèíêîâ äëÿ çàõâàòà) èëè
φ = n (ñëó÷àé ñòîÿ÷èé âîëíû) (çäåñü n � íåêîòîðîå öåëîå, n = 0,±1, . . .). Òîê óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ
J = 〈ẋl(t)〉 ìîäåëè (8.82) èìååò ñëåäóþùóþ ñèììåòðèþ: J(δ, φ) = J(1 − δ, 1 − φ) = −J(δ, 1 − φ) = −J(1 − δ, φ).
Òàêèì îáðàçîì, ìû òàêæå äîëæíû èìåòü íóëåâîé òîê äëÿ δ = n+ 1/2 èëè φ = n+ 1/2.
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Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.32. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ íà÷àëà äâèæåíèÿ ñóùåñòâóåò ïîðîãîâàÿ
àìïëèòóäà óïðàâëÿþùåé ñèëû (àíàëîã áàðüåðà ÏÍ). Ìàêñèìàëüíûé òîê äîñòèãàåòñÿ ïðè |δ| ≈ |φ| ≈ 0.12. Äëÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé âûñîòû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè òîê ìîæåò äîñòèãàòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
J = Ω (ñì. ïëàòî íà ðèñ. 8.32(a). Êàê ôóíêöèÿ K, òîê ïðè ìàëûõ K âåäåò ñåáÿ J ∝ K2, à ïðè áîëüøèõ K
äåìîíñòðèðóåò çàïèðàþùèå ìîäó ðåçîíàíñû êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.32(b). Òàê êàê ëþáîå äèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå
ñâåðõâÿçêîé ìîäåëè ÔÊ äîëæíî áûòü ðîòàöèîííî óïîðÿäî÷åííûì, òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òîê íà ðåçîíàíñíûõ
ñòóïåíÿõ îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì J = [(jδ + k)/(jφ1 + m)]Ω ñ öåëûìè j, k è m â ñîãëàñèè ñ ðåçóëüòàòàìè
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðèñ. 8.32. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî òîêà J ìîäåëè (8.82) îò (a) àìïëèòóäû âîëíû A äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé K (ñïëîøíàÿ
êðèâàÿ äëÿ K = 1, ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ äëÿ K = 2, è ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñ êâàäðàòíûìè ìàðêåðàìè äëÿ K = 3) è (b) îò
âûñîòû áàðüåðà K äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé A (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ äëÿ A = 1, ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ äëÿ A = 1.5, òî÷å÷íàÿ
êðèâàÿ äëÿ A = 2, è ñïëîøíàÿ êðèâàÿ ñ êâàäðàòíûìè ìàðêåðàìè äëÿ A = 2.5). Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû: g = 1, Ω/2π = 0.1,
and δ = φ = 0.09 [740].
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Ðàò÷åòû

Ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ÔÊ îïèñûâàåò ñèììåòðè÷íûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè. Îäíàêî, åñëè ñèììåòðèÿ ñèñòåìû
íåêîòîðûì îáðàçîì íàðóøåíà, òî ïîÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûå ñ ýòèì íîâûå ýôôåêòû - òàê íàçûâàåìàÿ ïèëîîáðàçíàÿ
èëè ðàò÷åò (ratchet) äèíàìèêà. Ñèñòåìà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ, äåìîíñòðèðóåò ðàò÷åò äèíàìèêó
åñëè ñðåäíèé òîê îïðåäåëåííûé êàê

〈ẋ〉 = lim
t→∞

[x(t)− x(0)]/t,

íå ðàâåí íóëþ êîãäà âñå ìàêðîñêîïè÷åñêèå (�coarse grained�) âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, ñòàöèîíàðíûå ñèëû è
ãðàäèåíòû (òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè, õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, è ò.ä.) ðàâíÿþòñÿ íóëþ ïîñëå óñðåäíåíèÿ
ïî ïðîñòðàíñòâó, âðåìåíè, è ñòàòèñòè÷åñêèì àíñàìáëÿì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñèñòåìû ñ ðàò÷åò äèíàìèêîé
ïðèâëåêàþò áîëüøîå âíèìàíèå, òàê êàê èõ èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ôèçèêó äåéñòâèÿ ìîëåêóëÿðíûõ
ìîòîðîâ è ìîëåêóëÿðíûõ ïîìï, à òàêæå îòêðûâàåò íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèìåíåíèé íàíîòåõíîëîãèè.

9.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Äëÿ òîãî ÷òîáû äåìîíñòðèðîâàòü ðàò÷åò äèíàìèêó, ñèñòåìà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

(i) Ñèñòåìà äîëæíà áûòü âíå òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòî òðåáîâàíèå âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî ñèñòåìà â
ðàâíîâåñèè íå ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü ñèñòåìàòè÷åñêîå ñìåùåíèå â âûäåëåííîì íàïðàâëåíèè â ñèëó âòîðîãî
çàêîíà òåðìîäèíàìèêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà äîëæíà íàõîäèòüñÿ ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîãî âíåøíåãî
âîçìóùåíèÿ, äëÿ ïðèìåðà, ïîä äåéñòâèåì âíåøíåé ñèëû F (t) ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì, 〈F (t)〉 = 0
(äåéñòâèå ìîæåò áûòü ëèáî ïåðèîäè÷åñêèì, ëèáî ñòîõàñòè÷åñêèì, íî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíî äîëæíî
ñîîòâåòñòâîâàòü öâåòíîìó øóìó). Â ïàðàãðàôå 8.11 ìû óïîìèíàëè, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
êèíê ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü íàïðàâëåííîå äâèæåíèå. Îäíàêî, åñëè óñðåäíèòü ïî âñåì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì,
òî â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü íàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ áóäåò ðàâíà íóëþ, â ñèëó ñèììåòðèè ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî åùå îäíî óñëîâèå.

(ii)Äîëæíà áûòü íàðóøåíà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñèììåòðèÿ ñèñòåìû, ëèáî èç-çà àñèììåòðè÷íîãî
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, ëèáî èç-çà àñèììåòðè÷íîãî ñèëû èëè îäíîâðåìåííî èç-çà äâóõ ýòèõ ïðè÷èí. Ñòðîãèå
ïðàâèëà áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Ôëàõîì è äð. [741] è Ðàéìàíîì [742]. Îíè áóäóò îïèñàíû íèæå â ïàðàãðàôå 9.2.1.

Åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òîãäà ñèñòåìà ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü ðàò÷åò äèíàìèêó. Âîçíèêàþò ñëåäóþùèå
âîïðîñû:

1. Êàêèì áóäåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ è êàê ìîæíî óïðàâëÿòü èì? Äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé ìîæíî
ïðåäñêàçàòü èëè ïðåäïîëîæèòü íàïðàâëåíèå äðåéôà èñõîäÿ èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè, íî ÷àñòî íàïðàâëåíèå
äâèæåíèÿ çàâèñèò îò âñåõ îñîáåííîñòåé ïîòåíöèàëà è âíåøíåé ñèëû.

2. Êàêîâà �ýôôåêòèâíîñòü� òàêîé ðàò÷åò ìàøèíû? À èìåííî, êàê òîê çàâèñèò îò ïðèëîæåííîé ñèëû äëÿ äàííîé
ìîäåëè?

Ðàò÷åò ïîâåäåíèå ìîæåò áûòü îðãàíèçîâàíî ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Äåéñòâèòåëüíî, êëàññ àñèììåòðè÷íûõ
ñèñòåì íàìíîãî áîëüøå ïîäêëàññà ñèììåòðè÷íûõ ñèñòåì. Ôàêòè÷åñêè âîïðîñ ñîñòîèò íå â òîì, êîãäà ïîÿâëÿåòñÿ
ðàò÷åò ïîâåäåíèå, à â òîì, êîãäà ñèñòåìàòè÷åñêèé äðåéô îòñóòñòâóåò èç-çà (èíîãäà ñêðûòîé) ñèììåòðèè ñèñòåìû.

Òèïè÷íûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè, èñïîëüçóåìûé â ðàò÷åò ìîäåëÿõ, èìååò êîñèíóñîèäàëüíóþ ôîðìó ñ äîáàâî÷íîé
âòîðîé ãàðìîíèêîé (ñì. ðèñ. 9.1),

V (x) = − cosx+ µ cos(2x+ ϕ). (9.1)
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Âíåøíÿÿ ñèëà F (t) ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü, íàïðèìåð, (i) ñèíóñîèäàëüíîé ôóíêöèè, (ii) ñèììåòðè÷íîìó äèõîòîìíîìó
øóìó, (iii) ïðîöåññó Îðåíøòåéíà-Óèëáåêà (ýêñïîíåíöèàëüíî êîððåëèðîâàííîìó øóìó), (iv) ñèììåòðè÷íîìó
èìïóëüñíîìó øóìó, è ò.ä., èëè èõ ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.
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x/2π Ðèñ. 9.1. Ïèëîîáðàçíûé (ðàò÷åò) ïîòåíöèàë (9.1) ïðè µ = −1/4 è ϕ = π/2.

Äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ åäèíè÷íîãî àòîìà íà âíåøíåì ïîòåíöèàëå ìû ìîæåì ðàçäåëèòü ðàçëè÷íûå òèïû
ðàò÷åò ñèñòåì íà äèôôóçèîííûå ðàò÷åòû è èíåðöèîííûå ðàò÷åòû. Êîãäà ìîäåëü îïèñûâàåò ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ
àòîìîâ, òî èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò âîçíèêàòü äîïîëíèòåëüíûå êîëëåêòèâíûå ýôôåêòû. Èõ ìû ðàññìîòðèì
íèæå â ïàðàãðàôå 9.3 íà ïðèìåðå ÔÊ ìîäåëè.

9.2 Ðàçëè÷íûå òèïû Ðàò÷åòîâ

9.2.1 Ñóïåðñèììåòðèÿ

Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóÿ ðàáîòå Ðàéìîíà [742] (ñì. òàêæå ðàáîòû [743, 744]), ìû ñôîðìóëèðóåì îáùèå óñëîâèÿ
êîãäà íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ. Ìû íà÷íåì ñî ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ îïðåäåëåíèé
ñèììåòðè÷íîñòè:
1. Ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ âñåõ x

V (−x) = V (x). (9.2)

2. Ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë íàçûâàåòñÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ âñåõ x

V (x+ as/2) = −V (x). (9.3)

3. Âíåøíÿÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà F (t) = F (t+ τ) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè
t

F (t+ τ/2) = −F (t). (9.4)
4. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà íàçûâàåòñÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîé, åñëè îíà àíòèñèììåòðè÷íà äëÿ âñåõ t ,

F (−t) = −F (t). (9.5)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ äîïóñêàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñäâèãè, íàïðèìåð óðàâíåíèå (9.3) îçíà÷àåò, ÷òî V (x+as/2) =
−V (x) + ∆V , íî ìû ìîæåì âñåãäà ïîëîæèòü ∆V = 0 èç-çà áåñïîëåçíîñòè àääèòèâíûõ ïîñòîÿííûõ äëÿ
ïîòåíöèàëà. Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå (9.5) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ∆t, ÷òî F (−t) = −F (t + ∆t), è
çàòåì ∆t çàíóëèòü çà ñ÷åò ñäâèãà ïî øêàëå âðåìåíè. Ïîñëåäíèå äâà îïðåäåëåíèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ
ñòîõàñòè÷åñêîé ñèëû (íåñìåùåííîé è ñòàöèîíàðíîé) åñëè ìû ïåðåïèøåì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå (9.5) â ôîðìå

〈F (−t1)F (−t2) . . . F (−tn)〉 = (−1)n〈F (t1)F (t2) . . . F (tn)〉 (9.6)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ öåëûõ n ≥ 1 è äëÿ âñåõ âðåìåí t1, t2, . . . , tn.
Òåïåðü, îñíîâíîå óòâåðæäåíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ àääèòèâíîé âíåøíåé ñèëîé,

η ẋ(t) + V ′(x) = F (t) + δF (t), (9.7)
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ãäå ẋ ≡ dx/dt, δF (t) � ãàóññîâ áåëûé øóì, íàïðàâëåííîå äâèæåíèå îòñóòñòâóåò, ò.å. 〈ẋ〉 = 0, òîëüêî åñëè
ëèáî îäíîâðåìåííî ïîòåíöèàë ïîäëîæêè V (x) è äâèæóùàÿ ñèëà F (t) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè, èëè åñëè
îíè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûìè. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êîìáèíàöèé â îáùåì ñëó÷àå 〈ẋ〉 6= 0.

Ñëó÷àé îäíîâðåìåííîé ñèììåòðè÷íîñòè ïîòåíöèàëà è äâèæóùåé ñèëû íå òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà, îòñóòñòâèå
íàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ ïðîñòî ñëåäóåò èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. Äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà ïîòåíöèàë è äâèæóùàÿ
ñèëà îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ ñóïåðñèììåòðè÷íûìè, äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ââåäÿ z(t) = x(−t) +
as/2, ìû áóäåì èìåòü ż(t) = −ẋ(−t), òàê ÷òî 〈ż〉 = −〈ẋ〉. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ñóïåðñèììåòðè÷íîñòè
(9.3) è (9.5), ìîæíî ïðîâåðèòü ÷òî z(t) óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ (9.7) êàê è x(t), òàê ÷òî 〈ż〉 = 〈ẋ〉.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì 〈ẋ〉 = 0. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ôàêòå ÷òî óðàâíåíèè (9.7) ïðèâîäèò
òîëüêî ê ñòàöèîíàðíûì ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññàì.

Òèïè÷íûå êîìáèíàöèè ïîòåíöèàëîâ è äâèæóùèõ ñèë ïîêàçàíû íà ðèñ. 9.2: íåíóëåâîé òîê ïîÿâëÿåòñÿ â
ñëó÷àÿõ (a) è (b), íî îòñóòñòâóåò äëÿ ñëó÷àÿ (c), êîãäà ïîòåíöèàë è äâèæóùàÿ ñèëà îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ
ñóïåðñèììåòðè÷íûìè.
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Ðèñ. 9.2. Òðè êîìáèíàöèè ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
V (x) è âíåøíåé äâèæóùåé ñèëû F (t): (a) V (x) àñèììåòðè÷íà (íî
íå ñóïåðñèììåòðè÷íà), à F (t) ñèììåòðè÷íà (è â òî æå ñàìîå
âðåìÿ ñóïåðñèììåòðè÷íà), 〈ẋ〉 6= 0; (b) V (x) ñèììåòðè÷íà (íî íå
ñóïåðñèììåòðè÷íà), à F (t) ñóïåðñèììåòðè÷íà (è ñèììåòðè÷íà), 〈ẋ〉 6= 0;
(c) V (x) è F (t) îäíîâðåìåííî ñóïåðñèììåòðè÷íû è 〈ẋ〉 = 0 [742].

Äàëåå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèëû,
η ẋ(t) + V ′ [x(t), F (t)] = δF (t), (9.8)

ãäå V ′(x, F ) = ∂V (x, F )/∂x. Êðèòåðèé ñèììåòðèè òåïåðü ïðèíèìàåò ôîðìó
V [−x, F (t)] = V [x, F (t)] , (9.9)

â òî âðåìÿ êàê êðèòåðèé ñóïåðñèììåòðè÷íîñòè äîëæåí áûòü ïåðåïèñàí â ñëåäóþùåì âèäå,
V [x+ as/2, F (−t)] = −V [x, F (t)] . (9.10)

Åñëè ëþáîé èç êðèòåðèåâ (9.9) èëè (9.10) óäîâëåòâîðÿåòñÿ, òî ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îáíóëåíèå òîêà
â (9.8), â òî âðåìÿ êàê â îáùåì ñëó÷àå îæèäàåòñÿ íåíóëåâîé òîê.

9.2.2 Äèôôóçèîííûå ðàò÷åòû
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå òèïû äèôôóçèîííûõ ðàò÷åòîâ, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ýôôåêòàìè èíåðöèè. Áîëüøèíñòâî
ìîäåëåé ðàññìîòðåííûõ íèæå, ïîêàçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ñèëû, íèæå êîòîðîãî íåò
íàïðàâëåííîãî óñðåäíåííîãî òîêà. Îáúÿñíåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîãî ïîðîãà ñëåäóþùåå [745]. Â ïðåäåëå ëèíåéíîãî
îòêëèêà, êîòîðûé äîëæåí ðàáîòàòü äëÿ ñèëû ñ ìàëîé àìïëèòóäîé, âíåøíåå âîçìóùåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä
Ôóðüå. Òîãäà, â ëèíåéíîì ïðåäåëå, ïîëíûé òîê áóäåò ñóììîé âêëàäîâ îò âñåõ ìîä. Òàê êàê êàæäàÿ ìîäà Ôóðüå
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, òî ðåçóëüòèðóþùèé òîê äîëæåí èñ÷åçàòü.

Äðóãîå îáùåå çàìå÷àíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òîê 〈ẋ〉 â ïðåäåëå T → ∞ äîëæåí èñ÷åçàòü, â ñèëó êîíå÷íîñòè
ïîòåíöèàëà è äâèæóùåé ñèëû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìîäåëåé â êîòîðûõ òîê òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè T → 0,
ñëåäóåò îæèäàòü êîëîêîëîîáðàçíóþ çàâèñèìîñòü òîêà îò òåìïåðàòóðû. Áîëåå òîãî, èç òåõ æå ñîîáðàæåíèé
ñëåäóåò îæèäàòü ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû Ω è àìïëèòóäû A äâèæóùåé ñèëû, ïðè êîòîðûõ
òîê äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Íàêîíåö, äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü ÷àñòíîé ðàò÷åò ñõåìû, ìîæíî äîáàâèòü ïîñòîÿííóþ ñèëó
Fdc ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (9.7) èëè (9.8) è çàòåì èñêàòü òàê íàçûâàåìóþ îñòàíàâëèâàþùóþ ñèëó Fs,
ïðè êîòîðîé íàïðàâëåííûé òîê èñ÷åçàåò. ×åì áîëüøå çíà÷åíèå |Fs|, òåì áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ðàò÷åò,
íàïðèìåð, òåì áîëüøèé �ãðóç� îí ìîæåò �ïåðåíåñòè� ñ ñîáîé.
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Òåïëîâûå ðàò÷åòû

Ïðîñòàÿ ìîäåëü òåïëîâûõ ðàò÷åòîâ (èçâåñòíûõ òàêæå êàê áðîóíîâñêèå ìîòîðû, áðîóíîâñêèå âûïðÿìèòåëè è
ñòîõàñòè÷åñêèå ðàò÷åòû ) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

η ẋ(t) + V ′(x) = δF (t), (9.11)

â êîòîðîì áåëûé ãàóññîâ øóì ïîäâåðãàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì âàðèàöèÿì ñ ïåðèîäîì τ : 〈F (t)F (0)〉 = 2ηkBT (t)δ(t),
ãäå T (t+τ) = T (t). Äëÿ àñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè V (x) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.11) ñîîòâåòñòâóþùåå
óñòàíîâèâøåìóñÿ ñîñòîÿíèþ õàðàêòåðèçóåòñÿ òîêîì, 〈ẋ〉 6= 0. Ìåõàíèçì ýòîãî ÿâëåíèÿ îáúÿñíåí íà ðèñ. 9.3:
áðîóíîâñêèå ÷àñòèöû, íà÷àëüíî ëîêàëèçîâàííûå â òî÷êå x0 ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà V (x), ðàçáðàñûâàþòñÿ èç
íåå êîãäà òåìïåðàòóðà äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Êîãäà òåìïåðàòóðà âîçâðàùàåòñÿ îáðàòíî ê íèçêîìó
çíà÷åíèþ, áîëüøèíñòâî ÷àñòèö ñíîâà çàõâàòûâàåòñÿ çîíîé ïðèòÿæåíèÿ ÷àñòèöû x0, íî ñóùåñòâåííî òî, ÷òî ÷àñòü
÷àñòèö çàõâàòûâàåòñÿ çîíîé ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè x0 + as (çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü íà ðèñ. 9.3), è â ðåçóëüòàòå
â öåïè îáðàçóåòñÿ ïîòîê ÷àñòèö (〈ẋ〉 > 0). Ýôôåêòèâíîñòü òåïëîâîãî ðàò÷åòà ìîæåò áûòü îöåíåíà ñ ïîìîùüþ
òåîðèè âîçìóùåíèÿ [746], êîòîðàÿ ïðè ìàëûõ τ ïðèâîäèò ê îöåíêå

〈ẋ〉 ≈ Cτ2

∫ as

0

dxV ′(x) [V ′′(x)]2, (9.12)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 çàâèñèò îò ôîðìû ôóíêöèé V (x) è T (t). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì
ðàâíîâåñèè, òî â ïðåäåëå τ →∞ òîê äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Òàê, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå òîêà äîñòèãàåòñÿ
ïðè îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè ïåðèîäà τ ∼ η−1.

Ðèñ. 9.3. Ìåõàíèçì ðàáîòû òåïëîâîãî ðàò÷åòà (9.11). Ïðàêòè÷åñêè
òàêîé æå ìåõàíèçì ðàáîòàåò è â ñëó÷àå êîãäà òåìïåðàòóðà îñòàåòñÿ
ôèêñèðîâàííîé (íî T > 0), íî âìåñòî íå¼ �âêëþ÷àåòñÿ� è �âûêëþ÷àåòñÿ�
ïîòåíöèàë ïîäëîæêè, êàê ïîêàçàíî íèæå íà ðèñ. 9.4 [745].

Ýòà î÷åíü ïðîñòàÿ ìîäåëü òåïëîâîãî ðàò÷åòà (9.11) òàêæå äåìîíñòðèðóåò òàê íàçûâàåìûé ýôôåêò îáðàùåíèÿ
òîêà. À èìåííî, äëÿ ñïåöèàëüíî âûáðàííîé ôîðìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïîòåíöèàëîâ
V (x) ñ ýôôåêòîì îáðàùåíèÿ ìîæíî ïîñìîòðåòü â ðàáîòå [745]) òîê ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì ïðè ìàëûõ τ
è ñòàíîâèòüñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ τ . Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèè îäíîãî ïàðàìåòðà τ
òîê ìåíÿåò ñâîé çíàê. Ýòîò ýôôåêò áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è ïðè èçìåíåíèè ëþáûõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè,
íàïðèìåð, ïðè èçìåíåíèè êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η. Ýòîò ýôôåêò ñîçäàåò âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿ ÷àñòèö:
íàïðèìåð, áðîóíîâñêèå ÷àñòèöû ñ ðàçíûìè ðàçìåðàìè áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûå êîýôôèöèåíòû òðåíèÿ è áóäóò
äâèãàòüñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ íà îäíîì è òîé æå ïîäëîæêå ïîä äåéñòâèåì îäíîãî è òîãî æå
òåïëîâîãî îêðóæåíèÿ. Áîëåå òîãî, åñëè ó÷åñòü ýôôåêòû èíåðöèè, òî òàêîé ìåõàíèçì ðàçäåëåíèÿ ÷àñòèö ìîæåò
áûòü ââåäåí îòíîñèòåëüíî ìàññ ÷àñòèö, òàê æå êàê è äëÿ äðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÷àñòèö.

Ïðåäñòàâëåííûå âûøå àðãóìåíòû ìîãóò áûòü îáîáùåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì [746]: äëÿ ðàò÷åò ìîäåëè
òèïà (9.8) (âîçìîæíî òàêæå äëÿ ìîäåëåé ñ çàâèñèìîñòüþ òåìïåðàòóðû îò x è/èëè t), êîòîðàÿ çàâèñèò îò
ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà ìîäåëè µ, ñóùåñòâóåò ôîðìà ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè Vci [x, F (t)], òàêàÿ ÷òî òîê 〈ẋ〉 êàê
ôóíêöèÿ îò µ äåìîíñòðèðóåò îáðàùåíèÿ òîêà ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè µ0, íî åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò
äâà ïîòåíöèàëà V1 [x, F (t)] è V2 [x, F (t)] ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè òîêàìè 〈ẋ〉 äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ µ0. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî, ìû äîëæíû ñêîíñòðóèðîâàòü ïîòåíöèàë Vλ [x, F (t)] = λV1 [x, F (t)] + (1 − λ)V1 [x, F (t)],
êîòîðûé íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà λ. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè òîêà 〈ẋ〉 îò
ïàðàìåòðà λ, ñëåäóåò ÷òî îí äîëæåí áûòü ðàâíûì íóëþ ïðè íåêîòîðîì ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè λ = λ0.
Ñëåäîâàòåëüíî ìîäåëü ñ ïîòåíöèàëîì Vci [x, F (t)] = Vλ0 [x, F (t)] äîëæíà ïîêàçûâàòü îáðàùåíèÿ òîêà ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ðàò÷åò ìîäåëè (9.7) ñ àääèòèâíîé äâèæóùåé ñèëîé,
äëÿ êîòîðîé òåì æå ñàìûì ïóòåì ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü ñèëó Fλ(t) = λF1(t) + (1− λ)F2(t).
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Åñëè òåìïåðàòóðà íå çàâèñèò îò âðåìåíè, íî ìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè â ïðîñòðàíñòâå, T (x + as) = T (x), òî
ìîäåëü íàçûâàåòñÿ òåðìîýëåêòðè÷åñêèì ðàò÷åòîì. Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ýòîé ìîäåëè òîê áóäåò íåíóëåâûì,
åñëè è òîëüêî åñëè

∫ as
0
dxV ′(x)/T (x) 6= 0 (ñì. ðàáîòó [745] è ïðèâåäåííûå â íåé ññûëêè). Çàìåòèì, ÷òî â

ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå, îáà ýòè ðàò÷åòà (òåðìè÷åñêèé è òåðìîýëåêòðè÷åñêèé) ýêâèâàëåíòíû ðàññìîòðåííîìó
íèæå ðàò÷åòó ñ ôëóêòóèðóþùåì ïîòåíöèàëîì.

Ïóëüñèðóþùèå ðàò÷åòû

Ïàðàìåòðè÷åñêè óïðàâëÿåìûå ðàò÷åòû (òàêæå íàçûâàåìûå ïóëüñèðóþùèìè ðàò÷åòàìè) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (9.8).
Ïîäêëàññ ïóëüñèðóþùèõ ðàò÷åòîâ îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûå ðàò÷åòû ñ ïóëüñèðóþùèì ïîòåíöèàëîì, êîãäà
ïîòåíöèàë èìååò ôîðìó

V [x, F (t)] = [1 + F (t)] V (x), (9.13)
òî åñòü âûíóæäàþùàÿ ñèëà F (t) îïèñûâàåò �âîçìóùåíèå� ê �íåâîçìóùåííîìó� ïîòåíöèàëó ïîäëîæêè V (x)
íå çàòðàãèâàþùåå åãî ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðèîäè÷íîñòü. Áîëåå ñïåöèôè÷åñêèì, íî è áîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåð ïóëüñèðóþùèõ ðàò÷åòîâ äåéñòâóþùèõ ïî ïðèíöèïó �âêëþ÷åíèå-âûêëþ÷åíèå�, êîãäà ñèëà F (t) â óðàâíåíèè. (9.13)
ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð F (t) = −1 ( ïîòåíöèàë �âûêëþ÷åí�) è F (t) =
0 (ïîòåíöèàë �âêëþ÷åí�). Ñõåìà äåéñòâèÿ ýòîãî äâóõïîçèöèîííîãî ïóëüñèðóþùåãî ðàò÷åòà ïðè íåíóëåâîé
òåìïåðàòóðå T > 0 ïîêàçàíà íà ðèñ. 9.4. Êàê ïðàâèëî, �åñòåñòâåííûì� íàïðàâëåíèåì òîêà â ïóëüñèðóþùèõ
ðàò÷åòàõ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå çàäàâàåìîå çíàêîì íàèáîëåå êðóòîãî íàêëîíà ïîòåíöèàëà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî
êîãäà â ìîäåëÿõ (9.8), (9.13) òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ, òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ η ẋ + [1 + F (t)] V ′(x) = 0
ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîé ôîðìå η ẏ = 1 + F (t) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè y(x) = − ∫ x dx′/V ′(x′). Ïîäîáíîå óïðîùåíèå
òàêæå âîçìîæíî êîãäà îáå ñèëû F (t) è δF (t) â ìîäåëè (9.8), (9.13) ñîîòâåòñòâóþò ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåññó òîãî
æå ñàìîãî òèïà, íàïðèìåð, îíè îïèñûâàþòñÿ äâóìÿ (âçàèìíî íåêîððåëèðîâàííûìè) ïðîöåññàìè Îðåíøòåéíà-
Óèëáåêà ñ îäíèì è òåì æå âðåìåíåì êîððåëÿöèè τc.

Ðèñ. 9.4. Ñõåìàòè÷åñêèé ðèñóíîê äåéñòâèÿ äâóõïîçèöèîííîãî
ïóëüñèðóþùåãî ðàò÷åòà ïðè òåìïåðàòóðå T > 0. Âåðîÿòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîé ÷àñòèöû ðàñøèðÿåòñÿ êîãäà ïîòåíöèàë
ïîäëîæêè âûêëþ÷åí; ýòî âûçûâàåò íàïðàâëåííîå äâèæåíèå â
íàèáîëåå æåñòêîì íàïðàâëåíèè ïîòåíöèàëà, êîãäà îí ñíîâà
âêëþ÷àåòñÿ (äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïðîòèâ ïèëû ïîòåíöèàëà) [747].

Äðóãèì ïîäêëàññîì ïóëüñèðóþùèõ ðàò÷åòîâ ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå äâèæóùèåñÿ ïîòåíöèàëüíûå ðàò÷åòû,
èìåþùèå ïîòåíöèàë ôîðìû

V [x, F (t)] = V [x− F (t)] , (9.14)
ãäå F (t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ èëè ñòîõàñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. [Â ýòîì ñëó÷àå, êîãäà F (t) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé
ôóíêöèåé, íàïðèìåð F (t) = cwavet, ïîäñòàíîâêà y = x− F ñâîäèò âñå ê çàäà÷å ñ ïîñòîÿííîé ñèëîé, ηẏ + V ′(y) =
−ηcwave + δF (t), òàê ÷òî ÷àñòèöà çàõâàòûâàåòñÿ äâèæóùåéñÿ âîëíîé è äâèãàåòñÿ ñ òîé æå ñàìîé (áðîóíîâñêèé
ñåðôèíãèñò) èëè ìåíüøåé (áðîóíîâñêèé ïëîâåö) ñêîðîñòüþ â òîì æå ñàìîì íàïðàâëåíèè. Îäíàêî, åñëè ó÷åñòü
ýôôåêòû èíåðöèè è öâåòíîñòü øóìà, òî ìîæåò èìåòü ìåñòî è èíâåðñèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ [748].] Ýòîò
ïîòåíöèàë íèêîãäà íå óäîâëåòâîðÿåò êðèòåðèþ ñèììåòðèè (9.9), íå çàâèñèìî îò òîãî ÿâëÿåòñÿ ëè ñàì ïîòåíöèàë
V (x) ñèììåòðè÷íûì èëè íåò. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèå ðàò÷åòà äàæå ïðè ñèììåòðè÷íîé
ôîðìå ïîòåíöèàëà V (x). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàíîâêà y = x − F ïðåîáðàçóåò ðàò÷åò (9.14) â ðàò÷åò êà÷åíèÿ,
êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì äàëåå â ïàðàãðàôå 9.2.2.

Ïðèìåð îáîáùåíèÿ ýòîãî òèïà ðàò÷åòîâ äàëè Ïîðòî ñ ñîàâòîðàìè [749]. Ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ïðåäñòàâëÿë
èç ñåáÿ êîìïîçèöèþ äâóõ âîëí äâèãàþùèõñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà,

V [x, F (t)] = Vα1(x) + Vα2 [x− F (t)], (9.15)

à ïðîôèëü âîëíû Vα(x) áûë âçÿò â ïðîñòîé ôîðìå êóñî÷íî ëèíåéíîé ôóíêöèè îïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå (0, 1],

Vα(x) =
{−1 + 2x/α, åñëè 0 < x ≤ α < 1,

1− 2(x− α)/(1− α), åñëè 0 < α < x ≤ 1, (9.16)



234 9 Ðàò÷åòû

êîòîðàÿ çàòåì áûëà ïî ïåðèîäè÷íîñòè ïðîäîëæåíà íà âñþ îñü x. Çà èñêëþ÷åíèåì ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ
α1 = α2 = 1/2, ñèñòåìà âñåãäà äåìîíñòðèðóåò ðàò÷åòíîå ïîâåäåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
êàðòèíîê íà ðèñ. 9.5 ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè ìîíîòîííî óâåëè÷èâàþùåéñÿ F àòîìû â ñðåäíåì îñòàþòñÿ â òîì æå
ñàìîì ïîëîæåíèè (ñì. çàïîëíåííûå îêðóæíîñòè íà êàðòèíêàõ), â òî âðåìÿ êàê ïðè ìîíîòîííî óáûâàþùåé ñèëå
àòîìû äâèãàþòñÿ íàëåâî (ïóñòûå îêðóæíîñòè íà êàðòèíêàõ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî íåïðåäóáåæäåííîãî
ïðèíóæäåíèÿ F (t), ïåðèîäè÷åñêîãî èëè ñòîõàñòè÷åñêîãî, åñëè åãî ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà ïðåâûøàåò 1 (ïåðèîä
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè), àòîì áóäåò äâèãàòüñÿ òîëüêî íàëåâî, è òàêîå ïîâåäåíèå íå çàâèñèò ñóùåñòâåííî îò
ïðîôèëÿ ïîòåíöèàëà Vα(x). Íåîáðàòèìîñòü äâèæåíèÿ âîçíèêàåò èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê íåóñòîé÷èâîñòè â
ïëîñêîñòè (x, F ), â êîòîðûõ ó àñèììåòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà V (x, F ) îòñóòñòâóåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Êîãäà
ìèíèìóì èñ÷åçàåò, ÷àñòèöà ëîêàëèçîâàííàÿ â òàêîé òî÷êå íà÷èíàåò ñîâåðøàòü íåîáðàòèìîå äâèæåíèå ïðûãàÿ
â íàïðàâëåíèè äàâàåìîì àñèììåòðèåé ïîòåíöèàëà (ñì. äåòàëè â ðàáîòå [749]).

x x

V
(x
,F
)

Ðèñ. 9.5. Âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ïóëüñèðóþùåãî ðàò÷åò ïîòåíöèàëà (9.15),
(9.16) ñ α1 = 2/5 è α2 = 1/2. Ñíèìêè âçÿòû ïðè (a) F = 0, (b)
F = 0.2, (c) F = 0.4, (d) F = 0.41, (e) F = 0.49, (f) F = 0.5,
(g) F = 0.8, è (h) F = 1. Ïàðàëëåëüíî ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö â �êâàçèñòàòè÷åñêîì� ïðåäåëå, äëÿ îáîèõ çíà÷åíèé
Ḟ (t) > 0 [íàïðèìåð, F (t) = t, ïîëíûå îêðóæíîñòè, âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ
îò (a) ê (h)] è Ḟ (t) < 0 [íàïðèìåð, F (t) = −t, ïîëûå îêðóæíîñòè,
âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè îò (h) ê (a)].
Ñòðåëêà ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå íåîáðàòèìîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû êîòîðîå
ïðîèñõîäèò ìåæäó ñíèìêàìè (e) è (f) (ïîëíûå îêðóæíîñòè) è (d) è (c)
(îòêðûòûå îêðóæíîñòè) [749].

Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå äîïóñêàþùåå èíâåðñèþ òîêà, îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ïîòåíöèàëàõ äâèãàþùèõñÿ â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿ: Vλ [x, F (t)] = λV1(x + cwavet) + (1 − λ)V2(x − cwavet) ñ ïîäõîäÿùèì âûáîðîì
ôóíêöèé V1(x) è V2(x) è ïàðàìåòðà λ [745].

Ðàò÷åòû êà÷åíèÿ

Äàëåå äàâàéòå ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûå ðàò÷åòû êà÷åíèÿ, òàêæå íàçûâàåìûå íàêëîííûìè ðàò÷åòàìè,
òî åñòü ðàò÷åòû ïðèâîäèìûå â äâèæåíèå àääèòèâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé. Ïðîñòåéøåå ðàññìîòðåíèå ìîæíî
ïðîâåñòè â àäèàáàòè÷åñêîì ïðåäåëå, êîãäà èçìåíåíèå ñèëû F (t) â óðàâíåíèè (9.7) ÿâëÿåòñÿ òàêèì ìåäëåííûì,
÷òî ñèñòåìà óñïåâàåò äîñòè÷ü óñòàíîâèâøåãîñÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ñèëû. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòîê
áóäåò íóëåâûì ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå (èëè ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì åñëè T > 0) äî òîãî êàê F (t) ïðåâûñèò
ìàêñèìóì íàêëîíà ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè â äàííîì íàïðàâëåíèè; ïîñëå ýòîãî òîê ïðèíèìàåò çíà÷åíèå áëèçêîå
ê ìàêñèìóìó F (t)/η. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ÷èñòûé òîê â ñèñòåìå
(óñðåäíåííûé ïî ïåðèîäó τ) áóäåò íåíóëåâûì, åñëè è òîëüêî åñëè ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî
àñèììåòðè÷íûì è àìïëèòóäà A óïðàâëÿþùåé ñèëû ïðåâîñõîäèò ïîðîãîâîå çíà÷åíèå A0 îïðåäåëÿåìîå íàêëîíàìè
ïîòåíöèàëà V (x). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå àòîì áóäåò ïðåäïî÷òèòåëüíî äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè ãäå îí
äîëæåí ïîäíèìàòüñÿ íà áîëåå ïîëîãóþ ñòîðîíó ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, òî åñòü íàïðàâëåíèå ïîòîêà çäåñü ÿâëÿåòñÿ
ïðîòèâîïîëîæíûì ê �åñòåñòâåííîìó� íàïðàâëåíèþ ðàò÷åòà ñ ôëóêòóèðóþùèì ïîòåíöèàëîì. Åñëè T > 0, òîãäà
ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèëà áóäåò ñïîñîáñòâîâàòü ïðîõîæäåíèþ áðîóíîâñêîé ÷àñòèöû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíûå áàðüåðû,
ñëåäîâàòåëüíî íàïðàâëåííîå äâèæåíèå áóäåò íà÷èíàòüñÿ ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ àìïëèòóäû îñöèëëèðóþùåé
ñèëû.

Ïðåäåë áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ñèëû ñ ïåðèîäîì τ = 2π/Ω → 0 ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî
ðàññìîòðåíèÿ. Êîãäà F (t) ñèììåòðè÷íà, à ïîòåíöèàë V (x) àñèììåòðè÷åí òî ïîäõîä îñíîâàííûé íà òåîðèè
âîçìóùåíèÿ äàåò ðåçóëüòàò [745]

〈ẋ〉 =
2τ4YN
η5

∫ as

0

dx

as
V ′(x) [V ′′′(x)]2 , (9.17)

â òî âðåìÿ â ñëó÷àå êîãäà F (t) àñèììåòðè÷íà, à ïîòåíöèàë V (x) ñèììåòðè÷åí, òîê çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì
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〈ẋ〉 =
τ4N
4 η5

{
Y−

∫ as

0

dx

as
[V ′′′(x)]2 +

1
2
βY+

∫ as

0

dx

as
[V ′′(x)]3

}
. (9.18)

Â óðàâíåíèÿõ (9.17), (9.18) N ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâà÷íîé êîíñòàíòîé,

N =
[(∫ as

0

dx

as
e−βV (x)

)(∫ as

0

dx

as
e+βV (x)

)]−1

, (9.19)

β = (kBT )−1, à àìïëèòóäû Y , Y± çàäàþòñÿ èíòåãðàëàìè

Y =
∫ 1

0

dh [f2(h)]2 , Y± =
∫ 1

0

dh [f0(h)± 2f2(h)] [f2(h)]2 (9.20)

îò ôóíêöèé fi(h) îïðåäåëåííûõ ÷åðåç ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå fi(h) =
∫ h

0
ds fi−1(s) +

∫ 1

0
ds sfi−1(s) (i =

1, 2, . . .) ñ f0(h) = F (τh). Ñîãëàñíî ýòèì ðåçóëüòàòàì, rocked ðàò÷åòû ÿâëÿþòñÿ î÷åíü íåýôôåêòèâíûìè, âñå
âêëàäû äî ïîðÿäêà τ3 ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè.

Çíàê òîêà â óðàâíåíèè (9.17) îïðåäåëÿåòñÿ ñàìûì êðóòûì íàêëîíîì V (x) (äëÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ïîòåíöèàëîâ
ïîäëîæêè) íåçàâèñèìî îò äåòàëåé ñèììåòðè÷íîñòè ñèëû F (t). òàêèì îáðàçîì, �åñòåñòâåííîå� íàïðàâëåíèå òîêà
áûñòðîãî è ìåäëåííîãî ðàò÷åòà êà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàò÷åòîâ êà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ
òèïè÷íûì èíâåðñèÿ òîêà ñ èçìåíåíèåì ÷àñòîòû óïðàâëÿþùåé ñèëû Ω.

Êàê ïðèìåð, äàâàéòå ðàññìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàò÷åòà, êîãäà â óðàâíåíèè (9.7)
δF (t) ≡ 0, ïîòåíöèàë ïîäëîæêè èìååò òèïè÷íóþ àñèììåòðè÷íóþ (�ïèëîîáðàçíóþ�) ôîðìó çàäàííóþ óðàâíåíèåì
(9.1), à óïðàâëÿþùàÿ ñèëà ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ñèíóñîèäàëüíîé

F (t) = A sin(Ωt). (9.21)

Äëÿ ýòîé ìîäåëè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.7) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïðè àìïëèòóäàõ ñèëû A < A0(Ω), òàê
êàê îíî ïðèáëèæàåòñÿ ôóíêöèåé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïî âðåìåíè ñ áîëüøèì ïåðèîäîì [750]. Ïðè
A > A0(Ω), äâèæåíèå ìîæåò ñòàíîâèòüñÿ íåîãðàíè÷åííûì, è óñðåäíåííàÿ ñêîðîñòü ïðèíèìàåò àñèìïòîòè÷åñêîå
çíà÷åíèå (íåçàâèñÿùåå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé) âèäà 〈ẋ〉 = (m/n)Ω ñ öåëûìè m è n (íàïîìíèì, ÷òî â íàøèõ
ñèñòåìíûõ åäèíèöàõ as = 2π). Òàêîå ïîâåäåíèå, êîãäà òîê êàê ôóíêöèÿ àìïëèòóäû óïðàâëÿþùåé ñèëû,
ïîêàçûâàåò ñòðóêòóðó ñ ïîñòîÿííûìè ïëàòàìè ðàçäåëåííûìè ðàçðûâíûìè ñêà÷êàìè, ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì äëÿ
äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàò÷åòà êà÷åíèÿ â ñâåðõâÿçêîì ïðåäåëå (ñì. ðàáîòó [745] è ïðèâåäåííûå â íåé ññûëêè).

Äëÿ ïèëîîáðàçíîãî ïîòåíöèàëà (9.1) ñ µ = −1/4 è ϕ = π/2, ÷èñòûé ïîòîê âñåãäà ïîëîæèòåëåí (m,n > 0),
òî åñòü ÷àñòèöà äâèãàåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ íàèáîëåå ïëîñêîé ñòîðîíû ïîòåíöèàëà â ñëó÷àå T = 0. Îäíàêî,
åñëè òåìïåðàòóðà íåíóëåâàÿ, èìååò ìåñòî èíâåðñèÿ òîêà äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ÷àñòîòû Ω â ñîîòâåòñòâèè ñ
ðåçóëüòàòàìè òåîðèè âîçìóùåíèÿ (9.17).

Ðàò÷åòû ñ ôëóêòóèðóþùåé ñèëîé

Íàêîíåö, åñëè ñèëà F (t) â óðàâíåíèè (9.7) ñîîòâåòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåññó, òîãäà ìîäåëü ïðèíàäëåæèò
ê òèïó ðàò÷åòîâ ñ ôëóêòóèðóþùåé ñèëîé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê äðóãîé ïîäêëàññ íàêëîííûõ
ðàò÷åòîâ. Êàê ìû óïîìèíàëè óæå íåñêîëüêî ðàç, ýôôåêòû ðàò÷åòà ìîãóò èìåòü ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå öâåòíîãî
øóìà, êîãäà âðåìÿ êîððåëÿöèè τc = 1

2

∫ +∞
−∞ dt 〈F (t)F (0)〉/A > 0, ãäå àìïëèòóäó øóìà A = 〈F 2(0)〉.

Ñëó÷àé ìåäëåííî ôëóêòóèðóþùåé ñèëû, ïåðèîä τc →∞, ìîæåò áûòü îïèñàí àäèàáàòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì
òåì æå ïóòåì êàê áûëî ñäåëàíî âûøå â ïàðàãðàôå 9.2.2 äëÿ rocked ðàò÷åòîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå áûñòðî
ôëóêòóèðóþùåé ñèëû, ïåðèîä τc → 0, ñêîðîñòü ðàò÷åòà ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ òåîðèè âîçìóùåíèÿ,
êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ (ñì. ðàáîòó [745] è ïðèâåäåííûå â íåé ññûëêè)

〈ẋ〉 = −τ3
c

βAN
η

{
Y1

∫ as

0

dx

as
V ′(x) [V ′′(x)]2 +Aβ2Y2

∫ as

0

dx

as
[V ′(x)]3

}
, (9.22)

ãäå Y1 è Y2 ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè è τc-íåçàâèñèìûìè êîýôôèöèåíòàìè îïðåäåëÿåìûìè ñïåöèôèêîé ðàññìàòðèâàåìîãî
øóìà, à ïîñòîÿííàÿ íîðìàëèçàöèè N çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (9.19). Íàïðèìåð, äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèëû ñ
ýêñïîíåíöèàëüíî êîððåëèðîâàííûì øóìîì (òàê íàçûâàåìûé ïðîöåññ Îðåíøòåéíà-Óèëáåêà), 〈F (t)F (0)〉 =
(D/τc) exp(−|t|/τc) êîýôôèöèåíòû Y1 = 1 è Y2 = 0. Èíòåðåñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèÿ òîêà â äâóõ
ïðåäåëàõ τc →∞ è τc → 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè äðóã äðóãó, òàê ÷òî ïðè èçìåíåíèè âðåìåíè êîððåëÿöèè
τc èìååò ìåñòî èíâåðñèÿ òîêà. Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (9.22), äåéñòâèå ôëóêòóèðóþùåé ñèëû íå ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü ýôôåêòèâíûì äëÿ ñîçäàíèÿ òîêà, ïåðâûé íåíóëåâîé âêëàä ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â òðåòüåì ïîðÿäêå îò τc.
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9.2.3 Èíåðöèîííûå ðàò÷åòû

Âêëþ÷åíèå èíåðöèîííîãî ÷ëåíàmẍ â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äåëàåò äèíàìèêó ñèñòåìû çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé
èç-çà óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ îäíî-àòîìíîãî ðàò÷åòà óïðàâëÿåìîãî àääèòèâíîé
ñèëîé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåïåðü áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä,

ẍ(t) + η ẋ(t) + V ′ [x(t)] = F (t) + δF (t), (9.23)

ãäå V (x) � ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñ ïåðèîäîì as, à F (t) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèëà ñ ïåðèîäîì τ . Òåïåðü
òîê áóäåò íóëåâûì â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà è ñèììåòðè÷íîé óïðàâëÿþùåé ñèëû, íî íå â ñëó÷àå
ñóïåðñèììåòðè÷íîñòè ýòèõ ôóíêöèé, êàê ýòî áûëî â ñâåðõâÿçêîì ñëó÷àå.

Íåñêîëüêî ðàáîò áûëè ïîñâÿùåíû ïîäêëàññó èíåðöèîííûõ ðàò÷åòîâ, à èìåííî äåòåðìèíèðîâàííûì èíåðöèîííûì
ðàò÷åòàì, êîãäà òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ, òî åñòü â óðàâíåíèè (9.23) δF (t) ≡ 0 (ñì. ðàáîòó [745] è ïðèâåäåííûå
â íåé ññûëêè). Â ýòîì ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äðóãàÿ ñëîæíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü äîëãî-âðåìåííîå óñðåäíåíèå òîêà â îáùåì
ñëó÷àå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Êàê ñëåäñòâèå, òîê êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìîæåò äåìîíñòðèðîâàòü
äîâîëüíî ñëîæíîå ïîâåäåíèå, âêëþ÷àÿ ìíîãîêðàòíûå èíâåðñèè äàæå äëÿ ïðîñòîé ôîðìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè.

Ðèñ. 9.6. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü 〈ẋ〉 (íà âðåìåíàõ çàòóõàíèÿ η) êàê ôóíêöèÿ
àìïëèòóäû A îñöèëëèðóþùåé ñèëû (9.21) ñ ÷àñòîòîé Ω = 0.01 äëÿ
ðàò÷åò ïîòåíöèàëà (9.1) è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ
η. Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñâåðõâÿçêîìó àäèàáàòè÷åñêîìó
ïðåäåëó (η = 10, Ω = 10−4). Âñòàâêà: ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ äàííûõ
äëÿ η = 0.1 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) ñ àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ (9.24),
ïîêàçàííîé ïóíêòèðíîé êðèâîé [751].

Àäèàáàòè÷åñêèé ðåæèì äåòåðìèíèðîâàííîãî ðàò÷åòà ñ ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè (9.1) è óïðàâëÿþùåé ñèëîé
(9.21) áûëî èçó÷åí Áîðîìåî ñ ñîàâòîðàìè [751]. Âû÷èñëåííûå çàâèñèìîñòè òîêà îò ñèëû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η ïîêàçàíû íà ðèñ. 9.6. Äëÿ çíà÷åíèé òðåíèÿ â îáëàñòè 0.07 < η < 0.5 ýòè çàâèñèìîñòè
äåìîíñòðèðóþò óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå ïîêàçàííîå íà âñòàâêå ðèñ. 9.6 è îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèåé

〈ẋ〉 =
A

η
·
{
µ(A,A−) åñëè A− < A < A+,
µ(A,A−)− µ(A,A+) åñëè A > A+.

(9.24)

Çäåñü µ(A,A′) ∝ 1 +
√

1− (A′/A)2, à àìïëèòóäû A− è A+ ñîîòâåòñòâóþò ïîðîãàì äåïèíèíãà (ïðàâîãî/ëåâîãî)
íàêëîíà ïîòåíöèàëà V (x) ∓ xA. Óðàâíåíèå (9.24) áûëî ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî ÷àñòèöà äåïèíèíãóåòñÿ
ïðè F (t) > A−, çàòåì áåæèò ñî ñêîðîñòüþ v(t) ∝ F (t)/η, è ñíîâà ïèíèíãóåòñÿ êàê òîëüêî ñèëà F (t) < (η/ω0)A−
ñîãëàñíî àíàëèçó Ðèñêåíà â ïàðàãðàôå 8.2.2 (ñì. äåòàëè â ðàáîòå [751]). Òàêèì îáðàçîì, ýòè ðåçóëüòàòû
ïîêàçûâàþò, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü âûïðÿìëåíèÿ ðàò÷åòà ðàñòåò êàê η−1, êîãäà òðåíèå óìåíüøàåòñÿ, íî òîëüêî äî
íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ òðåíèÿ η∗ ∼ 0.07. Ïðè äàëüíåéøåì óáûâàíèè òðåíèÿ η íèæå η∗, òðàåêòîðèè
ñòàíîâÿòñÿ ýêñòðåìàëüíî íåðåãóëÿðíûì è ðàò÷åò òîê ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Èçâåñòíû íåêîòîðûå ñòðîãèå ðåçóëüòàòû â ãàìèëüòîíîâîì ïðåäåëå íóëåâîãî òðåíèÿ è òåïëîâîãî øóìà, êîãäà
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò ôîðìó

ẍ(t) + V ′ [x(t)] = F (t). (9.25)
Ñëåäóÿ ðàáîòå Ôëàõà è äð. [741], äàâàéòå ñêàæåì ÷òî ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ Sa-ñèììåòðè÷íîé, åñëè îáà ïîòåíöèàë
ïîäëîæêè è óïðàâëÿþùàÿ ñèëà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì,

{
V (−x+∆x) = V (x) è
F (t+ τ/2) = −F (t), (9.26)

ãäå∆x íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ (çàìåòèì, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì ñèììåòðè÷íîñòè ñâåðõâÿçêîãî
ñëó÷àÿ � ñì. óðàâíåíèå (9.4)). Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (9.25), òîãäà òðàåêòîðèÿ
z(t) = −x(t+ τ/2) +∆x òàêæå óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå ñàìîìó óðàâíåíèþ.
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Äàëåå, äàâàéòå ñêàæåì ÷òî ñèñòåìà áóäåò Sb-ñèììåòðè÷íîé, åñëè ñèëà F (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ F (−t +
∆t) = F (t) ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé ∆t. òåïåðü òðàåêòîðèÿ z(t) = x(−t + ∆t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (9.25)
ïðè óñëîâèè ÷òî x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, èìïóëüñ ìåíÿåò ñâîé çíàê ïðè ñèììåòðè÷íîì ïðåîáðàçîâàíèè ż(t) = −ẋ(t). Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè ñèñòåìà èìååò èëè Sa ñèììåòðèþ èëè Sb ñèììåòðèþ, òî ÷èñòûé òîê óñðåäíåííûé îòíîñèòåëüíî âñåõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé, äîëæåí áûòü íóëåâûì, ò.å. 〈ẋ〉 = 0. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò â îáùåì îæèäàòü
íåíóëåâîé ñðåäíèé òîê, åñëè íåò íè êàêèõ äðóãèõ ñêðûòûõ ñèììåòðèé, êîòîðûå èçìåíÿþò çíàê èìïóëüñà.

Åñëè ðàññìîòðåòü äàííóþ ÷àñòíóþ òðàåêòîðèþ â ñèñòåìå ñ îïèñàííîé âûøå ñèììåòðèåé, òîãäà ñëåäóåò
îæèäàòü ðàâåíñòâî 〈ẋ〉 = 0 äëÿ äàííîé òðàåêòîðèè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå {x(0), ẋ(0)} ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ñëîÿ, êîòîðûé òàêæå ñîäåðæèò íà÷àëüíîå óñëîâèå ñ ẋ = 0. Ñìûñë ýòîãî îñíîâàí íà
ïðåäïîëîæåíèè ýðãîäè÷íîñòè ñòîõàñòè÷åñêèõ ñëîåâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå {x(0), ẋ(0)} äëÿ
äàííîé òðàåêòîðèè íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ñëîÿ, êîòîðûé òàêæå ñîäåðæèò íà÷àëüíîå óñëîâèå ñ
ẋ = 0, òî â îáùåì ñëó÷àå 〈ẋ〉 6= 0 äàæå åñëè âûïîëíåíû îïèñàííûå âûøå óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè.

Õîòÿ ýòî ìîæåò áûòü òðóäíûì ïðàêòè÷åñêè, â ïðèíöèïå âñå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî Ãàìèëüòîíîâîé äèíàìèêè
(9.25) ìîæåò áûòü ðàçäåëåíî íà ñâîè ðàçíûå ðåãóëÿðíûå è ýðãîäè÷åñêèå êîìïîíåíòû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì ñîáñòâåííûì òîêîì ÷àñòèö 〈ẋ〉. Øàíö è äð. [752] ïîêàçàëè, ÷òî òîê ÷àñòèö �ïîëíîñòüþ
óñðåäíåí� ñîãëàñíî ðàâíîìåðíîé (ìèêðîêàíîíè÷åñêîé) ïëîòíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ìîæåò áûòü çàïèñàí
êàê ∫ τ

0

dt

∫ as

0

dx

∫ ∞
−∞
dp ẋ = lim

p0→∞

∫ τ

0

dt

∫ as

0

dx

∫ p0

−p0

dp
∂H

∂p
. (9.27)

Òàê êàê äèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ Ãàìèëüòîíîâîé, ãàìèëüòîíèàí H = 1
2p

2 + V (x) − xF (t), òî èç ýòîãî ñëåäóåò ÷òî
ñêîðîñòü óñðåäíåííàÿ ïî âñåì ýðãîäè÷åñêèì êîìïîíåíòàì ñ ó÷åòîì ìèêðîêàíîíè÷åñêîãî âåñà ðàâíà íóëþ.
Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîãî �ïðàâèëà ñóììû� ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ íàïðàâëåííîãî òðàíñïîðòà â
îáùåé Ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå íåîáõîäèìûì òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ñ
ñîñóùåñòâóþùèìè ðåãóëÿðíûìè è ñòîõàñòè÷åñêèìè ðåãèîíàìè), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìèêðîêàíîíè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé èíâàðèàíòíîé ïëîòíîñòüþ, ê íåìó ñèñòåìà âñåãäà ïðèáëèæàåòñÿ â ïðåäåëå
áîëüøîãî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïîäõîäå íàïðàâëåííûé òðàíñïîðò èìååò ñâîèì èñòî÷íèêîì �íåóðàâíîâåøåííûå�
òîêè â ïðåäåëàõ îñòðîâîâ ðåãóëÿðíîñòè.

Äðóãîå îáúÿñíåíèå Ãàìèëüòîíîâûõ ðàò÷åòîâ îñíîâûâàåòñÿ íà áàëëèñòè÷åñêèõ ïîòîêàõ îêîëî ãðàíèö ñòîõàñòè÷åñêèõ
ñëîåâ è ðåãóëÿðíûõ îñòðîâîâ, êàê áûëî ïðåäëîæåíî Äåíèñîâûì è äð. [753, 754]. Îáà ýòè îáúÿñíåíèÿ â
ïðèíöèïå ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè, íî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èâàåò èõ ðÿäîì óñëîâèé. Ïðàâèëî
ñóììû îãðàíè÷åíî ñëó÷àåì ðåçîíàíñîâ ãëóáîêî âëîæåííûõ â ñòîõàñòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (î÷åíü êîðîòêèå
ïîòîêè ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû îò õàîòè÷åñêîé äèôôóçèè; ñóììà â ïðàâèëå ñóììû áûñòðî ñõîäèòñÿ),
à áàëëèñòè÷åñêèé ïîòîê � ñëó÷àåì ñòðîãèõ ðåçîíàíñîâ (äëèííûå ïîòîêè, õîðîøî ðàçëè÷èìàÿ íà êîðîòêèõ
âðåìåíàõ õàîòè÷åñêàÿ äèôôóçèÿ; ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè).

Â ïðåäåëå áûñòðî îñöèëëèðóþùåé ñèëû, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû äëÿ óðàâíåíèÿ (9.25) ìîæåò áûòü
ïðèáëèæåííî âû÷èñëåíà ïðè ïîìîùè ðàçäåëåíèÿ ìåäëåííûõ è áûñòðûõ âêëàäîâ â òðàåêòîðèþ x(t) [741]. Â
÷àñòíîñòè, äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè V (x) = − cosx, íî àñèììåòðè÷íîé ñèëû

F (t) = A1 cos(Ωt) +A2 cos(2Ωt+ φ), (9.28)

áûëî íàéäåíî, ÷òî 〈ẋ〉 ∝ (A2
1A2/Ω

3) sinφ. Èñïîëüçîâàíèå ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû (9.28) ïðèâîäèò ê ñìåøèâàíèþ
äâóõ ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòàìè Ω è 2Ω â ðåæèìå íåëèíåéíîãî îòâåòà. Çàìåòèì, ÷òî òîê îáíóëÿåòñÿ åñëè A1 = 0
èëè A2 = 0 èëè φ = 0, π, êîãäà ñóùåñòâóþò óïîìèíàåìûå âûøå ñèììåòðèè.

Âîçâðàùàÿñü îáðàòíî ê óðàâíåíèþ (9.23) ñ η > 0, ìîæíî óâèäåòü ÷òî òîëüêî Sa-ñèììåòðèÿ ìîæåò âûæèòü
ïðè íåíóëåâîì òðåíèè, è ýòî ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ â íóëå ñðåäíåé ñêîðîñòè èç-çà òåõ æå ñàìûõ ñîîáðàæåíèé êàê
âûøå. Íàêîíåö, îïèñàííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè ïîêàçûâàþò òàêæå ïóòü êàê ìîæíî îáðàòèòü òîê
ðàò÷åòà (9.25). Ïåðâûé ìåòîä ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè â ýòîì óðàâíåíèè F (−t) âìåñòî F (t), â òî âðåìÿ êàê
âòîðîé ìåòîä, êîòîðûé òàêæå ðàáîòàåò äëÿ ñèñòåìû ñ íåíóëåâûì òðåíèåì η, ñîñòîèò â ñîâìåñòíîì èçìåíåíèè
ïîòåíöèàëà V (x)→ V (−x) è ñèëû F (t)→ −F (t).

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äëÿ ìàëîãî η ñèììåòðèÿ îáðàùåíèÿ âðåìåíè ìîæåò áûòü ñíîâà âîçâðàùåíà, òî åñòü
óðàâíåíèå (9.28) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðèáëèæåííî. Òàêèì îáðàçîì, íóëè òîêà áóäóò áëèçêè ê φ = 0, π. Òî æå
ñàìîå âåðíî äëÿ ñóïåðñèììåòðèè â ñâåðõâÿçêîì ñëó÷àå, êîãäà çíà÷åíèå η ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì. Òàêèì îáðàçîì,
äàæå êîãäà ñèììåòðèè ôîðìàëüíî íàðóøåíû, íî ñèñòåìà áëèçêà ê ïðåäåëó ãäå îíè âûïîëíÿþòñÿ, èçìåíåíèå
ïàðàìåòðîâ, ïîäîáíûõ îòíîñèòåëüíîé ôàçå φ, áóäåò ïîêàçûâàòü ÷àñòè÷íîå âîññòàíîâëåíèå òàêîé ñèììåòðèè.
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9.3 Ñîëèòîííûå ðàò÷åòû

Âñå îïèñàííûå âûøå ìîäåëè ðàò÷åòîâ äîëæíû òàêæå äåéñòâîâàòü äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ
àòîìîâ, íàïðèìåð êîíöåïöèè ðàò÷åòîâ äîëæíû îñòàâàòüñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ìîäåëè ÔÊ, ïî êðàéíåé ìåðå â
ïðåäåëå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ g � 1. Áîëåå òîãî, ïîäîáíûå êîíöåïöèè ìîãóò áûòü ââåäåíû äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíî
âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ, êîãäà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå èìååò òîëüêî îäèí êèíê; ïîñëåäíèé ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ
êàê êâàçè÷àñòèöà, îñîáåííî â ñâåðõâÿçêîì ïðåäåëå. Îäíàêî, èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ïîÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå íîâûå
ýôôåêòû, íàïðèìåð åñëè ìû ó÷òåì òî ÷òî êèíêè ÿâëÿåòñÿ `ìÿãêèìè' êâàçè÷àñòèöàìè è óïðàâëÿþùàÿ ñèëà ìîæåò
ìîäèôèöèðîâàòü èõ ïàðàìåòðû. Ìû çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ïðèìåíåíèå èäåé ðàò÷åòà ê ñîëèòîííûì ñèñòåìàì áûëî
ïðîâåäåíî Ìàð÷åñîíè [755].

9.3.1 Óñëîâèÿ ñèììåòðèè

Îïèñàííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ðàò÷åòîâ äîëæíû òàêæå ðàáîòàòü è äëÿ êîëëåêòèâíûõ
ðàò÷åòîâ, òàê êàê íàðóøåíèå ñèììåòðèè íå ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé
ìåæäó àòîìàìè [741]. Íàïðèìåð, Ôëàõ è äð. [756] ðàññìîòðåëè ÑÃ ðàò÷åò êà÷åíèÿ

∂2u

∂t2
+ η

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
+ V ′sub(u) = F (t) + δF (x, t), (9.29)
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x

)
+ Vsub(u), ãäå èíäåêñû îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ρt + jx = 0, ìû ïîëó÷èì äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè
J(t) =

∫∞
−∞ dx j(x, t) ñëåäóþùåå âûðàæåíèå (çäåñü ìû ïðåäïîëîæèëè ÷òî η = 0), J(t) = − ∫∞−∞ dx(∂u/∂t)(∂u/∂x).

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (9.29) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííîé èíâåðñèè, x→ −x,
â òî âðåìÿ êàê òîê J ìåíÿåò ñâîé çíàê ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä
Q ðåøåíèÿ u(x, t) (ãäå Q îïðåäåëÿåòñÿ êàê Q = [u(−∞, t)− u(∞, t)] /as) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, Q = 0, òîãäà
óñðåäíåííûé ïî âðåìåíè ïîòîê ýíåðãèè äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ äîëæåí áûòü òî÷íî ðàâåí íóëþ, 〈J(t)〉 = 0. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå êîãäà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ÷èñëî ãåîìåòðè÷åñêèõ êèíêîâ â ñèëó ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, Q 6= 0, òîê áóäåò èñ÷åçàòü òîëüêî åñëè îáà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè è ñèëà ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè,
òî åñòü åñëè Vsub(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9.2), à F (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9.4). Äåéñòâèòåëüíî, â
ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ êèíê-àíòèêèíêîâîé ñèììåòðèåé (â ñèëó ãàðìîíè÷íîñòè ìåæ÷àñòè÷íîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ â óðàâíåíèè (9.29)) è ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî êîìáèíèðîâàííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ x→ −x è u→ −u+Qas íå ìåíÿþùåãî òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä ñèñòåìû.

Àíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû îñíîâàííûå íà òåîðèè êîëëåêòèâíîé êîîðäèíàòû ïîêàçûâàþò [757]
÷òî, îñîáåííî â ñëàáî çàòóõàþùåì ïðåäåëå, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âíóòðåííåþ (èëè ïðîôèëüíóþ) ìîäó êèíêà.
Òàêèì îáðàçîì çäåñü ïðîáëåìó íåëüçÿ âñåãäà ñâåñòè ê îäíî÷àñòè÷íîé çàäà÷å.

9.3.2 Ðàò÷åòû êà÷åíèÿ

Åñëè íàðóøåíî ëþáîå èç óñëîâèé ñèììåòðèè (ñèììåòðèÿ îòðàæåíèÿ (9.2) ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè èëè ñäâèãîâàÿ
ñèììåòðèÿ (9.4) ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû), òî ñëåäóåò îæèäàòü íåíóëåâîãî ñðåäíåãî òîêà (åñëè íåò íè êàêîé äðóãîé
ñêðûòîé ñèììåòðèè). Íàïðèìåð, äëÿ êî-ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè è ñèëû çàäàííîé óðàâíåíèåì
(9.28), òîê äîëæåí áûòü íåíóëåâûì åñëè îáà êîýôôèöèåíòà A1 è A2 íåíóëåâûå è φ 6= 0 èëè π. ×èñëåííîå
ìîäåëèðîâàíèå ïðîâåäåííîå Ôëàõîì ñ ñîàâòîðàìè [756] (ñì. ðèñ. 9.7) ïîäòâåðäèëî, ÷òî ýòè ïðåäñêàçàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíûìè äàæå äëÿ ñëó÷àÿ íåíóëåâîãî òðåíèÿ (ñ óáûâàíèåì η íóëè J áóäóò ïðèáëèæàòüñÿ ê ïîëîæåíèÿì
φ = 0, π). Áîëåå òîãî, ìû âèäèì, ÷òî òîê èçìåíÿåò ñâîé çíàê ñ èçìåíåíèåì ôàçîâîãî ñäâèãà φ, òàê ÷òî ìîæíî
óïðàâëÿòü íàïðàâëåíèåì ïîòîêà ýíåðãèè çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ φ.

Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷èòü íàïðàâëåííûé òðàíñïîðò êèíêîâ ýòî íàðóøèòü ñèììåòðèþ îòðàæåíèÿ (9.2) ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè. Ýòîò ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí Êîíñòàíòèíè ñ ñîàâòîðàìè [758]. Àâòîðû èçó÷èëè äâèæåíèå äëÿ ìîäåëè
(9.29) ñ ïèëîîáðàçíûì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè (9.1) è óïðàâëÿåìîé àääèòèâíîé ÷èñòî îñöèëëèðóþùåé ñèëîé
(9.21) ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå (δF (x, t) ≡ 0). Áûëî íàéäåíî, ÷òî â ñâåðõâÿçêîì ïðåäåëå ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü êèíêà
âåäåò ñåáÿ êàê 〈vk〉 ∝ A2 [çàìåòèì, ÷òî ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå íàïðàâëåííîå äâèæåíèå äîëæíî ïîÿâëÿòüñÿ
âûøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåé ñèëû A > A0(Ω)]. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ òàêîé çàâèñèìîñòè,
Êîíñòàíòèíè ñ ñîàâòîðàìè [758] çàìåòèëè, ÷òî ôîðìà ïîëíîãî ïîòåíöèàëà Veff(u) = Vsub(u)−uF (t) äåéñòâóþùåãî
íà êèíê, êîëåáëåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ñèëû. Â ñèëó ýòîãî, òàê æå äîëæíà âåñòè ñåáÿ è ýôôåêòèâíàÿ ìàññà êèíêà,
à àìïëèòóäà êîëåáàíèé ìàññû êèíêà δm/m ∝ A (çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
δm/m ∝ A2). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó àñèììåòðèè ïèëîîáðàçíîãî ïîòåíöèàëà, êèíê ñ ïîëîæèòåëüíîé ñêîðîñòüþ,
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Ðèñ. 9.7. Çàâèñèìîñòü óñðåäíåííîãî ïî âðåìåíè çíà÷åíèÿ òîêà ýíåðãèè
J îò ñäâèãà ôàçû φ äëÿ ðàò÷åòà (9.28), (9.29) ñ îäíèì êèíêîì (Q = 1) è
ïàðàìåòðàìè A1 = A2 = 0.2, Ω = 0.1 è kBT = 0.01. Òî÷å÷íàÿ êðèâàÿ
äàåò çàâèñèìîñòü äëÿ η = 0.01, ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � äëÿ η = 0.05, à
øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ � äëÿ η = 0.2 (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå êðèâàÿ
áûëà óâåëè÷åíà â ïÿòü ðàç äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü åå âèäèìîé) [756].

òî åñòü äëÿ F (t) > 0, äîëæåí áûòü áîëåå ìàññèâíûì (è ìåäëåííûì) ÷åì êèíê ñ îòðèöàòåëüíîé ñêîðîñòüþ;
ïîýòîìó, â ñðåäíåì ìû áóäåì èìåòü 〈vk〉 ∼ 〈δ [F/ηm(t)]〉 ∝ (A/ηm2) δm ∝ A2.

Â ñâåðçâÿçêîì ïðåäåëå, íàïðèìåð äëÿ η > 10, ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñêîðîñòü êèíêà èçìåíÿåòñÿ ñ
èçìåíåíèåì êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η êàê 〈vk〉 ∝ η−5. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü îáúÿñíåíà êàê ïðîÿâëåíèå
íåàäèàáàòè÷åñêèõ ýôôåêòîâ èç-çà çàäåðæêè îòêëèêà ïðîôèëÿ êèíêà íà ÷àñòîòó ñèëû Ω, íàïðèìåð, åñëè
δm(Ω)/δm(0) ∼ [1 + (ηΩ)2

]−2. Êîãäà òðåíèå óáûâàåò äàëåå, ñêîðîñòü êèíêà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà (ïðè η >∼ 0.1)
è çàòåì ñíîâà óáûâàåò êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.8. Àâòîðû ñâÿçàëè ýòîò ýôôåêò ñ ðåëÿòèâèñòñêîé ïðèðîäîé
äèíàìèêè êèíêà, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ 〈vk〉 ≈ 〈v(t)/

√
1 + [v(t)/c]2〉 with v(t) = F (t)/ηm(t).

Â ïðåäåëå ñëàáîãî òðåíèÿ η � 1 êðèâûå ðèñ. 9.8 ïðèáëèæàþòñÿ ê ïëàòî ïðè óìåíüøåíèè η íèæå õàðàêòåðíîãî
çíà÷åíèÿ èìåþùåãî ïîðÿäîê ÷àñòîòû Ω. Ýòîò ýôôåêò áûë îáúÿñíåí êàê ñëåäñòâèå èçëó÷åíèÿ ôîíîíîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ýêñòðåìàëüíî ìàëîì η êèíê áóäåò äîñòèãàòü ðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé ïðè ëþáîé ìàëîé
âíåøíåé ñèëå. Òîãäà, ðåëÿòèâèñòñêîå óìåíüøåíèå øèðèíû êèíêà áóäåò ïðèâîäèòü ê ñèëüíîìó èçëó÷åíèþ
ôîíîíîâ èç çà ïîÿâëåíèÿ ýôôåêòîâ äèñêðåòíîñòè, òàê ÷òî ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ηeff = η+ηph äëÿ
êèíêà ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè íåçàâèñèìûì îò η. Ïðè íèçêîì òðåíèè è äîñòàòî÷íî âûñîêîé ÷àñòîòå íàãðóçêè (Ω > 0.2)
ñîëèòîííûé ðàò÷åò îáëàäàåò ýôôåêòîì îáðàùåíèÿ òîêà (ñì. ðèñ. 9.8 äëÿ ñëó÷àÿ Ω = 0.5). Ýòîò èíòåðåñíûé
ýôôåêò îòêðûâàåò ïóòü äëÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì êèíêà ïðè ïîìîùè ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû.
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Ðèñ. 9.8. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè êèíêà 〈vk〉 îò êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η
äëÿ ïèëîîáðàçíîãî ïîòåíöèàëà (9.1) è ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû ñ àìïëèòóäîé
A = 0.3 è ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ÷àñòîòû Ω [758].

Íàêîíåö, çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè êèíêà îò ÷àñòîòû ñèëû Ω äåìîíñòðèðóåò ýôôåêòû ñòðîãèõ ðåçîíàíñîâ � ñì.
ðèñ. 9.9. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî ïèëîîáðàçíûé ïîòåíöèàë (9.1) ñ ïàðàìåòðàìè µ = −1/4
è ϕ = π/2) äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå ïðîôèëüíîé ìîäû êèíêà ñ ÷àñòîòîé ωB ≈ 0.8ωmin ≈ 1.0562 < ωmin. Ýòà
÷àñòîòà ïî÷òè òî÷íî ñîâïàäàåò ñ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé íàáëþäàåìîé ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè, Ω ≈ ωB .
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ÑÃ êèíêà, ðåçîíàíñ áûë íàéäåí ïðè Ω ≈ ωB/2 (ñì. ïàðàãðàô 8.11).

Ýòà ìîäåëü áûëà òàêæå èçó÷åíà Ñàëåðíî è Êâèíòåðî [759] ñ ïîõîæèìè ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè (õîòÿ
èõ èíòåðïðåòàöèÿ áûëà äðóãîé: àâòîðû óòâåðæäàþò ÷òî íàïðàâëåííûé òðàíñïîðò ïîÿâëÿåòñÿ âñëåäñòâèå
íåíóëåâîãî òðåíèÿ η, êîòîðîå ñìåøèâàåò òðàíñëÿöèîííóþ è âíóòðåííåþ (èëè ïðîôèëüíóþ) ìîäû êèíêà; îäíàêî,
ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòàì Êîñòàíòèíè è äð. [758], ïîêàçàííûì íà ðèñ. 9.8). Ñàëåðíî è Êâèíòåðî [759]
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ïîêàçàëè òàêæå ÷òî ðàò÷åò ïîâåäåíèå êèíêà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà óñòîé÷èâûì è ñîõðàíÿåòñÿ ïðè T > 0. Íàêîíåö,
çàìåòèì ÷òî ýôôåêòèâíîñòü òàêîé ðàò÷åò ìàøèíû ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî íèçêîé, íàïðàâëåííûé òîê êèíêîâ
âûçâàííûé îñöèëëèðóþùåé ñèëîé äàæå íå ñîïîñòàâèì ñ òîêîì âîçíèêàþùåì ïðè ïðèëîæåíèè ïîñòîÿííîé ñèëû
òîé æå àìïëèòóäû.
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Ðèñ. 9.9. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ñêîðîñòè êèíêà 〈vk〉 (óìíîæåííîé íà
η) îò Ω ïðè ïèëîîáðàçíîì ïîòåíöèàëå (9.1) è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ η äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû àìïëèòóäû A =
0.3. Âñòàâêà: ñëó÷àé ýêñòðåìàëüíî ìàëîãî òðåíèÿ η = 10−3 â
àäèàáàòè÷åñêîì ðåæèìå ìàëûõ Ω [758].

Êîãäà íàðóøåíà ñèììåòðèÿ îòðàæåíèÿ (9.2) ïîäëîæêè, òîãäà íàïðàâëåííûé òðàíñïîðò êèíêà ìîæåò äîñòèãàòüñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî çà ñ÷åò ñòîõàñòè÷åñêîé ñèëû δF (x, t), ïðè óñëîâèè ÷òî ýòà ñèëà ÿâëÿåòñÿ öâåòíûì øóìîì,
íàïðèìåð, 〈δF (x′, t)δF (x, 0)〉 = 2ηkBTδ(x′ − x) g(t), ñ êîððåëÿòîðîì g(t) 6= δ(t) [755]. Äåéñòâèòåëüíî, äàâàéòå â
íåâîçìóùåííîé ñèñòåìå (òî åñòü â îòñóòñòâèè âíåøíåé ñèëû) ôîðìó êèíêà îïèøåì ôóíêöèåé uk(x − X), ãäå
X(t) � êîîðäèíàòà öåíòðà êèíêà. Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìà êèíêà çàâèñèò îò ôîðìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ÷åðåç
óðàâíåíèå (3.47) ïàðàãðàôà 3.3. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðîñòîé ïîäõîä êîëëåêòèâíîé êîîðäèíàòû (îñíîâàííûé íà
àðãóìåíòàõ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè) â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (íàïðèìåð, äëÿ ñâåðõâÿçêîãî ñëó÷àÿ, η � ω0),
Ìàð÷åñîíè [755] ïîêàçàë ÷òî êîîðäèíàòà öåíòðà êèíêà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

mẌ +mηẊ = Fg + ξ(t), (9.30)

ãäå m ìàññà êèíêà, ξ(t) � ãàóññîâñêèé øóì, è ÷èñòàÿ ñèëà Fg çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

Fg = −2(kBT/m)
∫ ∞

0

dτ ′ g(τ ′)h(τ ′) (9.31)

ñ
h(τ ′) ≈

∫ ∞
−∞

dxuk,x(x, 0)uk,xx(x, τ ′). (9.32)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñèììåòðèÿ ñèñòåìû âîññòàíîâëåíà, èëè êîãäà ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèëà ñîîòâåòñòâóåò
áåëîìó øóìó [äëÿ g(t) = δ(t) ìû èìååì Fg ∝ h(0) ∝ u2

k,x(x)|+∞−∞ = 0], èëè êîãäà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì [äëÿ Vsub(−u) = Vsub(u) ìû èìååì h(τ ′) = 0 èç-çà uk,x(x, t) = uk,x(−x, t) è uk,xx(x, t) =
−uk,xx(−x, t)], òîãäà ÷èñòàÿ ñèëà áóäåò ðàâíà íóëþ, Fg = 0. Â ëþáîì äðóãîì ñëó÷àå, îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå
Fg 6= 0 è êèíê äðåéôóåò ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 〈Ẋ〉 = Fg/mη â íàïðàâëåíèè îïðåäåëÿåìîì äàííûì ïðîôèëåì
ïîòåíöèàëà Vsub(x).

Äëÿ êîððåëèðîâàííîãî øóìà ñ êîððåëÿòîðîì g(t) = (1/2τc)e−|t|/τc , ìû ìîæåì íàéòè ÷òî Fg ∝ τc äëÿ τc → 0
(ïðåäåë áåëîãî øóìà) è Fg ∝ τ−1

c äëÿ τc → ∞. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå τc (êîòîðîå
çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ôîðìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè) ïðè êîòîðîì òîê áóäåò ìàêñèìàëüíûì.

9.3.3 Ïóëüñèðóþùèå ðàò÷åòû

Äëÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì óïðàâëåíèåì (9.13) ïîÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé íîâûé
ýôôåêò: êàê áûëî ïîêàçàíî Ôëîðèÿ ñ ñîàâòîðàìè [747], íàïðàâëåííîå äâèæåíèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî
èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ, òî åñòü ïðè T = 0. Ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàí íà
ðèñ. 9.10 äëÿ ïðîñòî ñòóïåí÷àòîé ñèëû, òî åñòü êîãäà F (t) â óðàâíåíèè (9.13) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå F (t) = −1
(ïîòåíöèàë �âûêëþ÷åí�) è F (t) = 0 (ïîòåíöèàë �âêëþ÷åí�).

Êàê ïðèìåð, Ôëîðèÿ è äð. [747] ðàññìîòðåëè ñâåðõâÿçêîå äåòåðìèíèðîâàííîå äâèæåíèå öåïè â ïîòåíöèàëå

U ({ul}) =
∑

l

{[1 + F (t)]V (ul) + Vint(ul+1 − ul)} , (9.33)
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Ðèñ. 9.10. Ñõåìàòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîëèòîííîãî �on-o�� ïóëüñèðóþùåãî ðàò÷åòà ðàáîòàþùåãî ïðè íóëåâîé
òåìïåðàòóðå (ñðàâíèòå ñ T > 0 ïóëüñèðóþùèì ðàò÷åòîì íà ðèñ. 9.4). Êîëëåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè
ïðîèçâîäèò ÷èñòûé ïîòîê êîãäà âêëþ÷àåòñÿ è âûêëþ÷àåòñÿ àñèììåòðè÷íûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè. Àòîìû â ïåðâóþ
î÷åðåäü îòâåòñòâåííûå çà ïîòîê âûäåëåíû öâåòîì. Òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ îáîçíà÷àåò öåíòð ìàññû ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè (òðè
àòîìà íà äâà ïåðèîäà ïîòåíöèàëà) ïðè t0 è t0 + τ , ïîêàçàííûé äëÿ òîãî ÷òîáû óâèäåòü îäèí öèêë ïðîöåññà [747].

ãäå V (x) èìååò àñèììåòðè÷íûé ïðîôèëü, à Vint(x) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ (íàïðèìåð, ãàðìîíè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå
Vint(x) = 1

2gx
2). Ýòà ìîäåëü ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñòðîãèé êà÷åñòâåííûé è äàæå

êîëè÷åñòâåííûé àíàëèç.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü V (x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì as è âûñîòîé K ñ îäíèì ìàêñèìóìîì

è îäíèì ìèíèìóìîì íà ïåðèîä, ìàêñèìóì ëîêàëèçîâàí ïðè x = 0, à ìèíèìóì � ïðè x = a∗ = 1
2as + ras,

ãäå ïàðàìåòð r õàðàêòåðèçóåò àñèììåòðèþ ïèëîîáðàçíîãî ïîòåíöèàëà (r = 0 äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè). Çàòåì, ïóñòü F (t) áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ñ ïåðèîäîì τ = τon + τoff (ïîòåíöèàë âêëþ÷åí â
òå÷åíèè âðåìåíè τon è âûêëþ÷åí â òå÷åíèè âðåìåíè τoff), è äîïóñòèì, ÷òî âðåìåíà τon, τoff ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèìè äëÿ òîãî ÷òîáû öåïî÷êà óñïåëà äîñòèãíóòü ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñîãëàñíî ýòèì ïðåäïîëîæåíèÿì,
ñîñòîÿíèå öåïè áóäåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíî è öèêëè÷åñêè óïîðÿäî÷åíî.

Êîãäà ïîòåíöèàë âûêëþ÷åí öåïî÷êà ïðèíèìàåò ðàâíîóäàëåííóþ êîíôèãóðàöèþ ul = laA + X1, ãäå X1

îïèñûâàåò ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññû, à aA îïðåäåëÿåòñÿ èç êîíöåíòðàöèåé àòîìîâ θ = as/aA [èëè ïàðàìåòðîì
ñîðàçìåðíîñòè w = aA(mod as)] äëÿ ñëó÷àÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïóñòü ìîìåíò âðåìåíè t0
ñîîòâåòñòâóåò êîíöó ïîëóöèêëà ñ âûêëþ÷åííûì ïîòåíöèàëîì. Â òå÷åíèè ïîëóöèêëà ñ âêëþ÷åííûì ïîòåíöèàëîì
t0 < t < t0 + τon àòîìû áóäóò äâèãàòüñÿ ê áëèæàéøèì ìèíèìóìàì ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Çàòåì, â òå÷åíèè
ñëåäóþùåãî ïîëóöèêëà ñ âûêëþ÷åííûì ïîòåíöèàëîì, öåïî÷êà ñíîâà ïðèíèìàåò ðàâíîóäàëåííóþ êîíôèãóðàöèþ,
íî óæå ñ êîîðäèíàòîé öåíòðà ìàññ X2. Òàêèì îáðàçîì, öåïî÷êà ñäâèãàåòñÿ íà ðàññòîÿíèå ∆X = X2 − X1, à
âåëè÷èíà òîêà J = ∆X/τ .

Ðèñ. 9.11. Òîê J/as êàê ôóíêöèÿ îò ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè w
äëÿ àñèììåòðè÷íîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ñ r = 0.11 è ðàçíûìè
çíà÷åíèÿìè K. Ñëåâà: J(w) äëÿ èððàöèîíàëüíîãî w ïðè, ñ âåðõó
âíèç, K = ∞, 6, 5, 4.5, 4, 3, 2, 1 è 0.5. Ñïðàâà: íåñîèçìåðèìûå
ïëîòíîñòè äëÿ K =∞, 4 [747].

Äëÿ ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè, θ = s/q (s è q � íåïðèâîäèìûå öåëûå ÷èñëà), èìååòñÿ õîðîøî
îïðåäåëåííîå 1D îòîáðàæåíèå Xn+1 = M(Xn) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: (i) M ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùèì
(åñëè r > 0), (ii) M ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïåðèîäè÷åñêèì, M(X + 1/s) = M(X) + 1/s, è (iii) |M(X) − X| ≤
C < 1. Àñèìïòîòè÷åñêè ïîòîê J çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì J = limn→∞ [Mn(X)−X] /n, êîòîðîå íå çàâèñèò îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ïðåäåëå î÷åíü ñèëüíîãî ïèíèíãà, êîãäà K → ∞, êîíôèãóðàöèÿ öåïè â êîíöå ïîëó-
öèêëà ñ âêëþ÷åííûì ïîòåíöèàëîì áóäåò ul = a∗ + as int(lw + α), ãäå int(x) îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü x, w �
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ïàðàìåòð ñîðàçìåðíîñòè, à α � ïðîèçâîëüíàÿ ôàçà. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèåM(X) â ýòîì ïðåäåëå çàäàåòñÿ
òî÷íî M(X) = [r + 1/(2s)] as äëÿ 0 ≤ X < as/s [äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé X ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòóïåí÷àòóþ
ïåðèîäè÷íîñòü (ii)], à ïîòîê J = (as/s) int(sr + 1/2). Äëÿ èððàöèîíàëüíîãî ïàðàìåòðà ñîðàçìåðíîñòè w, è
íåñîðàçìåðíîãî ïðåäåëà ìû áóäåì èìåòü ïîòîê J = ras, êîòîðûé íå çàâèñèò îò w. Òàêèì îáðàçîì, íåñîðàçìåðíûå
ñòðóêòóðû îáëàäàþò ýôôåêòîì êîëëåêòèâíîãî ðàò÷åòà â ïðåäåëå ñòðîãî ïèíèíãà äëÿ ëþáîãî àñèììåòðè÷íîãî
ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè ( r 6= 0).

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.11. Êàê è îæèäàëîñü, ïðè ôèêñèðîâàííîì w,
ïîòîê óáûâàåò ñ K, òàê êàê ïðîìåæóòî÷íûå ïèíèíãîâàííûå ñòðóêòóðû ñòàíîâÿòñÿ ìåíåå àñèììåòðè÷íûìè.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñèëüíîãî ïèíèíãà, íåñîðàçìåðíûé ïðåäåë ïî-âèäèìîìó, êàê ïîêàçàíî íà ëåâîé ïàíåëè
ðèñ. 9.11, îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ J(w). Ïðè ñîðàçìåðíîì çíà÷åíèè w ïîòîê ïîêàçûâàåò òî÷êó
ðàçðûâà (ïðàâàÿ ïàíåëü ðèñ. 9.11), à çàâèñèìîñòü J(w) èìååò ãðåáíåâèäíóþ ôîðìó.

9.4 Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåàëèçàöèè

Îäíà èç íàèáîëåå äîñòóïíûõ ðåàëèçàöèé ñîëèòîííîãî ðàò÷åòà áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ñ ïîìîùüþ äæîçåôñîíîâñêèõ
êîíòàêòîâ. Íàïîìíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå JJ òîê ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëÿþùåé ñèëå, à èçìåðÿåìîå íàïðÿæåíèå �
ñêîðîñòè êèíêà.
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I Ðèñ. 9.12. (a) Äëèííûé êîëüöåâîé äæîçåôñîíîâñêèé êîíòàêò ñ

êîíòðîëèðóþùåé ëèíèåé ãåíåðèðóþùåé ïèëîîáðàçíîå ìàãíèòíîå ïîëå.
(b) Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë èñïûòûâàåìûé ôëàêñîíîì èçìåðåííûé â
êîíòàêòå êîãäà âêëþ÷åí êîíòðîëèðóþùèé òîê [762].

Ðåàëèçàöèÿ îäíî-êèíêîâîé ðàò÷åò ñõåìû, îñíîâàííîé íà íåïðåðûâíîì îäíîìåðíîì äëèííîì êîëüöåâîì
äæîçåôñîíîâñêîì êîíòàêòå áûëà ïðîâåäåíà Ãîëäîáèíûì è äð. [760]. Ýôôåêòèâíûé ðàò÷åò ïîòåíöèàë äëÿ
ôëàêñîíà ñîçäàåòñÿ çà ñ÷åò ïðèëîæåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñïåöèàëüíîãî âûáîðà äåôîðìèðîâàííîé
ôîðìû êîíòàêòà, à òàêæå çà ñ÷åò ñìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî èçìåíåííîé �ëèíèè êîíòðîëÿ� íà âåðõíåì êîíòàêòå
ñ öåëüþ ìîäóëèðîâàíèÿ ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íåãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.12 [761, 762].
Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííîå íàïðÿæåíèå äëÿ óñòðîéñòâà ýòîãî òèïà ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.13. Â çàâèñèìîñòè îò
àìïëèòóäû îñöèëëèðóþùåé ñèëû Ia.c., ôëàêñîí ìîæåò ïèíèíãîâàòüñÿ (îáëàñòü I íà ðèñ. 9.13), äåìîíñòðèðîâàòü
óñòàíîâèâøååñÿ íàïðàâëåííîå äâèæåíèå (îáëàñòü II), èëè ñëåäîâàòü çà âíåøíåé ñèëîé ïðè åå áîëüøèõ àìïëèòóäàõ
(îáëàñòü III). Òàêîé äèîäíûé ýôôåêò íàáëþäàëñÿ òàêæå è äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñèëû. Áîëåå òîãî, êîãäà òåìïåðàòóðà
óáûâàåò äî T = 4.2 K, ñèñòåìà ïåðåõîäèò ðåæèì ñî ñëàáûì òðåíèåì è íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò �îáðàùåíèÿ òîêà�
[763].

Ïîçæå Ôàëî è ñîàâòîðû [764] ïðåäëîæèëè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåòíîéÔÊ öåïè èñïîëüçîâàòü ïàðàëëåëüíûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ ñ àëüòåðíàòèâíûìè êðèòè÷åñêèìè òîêàìè è îáëàñòÿìè êîíòàêòîâ.
Â ýòîé ñèñòåìå ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè äëÿ ôëàêñîíîâ ìîæåò áûòü âûáðàí ñ ïèëîîáðàçíûì
ïðîôèëåì. Òðèàñ ñ ñîàâòîðàìè [765] ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåàëèçîâàëè óñòðîéñòâî òàêîãî òèïà.

Íàêîíåö, ìû äîëæíû âñïîìíèòü ðåàëèçàöèþ ñõåìû ðàò÷åòà êà÷åíèÿ ïðåäëîæåííóþ Ëè ñ ñîàâòîðàìè [766].
Â ýòîì ñëó÷àå ðàò÷åò ïîòåíöèàë âîçíèêàåò ïðè ïîìîùè èçìåíåíèÿ òîëùèíû ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëåíêè, òàê
÷òî ïåðåìåííûé òîê ïðèëîæåííûé ê ñâåðõïðîâîäíèêó ìîæåò èíäóöèðîâàòü ñèñòåìàòè÷åñêîå íàïðàâëåííîå
äâèæåíèå âèõðÿ. Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷åò ïîäõîäÿùåãî âûáîðà ðàò÷åòíîãî ïîòåíöèàëà, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà
ñõåìà ðàò÷åòà êà÷åíèÿ äëÿ ïîäàâëåíèÿ íåæåëàòåëüíîãî çàõâàòà ìàãíèòíîãî ïîòîêà â òîíêèõ ñâåðõïðîâîäÿùèõ
ïëåíêàõ. Êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî â ýòîé ìîäåëè òåïëîâûìè ôëóêòóàöèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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Ðèñ. 9.13. Âðåìåííûå îòìåòêè îñöèëëîãðàôà óïðàâëÿþùåãî òîêà è èçìåðåííîå íàïðÿæåíèå äëÿ äæîçåôñîíîâñêîãî
êîíòàêòà èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 9.12(a) ñ àñèììåòðè÷íûì ðàò÷åò ïîòåíöèàëîì ðèñ. 9.12(b) (ïàðàìåòð àñèììåòðèè
r = 0.62) â àäèàáàòè÷åñêîì ðåæèìå (Ω = 100 Hz) äëÿ ñèëüíî äåìïôèðîâàííîé ñèñòåìû (T = 6.5 K) äëÿ àìïëèòóäû
óïðàâëÿþùåãî ñèãíàëà â òðåõ îáëàñòÿõ: Ia.c. < 25 µA (I), Ia.c. ∼ 35 µA (II), è Ia.c. > 50 µA (III) [762].
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Äëÿ ïðèòÿãèâàþùåãî ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà ïðèòÿãèâàþùèé ìîãóò ñóùåñòâîâàòü óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ
êîíå÷íûõ öåïî÷åê. Ïîýòîìó, âàæíî èçó÷èòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå è äèíàìèêó òàêèõ öåïî÷åê êîíå÷íîé äëèíû
ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ÷àñòèö. Çàäà÷è òàêîãî òèïà èìåþò ïðèëîæåíèÿ â ïîâåðõíîñòíîé äèôôóçèè è ôèçèêå
àòîìíûõ êëàñòåðîâ. Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íåêîòîðûì âîïðîñàì ýòîé òåìû.

10.1 Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Åñëè ìåæàòîìíûé ïîòåíöèàë Vint(x) èìååò ïðèòÿãèâàþùóþ âåòâü, òî ÔÊ öåïî÷êà êîíå÷íîé äëèíû, òî åñòü
öåïî÷êà ñîñòîÿùàÿ èçN âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ íàõîäÿùèõñÿ íà ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
â óñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ òàêèõ öåïî÷åê êîíå÷íîé äëèíû âîçíèêàþò ñëåäóþùèå âîïðîñû:

1. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ìîäåëè. Ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì, íàïðèìåð, â èññëåäîâàíèè ðîñòà êðèñòàëëîâ;
2. Ïîäâèæíîñòü êîíå÷íûõ öåïî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, ýòî èíòåðåñíî äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîé äèôôóçèè àäñîðáèðîâàííûõ

êëàñòåðîâ.

Äëÿ ñòàíäàðòíîé ÔÊ öåïè ñ Vint(x) = 1
2g (x − amin)2 è Vsub(x) = (1 − cosx) ñèñòåìà ñ êîíå÷íîé äëèíîé

õàðàêòåðèçóåòñÿ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè N , g, è amin (ìû íàïîìíèì ÷òî â íàøèõ ñèñòåìíûõ åäèíèöàõ ma = 1,
as = 2π è εs = 2). Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà amin ìîæåò áûòü îãðàíè÷åíî èíòåðâàëîì π ≤ a ≤ 2π, òàê êàê
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ (5.10) íå ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ðàâíîâåñíîãî ðàññòîÿíèÿ, amin → ±amin + 2π è
îäíîâðåìåííîì èçìåíåíèè ïîëîæåíèè àòîìîâ xl → ±xl + 2πl.

Ââåäÿ îòíîñèòåëüíûå ñìåùåíèÿ ul ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, xl = las + ul, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
êîíå÷íîé öåïî÷êè â ôîðìå,

ü1 + sinu1 − g (u2 − u1 − asP ) = 0, (10.1)
ül + sinul − g (ul+1 − 2ul + ul−1) = 0, 2 ≤ l ≤ N − 1, (10.2)

üN + sinuN + g (uN − uN−1 − asP ) = 0, (10.3)
ãäå u̇ ≡ du/dt, à ïàðàìåòð íåñîîòâåòñòâèÿ P ≡ (amin/as − 1) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðåäåëàõ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà
−1/2 ≤ P ≤ 0. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ëåãêî ðàñøèðåíû äëÿ âêëþ÷åíèÿ ýôôåêòîâ àíãàðìîíèçìà âçàèìîäåéñòâèÿ [767].

Íîâîé îñîáåííîñòüþ, ÿâëÿþùåéñÿ âðîæäåííûì ñâîéñòâîì êîíå÷íîé öåïî÷êè, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà âñåãäà
ïèíèíãîâàíà. Ýíåðãèÿ àêòèâàöèè Ea äëÿ ñäâèãà öåïî÷êè âñåãäà áîëüøå íóëÿ. Íàïðèìåð, äàæå äëÿ öåïî÷êè
æåñòêî ñâÿçàííûõ àòîìîâ (g =∞) çíà÷åíèå Ea ðàâíî [176]

Ea = 2
| sin (Namin/2)|

sin (amin/2)
, (10.4)

òàê ÷òî îíî ðàâíî íóëþ òîëüêî äëÿ èçîëèðîâàííûõ çíà÷åíèé amin = a∞n , ãäå

a∞n = 2π − n(2π/N), n = 1, 2, . . . , int(N/2). (10.5)

Äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèé N êîíå÷íàÿ öåïî÷êà îáëàäàåò àíàëîãîì ïåðåõîäà Îáðè, êîãäà ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà
÷àñòîòíîãî ñïåêòðà êîëåáàíèé ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ. Îäíàêî, ñêîëüçÿùàÿ (ãîëäñòîóíîâñêàÿ) ìîäà â êîíå÷íîé
öåïî÷êå íå ñóùåñòâóåò.
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10.2 Îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ è ñïåêòð âîçáóæäåíèé

10.2.1 Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ

Êîíôèãóðàöèè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì ñèñòåìû óðàâíåíèé (10.1)�(10.3),
ãäå ìû äëÿ âñåõ l äîëæíû ïîëîæèòü ül = 0. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî ÷èñëåííî.
Ìåòîä ðåøåíèÿ [768, 769] ñîñòîèò èç ñâåäåíèÿ ñèñòåìû (10.1) � (10.3) ê åäèíñòâåííîìó óðàâíåíèþ äëÿ îäíîé
ïåðåìåííîé, ñêàæåì u1, êîòîðîå çàòåì ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî â èíòåðâàëå −π < u1 ≤ π.

Äëÿ êëàññèôèêàöèè ðàçëè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé {x(0)
l }, íåîáõîäèìî ñäåëàòü àíàëèç íîðìàëüíûõ ìîä,

òî åñòü íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn ìàòðèöû óïðóãîñòè A ≡ {All′}, All′ =
(
∂2H/∂xl∂x

′
l

)
xl=x

(0)
l

,

Aũ(n) = λnũ(n), (10.6)

ãäå ũ ÿâëÿåòñÿ N -ìåðíûì âåêòîðîì, ũ = {ũl}, à ũl = xl − x
(0)
l � ñìåùåíèÿ àòîìîâ èç ñâîèõ ñòàöèîíàðíûõ

ñîñòîÿíèé. Ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîé ìàòðèöû
T,

A = TBT−1, B ≡ {Bmn}, Bmn = λnδmn, (10.7)
ũ(n) = Tv(n), v(n) ≡ {v(n)

m }, v(n)
m = vnδmn. (10.8)

Òîãäà, âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ öåïî÷êè U ïðåîáðàçóåòñÿ ê êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå

U ' EGS

({
x

(0)
l

})
+

1
2

N∑
n=1

λnv
2
n. (10.9)

Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, èíòåðåñíû òîëüêî ñëåäóþùèå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ: ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè (λn > 0 äëÿ âñåõ n), è ñåäëîâûå òî÷êè ñ îäíèì îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì è ñ ïîëîæèòåëüíûìè
îñòàëüíûìè (λ1 < 0 < λ2 < . . . < λN ). Ñîñåäíèå ëîêàëüíûå ìèíèìóìû âñåãäà ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñåäëîâîé
òðàåêòîðèåé, òî åñòü êðèâîé êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ñåäëîâóþ òî÷êó è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

∂xl
∂τ

= − ∂U
∂xl

, l = 1, 2, . . . , N, (10.10)

ãäå τ ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì âäîëü òðàåêòîðèè. Ñåäëîâàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèâîé íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà; â
ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ íàïðàâëåíèå ñåäëîâîé òðàåêòîðèè çàäàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì±ũ(1) ñîîòâåòñòâóþùèì
ìèíèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ1.

Îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñ íàèìåíüøåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Î÷åâèäíî,
îñíîâíîå ñîñòîÿíèå êîíå÷íîé ÔÊ öåïî÷êè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî âûðîæäåííûì, òàê êàê ïîäñòàíîâêà xl → xl+2π
ïðåîáðàçóåò îäíî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå â äðóãîå ñîñåäíåå ñîñòîÿíèå. Ìû áóäåì íàçûâàòü ñåäëîâóþ òðàåêòîðèþ
ñâÿçûâàþùóþ ñîñåäíèå îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû �àäèàáàòè÷åñêîé� òðàåêòîðèåé. Ñîãëàñíî Áåðãìàíó ñ
ñîàâòîðàìè [146] êàæäîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íà àäèàáàòè÷åñêîé òðàåêòîðèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ åäèíñòâåííûì
ïàðàìåòðîì, êîîðäèíàòîé X, îïðåäåëåííîé êàê X =

∑N
l=1 xl. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû

îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé
E(X) = U ({xl})xl∈adiab. tr. , (10.11)

êîòîðàÿ ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì
b = 2πN. (10.12)

Åñëè äâà îñíîâíûõ ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñåäëîâûìè òðàåêòîðèÿìè, òî â
êà÷åñòâå àäèàáàòè÷åñêîé òðàåêòîðèè íóæíî âçÿòü òðàåêòîðèþ ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì ýíåðãèè àêòèâàöèè
Ea, îïðåäåëåííîé êàê

Ea = max[E(X)]−min[E(X)]. (10.13)

Ïðè äâèæåíèè âäîëü àäèàáàòè÷åñêîé òðàåêòîðèè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ öåïî÷êè K = 1
2ma

∑N
l=1(∂xl/∂t)2

ïðèíèìàåò ôîðìó

K =
ma

2

N∑

l=1

(
∂xl
∂X

∂X

∂t

)2

=
m

2

(
∂X

∂t

)2

, (10.14)

ãäå ýôôåêòèâíàÿ ìàññà öåïî÷êè ðàâíà

m(X) = ma

N∑

l=1

(
∂xl
∂X

)2

. (10.15)
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Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (10.15), ëåãêî ïîêàçàòü ÷òî

m '
{

1 åñëè g → 0,
1/N åñëè g →∞. (10.16)

Íàêîíåö, ìîæíî ïîêàçàòü [176] ÷òî âáëèçè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ (ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãåòè÷åñêèì ìèíèìóì èëè
ñåäëîâîå ñîñòîÿíèå) ñ êîîðäèíàòîé Xs, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

E(X) ' E(Xs)± 1
2
mω2

s(X −Xs)2, (10.17)

ãäå
ω2
s = ±λ1 > 0. (10.18)

<0>
s

<1'>
a

<1>
a

<1>
s

<2>
a

<2>
s

Ðèñ. 10.1. Êîíôèãóðàöèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé êîíå÷íîé ÔÊ öåïè ñ N = 5 [176].

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Äàâàéòå ïðîíóìåðóåì ìèíèìóìû âíåøíåãî
ïîòåíöèàëà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðâûé àòîì öåïî÷êè çàíèìàë ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó ñ íîìåðîì 1, à ïîñëåäíèé
(N -ûé) àòîì, ÿìó ñ íîìåðîì M . Òîãäà, ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü ðàçëè÷íûå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
öåëûì n = N −M è äîïîëíèòåëüíî èíäåêñîì �s� äëÿ ñèììåòðè÷íîãî èëè �a� äëÿ àñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèé
(ñì. ðèñ. 10.1). Áîëåå òîãî, ÷òîáû ðàçëè÷èòü ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíûì ìèíèìóìàì ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè îò ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé, ìû áóäåì âûäåëÿòü ïåðâûå íèæíèì ïîä÷åðêèâàíèåì (〈n

	
〉), à ïîñëåäíèå âåðõíèì

ïîä÷åðêèâàíèåì (〈n̄〉). Î÷åâèäíî, ïðè amin = 2π ñîñòîÿíèå 〈0
	
〉s âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ. Ïðè

óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà amin êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ èçìåíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

〈0
	
〉s → 〈1	〉 → 〈2	〉 → . . .→ 〈n

	
∗〉, (10.19)

ãäå
n∗ = int

[
(N − 1)

2

]
. (10.20)

10.2.2 Êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå

Åñëè g � 1 è N � 1, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå las → x, ul → u(x), â êîòîðîì
óðàâíåíèÿ (10.1)�(10.3) ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèþ ìàÿòíèêà

d2u

dx̃2
= sinu, (10.21)

ãäå x̃ = x/d è d = as
√
g. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10.21) èìååò ôîðìó [ñì. óðàâíåíèå (1.21)]

u(x̃) = π + 2 sin−1 sn(−σ(x̃− β)/k, k), (10.22)
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ãäå σ = −signP , à ìîäóëü 0 < k ≤ 1. Íàïîìíèì ÷òî óðàâíåíèå (10.22) îïèñûâàåò ðåãóëÿðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êèíêîâ (åñëè σ = +1) èëè àíòèêèíêîâ (ïðè σ = −1) øèðèíû deff = kd îòäåëåííûìè äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿíèå
R,

R = d 2kK(k) (10.23)

(â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ d̃ = 1 è R̃ = 2kK(k)). Â äàëüíåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì ÷òî òî÷êà x̃ = 0 ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì öåïî÷êè.

Äëÿ êîíå÷íîé öåïî÷êè äëèíû L = Nas ðåøåíèå (10.22) ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî öåëûì n,

n = int(L/R), (10.24)

êîòîðîå ðàâíî ÷èñëó êèíêîâ â êîíå÷íîé öåïî÷êå. Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî ñîñòîÿíèå îáîçíà÷àåòñÿ êàê 〈n〉.
Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íå÷åòíûõ n, n = 1, 3, . . ., ðåøåíèå äîëæíî îïèñûâàòü ñîñòîÿíèå ñ
êèíêîì ðàñïîëîæåííûì â öåíòðå öåïî÷êè, òàê ÷òî ìû äîëæíû ïîëîæèòü â óðàâíåíèè (10.22) β = 0. Èíà÷å, äëÿ
÷åòíûõ n, n = 0, 2, . . ., ìû äîëæíû âçÿòü β = kK(k), òàê ÷òî â öåíòðå öåïî÷êè ïëîòíîñòü èçáûòî÷íûõ àòîìîâ
ρ(x) = −(1/as)du/dx èìååò ñâîé ìèíèìóì.

Ìîäóëü k â óðàâíåíèè (10.22) äîëæåí îïðåäåëåí ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñâîáîäíûõ êîíöîâ, du/dx̃|
x̃=± 1

2 L̃
=

Pd [ñì. óðàâíåíèå (5.106) â ïàðàãðàôå 5.3.1], êîòîðîå òåïåðü ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ

dn

(
L̃

2k
, k

)
=
{

2
√

1− k2/k|P |d åñëè n = 0, 2, . . .,
1
2k|P |d åñëè n = 1, 3, . . .

(10.25)

Èç óðàâíåíèÿ (10.25) ñëåäóåò ÷òî k äîëæíî ëåæàòü â èíòåðâàëå
[

1 +
(

1
2
Pd

)2
]−1/2

< k < min

[
1,
(

1
2
|P |d

)−1
]
. (10.26)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äàííûõ çíà÷åíèé L, g, è amin óðàâíåíèå (10.25) èìååò ðåøåíèÿ äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà
çíà÷åíèé k, k = kn, ãäå nmin < n < nmax [770]. Âñå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ìåòàñòàáèëüíûì è íåóñòîé÷èâûì
êîíôèãóðàöèÿì êðîìå îäíîãî, ñ n(GS) è k

(GS)
n , ñîîòâåòñòâóþùåãî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ è îáåñïå÷èâàþùåìó

ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êîíå÷íîé öåïî÷êè.
Èçìåíÿÿ êîíôèãóðàöèþ ÎÑ ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ |P | ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ

L è g ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà íà ðèñ. 10.2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè P = 0 ñîñòîÿíèå 〈0〉 ñ k(GS) = 1 ÿâëÿåòñÿ ÎÑ
[ñì. ðèñ. 10.2(a)]. Ïðè óâåëè÷åíèè |P | ñòðóêòóðà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èçìåíÿåòñÿ ïðîõîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíî
÷åðåç êîíôèãóðàöèè 〈0〉 → 〈1〉 → . . . → 〈n∗〉. Òàêîå ïîâåäåíèå ìîæåò áûòü êà÷åñòâåííî îáúÿñíåíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äàâàéòå ïðîèíòåðïðåòèðóåì ñâîáîäíûé êîíåö öåïî÷êè êàê �îáðûâ� êèíêà [771], è âñïîìíèì ÷òî êèíêè
îòðàæàþòñÿ äðóã îò äðóãà. Êîãäà |P | óâåëè÷èâàåòñÿ îò íóëÿ äî çíà÷åíèÿ P1 (P1 > PFM , P1 → PFM ≡ 2/π2√g
êàê N →∞), ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ 〈0〉 óâåëè÷èâàåòñÿ èç-çà èõ îòòàëêèâàíèÿ îò ñâîáîäíûõ êîíöîâ, ñì. ðèñ. 10.2(b).
Ïðè |P | = P1 ýíåðãèÿ ðîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî êèíêà εk ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ è ïðè P1 < |P | < P2 (ãäå
óæå εk < 0) ñîñòîÿíèå ñ îäíèì êèíêîì áóäåò ÎÑ, òàê êàê ïîÿâëåíèå âòîðîãî êèíêà ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè
íåâûãîäíûì èç-çà îòòàëêèâàíèÿ êèíêîâ [ñì. ðèñóíêè 10.2(c) è 10.2(d)]. Ñ äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèåì |P | â
èíòåðâàëå P2 < |P | < P3 îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì ñòàíîâèòñÿ ñîñòîÿíèå ñ äâóìÿ êèíêàìè [ñì. ðèñ. 10.2(e)] è òàê
äàëåå äî ñîñòîÿíèÿ 〈n∗〉. Çíà÷åíèå Pn, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåõîäó îò ÎÑ 〈n−1〉 ê ÎÑ 〈n〉, ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî
èç óñëîâèÿ nR = L, êîòîðîå ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ [176]

(Pnd)2
(
|Pn| − n

N

)1/2

=
( n

2N

)1/2

(10.27)

êîòîðîå, îäíàêî, îñòàåòñÿ âåðíûì òîëüêî ïðè |P |d� 1.
Èñïîëüçîâàííàÿ âûøå êèíêîâàÿ òåðìèíîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíîé ïîêà êèíê ìîæåò áûòü �âñòàâëåí� â

öåïî÷êó, òî åñòü êîãäà g � g∗, ãäå çíà÷åíèå g∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ 2d = L, òàê ÷òî

g∗ =
1
4
N2. (10.28)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî åñòü ïðè g � g∗, öåïî÷êà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê öåïî÷êà æåñòêî ñâÿçàííûõ àòîìîâ.

10.2.3 Äèñêðåòíàÿ öåïî÷êà

Äèñêðåòíàÿ ÔÊ öåïî÷êà ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà òîëüêî ÷èñëåííî [176, 768, 772, 773] çà èñêëþ÷åíèåì ïðîñòåéøèõ
ñëó÷àåâ N = 2 è N = 3 [176]. Ìíîãèå îïèñàííûå âûøå â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà
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Ðèñ. 10.2. Ïëîòíîñòü ëèøíèõ àòîìîâ ρ(x) = −ux(x)/as â ÎÑ êîíå÷íîé öåïî÷êè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî g è L è ðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ íåñîîòâåòñòâèÿ P èç èíòåðâàëà −1/2 < P ≤ 0.

ñîõðàíÿþòñÿ òàêæå è äëÿ äèñêðåòíîé öåïî÷êè, ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà g.
Íîâîå ñâîéñòâî ïîÿâëÿþùååñÿ â äèñêðåòíîé öåïî÷êå � ýòî ñóùåñòâîâàíèå âíóòðåííåãî ïèíèíãà îáóñëîâëåííîãî
ÏÍ ïîòåíöèàëîì. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî êîíå÷íàÿ ÔÊ öåïî÷êà âñåãäà çàêðåïëåíà, ýíåðãèÿ Ea > 0 äëÿ ëþáîãî
g 6=∞, èç-çà ïèíèíãà ñâîáîäíûõ êîíöîâ öåïè [458].

ÊîãäàN ÷åòíî èëè êîãäàN íå÷åòíî, íî ÷åòíî n, êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ ñèììåòðè÷íà (íàïðèìåð, ñì. êîíôèãóðàöèè
〈0〉s è 〈2〉s íà ðèñ. 10.1). Áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé êîãäà îáà ÷èñëà N è n ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè. Â
ýòîì ñëó÷àå ÎÑ áóäåò ñèììåòðè÷íûì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé g > gA, à êîíôèãóðàöèÿ 〈n〉s èìååò
êèíê òî÷íî íà ñåðåäèíå öåïî÷êè. Ýòîò êèíê íàõîäèòñÿ íà âåðøèíå ÏÍ ïîòåíöèàëà èç-çà îòòàëêèâàíèÿ îò
ñâîáîäíûõ êîíöîâ (åñëè n = 1) èëè îò äðóãèõ êèíêîâ (åñëè n = 3, 5, . . .). Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíèé àòîì íàõîäèòñÿ
â âåðõíåì ïîëîæåíèè (ñì. êîíôèãóðàöèþ 〈1〉s íà ðèñ. 10.1). Êîãäà ìåæàòîìíîå âçàèìîäåéñòâèå ñòàíîâèòñÿ
íèæå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ gA, îòòàëêèâàíèÿ êèíêîâ ñòàíîâèòñÿ óæå íå äîñòàòî÷íî äëÿ ñîõðàíåíèÿ âåðõíåé
êîíôèãóðàöèè è ýíåðãèÿ öåïî÷êè ïîíèæàåòñÿ çà ñ÷åò óõîäà öåíòðàëüíîãî àòîìà îò ìàêñèìóìà Vsub(x). Òàêèì
îáðàçîì, ñîñòîÿíèå 〈n〉s ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì (ñåäëîâûì) ñîñòîÿíèåì, â òî âðåìÿ êàê íîâîå ÎÑ ñòàíîâèòñÿ
àñèììåòðè÷íûì è äâóêðàòíî âûðîæäåííûì (íàïðèìåð, ñîñòîÿíèå 〈1〉a íà ðèñ. 10.1). Ýòîò ðàçðóøàþùèé
ñèììåòðèþ ïåðåõîä ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê �êîíå÷íûé-Îáðè� ïåðåõîä íàðóøåíèÿ àíàëèòè÷íîñòè [490].

Êðîìå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, èìåþòñÿ ìåòàñòàáèëüíûå êîíôèãóðàöèè, ÷èñëî êîòîðûõ óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèáëèæåííî
ëèíåéíî ñ ðîñòîì äëèíû öåïî÷êè, òî åñòü ïëîòíîñòü êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé îñòàåòñÿ ïðèáëèæåííî
ïîñòîÿííîé [490]. ×èñëî ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè g < gA. Êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàçíîñòü ýíåðãèè íà îäèí àòîì ìåæäó ÎÑ è âûñîêî-ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòàñòàáèëüíûì
ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïîñòîÿííîé. Ñðåäíåå ìåæ÷àñòè÷íîå ðàññòîÿíèå aA â ìåòàñòàáèëüíûõ êîíôèãóðàöèÿõ
çàíèìàåò îáëàñòü çíà÷åíèé íèæå è âûøå çíà÷åíèÿ ÎÑ, èíòåðâàë äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé aA ñæèìàåòñÿ ê íóëþ
ïðè g →∞.

10.2.4 Ñïåêòð êîëåáàíèé

Êàæäàÿ óñòîé÷èâàÿ êîíôèãóðàöèÿ 〈n〉 èìååò ñîáñòâåííûé ñïåêòð ëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé, êîòîðûå ñîñòîÿò èç
N ÷àñòîò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λj óðàâíåíèÿ (10.6),

ω2
j = λj , j = 1, 2, . . . , N. (10.29)
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Ýòîò ñïåêòð ìîæåò áûòü îáúÿñíåí ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà ãàçà êâàçè÷àñòèö. Ïåðâîå, îí ñîñòîèò èç (N−n) ôîíîííûõ
÷àñòîò, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ôîíîííîé çîíå (ω0, ωmax). Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî äâå èç ýòèõ ìîä îòùåïëÿþòñÿ îò
äíà ôîíîííîé çîíû è ïðåîáðàçóþòñÿ â ëîêàëèçîâàííûå �êîíöåâûå� (èëè �ïîâåðõíîñòíûå�) ìîäû ñ ÷àñòîòàìè
îòäåëåííûìè ùåëüþ îò ôîíîííîé âåòâè [771].

Êîãäà n 6= 0, òî n ìîä äàëåêî óäàëåíû îò ôîíîííîé çîíû è ïðåîáðàçóþòñÿ â n ãîëäñòîóíîâñêèõ (èëè ÏÍ äëÿ
äèñêðåòíîé öåïî÷êè) êèíêîâûõ ìîä. Èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó êèíêàìè, ýòè ìîäû îáðàçóþò ñâîé ÷àñòîòíûé
ñïåêòð. Íàïîìíèì ÷òî â áåñêîíå÷íîé öåïî÷êå ñ íåñîðàçìåðíûì îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì êèíêîâûå êîëëåêòèâíûå
ìîäû îáðàçóþò ñïåêòð ñ àêóñòè÷åñêèì çàêîíîì äèñïåðñèè [ñì. óðàâíåíèå (5.74)],

ω(κ) = csκ, (10.30)

ãäå κ ≤ πas/R, R � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó êèíêàìè, à cs îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (5.75). Äëÿ êîíå÷íîé
öåïî÷êè ýòîò ñïåêòð ñîñòîèò èç n äèñêðåòíûõ ÷àñòîò, à âîëíîâîé âåêòîð κ â óðàâíåíèè (10.30) îãðàíè÷åí ñíèçó
ðàçìåðîì öåïî÷êè, κ ≥ πas/L. Ñëåäîâàòåëüíî, êîëëåêòèâíûå êèíêîâûå ìîäû èìåþò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
÷àñòîòû ωG ' csπas/L. Áîëåå àêêóðàòíîå âû÷èñëåíèå äàåò âûðàæåíèå [770]

ωG '
√

1− k2

k
sn
(
π
√
g

N

kK(k)
E(k)

, k

)
. (10.31)

Äëÿ óñòîé÷èâîé êîíôèãóðàöèè ÷àñòîòà íàèìåíüøåé êîëåáàòåëüíîé ìîäû ωG âñåãäà ïîëîæèòåëüíà êðîìå
ñëó÷àÿ, êîãäà êîíôèãóðàöèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Íàïðèìåð, ïðè �êîíå÷íîì
Îáðè� ïåðåõîäå ñ óìåíüøåíèåì g â òî÷êå g = gA êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ 〈n

	
〉s ðàñùåïëÿåòñÿ íà òðè êîíôèãóðàöèè: íà

ñåäëîâóþ êîíôèãóðàöèþ 〈n̄〉s è äâå íîâûå êîíôèãóðàöèè ÎÑ 〈n
	
〉a,left è 〈n

	
〉a,right, êîòîðûå çåðêàëüíî îòðàæàþò

äðóã äðóãà. ßñíî, ÷òî â òî÷êå g = gA ùåëü â êîëåáàòåëüíîì ñïåêòðå èñ÷åçàåò, è öåïî÷êà áóäåò èìåòü ìÿãêóþ
ìîäó (ωG = 0) ñîîòâåòñòâóþùóþ íåóñòîé÷èâîñòè öåïî÷êè [490]. Êàê áûëî ïîêàçàíî Áðåéìàíîì è äð. [774, 775],
âáëèçè ïåðåõîäà ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà âåäåò ñåáÿ êàê

ωG ∝ |g − gA|1/2. (10.32)

Ïðè ìàëîì g äèñêðåòíàÿ ÔÊ öåïü èìååò �õàîòè÷åñêèå� êîíôèãóðàöèîííûå âîçáóæäåíèÿ � ìåòàñòàáèëüíûå
ñîñòîÿíèÿ ñî ñëó÷àéíî çàêðåïëåííûìè êèíêàìè. Êàê áûëî ïîêàçàíî Ìàðòèíè ñ ñîàâòîðàìè [771], êîëåáàòåëüíûé
ñïåêòð ýòèõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî íåïðåðûâíûì.

Êðîìå ëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé, áåñêîíå÷íàÿ ÔÊ öåïî÷êà èìååò ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûå âîçáóæäåíèÿ
(áðèçåðû). Âñïîìíèì ÷òî â äèñêðåòíîé ÔÊ öåïî÷êå ýòè âîçáóæäåíèÿ èìåþò êîíå÷íîå âðåìÿ æèçíè îáóñëîâëåííîå
çàòóõàíèåì èç-çà èçëó÷åíèÿ (ñì. ãëàâó 4). Ïîäîáíûå âîçáóæäåíèÿ ñóùåñòâóþò òàêæå è â êîíå÷íîé ÔÊ öåïî÷êå,
íî òåïåðü îíè ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî êîãäà ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ ïðåâûøàåò íåêîòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå εc, ãäå
εc → 0 êîãäà N → ∞ [776]. Èíòåðåñíûì íåëèíåéíûì âîçáóæäåíèåì, ñïåöèôè÷åñêèì äëÿ êîíå÷íîé öåïî÷êè,
ÿâëÿåòñÿ �êîíöåâàÿ� íåëèíåéíàÿ ìîäà [777, 778], êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïîëîâèíà áðèçåðà, öåíòð
êîòîðîãî ñîõðàíÿåòñÿ íà êîíöå öåïè. Ýòî âîçáóæäåíèå îïèñûâàåò êîëåáàíèå êèíêà áëèçè êîíöà öåïè, òàêîå ÷òî
ïðè êàæäîì îòðàæåíèè îò ñâîáîäíîãî êîíöà, êèíê ïðåîáðàçóåòñÿ â àíòèêèíê, çàòåì ñíîâà â êèíê, è ò.ä. Â ñëó÷àå
P = 0 íåëèíåéíàÿ êîíöåâàÿ â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì [777]

u(x̃, t) = 4 tan−1

[( κ
k′

)1/2

sn(βτ, κ) dn(αx̃, k)
]
, (10.33)

ãäå τ � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, k′ =
√

1− k2, α = [1 + (k′)2 + (k′/κ)(1 + κ2)]−1/2, β = α(k′/κ)1/2, ïàðàìåòð κ

îïðåäåëÿåòñÿ äëèíîé öåïî÷êè èç ðàâåíñòâà L̃ = K(k)/α, à ìîäóëü k îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó êîíöåâîé ìîäû

ω = πα
√
k′
[
2
√
κK(κ)

]−1
. (10.34)

Ìîäà (10.33) ñóùåñòâóåò ïîêà ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ ε ëåæèò â èíòåðâàëå εc < ε < ε′c, ãäå

εc = πEk/2L̃, (10.35)

ε′c = EkE(λ)K(λ)/L̃, (10.36)
ýíåðãèÿ êèíêà Ek = 8

√
g, à ïàðàìåòð λ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

K(λ) (1 +
√

1− λ2) = L̃. (10.37)

Ïðè L̃ � 1 ýíåðãèÿ ε′c ' Ek(1 − 4e−L̃) ' Ek. Óñëîâèå ε < ε′c ñëåäóåò èç òðåáîâàíèÿ ÷òî àìïëèòóäà êèíêîâûõ
êîëåáàíèé íå äîëæíà ïðåâîñõîäèòü ïîëîâèíó äëèíû öåïî÷êè.
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10.3 Äèíàìèêà êîíå÷íîé öåïî÷êè
10.3.1 Ãóñåíè÷íî-ïîäîáíîå äâèæåíèå

Êîãäà ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ ε ïðåâîñõîäèò âòîðóþ ïîðîãîâóþ ýíåðãèþ ε′c, äâå íåëèíåéíûå êîíöåâûå ìîäû (10.33)
÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþòñÿ íà ñåðåäèíå öåïî÷êè è ïðåîáðàçóþòñÿ â îäíó îáúåäèíåííóþ ìîäó [777]

u(x̃, τ) = 4 tan−1
[
(κ′/k′)1/2 dn(αx̃, k) sn(βτ, κ)/cn(βτ, κ)

]
, (10.38)

ãäå òåïåðü α = [(1 − k′/κ′)(1 − k′κ′)]−1/2, β = α(k′/κ′)
1
2 , à ïàðàìåòðû κ è k îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

L̃ = K(k)/α è ε = EkE(k)α. Ðåøåíèå (10.38) îïèñûâàåò êîëåáàíèå êèíêà ìåæäó äâóìÿ ñâîáîäíûìè êîíöàìè ñ
÷àñòîòîé

ω = πα(k′/κ′)1/2/K(κ). (10.39)
Ïðè êàæäîì îòðàæåíèè êèíêà îò ñâîáîäíîãî êîíöà, êèíê ïðåîáðàçóåòñÿ â àíòèêèíê è êîíå÷íûé àòîì ñäâèãàåòñÿ
íàïðàâî íà çíà÷åíèå 2as. Òàê ÷òî, äëÿ îäíîãî ïåðèîäà T = 2π/ω äâèæåíèÿ êèíêà âäîëü öåïî÷êè, êèíê áåæèò
íàïðàâî, îòðàæàåòñÿ îò ïðàâîãî ñâîáîäíîãî êîíöà è ïðåîáðàçóåòñÿ â àíòèêèíê, çàòåì àíòèêèíê áåæèò íà ëåâî
è îòðàæàåòñÿ îò ëåâîãî ñâîáîäíîãî êîíöà ïðåîáðàçóÿñü îïÿòü â êèíê, çàòåì îí ñíîâà áåæèò íàïðàâî, è ò.ä. Â
òå÷åíèå ýòîãî öèêëà öåïî÷êà êàê îäíî öåëîå ïðîòÿãèâàåòñÿ âïðàâî íà ðàññòîÿíèå 2as. Òàêèì îáðàçîì, öåïî÷êà
äâèãàåòñÿ ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ

v = 2as/T = asω/π. (10.40)
Ýòî äâèæåíèå ïîõîæå íà ïîëçóùóþ ãóñåíèöó. Ïîäîáíîå äâèæåíèå áûëî îáíàðóæåíî Ñòîÿíîâûì [779] ïðè
êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè è äëÿ ïðåäåëà ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ áûëî èçó÷åíî
Áðåéìàíîì ñ ñîàâòîðàìè [780, 781]. Áûëî ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ñòîëêíîâåíèå êèíêà ñ ñâîáîäíûì êîíöîì öåïî÷êè
ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì èçëó÷åíèåì, ïîýòîìó îòðàæåíèå êèíêà íàáëþäàåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî æåñòêèõ öåïî÷åê
ñ g ≥ 1, â òî âðåìÿ êàê â ñëó÷àå ñëàáîãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ g < 1 êèíê èñ÷åçàåò êîãäà äîñòèãàåò
êîíöà öåïî÷êè.

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ãóñåíè÷íîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü òðàåêòîðèè

. . .→ 〈0〉 → 〈1〉 → 〈0〉 → 〈−1〉 → 〈0〉 → 〈1〉 → . . . (10.41)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ñïåöèàëüíîì ñëó÷àå g � 1 è P = 0, êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÏÍ
ðåëüåôîì è òîðìîæåíèåì äâèæåíèÿ êèíêà, à òàêæå ðàâíû äðóã äðóãó ýíåðãèè ðîæäåíèÿ êèíêà è àíòèêèíêà.
Äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ãóñåíè÷íîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò âäîëü òðàåêòîðèè

. . .→ 〈n〉 → 〈n+ 1〉 → 〈n〉 → 〈n− 1〉 → 〈n〉 → 〈n+ 1〉 → . . . (10.42)

è ìîæåò áûòü îïèñàíî ïîäîáíûì ñïîñîáîì çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî êèíê (àíòèêèíê) çàìåíÿåòñÿ ñóïåðêèíêîì
(ñóïåð-àíòèêèíêîì). Çàìåòèì òàêæå ÷òî ãóñåíè÷íîå äâèæåíèå òðåáóåò ïîðîãîâîé (àêòèâàöèîííîé) ýíåðãèè Ea,
êîòîðàÿ ïðèáëèæåííî ðàâíà ýíåðãèè ðîæäåíèÿ êèíêà (ñóïåðêèíêà) Ek (èëè Esk).

10.3.2 Àäèàáàòè÷åñêèå òðàåêòîðèè

Àäèàáàòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ñâÿçûâàåò îäíî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå 〈n
	
〉 ñ êîîðäèíàòîéXi è ñîñåäíåå ÎÑ ñXf = Xi+b

è ïðîõîäèò ÷åðåç ñåäëîâûå è ìåòàñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ 〈n + 1〉 èëè 〈n − 1〉 â çàâèñèìîñòè îò òîãî êàêàÿ
èç òðàåêòîðèé òðåáóåò ìåíüøóþ ýíåðãèþ àêòèâàöèè. Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ g = 0 è g = ∞ âû÷èñëåíèå
õàðàêòåðèñòèê ýòîé òðàåêòîðèè òðèâèàëüíî [176]. Çäåñü ìû îïèøåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èçó÷åíèÿ äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî N è 0 < g <∞ [772, 773, 176].

Íàïîìíèì, ÷òî îñíîâíîå ñîñòîÿíèå 〈0
	
〉s äîëæíî áûòü òðàíñôîðìèðîâàíî â ñîñòîÿíèÿ 〈1

	
〉, 〈2

	
〉, . . . , 〈n

	
∗〉 ãäå

ïàðàìåòð amin óìåíüøàåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îáëàñòè O0, O1, . . . , On∗ íà ïëîñêîñòè
ïàðàìåòðîâ (amin, g) òàêèå, ÷òî â îáëàñòè On ñîñòîÿíèå 〈n

	
〉 ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì. Íàïðèìåð, ïðè N = 4 îáëàñòü

O0 (ñ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì 〈0
	
〉s) ñîñòîèò èç îáëàñòåé a�c íà ðèñ. 10.3, à îáëàñòü O1 (ñ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì 〈1

	
〉s)

âêëþ÷àåò îáëàñòè d�i. Îáëàñòè On−1 è On îòäåëåíû êðèâîé [an] (ñì. êðèâóþ [a1] íà ðèñ. 10.3), ãäå çíà÷åíèå an
ÿâëÿåòñÿ ðàâíûì òîìó çíà÷åíèþ amin, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ E (〈n− 1〉) = E (〈n

	
〉), òàê ÷òî îáëàñòü

On îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè an+1 < amin < an. Êðèâàÿ [a1] îïðåäåëÿåòñÿ ÔâäÌ ïðåäåëîì,

g[a1] '
{

(amin − π)/2π åñëè g � 1,
(4/π)2/(2π − amin)2 åñëè g � 1, (10.43)

â òî âðåìÿ êàê êðèâûå [an] ïðè n ≥ 2 îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì (10.27) äëÿ g � 1 è ñõîäÿòñÿ ê êðèâîé (10.43)
äëÿ g � 1, òàê êàê äëÿ ìàëûõ g ýíåðãèÿ îòòàëêèâàíèÿ êèíêîâ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà.
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Ðèñ. 10.3. Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ ñèèòåìû (amin, g) äëÿ ÔÊ öåïî÷êè ñ N = 4. Îïðåäåëåíèå êðèâûõ äíî â òåêñòå. Áóêâû
a�i îáîçíà÷àþò îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè àäèàáàòè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè: (a) 〈0

	
〉s → 〈1̄〉s → 〈0	〉s, (b) 〈0	〉s → 〈x̄〉 → 〈1	〉s →〈x̄〉 → 〈0

	
〉s, (c) 〈0	〉s → 〈x̄

′〉 → 〈1
	
〉a → 〈x̄′′〉 → 〈1	〉s → 〈x̄

′′〉 → . . ., (d) 〈1
	
〉s → 〈x̄〉 → 〈0	〉s → 〈x̄〉 → 〈1	〉s, (e) 〈1	〉s → 〈x̄

′〉 → 〈1
	
〉a

→ 〈x̄′′〉 → 〈0
	
〉s → 〈x̄′′〉 → . . ., (f) 〈1

	
〉s → 〈0̄〉s → 〈1	〉s, (g) 〈1	〉s → 〈2̄〉s → 〈1	〉s, (h) 〈1	〉s → 〈x̄〉 → 〈2	〉s → 〈x̄〉 → 〈1	〉s, (i) 〈1	〉s→ 〈x̄′〉 → 〈1

	
〉a → 〈x̄′′〉 → 〈2	〉s → 〈x̄

′′〉 → . . .

Êàæäàÿ îáëàñòü On â ñâîþ î÷åðåäü ðàçäåëåíà êðèâîé [ãn] (ñì. êðèâóþ [ã1] íà ðèñ. 10.3) íà äâå ïîäîáëàñòè,
íà îäíó �ïðàâóþ� ïîäîáëàñòü O−n (ãn < amin < an), ãäå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî òðàåêòîðèè

〈n
	
〉 → 〈n− 1〉 → 〈n

	
〉, (10.44)

è �ëåâóþ� ïîäîáëàñòü O+
n (an+1 < amin < ãn), ãäå àäèàáàòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ñîñòîÿíèå 〈n+ 1〉

〈n
	
〉 → 〈n+ 1〉 → 〈n

	
〉. (10.45)

Äëÿ N = 4 îáëàñòü O−n íà ðèñ. 10.3 âêëþ÷àåò ïîäîáëàñòè d�f, à îáëàñòü O+
1 ñîñòîèò èç ïîäîáëàñòåé g�i. Ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ àäèàáàòè÷åñêîé òðàåêòîðèè, êðèâàÿ [ãn] îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàâåíñòâà ýíåðãèè àêòèâàöèè äâóõ
òðàåêòîðèé, óðàâíåíèå (10.44) è óðàâíåíèå (10.45). Çàìåòèì ÷òî ïðÿìàÿ ëèíèÿ amin = 2π ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé
[ã0], à ïðÿìàÿ ëèíèÿ amin = π ñîâïàäàåò ñ êðèâîé [an∗+1] äëÿ ÷åòíûõ N è ñ êðèâîé [ã∗n] äëÿ íå÷åòíûõ N .

Â îáëàñòè O0 èìååòñÿ êðèâàÿ [1s] (ñì. ðèñ. 10.3) ñïðàâà îò êîòîðîé (òî åñòü ïðè a[1s] < amin < 2π)
ñîñòîÿíèå 〈1〉s ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâûì, à ñëåâà ñîñòîÿíèå 〈1〉s ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó ýíåðãèè ñèñòåìû.
Àíàëîãè÷íî, â êàæäîé îáëàñòè O−n (O+

n ) èìååòñÿ òàêàÿ æå êðèâàÿ [(n − 1)s] (èëè [(n + 1)s]), ñëåâà (ñïðàâà)
îò êîòîðîé ñîñòîÿíèå 〈n− 1〉s (èëè 〈n+ 1〉s), è ñïðàâà (ñëåâà)îò êîòîðîé ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå 〈n− 1〉s (èëè
〈n− 1〉s) (ñì. íà ðèñ. 10.3 êðèâóþ [0s] â îáëàñòè O−1 , è êðèâóþ [2s] â îáëàñòè O+

1 ). Â ÷àñòíîñòè, êðèâàÿ [0s]
îïðåäåëÿåòñÿ èç ìåòàñòàáèëüíîãî ÔâäÌ ïðåäåëà Pms [ñì. óðàâíåíèå (5.109) ïàðàãðàôà 5.3.1]

g[os] ' 4/(2π − amin)2 if g � 1. (10.46)

Íàêîíåö, íà ðèñ. 10.3 èçîáðàæåíà êðèâàÿ [1a], íèæå êîòîðîé ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå 〈1

	
〉a. Ýòî ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó ýíåðãèè ñèñòåìû (áîëåå ñòðîãî, ñîñòîÿíèå 〈x〉

ðàñùåïëÿåòñÿ íà òðè ñîñòîÿíèÿ: 〈x̄′〉, 〈1
	a
〉, è 〈x̄′′〉). Êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâóþò êðèâûå [na] (n = 1, 2, . . . , int [(N − 1)/2])

íèæå êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ 〈n
	
〉a; â ñëó÷àå íå÷åòíûõ N , ýòè êðèâûå ñëèâàþòñÿ ñ êðèâûìè

[ns] òàê êàê amin → a∞n [176]. Äëÿ íå÷åòíîãî N ýòî ðàñùåïëåíèå ñîîòâåòñòâóåò îïèñàííîìó âûøå �êîíå÷íîìó�
ïåðåõîäó Îáðè.

Àäèàáàòè÷åñêîå äâèæåíèå öåïî÷êè ìîæåò áûòü îïèñàíî òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì [176, 770, 772, 773]. Äëÿ
ñîðàçìåðíîãî ñëó÷àÿ amin = 2π, â íà÷àëå äâèæåíèÿ êèíê ââîäèòñÿ â öåïî÷êó ñ ëåâîãî êîíöà öåïè, çàòåì ýòîò êèíê
äâèãàåòñÿ âäîëü öåïî÷êè íàïðàâî è àííèãèëèðóåò íà ïðàâîì êîíöå. Ñîãëàñíî ðàáîòå Êîâàëåâà [777], ðîæäåíèå
êèíêà íà ñâîáîäíîì êîíöå ïîëó-áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè (ñ êîîðäèíàòîé y = 0) è åãî ïîñëåäóþùåå äâèæåíèå íàïðàâî
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ìîæåò áûòü êà÷åñòâåííî ðàññìîòðåíî êàê ðîæäåíèå êèíê-àíòèêèíêîâîé ïàðû â òî÷êå y = 0 áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè
è èõ ïîñëåäóþùåå äâèæåíèå â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ (êèíê èäåò íà ïðàâî, yk = y, à àíòèêèíê � íàëåâî,
yk̄ = −y). Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ ñèñòåìû ñ îäíèì êèíêîì ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

V (x) ' εk − 1
2
vint(2y)− 1

2
vint(4πN − 2y), (10.47)

ãäå ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ýíåðãèÿ ïðèòÿæåíèÿ êèíêà ê äâóì ñâîáîäíûì êîíöàì
öåïî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ àäèàáàòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ öåïî÷êè E(X) ìîæíî ïðèáëèæåííî
ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèåì

E(X) = V (X) + VPN (X), (10.48)
ãäå âòîðîé ÷ëåí îïèñûâàåò äâèæåíèå êèíêà âäîëü öåïî÷êè â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå Ïåéåðëñà-Íàáàððî
VPN (X) ' 1

2εPN (1 − cosX). Â ñëó÷àå g → 0 ìû èìååì εPN → 2 è εk → 0, à ôóíêöèÿ E(X) èìååò (N − 1)
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ïðè óâåëè÷åíèè g ýíåðãèÿ εPN → 0, â òî âðåìÿ êàê ýíåðãèÿ εk âîçðàñòàåò äî ñâîåãî
íàñûùåíèÿ ïðè g ≥ g∗. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ôóíêöèè E(X) èñ÷åçàþò, âíà÷àëå (ïðè
g ≤ 1, êîãäà 2d ' 2π) äâà ìèíèìóìà, ñàìûå áëèçêèå ê êîíöàì öåïî÷êè, çàòåì ìèíèìóìû áîëåå óäàëåííûå îò
êîíöîâ è ò.ä. Íàêîíåö, êîãäà g ≥ g∗ êèíê íå ìîæåò áûòü �âñòàâëåí� â öåïî÷êó, ôóíêöèÿ E(X) èìååò òîëüêî
îäèí ìàêñèìóì äëÿ ñîñòîÿíèÿ 〈1̄〉s è �ñîëèòîííàÿ� òåðìèíîëîãèÿ ñòàíîâèòñÿ íåïðèåìëåìîé.

Ðèñ. 10.4. Òðàåêòîðèè àäèàáàòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïÿòè-àòîìíîé ÔÊ öåïî÷êè ñ ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû: g = 0.3 è (a)
amin = 1.90π, è (b) amin = 1.01π [176].

Â îáùåì ñëó÷àå amin 6= 2π ñ îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì 〈n
	
〉 (n 6= 0), àäèàáàòè÷åñêîå äâèæåíèå (10.45) ìîæåò áûòü

ðàññìîòðåíî êàê ðîæäåíèå ëèøíåãî êèíêà íà ëåâîì êîíöå öåïî÷êè, è çàòåì, ïîñëå íåêîòîðîãî ÷èñëà ñìåùåíèé,
ïðîèñõîäèò àííèãèëÿöèÿ ñàìîãî ïðàâîãî êèíêà íà ïðàâîì êîíöå öåïî÷êè (ñì. ðèñ. 10.4a). Äëÿ òðàåêòîðèè (10.44)
ñ ïðîìåæóòî÷íûì ñîñòîÿíèåì 〈n − 1〉 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé îáðàùàåòñÿ: âíà÷àëå, ñàìûé ïðàâûé êèíê
ïîêèäàåò öåïî÷êó è çàòåì íîâûé êèíê ðîæäàåòñÿ íà ëåâîì êîíöå öåïî÷êè (ñì. ðèñ. 10.4b). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè amin 6= 2π êà÷åñòâåííî ïîäîáíî îïèñàííîìó âûøå. Çàìåòèì, ÷òî ýòî äâèæåíèå ìîæíî
òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê �ðîæäåíèå� → �äâèæåíèÿ âäîëü öåïî÷êè� → �àííèãèëÿöèÿ� ëèøíåãî ñóïåðêèíêà
èëè ñóïåð-àíòèêèíêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýíåðãèÿ àêòèâàöèè äâèæåíèÿ öåïî÷êè ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü
êàê

Ea ' ∆εn(amin, g) + εPN (g), (10.49)
ãäå

∆εn = min {|E (〈n+ 1〉)− E (〈n〉) |, |E (〈n− 1〉)− E (〈n〉) |} (10.50)
ïðèáëèæåííî ðàâíà ýíåðãèè ðîæäåíèÿ ñóïåðêèíêà èëè ñóïåð-àíòèêèíêà â çàâèñèìîñòè îò òîãî êàêàÿ èç ýòèõ
äâóõ ýíåðãèé ìåíüøå.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ea(amin) äîñòèãàåò ñâîèõ ìàêñèìóìîâ ïðè ñîðàçìåðíîì ñëó÷àå (amin = 2π), èìååò
ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ïðè amin = ãn è ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ïðè amin = an (ñì. ðèñ. 10.5). Âáëèçè êðèâûõ
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Ðèñ. 10.5. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè
àêòèâàöèè Ea îò ïàðàìåòðà amin äëÿ
(a) N = 2, (b) N = 3, è (c) N = 4.
Ïóíêòèðíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò
çíà÷åíèÿì g = ∞ è g = 0, â òî âðåìÿ
êàê ñïëîøíûå êðèâûå � çíà÷åíèÿì
g = 1 (êðèâàÿ 1) è g = 0.1 (êðèâàÿ 3), à
øòðèõ-ïóíêòèðíûå êðèâûå � çíà÷åíèÿì
g = 1/π äëÿ N = 2, è g = 0.3 äëÿ N = 3
è N = 4 [176].

[an] èìåþòñÿ îáëàñòè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (amin, g) (ñì. çàøòðèõîâàííûå îáëàñòè íà ðèñ. 10.6) ãäå ýíåðãèÿ
àêòèâàöèè äâèæåíèÿ öåïî÷êè ìåíüøå ýíåðãèè àêòèâàöèè äâèæåíèÿ èçîëèðîâàííîãî àòîìà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè g ôóíêöèÿ Ea(amin) ñëàáî çàâèñèò îò äëèíû öåïî÷êè N ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà
2d� L [òî åñòü åñëè N � N∗, ãäå çíà÷åíèå N∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (10.28), N∗ = 2

√
g]. Â ÷àñòíîñòè, ïðè

g � 1 çàâèñèìîñòü Ea(amin) èìååò ôîðìó

Ea ' 2 + πg(amin − 3π/2) (10.51)

äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ N ≥ 2 [176].

Ðèñ. 10.6. Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ
(amin, g) äëÿ (a) N = 2, (b) N = 3, è
(c) N = 4. Çàøòðèõîâàííûå ðåãèîíû
ïîêàçûâàþò îáëàñòè ãäå ýíåðãèÿ
àêòèâàöèè äëÿ àäèàáàòè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ N -àòîìíîé ìåíüøå ýíåðãèè
àêòèâàöèè äâèæåíèÿ åäèíñòâåííîãî
àòîìà [176].

Îïèñàííûé �êèíê-ïðûæêîâûé� ìåõàíèçì äâèæåíèÿ öåïî÷êè âäîëü àäèàáàòè÷åñêîé òðàåêòîðèè áûë ðåàëèçîâàí
â ñèëüíî äåìïôèðîâàííîì ñëó÷àå, êîãäà ýíåðãåòè÷åñêèé îáìåí öåïî÷êè ñ ïîäëîæêîé ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì. Â
ïðîòèâîïîëîæíîì ñëàáî äåìïôèðîâàííîì ñëó÷àå, êîãäà âíåøíåå òðåíèå î÷åíü ìàëî èëè ñîâñåì îòñóòñòâóåò, à
âíóòðåííåå òðåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì (êàê èìååò ìåñòî ïðè g � 1 è N � 1), �ãóñåíè÷íàÿ� òðàåêòîðèÿ
(10.42) â ñèëó ýôôåêòîâ èíåðöèè ìîæåò áûòü áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé, òàê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îíà ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ïðÿìîé. Ýíåðãèÿ àêòèâàöèè ýòîé òðàåêòîðèè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (10.49), ãäå òåïåðü ∆εn ðàâíà
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèé εsk è εsk. Òàêèì îáðàçîì �ãóñåíè÷íîå� äâèæåíèå áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî äëÿ
ñëó÷àÿ amin = ãn. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè öåïî÷êà äâèæåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ v, òî äèíàìè÷åñêèé
ïîòåíöèàë Ïàéåðëñà-Íàáàðî áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò àäèàáàòè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, òàê êàê ñêîðîñòè v ≥ bωn
àòîìîâ öåïî÷êè íå áóäóò èìåòü âðåìåíè äëÿ ðåàêöèè ïîäãîíêè íà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
ýôôåêòèâíîìó óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû âíåøíåãî ïîòåíöèàëà.

10.3.3 Äèôôóçèÿ êîðîòêèõ öåïî÷åê

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìîäåëè ê êîíêðåòíûì ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì, íóæíî ó÷åñòü ýíåðãåòè÷åñêèé îáìåí ìåæäó
ðàçëè÷íûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÔÊ öåïî÷êè è îáìåí ìåæäó öåïî÷êîé è ïîäëîæêîé. Ôåíîìåíîëîãè÷åñêè, ýòîò
îáìåí ïðèâîäèò ê òðåíèþ ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì η, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü ýíåðãåòè÷åñêîãî
îáìåíà. Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå öåïî÷êè ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî îïèñàíî óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà

mẌ +mηX + dE(X)/dX = δF (t), (10.52)

ãäå m çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (10.15), à ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñèëà δF óäîâëåòâîðÿåò ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàòèâíîé
òåîðåìå, 〈δF (X, t) δF (X, t′)〉 =
2η(X)m(X)kBTδ(t−t′). Äëÿ âðåìåí t > η−1 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà (10.52) ñîîòâåòñòâóåò äèôôóçèîííîìó
äâèæåíèþ ñèñòåìû ñ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè

D = Rb2, R = R0 exp(−Ea/kBT ), (10.53)

ãäå R � ñêîðîñòü âûõîäà ñèñòåìû èç äíà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû E(X). Ïðåíåáðåãàÿ ñëîæíîé ôîðìîé ôóíêöèè
E(X) (à èìåííî, èãíîðèðóÿ ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ), ýíåðãèþ E(X) ìîæíî îïèñàòü ïîòåíöèàëîì
Ïåéðàðà-Ðåìóàñíå [186]
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E(X) ' 1
2
EaVPR

(
2πX
b

)
, VPR(y) =

(1− r)2 − (1− cos y)
(1 + r2 + 2r cos y)

, (10.54)

ãäå r ïàðàìåòð (|r| < 1). Òîãäà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω̃0 [íà ìèíèìóìå ïîòåíöèàëà E(X)] è ω̃s (íà ñåäëîâîé
òî÷êå), ω̃2

0,s = ±m−1
0,sE

′′(X)X=0,b/2, ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì,

m0ω̃
2
0msω̃

2
s =

(
Ea/2N2

)2
. (10.55)

Èñêëþ÷àÿ ýêçîòè÷åñêèé ñëó÷àé ÷ðåçâû÷àéíî íèçêîãî òðåíèÿ, ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé êîýôôèöèåíò R0 äëÿ
ïîòåíöèàëà (10.54) ìîæåò áûòü îïðåäåëåí â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Êðàìåðà

R0 ≈
{
ω̃0/2π åñëè η ≤ ω̃s,
ω̃0ω̃s/2πη åñëè η > ω̃s.

(10.56)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (10.53), (10.55) è (10.56), ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè,

D = D0 exp(−Ea/kBT ), (10.57)

ãäå

D0 '
{

2πN2ω̃0 åñëè η ≤ ω̃s,
πEa/η

√
m0ms åñëè η > ω̃s.

(10.58)

Åñëè ïîòåíöèàë (10.54) èìååò ôîðìó ãëóáîêèõ óçêèõ ÿì ðàçäåëåííûõ øèðîêèìè áàðüåðàìè (òî åñòü åñëè r < 0),
òî ìû ìîæåì ïðèáëèæåííî âçÿòü Ea ' 1

2m0ω̃
2
0π

2, òàê ÷òî ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ çíà÷åíèÿ D0

D0 '
{

2πN2ω̃0 if N < N∗∗,
2πω̃2

0/η if N > N∗∗, (10.59)

ãäå
N∗∗ = (ω̃0/η)1/2. (10.60)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîðàçìåðíîãî ñëó÷àÿ (amin = 2π) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè g, ýíåðãèÿ àêòèâàöèÿ
Ea (äî íàñûùåíèÿ ïðè N ≥ N∗) è ïðåäýêñïîíåíòíûé ìíîæèòåëü D0 (äî íàñûùåíèÿ ïðè N ≥ N∗∗) îáà
óâåëè÷èâàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû N . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ N è g ìíîæèòåëè Ea,
ω̃0, è D0 ìåíÿþòñÿ �â ôàçå� åñëè ìåíÿåòñÿ ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå amin. Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ òåîðèÿ
ïðåäñêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòà �êîìïåíñàöèè�, êîãäà çíà÷åíèÿ Ea èD0 ìåíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî â òîì æå
íàïðàâëåíèè. Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D ìîæåò ëèáî âîçðàñòàòü èëè óáûâàòü ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû öåïî÷êè N
(ïåðâîå ïðîèñõîäèò ïðè amin ' ãn, à ïîñëåäíåå ïðè amin ' an). Ïðèâåäåííàÿ âûøå ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ
áûëà èñïîëüçîâàíà Áðàóíîì [176] äëÿ îïèñàíèÿ äèôôóçèè ìàëûõ êëàñòåðîâ àäñîðáèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ
êðèñòàëëà.

10.3.4 Ñòèìóëèðîâàííàÿ äèôôóçèÿ

Ïîäâèæíîñòü êîíå÷íîé ÔÊ öåïî÷êè ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óâåëè÷åíà ïðè ïîìîùè ïðèìåíåíèÿ âíåøíåãî
ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðåìåíè ïîëÿ ñ ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ÷àñòîòû [770]. Ìíîãîîáåùàþùèì êàíäèäàòîì ÿâëÿåòñÿ
÷àñòîòà ωG, óðàâíåíèå (10.31), íàèìåíüøàÿ ÷àñòîòà â àêóñòè÷åñêîé âåòâè êîëëåêòèâíîãî äâèæåíèÿ êèíêîâ.
Ïðè ýòîé ÷àñòîòå âñå êèíêè êîëåáëþòñÿ ñ îäíîé ôàçîé. Âíåøíåå óïðàâëåíèå áóäåò óâåëè÷èâàòü ýíåðãèþ
öåïî÷êè, äåëàÿ áîëåå âåðîÿòíûì ïåðåõîä èç ÎÑ â ìåòàñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ. Íî ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå èìååò
ñîáñòâåííûé ñïåêòð êîëåáàíèé, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò ñïåêòðà ÎÑ, è ðåçîíàíñû íàðóøàþòñÿ. Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ
íåêîòîðîãî âðåìåíè â ìåòàñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ â ÎÑ, ãäå îíà ñíîâà îêàçûâàåòñÿ â
ðåçîíàíñå ñ âíåøíåì ïîëåì. Òàê âíåøíåå ïîëå ñ �ðåçîíàíñíîé� ÷àñòîòîé ñòèìóëèðóåò öåïî÷êó ê �êîëåáàíèÿì�
ìåæäó ÎÑ è ñîñåäíèìè ìåòàñòàáèëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè è âûçûâàåò åå äâèæåíèå âäîëü ïîäëîæêè. Ìîäåëèðîâàíèå
äèíàìèêè [770] ïîäòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ïîäâèæíîñòè �îáóñëîâëåííîé ðåçîíàíñàìè�: ïåðèîäè÷åñêîå ïî
âðåìåíè âíåøíåå ïîëå ÷àñòîòû ωG è ìàëîé àìïëèòóäû (10−3 â íàøèõ áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ) ñóùåñòâåííî
óâåëè÷èâàåò ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ öåïî÷êè. Âàæíî, ÷òî èçìåíÿÿ ÷àñòîòó âîçáóæäàþùåãî ïîëÿ ìîæíî ìåíÿòü
ðàçìåð êëàñòåðà, äåìîíñòðèðóþùåãî ñòèìóëèðóåìóþ ïîäâèæíîñòü, òàê êàê ÷àñòîòà ωG çàâèñèò îò N .
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10.4 Ñëó÷àé íåâûïóêëîãî ïîòåíöèàëà

Ðåàëèñòè÷åñêèå ïàðíûå ìåæàòîìíûå ïîòåíöèàëû, òàêèå êàê ïîòåíöèàë Ìîðçå (5.138), èìåþò êîíå÷íóþ ýíåðãèþ
äèññîöèàöèè, òî åñòü èõ ïðèòÿãèâàþùàÿ âåòâü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ óâåëè÷åíèåì ìåæàòîìíîãî ðàññòîÿíèÿ. Â
ïàðàãðàôå 5.4.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ÔÊ ìîäåëü ñ ïîòåíöèàëîì Ìîðçå èìååò äâå îñîáåííîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ ÔÊ. Âî-ïåðâûõ, íàðóøàåòñÿ ñèììåòðèÿ ìåæäó êèíêîì (ëîêàëüíûì ñæàòèåì öåïî÷êè) è
àíòèêèíêîì (ëîêàëüíûì ðàñòÿæåíèåì). Ïî ñðàâíåíèþ ñ êèíêîì, àíòèêèíê õàðàêòåðèçóåòñÿ ìåíüøèì çíà÷åíèåì
εk è áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè εPN è m. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, êðèâûå [an] è [ãn] íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (amin, g)
áóäóò ñäâèíóòû. Íàïðèìåð, ïðè amin = 2π òðàåêòîðèÿ 〈0〉 → 〈−1〉 → 〈0〉 áóäåò èìåòü ìåíüøóþ ýíåðãèþ
àêòèâàöèè ÷åì òðàåêòîðèÿ 〈0〉 → 〈+1〉 → 〈0〉. Âòîðîå, äëÿ ïîòåíöèàëà (5.138) ìåæàòîìíàÿ ñèëà ïðèòÿæåíèÿ
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè ðàññòîÿíèè x = ainf . Çà òî÷êîé ïåðåãèáà ainf ïîòåíöèàë Vint(x) ñòàíîâèòñÿ âîãíóòûì
è ñèëà óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ öåïî÷êå ðàçîðâàííîé íà äâå, òðè, . . ., N ÷àñòåé (èëè äàæå
íà åäèíè÷íûå àòîìû). Íàïîìíèì, ÷òî ïðè îòðèöàòåëüíîì íåñîîòâåòñòâèè P ≤ Pinf < 0 [òî åñòü äëÿ ainf ≤ as,
ñì. óðàâíåíèå (5.146)], ñâîáîäíûå êîíöåâûå ÷àñòè ÔÊ öåïî÷êè ñ ïîòåíöèàëîì Ìîðçå âñåãäà èñêàæàþòñÿ,
íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñâÿçè Vmin ïîòåíöèàëà Ìîðçå (5.138). Â ðåçóëüòàòå, ïðåäåë ìåòàñòàáèëüíîñòè
P−ms, âûøå êîòîðîãî öåïî÷êà áåç êèíêà (òî åñòü ñîñòîÿíèå 〈0〉) íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü êàê ìåòàñòàáèëüíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ, èñ÷åçàåò ïðè óñëîâèè ÷òî ìèíèìóì Vmin ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íèçêèì (íà ðèñ. 10.3 ýòîò ýôôåêò
áóäåò ïðîÿâëÿòüñÿ êàê ðàçðûâ êðèâîé [0s] ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì g). Êðîìå òîãî, ïðè P < Pinf è äîñòàòî÷íî
áîëüøîì Vmin, ñðåäíÿÿ ÷àñòü öåïî÷êè òîæå èñêàæàåòñÿ. ßñíî, ÷òî ÔÊ öåïî÷êà êîíå÷íîé äëèíû äîëæíà âåñòè
ñåáÿ àíàëîãè÷íî.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè 〈0〉 (òî åñòü áåç êèíêîâ) ïðè óñëîâèè P ≤ P−FM (èëè amin ≤ a−FM ), òàê êàê îíà áóäåò ðàçðûâàòüñÿ íà äâå
ïîëóáåñêîíå÷íûå ÷àñòè. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ äëÿ êîíå÷íîé ÔÊ öåïî÷êè â ìåòàñòàáèëüíîì
ñîñòîÿíèè 〈0〉 êîãäà ôèêñèðîâàíû åå êîíöû, íàïðèìåð, èç-çà ïèíèíãà íà ïðèìåñÿõ. Îäíàêî, ðàçðûâ êîíå÷íîé
öåïî÷êè N àòîìîâ èìååò ìåñòî ïðè óñëîâèè amin ≤ a−FM − δa(N), ãäå δa(N) ìîæåò áûòü îöåíåíî êàê δa(N) '
(ainf − amin)/N .

Îïèñàííûé ýôôåêò ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî âàæíûì â ðîñòå ýïèòàêñèëüíûõ ñëîåâ ñ a−FM − δa(N0) < amin <
a−FM . Íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ðîñòà, âîçíèêàþò êîðîòêî ðàñøèðåííûå �îñòðîâà� ðàçìåðà N < N0 íàõîäÿùèåñÿ â
ñîñòîÿíèÿõ êîãåðåíòíûõ ñ ïîäëîæêîé. Íî ñ óâåëè÷åíèåì îñòðîâîâ, ïðîèñõîäÿùåì çà ñ÷åò ïðèñîåäèíåíèÿ åùå
àòîìîâ, ñîñòîÿíèå 〈0〉 ñòàíîâèòñÿ ìåòàñòàáèëüíûì êîãäà N > N0, òàê ÷òî îíî äîëæíî òðàíñôîðìèðîâàòüñÿ
ëèáî â òî÷íîå ÎÑ ñ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè äèñëîêàöèÿìè (êèíêàìè), ëèáî â ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå,
ðàçðûâàÿñü íà áîëåå êîðîòêèå öåïî÷êè, â çàâèñèìîñòè îò òîãî êàêîé èç ýòèõ ïðîöåññîâ òðåáóåò ìåíüøåé ýíåðãèè
àêòèâàöèè [512, 513].

Äðóãîé èíòåðåñíûé ýôôåêò, ïðåäñêàçàííûé Ìèë÷åâûì è Ìàðêîâûì [262], ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìèãðèðóþùèå
çà ñ÷åò òåïëîâûõ êîëåáàíèé êëàñòåðû ìîãóò ðàçðóøàòüñÿ íà áîëåå ìåëêèå ôðàêöèè åñëè îíè ïðîõîäÿò
êîíôèãóðàöèè ñ íåíîðìàëüíî ðàñòÿíóòûìè ñâÿçÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîäëîæêà ìîæåò äåéñòâîâàòü êàê �ôèëüòð�.
Ïðè èíäóöèðîâàííîé òåïëîâûìè êîëåáàíèÿìè ìèãðàöèè áóäóò âûæèâàòü òîëüêî êëàñòåðû ÷üè ðàçìåðû ìåíüøå
íåêîòîðîé êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû, â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå êëàñòåðû áóäóò ðàñïàäàòüñÿ íà ìàëûå ôðàêöèè.
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Îäíî èç âàæíûõ îáîáùåíèé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ ñâÿçàíî ñ âûõîäîì çà ðàìêè åå îäíîìåðíîé ïðèðîäû.
Â ÷àñòíîñòè, äâóõìåðíàÿ ÔÊ ìîäåëü îïèñûâàåò ïëîñêóþ ðåøåòêó âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ ïðè íàëè÷èè
âíåøíåãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, êîòîðûé ìîæåò áûòü èëè îäíîìåðíûì èëè äâóõìåðíûì. Â ýòîé ãëàâå
îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå çàäà÷è ñâÿçàííûå ñ äâóõìåðíîé ìîäåëüþ ÔÊ.

11.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â îáùåì ñëó÷àå áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, ìîäåëü ÔÊ îïèñûâàåò ðåøåòêó âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ
ïîìåùåííóþ íà ìíîãîðàçìåðíîì ïåðèîäè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Äàæå äâóõìåðíûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíûì. Îäíèì èç âàæíûõ íîâûõ îñîáåííîñòåé äâóõìåðíîé (2D) ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òåïåðü íå òîëüêî
îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ïðè T = 0, íî òàêæå ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ ïðè T 6= 0 ìîãóò äåìîíñòðèðîâàòü ìíîæåñòâî
ðàçëè÷íûõ ôàç è ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ ìåæäó íèìè. Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè íèæå ìû îáñóäèì ñóùåñòâîâàíèå
äâóõ âîçìîæíûõ ðàâíîâåñíûõ ôàç â 2D ðåøåòêå.

Ïðè îòñóòñòâèè ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, Vsub(x, y) ≡ 0, òî÷íàÿ êðèñòàëëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â 2D ñèñòåìå
íåâîçìîæíà, è ñèñòåìà íåóïîðÿäî÷åííà ïðè ëþáîé T 6= 0 [516], [782]�[784]. Íî ïðè äîñòàòî÷íî íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ
T < Tcr, ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñÿ êâàçèäàëüíûì ïîðÿäêîì (èçâåñòíûì êàê �àëãåáðàè÷åñêèé�
ïîðÿäîê), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôàçà íàçûâàåòñÿ ïëàâàþùèé êðèñòàëë [785]�[788]. Â ýòîé ôàçå, ïðè óâåëè÷åíèè
ðàññòîÿíèÿ òðàíñëÿöèîííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ óáûâàåò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó (âìåñòî ýêñïîíåíöèàëüíîãî
çàêîíà â æèäêîé ôàçå). Ïëàâàþùàÿ ôàçà èìååò ñäâèãîâóþ æåñòêîñòü. Êðîìå òîãî, â ýòîé ôàçå îðèåíòàöèîííûé
ïîðÿäîê (òî åñòü, îðèåíòàöèè ñâÿçåé ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè) ÿâëÿåòñÿ óäàëåííî-óïîðÿäî÷åííûì êàê â
îáû÷íûõ êðèñòàëëàõ [786]. ßñíî, ÷òî ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ T > Tcφ ñèñòåìà äîëæíà áûòü ïîëíîñòüþ
íåóïîðÿäî÷åííîé, òàê ÷òî îáå (òðàíñëÿöèîííàÿ è îðèåíòàöèîííàÿ) êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè äîëæíû óáûâàòü
ñîãëàñíî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Ïëàâàþùàÿ ôàçà "ðàñïëàâëÿåòñÿ"ïðè ïîìîùè õîðîøî èçâåñòíîãî äèñëîêàöèîííîãî
ìåõàíèçìà Êîñòåðëèöà-Òàóëåñà [789]�[791]. Ïåðåõîä èç �ïëàâàþùåé ôàçû� â �æèäêóþ ôàçó� ïðîèñõîäèò â äâà
øàãà [792]. Âíà÷àëå, ïðè T ≥ Tcr, ðàçðóøàåòñÿ äàëüíèé êâàçèïîðÿäîê èç-çà îáðàçîâàíèÿ ÿäåð äèñëîêàöèîííûõ
ïàð (òî åñòü, ïàð ñîñòîÿùèõ èç äâóõ äèñëîêàöèé ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè âåêòîðàìè Áþðãåðñà) è èõ ïîñëåäóþùåé
äèññîöèàöèåé. Îäíîâðåìåííî, îðèåíòàöèîííûé äàëüíèé ïîðÿäîê ïðåîáðàçóåòñÿ â îðèåíòàöèîííûé êâàçèäàëüíèé
ïîðÿäîê. Çàòåì, ïðè T ≥ Tcφ îðèåíòàöèîííûé êâàçèäàëüíèé ïîðÿäîê ðàçðóøàåòñÿ èç-çà ðîæäåíèÿ äèñêëèíàöèîííûõ
ïàð. Ýòè ôàçîâûå ïåðåõîäû íåïðåðûâíû. Ïðîìåæóòî÷íàÿ ôàçà ïðè Tcr < T < Tcφ íàçûâàåòñÿ ãåêñàãîíàëüíîé
æèäêîêðèñòàëëè÷åñêîé ôàçîé. Ýòè îñîáåííîñòè áûëè îáíàðóæåíû, â ÷àñòíîñòè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìåòîäîì
ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ñèñòåìû àòîìîâ îòòàëêèâàþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ñîãëàñíî çàêîíó Êóëîíà [793]. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ñëó÷àéíûå íåðàâíîâåñíûå (�çàìîðîæåííûå�) ïðèìåñè ðàçðóøàþò ïëàâàþùóþ ôàçó [794, 795].

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäèò ìåæàòîìíûå
âçàèìîäåéñòâèÿ, ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà â ðàìêàõ ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà. Â ýòîì ñëó÷àå, ñèñòåìà
äåìîíñòðèðóåò ðàçíîîáðàçèå ñòðóêòóð âêëþ÷àÿ êðèñòàëëè÷åñêèå (ñîðàçìåðíûå), ïëàâàþùèå (íåñîðàçìåðíûå),
è æèäêèå (ïîëíîñòüþ íåóïîðÿäî÷åííûå) ôàçû çàâèñÿùèå îò ñèììåòðèè ïîäëîæêè, çàêîíà âçàèìîäåéñòâèÿ,
êîíöåíòðàöèè θ è òåìïåðàòóðû T , à ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ïåðåõîäû ñ èçìåíåíèåì θ èëè T ìîãóò áûòü
êàê íåïðåðûâíûìè (ïåðâîãî ðîäà), òàê è ðàçðûâíûìè (âòîðîãî ðîäà). Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîäåëü
äîïóñêàåò òî÷íîå ðåøåíèå (íàïðèìåð ìîäåëè Èçèíãà, Áàêñòåðà è Ïîòñà), à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíà ìîæåò
áûòü èçó÷åíà ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè âêëþ÷àÿ ìîäåëèðîâàíèå Ìîíòå-Êàðëî, íèçêî- è âûñîêî-òåìïåðàòóðíûå
ðÿäû, ìåòîä êîíå÷íîìåðíîé òðàíñôåð-ìàòðèöû è ò.ä. Îïèñàíèå ñâîéñòâ ìîäåëè ðåøåòî÷íîãî ãàçà ñ êîðîòêî
äåéñòâóþùèìè âçàèìîäåéñòâèÿìè ìîæåò áûòü íàéäåíî â îáçîðàõ Ñåëêà è äð. [796, 797] (ñì. òàêæå êíèãó [48];
ñëó÷àé äàëüíîäåéñòâóþùåãî àíèçîòðîïíîãî äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áûë èçó÷åí â ðàáîòàõ [798, 799]).
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Â îáùåì ñëó÷àå, 2D ìîäåëü ÔÊ íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ ýòèìè ñëó÷àÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî ìû íå ìîæåì
äàòü ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ çàäà÷ äâóìåðíîé äèíàìèêè, íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îáçîð íåñêîëüêèõ
ðàáîò ïîñâÿùåííûõ äâóõìåðíûì ìîäåëÿì ÔÊ. Ìîäåëü ÔÊ ìîæíî îáîáùèòü äî äâóõìåðíûõ âåðñèé äâóìÿ
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ïðèâîäÿùèìè ê ñêàëÿðíûì è âåêòîðíûì ÔÊ ìîäåëÿì. Â ñêàëÿðíûõ ìîäåëÿõ àòîìû
óïîðÿäî÷åíû â äâóõìåðíóþ ñòðóêòóðó, íî äâèæåíèå àòîìîâ îñòàåòñÿ îäíîìåðíûì. Ñêàëÿðíàÿ ìîäåëü ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà, â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïèñàíèÿ ñëîÿ àòîìîâ àäñîðáèðîâàííîãî íà áîðîçä÷àòîé ïîâåðõíîñòè,
òàêîé êàê ïëîñêîñòü (112) of b.c.c. êðèñòàëëà. Òàê êàê ýíåðãåòè÷åñêèé áàðüåð äëÿ äâèæåíèÿ ïîïåðåê áîðîçä
íàìíîãî âûøå ÷åì äëÿ äâèæåíèÿ âäîëü áîðîçä, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ÷òî àäñîðáèðîâàííûå àòîìû ìîãóò
äâèãàòüñÿ òîëüêî âäîëü êàíàëîâ. Îäíàêî, âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó àòîìàìè â ðàçëè÷íûõ êàíàëàõ â îáùåì ñëó÷àå
íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü. Åñòåñòâåííûé ïóòü èçó÷åíèÿ ñêàëÿðíîé ìîäåëè ýòî ðàññìîòðåòü åãî êàê ñèñòåìó ñâÿçàííûõ
îäíîìåðíûõ ÔÊ öåïî÷åê. Òîãäà, âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó öåïî÷êàìè áóäåò ïðèâîäèòü ê âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó
òîïîëîãè÷åñêèìè âîçáóæäåíèÿìè (êèíêàìè) ðàçíûõ öåïî÷åê. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì,
êèíêè áóäóò óïîðÿäî÷èâàòüñÿ â äîìåííûå ñòåíêè (ÄÑ), òàê ÷òî òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà
êàê �âòîðè÷íàÿ� ÔÊ öåïî÷êà ïåðïåíäèêóëÿðíî îðèåíòèðîâàííàÿ ê �ïåðâè÷íûì� öåïÿì. Ýòîò ïîäõîä îïèñàí â
ïàðàãðàôå 11.2.

Â áîëåå äåòàëüíîé ìîäåëè ìû äîëæíû ïîçâîëèòü àòîìàì äâèãàòüñÿ áîëåå ÷åì â îäíîì èçìåðåíèè. Ïðîñòåéøåé
ìîäåëüþ ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ ÔÊ ìîäåëü ñ ïîïåðå÷íîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû [800]. Â ýòîé ìîäåëè àòîìû îñòàþòñÿ
óïîðÿäî÷åííûìè â îäíîìåðíóþ öåïî÷êó, íî ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ÿâëÿåòñÿ äâóõìåðíûì, îí ïåðèîäè÷åí â îäíîì
(ïðîäîëüíîì) íàïðàâëåíèè è ïàðàáîëè÷åí â äðóãîì (ïîïåðå÷íîì) íàïðàâëåíèè, à àòîìû ìîãóò äâèãàòüñÿ â
îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ. Â ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïîïåðå÷íàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü, íàïðèìåð,
äâèæåíèþ àäñîðáèðóåìûõ àòîìîâ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõíîñòè, èëè èõ ñìåùåíèÿì îðòîãîíàëüíî áîðîçäêàì
â ñëó÷àå àäñîðáöèè íà èçáîðîæäåííîé êðèñòàëëè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Íîâûå èíòåðåñíûå àñïåêòû â ïîâåäåíèå
ìîäåëè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè îòòàëêèâàþùåì ìåæàòîìíîì âçàèìîäåéñòâèè. À èìåííî, êîãäà âåëè÷èíà îòòàëêèâàíèÿ
ñòàíîâèòñÿ (èëè óìåíüøàåòñÿ êðèâèçíà ïîïåðå÷íîãî ïîòåíöèàëà) áîëüøå îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, òî
ïðÿìîëèíåéíàÿ êîíôèãóðàöèÿ àòîìîâ â ÎÑ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé è ñèñòåìà ïåðåõîäèò â íîâîå �çèãçàãîîáðàçíîå�
ÎÑ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ïîëíîñòüþ èçìåíÿåò ñïåêòð âîçáóæäåíèé ìîäåëè, â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿþòñÿ êèíêè
ðàçëè÷íûõ òèïîâ, èçìåíÿåòñÿ ñöåíàðèé ïåðåõîäà Îáðè, è ò.ä. Çèãçàãîîáðàçíàÿ ìîäåëü ÔÊ îïèñàíà â ïàðàãðàôå 11.3.

Íàêîíåö, ïàðàãðàôû 11.4 è 11.5 ïîñâÿùåíû òî÷íî äâóõìåðíûì âåêòîðíûì ìîäåëÿì ÔÊ, ãäå àòîìû ìîãóò
äâèãàòüñÿ â äâóõ èçìåðåíèÿõ, à ïîòåíöèàë ïîäëîæêè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì â äâóõ èçìåðåíèÿõ.
Âåêòîðíûå ìîäåëè äåìîíñòðèðóþò áîãàòûé ñïåêòð ïîâåäåíèÿ, âêëþ÷àÿ îñîáåííîñòè ñêàëÿðíûõ è çèãçàãîîáðàçíûõ
ìîäåëåé.

11.2 Ñêàëÿðíûå ìîäåëè

Â ïåðâîì, áîëåå ïðîñòîì îáîáùåíèè ìîäåëè ÔÊ, ìû ìîæåì îñòàâèòü ñêàëÿðíóþ ïðèðîäó ïîëåâîé ïåðåìåííîé
u ñâÿçàííîé ñî ñìåùåíèÿìè àòîìîâ, íî ïîçâîëèòü àòîìàì ôîðìèðîâàòü äâóìåðíûé ìàññèâ. Òàêèì îáðàçîì,
òåïåðü ñìåùåíèÿ ulx,ly áóäóò ïðîíóìåðîâàíû öåëûìè ÷èñëàìè lx è ly, êîòîðûå îïèñûâàþò ïîëîæåíèå àòîìà â
äâóìåðíîì ìàññèâå. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ K è ýíåðãèÿ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè Usub îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè òåìè
æå êàê è â 1D ìîäåëè,

K =
1
2

∑

lx,ly

u̇2
lx,ly , Usub =

εs
2

∑

lx,ly

(
1− cosulxly

)
. (11.1)

×òî êàñàåòñÿ ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðÿìîå îáîáùåíèå ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ ïðèâîäèò ê ôîðìå

Uint =
∑

lx,ly

[
gx
2
(
ulx+1,ly − ulx,ly − asxPx

)2 +

+
gy
2
(
ulx,ly+1 − ulx,ly − asyPy

)2]
, (11.2)

ãäå gx è gy ïîñòîÿííûå óïðóãîñòè, asx è asy ïîñòîÿííûå ðåøåòêè, à Px è Py ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè íåñîâïàäåíèÿ
â íàïðàâëåíèÿõ x è y. Åñëè gx = gy è asx = asy, ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé, â äðóãîì ñëó÷àå ìû ïðèõîäèì ê
àíèçîòðîïíîé äâóõìåðíîé ìîäåëè ÔÊ. Â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå çàäà÷à (11.1) � (11.2) ñâîäèòñÿ ê äâóõìåðíîìó
óðàâíåíèþ ÑÃ ü−∆u+ sinu = 0 êîòîðîå, ê ñîæàëåíèþ, íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íî èíòåãðèðóåìûì.

Îäíàêî, ïðèáëèæåíèå �øàðèêè è ïðóæèíêè� (11.2) äëÿ ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì
òîëüêî åñëè îòíîñèòåëüíûå ñìåùåíèÿ àòîìîâ â áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ öåïÿõ ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ
as. Áîëåå ðåàëèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà Áðàóíîì è äð. [46]. Äàâàéòå íàçîâåì èçîëèðîâàííóþ ÔÊ
öåïü �x-öåïüþ�. Òðàíñïîðò ìàññû âäîëü x-öåïè îñóùåñòâëÿåòñÿ êèíêàìè (x-êèíêàìè), êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ
øèðèíîé d0, ìàññîé m0, ýíåðãèåé ïîêîÿ εk0 è áàðüåðîì Ïàéåðëñà-Íàáàððî εPN0 (èíäåêñ �0� ñîîòâåòñòâóåò
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èçîëèðîâàííîé x-öåïè). Âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ ïðèíàäëåæàùèõ ñîñåäíèì x-öåïÿì, ïðèâîäèò ê âçàèìîäåéñòâèþ
ìåæäó öåïÿìè. Ïóñòü v(∆x) ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé äâóõ àòîìîâ êîòîðûå ïðèíàäëåæàò áëèæàéøèì ñîñåäíèì (ÁÑ)
öåïÿì è ñäâèíóòû îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà âäîëü öåïè íà ðàññòîÿíèå ∆x. Ïóñòü u1(x) è u2(x) ÿâëÿþòñÿ
ñìåùåíèÿìè àòîìîâ â ðàçëè÷íûõ öåïÿõ èç ñâîèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñîðàçìåðíîé 2D
ñòðóêòóðû. Ïðîñòåéøåå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó öåïÿìè â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè
èìååò ñëåäóþùèé âèä

U ′int =
α

2

∫
dx

asx
[u1(x)− u2(x)]2, (11.3)

ãäå α ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè. Âûðàæåíèå (11.3), îäíàêî, íå ó÷èòûâàåò ñëåäóþùèå
äâà âàæíûõ îáñòîÿòåëüñòâà. Ïåðâîå, ýíåðãèÿ äîëæíà îñòàâàòüñÿ òîé æå ñàìîé åñëè îäíó öåïî÷êó, êîòîðàÿ íå
èìååò êèíêîâ, ñäâèíóòü íà îäèí ïåðèîä ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðû. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (11.3) äîëæíî áûòü
ìîäèôèöèðîâàíî êàê

U ′int = α

∫
dx

asx
{1− cos [u1(x)− u2(x)]} , (11.4)

íàïîìíèì, ÷òî asx = 2π. Âòîðîå, îáà óðàâíåíèÿ (11.3) è (11.4) íå îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ
öåïÿìè íàõîäÿùèõñÿ â òîæäåñòâåííûõ, íî íåîäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèÿõ, òî åñòü êîãäà u1(x) = u2(x) 6= 0.
Íàïîìíèì, ÷òî ïëîòíîñòü �èçáûòî÷íûõ� àòîìîâ â íåîäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè ðàâíà ρ(x) = −u′(x)/asx, ýíåðãèÿ
èõ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà âûðàæåíèåì

U ′′int =
∫∫

dx dx′

a2
sx

u′1(x) v(x− x′) u′2(x′). (11.5)

Åñëè ïîòåíöèàë v(x) ÿâëÿåòñÿ êîðîòêî-äåéñòâóþùèì íà øêàëå d0, ìû ìîæåì ïðîàïïðîêñèìèðîâàòü åãî êàê
v(x) ≈ γasxδ(x). Êîìáèíèðóÿ óðàâíåíèÿ (11.4) è (11.5), ìû â êîíöå ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

Uint[u1, u2] = a−1
sx

∫
dx {α [1− cos(u1(x)− u2(x))] + γu′1(x)u′2(x)} , (11.6)

ãäå ïàðàìåòðû α è γ ñâÿçàíû ñ ïîòåíöèàëîì v(x) ñîîòíîøåíèÿìè

α =
∂2v(x)
∂x2

∣∣∣∣
x=0

, γ =
∫

dx

asx
v(x). (11.7)

Òåïåðü ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõ ÔÊ öåïåé. Îíà îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì

H =
∑

j

{H[uj ] + Uint[uj , uj+1]} , (11.8)

ãäå èíäåêñ j íóìåðóåò öåïî÷êó, H � ãàìèëüòîíèàí èçîëèðîâàííîé öåïî÷êè, à ïàðíîå ìåæöåïíîå âçàèìîäåéñòâèå
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (11.6). Äàâàéòå ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ è ïðåäïîëîæèì ÷òî
êàæäàÿ ÔÊ öåïî÷êà ñîäåðæèò îäèí x-êèíê. Ïðè ñëàáîì ìåæöåïíîì âçàèìîäåéñòâèè ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü
îòëè÷èåì ôîðìû êèíêà îò ÑÃ ôîðìû è ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå (11.8) àíçàö uj(x, t) = uSG (x−Xj(t)). Òîãäà,
åñëè ìû ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî x-êèíêè äâèãàþòñÿ â ïåðèîäè÷åñêîì ÏÍ ïîòåíöèàëå ñ àìïëèòóäîé εPN , ìû
ïîëó÷èì ñëåäóþùèé ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí:

Heff =
∑

j

[
ε+

m

2

(
dXj

dt

)2

+ V (Xj −Xj−1) +
εPN

2
(1− cosXj)

]
. (11.9)

Çäåñü ε = 4d/π, m = 4/πd, à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìåæêèíêîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåì

V (X) = ε [αW1(X/d)− βW2(X/d)] , (11.10)

ãäå β = γ/d2,
W1(Y ) = (1 + Y/ sinhY ) tanh2(Y/2) (11.11)

è
W2(Y ) = 1− Y/ sinhY. (11.12)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ X (|X| � d) âçàèìîäåéñòâèå áóäåò ãàðìîíè÷åñêèì, V (X) ' 1
2GX

2 ñ ýôôåêòèâíîé
ïîñòîÿííîé æåñòêîñòè G = m(α−β/3), â òî âðåìÿ êàê ïðè |X| → ∞ ìû ïîëó÷èì V (X)→ Edis, ãäå Edis = ε(α−β).
Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ïðè T = 0 àíèçîòðîïíîé ñêàëÿðíîé 2D ÔÊ
ñèñòåìû ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîé èç ñëåäóþùèõ êîíôèãóðàöèé:
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1. Â ñëó÷àå ìåæàòîìíîãî îòòàëêèâàíèÿ x-êèíêè òîæå îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà è äëÿ êîíöåíòðàöèè
àòîìîâ íåçíà÷èòåëüíî áîëüøåé èëè ìåíüøåé êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé ñîðàçìåðíîé ðåøåòêå, x-êèíêè
äîëæíû îáðàçîâûâàòü ñòðóêòóðû òèïà c(2×2) ñ íåïðåðûâíî èçìåíÿþùèìñÿ ïåðèîäîì âäîëü X îñåé;

2. Äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, êîãäà G < 0 íî Edis > 0, äîëæíû âîçíèêàòü �íàêëîííûå� öåïî÷êè
x-êèíêîâ;

3. Íàêîíåö, â ñëó÷àå ïðèòÿãèâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè, ÎÑ ñîîòâåòñòâóþò y-öåïÿì x-êèíêîâ.
Èìåííî ýòîò ñëó÷àé ãëàâíûì îáðàçîì èçó÷åí â ëèòåðàòóðå. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (11.2), ÿâëÿþùèåñÿ
ïðÿìûì îáîáùåíèåì ìîäåëè ÔÊ, ïðèâîäèò òîëüêî ê ýòîé ñèòóàöèè.

Âñå ýòè ñèòóàöèè íàáëþäàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî â àäñîðáèðóåìûõ ñèñòåìàõ (ñì. ññûëêè â ðàáîòå [47]).
Ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè àòîìîâ, òàêèå êàê òî÷å÷íûå äåôåêòû, ñòóïåíüêè è äèñëîêàöèè áûëè èçó÷åíû

÷èñëåííî â ðàìêàõ îáîáùåííûõ äâóõìåðíûõ [801] è òðåõìåðíûõ [802] ñêàëÿðíûõ ìîäåëåé Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé.
Àíèçîòðîïíûé êðèñòàëë ìîäåëèðîâàëñÿ êàê ñèñòåìà ïàðàëëåëüíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ öåïåé, â êîòîðîé àòîìû
áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ öåïåé âçàèìîäåéñòâóþò ÷åðåç ïîòåíöèàë Ëåííàðäà-Äæîíñà èëè Ìîðñà, òàê ÷òî �ïîòåíöèàë
ïîäëîæêè� äëÿ äàííîé öåïè ñîçäàåòñÿ àòîìàìè ñîñåäíèõ öåïåé. Èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åííûé çäåñü ñîñòîèò
â òîì, ÷òî êèíêè ïðèíàäëåæàùèå ÁÑ öåïÿì ñëàáî îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ, íî
íà÷èíàþò ïðèòÿãèâàòüñÿ íà êîðîòêèõ ðàññòîÿíèÿõ, òàê ÷òî îíè ìîãóò îáðàçîâûâàòü ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå. Òàêîå
ïîâåäåíèå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (11.10) äëÿ ïàðàìåòðîâ α ∼ 2β.

Âñå îáîáùåíèÿ ìîäåëè ÔÊ, êîòîðûå ó÷èòûâàþò âçàèìîäåéñòâèå òîëüêî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñåäíèõ àòîìîâ,
âñåãäà ïðèâîäÿò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó ëîêàëüíûìè äåôåêòàìè òàêèìè êàê êèíêè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óïðóãîå âçàèìîäåéñòâèå (êîòîðîå âñåãäà ïðèñóòñòâóåò â òâåðäîì òåëå) äâóõ äåôåêòîâ
íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè R â òðåõìåðíîì êðèñòàëëå äîëæíî óáûâàòü ñîãëàñíî ñòåïåííîìó çàêîíó ∝ R−3.
Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è è îïèñàíèÿ òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ â òðåõìåðíîé ðåøåòêå, Êîâàëåâ è äð. [65] ïðåäëîæèëè
îêðóæèòü ÔÊ öåïü �òðóáîé� ðàäèóñà b ∼ as è ðàññìîòðåòü ÷àñòü òåëà âíå òðóáêè êàê óïðóãóþ êîíòèíóàëüíóþ
ñðåäó. Óïðóãèå ñìåùåíèÿ àòîìîâ òåëà íàõîäÿùèõñÿ âíå òðóáû îïèñûâàþòñÿ ïîëåì ñìåùåíèé w(x, y, z), êîòîðîå
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ λwxx+µ(wyy +wzz) = 0, ãäå λ � ìîäóëü ñæàòèÿ âäîëü ÔÊ öåïè, à µ ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì
ñäâèãà â ïëîñêîñòè Y Z (äëÿ ïðîñòîé ñêàëÿðíîé ìîäåëè òåîðèè óïðóãîñòè). Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç w0(x) ïîëå
ñìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè òðóáû, òîãäà óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíîñòè öåïè ÔÊ â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè
áóäåò èìåòü ôîðìó d2uxx(x) = sin[u(x) − w0(x)]. Ê ýòîìó óðàâíåíèþ íóæíî òåïåðü äîáàâèòü ãðàíè÷íîå
óñëîâèå µa2

sb (∂w/∂ρ) |ρ=b = sin(w0 − u), ãäå ρ = (y2 + z2)1/2. Â ðåçóëüòàòå áûëî ïîëó÷åíî è ïðîàíàëèçèðîâàíî
îáîáùåííîå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÑÃ-òèïà [ïîäîáíîå óðàâíåíèþ (3.147) ïàðàãðàôà 3.5.4, ãäå
äàëüíîäåéñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå áûëî ââåäåíî èñêóññòâåííî �ðóêàìè�]. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ êèíêàìè íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòîÿíèè R âåäåò ñåáÿ êàê vint(R) ≈
εk(d/R)3.

Ñêàëÿðíàÿ ìîäåëü äëÿ θ < 1. Â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå θ = 1, îäèí äîïîëíèòåëüíûé êèíê (àíòèêèíê)
âñòàâëåííûé â öåïü, ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó ëèøíåìó àòîìó (èëè îäíîé âàêàíñèè). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè àòîìû
îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà, êèíêè òîæå äîëæíû îòòàëêèâàòüñÿ äðóã îò äðóãà. Îäíàêî, äëÿ ôîíîâîé
ñòðóêòóðû ñ θ = p/q, êîãäà p è q ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, ÷èñëî p < q, ñèòóàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òàêîé
òðèâèàëüíîé, òàê êàê òåïåðü îäèí ëèøíèé àòîì ñîîòâåòñòâóåò q êèíêàì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, äàâàéòå ðàññìîòðèì äâóõìåðíóþ ÔÊ ðåøåòêó ñ ïðÿìîóãîëüíîé ñèììåòðèåé ïðè
θ = 1/2. Äëÿ îòòàëêèâàþùåãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÎÑ ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðå c(2×2).
Ñëåäîâàòåëüíî, àòîìû â äàííîé öåïî÷êå ÷óâñòâóþò ïîòåíöèàë îò áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ öåïî÷åê, êîòîðûé
äîëæåí áûòü äîáàâëåí ê ïîòåíöèàëó ïîäëîæêè, òàê ÷òî ïîëíûé ýôôåêòèâíûé âíåøíèé ïîòåíöèàë äëÿ äàííîé
öåïî÷êè ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëó äâîéíîãî sin-Ãîðäîíà (ÄÑÃ), òî åñòü îí èìååò ïåðèîä 2as. Íàïîìíèì ÷òî
â èçîëèðîâàííîé ÔÊ öåïè ñ êîíöåíòðàöèåé θ = 1/2 îäèí âñòàâëåííûé àòîì ñîçäàåò äâà êèíêà, êîòîðûå
îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà. Òåïåðü, â äâóõìåðíîé ñèñòåìå, îáà ýòè êèíêà ÿâëÿþòñÿ ÄÑÃ êèíêàìè. Êðîìå
òîãî, ñòðóêòóðà àòîìîâ ìåæäó êèíêàìè íå ñîîòâåòñòâóåò êîíôèãóðàöèè ÎÑ, à ñîîòâåòñòâóåò ìåòàñòàáèëüíîé
êîíôèãóðàöèè, òàê êàê ñîçäàåò ñäâèã as, â òî âðåìÿ êàê ïåðèîä ñòðóêòóðû ÎÑ ðàâåí 2as. Â ðåçóëüòàòå, äâà
ÄÑÃ êèíêà ïðèíàäëåæàùèå áëèæàéøèì ñîñåäíèì öåïÿì, áóäóò äîïîëíèòåëüíî ïðèòÿãèâàòüñÿ äðóã ê äðóãó ñ
ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ êîòîðûé ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòîÿíèþ ∆x ìåæäó êèíêàìè.

Òîãäà, åñëè äâóõìåðíàÿ ñèñòåìà èìååò äâå ïàðû êèíêîâ, îäíà ïàðà â îäíîé öåïè è äðóãàÿ ïàðà â äðóãîé
áëèæàéøåé ñîñåäíåé öåïè, ýòè ïàðû áóäóò ýôôåêòèâíî ïðèòÿãèâàòüñÿ äðóã ê äðóãó, òàê êàê ïåðåêðûâàíèå
âíóòðèêèíêîâûõ îáëàñòåé ïîíèæàåò ýíåðãèþ ñèñòåìû. Íàêîíåö, åñëè ìû âñòàâèì îäèí ëèøíèé àòîì â êàæäóþ
x-öåïü, ìû ñîçäàäèì äâå y-öåïî÷êè x-êèíêîâ, êîòîðûå òåïåðü îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà, òàê ÷òî ïðè θ =
1/2±δ (δ → 0) ÎÑ ñîîòâåòñòâóåò ïîëîñàòîé ñòðóêòóðå y-öåïåé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî x-êèíêè â áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ
êàíàëàõ ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè äàæå êîãäà àòîìû ñàìè ïî ñåáå îòòàëêèâàþòñÿ äðóã îò äðóãà. Îäíàêî,
ýòî ìåæêèíêîâîå ïðèòÿæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì �ñèëüíûì�, òåïåðü ïîòåíöèàë ìåæêèíêîâîãî ïðèòÿæåíèÿ
ïðîïîðöèîíàëåí ∝ ∆x, à íå ∝ (∆x)2.
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Áåñêîíå÷íàÿ y-öåïü íå ìîæåò áûòü ðàçîðâàíà. Îäíàêî, äâå áëèæàéøèå ñîñåäíèå y-öåïè ìîãóò áûòü ðàçîðâàíû
îäíîâðåìåííî. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñîçäàòü ïàðó êîíå÷íûõ y-öåïåé, â êîòîðîé îäíà ñîñòîèò èç x-êèíêîâ, à äðóãàÿ
èç x-àíòèêèíêîâ, íî ýòè y-öåïè äîëæíû îáðàçîâûâàòü çàìêíóòóþ ïåòëþ.

Äëÿ êîíöåíòðàöèè θ = p/q ñ q ≥ 3 ñèòóàöèÿ ïîäîáíà, íî áîëåå ñëîæíà. ßñíî, ÷òî âñå óïîìÿíóòûå âûøå
ýôôåêòû ñóùåñòâåííî âëèÿþò êàê íà ôàçîâóþ äèàãðàììó ñèñòåìû ïðè T 6= 0 òàê è íà äèíàìèêó ñèñòåìû.

11.2.1 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà

Ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñêàëÿðíîé äâóõìåðíîé ìîäåëè ÔÊ ïðè T 6= 0 áûëî â îñíîâíîì èçó÷åíî â ðàìêàõ
ãàðìîíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (11.2). Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò âàðèàíò ìîäåëè ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ïîêàçûâàåò
ôîðìèðîâàíèå y-öåïåé x-êèíêîâ, îáû÷íî íàçûâàåìûõ êàê äîìåííûå ñòåíêè (ÄÑ), ïëîñêèå ñîëèòîíû, ëèíèè
íåñîðàçìåðíîñòè, ëèíåéíûå äåôåêòû. Àíèçîòðîïíàÿ ìîäåëü ñ gy = γgx (γ � ïàðàìåòð ìîäåëè, 0 ≤ γ ≤ 1)
â óðàâíåíèè (11.2) äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè (òî åñòü, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ) áûëà èçó÷åíà ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè Éîøèäà ñ ñîàâòîðàìè [803,
804] è Êàòî ñ ñîàâòîðàìè [805]. Â ÷àñòíîñòè, ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ïðè ìàëûõ T ñóùåñòâóþò îñòàòî÷íûå
(�ãåîìåòðè÷åñêèå�) ÄÑ-ëèíèÿ è ôëóêòóàöèè øèðèíû ÄÑ [ñì. ðèñ. 11.1(a)]. Êîãäà òåìïåðàòóðà âîçðàñòàåò, â x-
öåïÿõ ïîÿâëÿþòñÿ òåðìè÷åñêè âîçáóæäåííûå êèíê-àíòèêèíêîâûå ïàðû, à ñâÿçûâàíèå ýòèõ x-êèíêîâ ïðèíàäëåæàùèõ
ñîñåäíèì x-öåïÿì îòðàæàåòñÿ â ðîæäåíèè �ïåòåëü� [ðèñ. 11.1(b)]. Êàê îáû÷íî, ñ äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèåì T ,
x-êèíêè òàê æå êàê è y-öåïè òåðìè÷åñêè ðàçðóøàþòñÿ. Âêëàä êèíêîâ â ðàâíîâåñíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû ïîäîáåí
âêëàäó ïîëó÷åííîìó â îäíîìåðíîé ìîäåëè. Äëÿ ïðèìåðà, çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè îò òåìïåðàòóðû ñíîâà
äåìîíñòðèðóåò ïèê ïðè T ∼ εk, íî ïîëîæåíèå ïèêà òåïåðü çàâèñèò îò ïàðàìåòðà àíèçîòðîïèè γ [803].

Ðèñ. 11.1. Êîíòóðíûå ëèíèè ñìåùåíèé
àòîìîâ äëÿ èçîòðîïíîé ñêàëÿðíîé
ìîäåëè ÔÊ ïðè (a) T = 0.05, (b)
T = 0.2, è (c) T = 0.35. ×åðíûé
òîí (áåëûé òîí) ïîêàçûâàåò îáëàñòè
îêîëî âåðøèíû (äíà) ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè [805].

Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû ïàðàëëåëüíûõ ïîëîñ (äîìåííûõ ïîëîñ) áûëà øèðîêî èçó÷åíà àíàëèòè÷åñêè
(ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèþ Ëþêñþòîâà è äð. [48] è ïðèâåäåííûå â íåé ññûëêè). Ïðèâåäåì êðàòêî îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû ýòèõ èññëåäîâàíèé. Ïóñòü Rx ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ðåøåòêè ÄÑ â x-íàïðàâëåíèè, à ax = qxasx
ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ôîíîâîé ñòðóêòóðû. Ïðè T 6= 0 ëèíèÿ ÄÑ îãðóáëÿåòñÿ èç-çà òåïëîâûõ êîëåáàíèé. Ýòî
óâåëè÷èâàåò ñðåäíåþ ýíåðãèþ îòòàëêèâàíèÿ ñîñåäíèõ ñòåíîê èç-çà àíãàðìîíè÷íîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ x-êèíêîâ.
Êðîìå òîãî, ñìåùåíèÿ äîìåííûõ ñòåíîê îãðàíè÷èâàåòñÿ èõ �ñòîëêíîâåíèÿìè�, ýòî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
ýíòðîïèè ñèñòåìû. Îáà ôàêòîðà äàþò âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ (íà åäèíèöó äëèíû ñòåíêè) êîòîðàÿ ðàâíà [806]�
[810]

∆F ' (kBT )2a2
x/R

2
xεkasy. (11.13)

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíîå îòòàëêèâàíèå ìåæäó ñòåíêàìè ïîä÷èíÿåòñÿ ñòåïåííîìó çàêîíó (11.13) äàæå â
ñëó÷àå êîðîòêî-äåéñòâóþùåãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà ïðè T = 0 (�ìåõàíè÷åñêîå�) âçàèìîäåéñòâèå
ñòåíêà�ñòåíêà óáûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ Rx.

Êîãäà Rx ÿâëÿåòñÿ ñîèçìåðèìûì ñ ax, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ïðè T = 0 ÿâëÿåòñÿ êðèñòàëëè÷åñêèì (ñîðàçìåðíàÿ
ôàçà). Íî ïðè T 6= 0 ëèíèè ÄÑ ôëóêòóèðóþò è ïðè òåìïåðàòóðå Tdepin ýòè ôëóêòóàöèè ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè
ïåðèîäó ÏÍ ax. Â ðåçóëüòàòå, ïðè T > Tdepin äîìåííûå ñòåíêè ñòàíîâÿòñÿ ýôôåêòèâíî íåçàêðåïëåííûìè,
è ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïëàâàþùåé (íåñîðàçìåðíîé) ôàçå. Ýòîò ôàçîâûé ïåðåõîä
ïðîèñõîäèò ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà Rx/ax ≥ 4 [811, 812]. Ïðè äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè T ïëàâàþùàÿ ôàçà
ðàñïëàâëÿåòñÿ. Åñëè qx = 1 èëè 2, ïëàâëåíèå ïðîèñõîäèò ïî ìåõàíèçìó Êîñòåðëèöà-Òàóëåñà èç-çà îáðàçîâàíèÿ
ÿäåð äèñëîêàöèîííûõ ïàð â ðåøåòêå ÄÑ (çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîä ïðîèñõîäèò òîëüêî çà îäèí øàã).
òåîðèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ áûëà ðàçâèòà Ëþêñþòîâûì [813] è Êóïåðøìèòîì ñ ñîàâòîðàìè [814].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè T = 0 íî ìåíÿåòñÿ θ, ñèñòåìà ïðîõîäèò ÷åðåç áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñòðóêòóð,
êîòîðûå îáðàçóþò äüÿâîëüñêóþ ëåñòíèöó. Íî äëÿ T 6= 0 áîëüøèíñòâî âûñîêî-óïîðÿäî÷åííûõ ñîðàçìåðíûõ
ñòðóêòóð ÿâëÿþòñÿ ïëàâàþùèìè èëè æèäêèìè (íåóïîðÿäî÷åííûìè). Áîëåå ïîäðîáíûå äåòàëè î (T, θ) èëè (T, µ)
ôàçîâûõ äèàãðàìì ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè Ëþêñþòîâà ñ ñîàâòîðàìè [48].
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11.2.2 Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà

Òðàíñïîðò ìàññû â ñêàëÿðíîé ìîäåëè ÔÊ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷ ôèçèêè òâåðäîãî òåëà (íàïðèìåð, ìû
ìîæåì âñïîìíèòü äâèæåíèå äèñëîêàöèé, ïëàñòè÷íîñòü è ïîäàòëèâîñòü ìåòàëëîâ è ò.ä.), ïîýòîìó îíà èçó÷àëàñü â
òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîãóò áûòü èçó÷åíû ìåòîäàìè
òåîðèè âîçìóùåíèÿ ïîäîáíî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ (ñì. ïàðàãðàô 7.4). Ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå, îäíàêî, ïîòîê
àòîìîâ â âèäå ñîãëàñîâàííîãî äâèæåíèÿ àòîìîâ ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ âíåøíåé ñèëû F èëè ãðàäèåíòà
êîíöåíòðàöèè àòîìîâ. Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà ïðèëîæåíà âäîëü x-íàïðàâëåíèè
è êðàòêî îáñóäèì êàê îáðàçîâàíèå y-öåïî÷åê x-êèíêîâ ìîæåò ìîäèôèöèðîâàòü äèôôóçèîííûå õàðàêòåðèñòèêè
ñèñòåìû. Â íà÷àëå âñåãî âñïîìíèì, ÷òî äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ x-öåïî÷åê ýíåðãèÿ àêòèâàöèè äâèæåíèÿ
âäîëü x-íàïðàâëåíèÿ ðàâíà âûñîòå ÏÍ ðåëüåôà, εa ' εPN0. Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî îòòàëêèâàíèå x-êèíêîâ äîëæíî
ïðèâîäèòü ê óìåíüøåíèþ àêòèâàöèîííîãî áàðüåðà, εa < εPN0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå ïðèòÿæåíèÿ x-êèíêîâ
áàðüåð εa äîëæåí îáû÷íî âîçðàñòàòü. Íàïðèìåð, y-öåïî÷êà x-êèíêîâ ïðè êîíå÷íîé äëèíå äîëæíà äâèãàòüñÿ çà
ñ÷åò ðîæäåíèÿ y-êèíêîâ íà îäíîì êîíöå y-öåïè è åãî ïîñëåäóþùåãî äâèæåíèÿ âäîëü îñè Y ê äðóãîìó êîíöó öåïè
(ñì. ïàðàãðàô 10.3.2), òàê ÷òî εa ' 1

2Epair +EPN . Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé y-öåïè x-êèíêîâ, äâèæåíèå íà÷èíàåòñÿ
ñ ðîæäåíèÿ ïàðû y-êèíê�y-àíòèêèíê è çàòåì ïåðåõîäèò â èõ äâèæåíèå â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ [ñì.
ðèñ. 11.2(a)], ýòîò ñöåíàðèé òðåáóåò ýíåðãèè εa ' Epair + EPN . Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ F è
T 6= 0 ïîòîê àòîìîâ ÿâëÿåòñÿ òåðìè÷åñêè àêòèâèðóåìûì ïðîöåññîì ñ ýíåðãèåé àêòèâàöèè εa îïðåäåëÿåìîé
ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû.

Ðèñ. 11.2. Êîíòóðíûé ãðàôèê ñìåùåíèé ulx,ly äëÿ ñêàëÿðíîé ìîäåëè ÔÊ (11.1)�(11.2) íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì
ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû F â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî òðåíèÿ η. Ðàçìåð òî÷åê îòîáðàæàåò ñêîðîñòü àòîìà. Íà÷àëüíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîé íåïîäâèæíîé ÄÑ (y-öåïè). Ðèñóíêè âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé
äèíàìèêè äëÿ ñëó÷àÿ ñëàáîãî òðåíèÿ (â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ η = 0.085) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïðèëîæåííîé ñèëû F : (a)
F = 1.1 ïðè t = 400, êîãäà ïîÿâèëàñü îäèíî÷íàÿ y-êèíê�y-àíòèêèíêîâàÿ ïàðà, è (b) F = 1.2 ïðè t = 300, êîãäà âñëåä çà
äâèæóùåéñÿ ñòåíêîé âîçíèêàþò ïåòëè [230].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè T = 0 ïîòîê àòîìîâ íà÷èíàåòñÿ êîãäà âíåøíÿÿ ñèëà ïðåâûøàåò íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå
(äåïèíèíãèðóþùåå) çíà÷åíèå ñèëû Fc íåîáõîäèìîå äëÿ ïðåîäîëåíèÿ áàðüåðîâ àêòèâàöèè. Ýòà çàäà÷à áûëà
èçó÷åíà Ïàæå ñ ñîàâòîðàìè [230] äëÿ ìîäåëè (11.1)�(11.2) â ñëó÷àå ñëàáîãî âíåøíåãî òðåíèÿ. Ñíîâà, åñëè
èìååòñÿ îäíà y-öåïî÷êà (äîìåííàÿ ñòåíêà) â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè, îíà áóäåò ðàçâèâàòüñÿ ñîãëàñíî îïèñàííîìó
âûøå ñöåíàðèþ [÷åðåç îáðàçîâàíèÿ y-êèíê�y-àíòèêèíêîâûõ ïàð, ñì. ðèñ. 11.2(a)]. Îäíàêî, ïðè ÷èñëåííîì
ìîäåëèðîâàíèè áûëè îáíàðóæåíû è çàòåì îáúÿñíåíû ïðè ïîìîùè àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñëåäóþùèé íîâûé
èíòåðåñíûé ýôôåêò: åñëè ïðèëîæåííàÿ ñèëà äîñòàòî÷íî âûñîêà (F ≥ 1.1 â áåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ), òî
ìîæåò ïðîèñõîäèòü îáðàçîâàíèå äîáàâî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �ñòåíêà�àíòèñòåíêà� ïîçàäè ïåðâè÷íîé ñòåíêè,
ïðèâîäÿùåå ê îáðàçîâàíèþ �äâîéíîãî ñëîÿ� [ñì. ðèñ. 11.2(b)]. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýòîò ýôôåêò áóäåò äàæå
áîëåå ÿâíûì ïðè T 6= 0 âñëåäñòâèå òåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàííîãî ðîæäåíèÿ ïåòåëü. Êîëîìåíñêèé ñ ñîàâòîðàìè
[815] ïîêàçàëè òàêæå ÷òî â ñëó÷àå ñëàáîãî òðåíèÿ ÄÑ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé
îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîãî ìàëîãî èçìåíåíèÿ ñèëû äëÿ îïðåäåëåííûõ åå çíà÷åíèé.

Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè äèñëîêàöèé, äâèæåíèå ïðîòÿæåííîãî îáúåêòà, òàêîãî êàê y-öåïü (äîìåííàÿ ñòåíêà)
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðèñóòñòâèÿ ïðèìåñåé êîòîðûå ìîãóò �ïðèêðåïëÿòü� y-öåïî÷êó. Êîãäà äâèãàþùàÿñÿ ÄÑ
âñòðå÷àåòñÿ ñ �ïðîáêîé�, òî äëÿ äàëüíåéøåãî äâèæåíèÿ y-öåïè äîëæåí ïðîèçîéòè ëèáî åå �îòðûâ îò� ïðîáêè (äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ïðåîäîëåíèå ýíåðãèè ñâÿçè àòîìîâ öåïè ñ ïðèìåñüþ), ëèáî "ðàçðûâ"y-öåïè (îäèí èç àòîìîâ
ÄÑ îñòàåòñÿ íà ÿ÷åéêå ñ ïðèìåñüþ), ïîñëåäíåå òðåáóåò ýíåðãèè Edis. Â ñâÿçè ñ ïîâåðõíîñòíîé äèôôóçèåé ýòè
âîïðîñû áûëè ðàññìîòðåíû Ëþêñþòîâûì è Ïîêðîâñêèì [816].
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Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ÔÊ òàê æå êàê è îïèñàííûå âûøå åå îáîáùåíèÿ îäíî ñóùåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå: àòîìû
ìîãóò äâèãàòüñÿ òîëüêî â îäíîì èçìåðåíèè. Òàêèì îáðàçîì, äàëüíåéøèì åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ìîäåëè
ÿâëÿåòñÿ óäàëåíèå ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ è ðàçðåøåíèå àòîìàì èìåòü äâå èëè áîëåå ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé àòîì ìîæåò äâèãàòüñÿ â äâóõ èçìåðåíèÿõ, ñêàæåì â x è y, è
íàõîäèòñÿ â äâóõìåðíîì âíåøíåì ïîòåíöèàëå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì â îäíîì íàïðàâëåíèè (x) è
íåîãðàíè÷åííûì (íàïðèìåð, ïàðàáîëè÷åñêèì) â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè y, òàê ÷òî äâèæåíèå àòîìîâ
â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè îãðàíè÷åíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë ïîäëîæêè Vsub(r) = Vx(x) + Vy(y), ãäå
Vx(x) = (εs/2)[1 − cos(2πx/as)] è Vy(y) = (ma/2)ω2

0yy
2. Çäåñü ω0y ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòîé êîëåáàíèÿ åäèíè÷íîãî

àòîìà â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Ïðåäåë ω0y →∞ ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ. Êàê è âåçäå â êíèãå
ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åäèíèöû ðàçìåðíîñòè òàêèå, ÷òî ma = 1, εs = 2 è as = 2π, òàê ÷òî ÷àñòîòà ïðîäîëüíûõ
êîëåáàíèé ω0x = (εs/2ma)1/2(2π/as) ðàâíà 1.

Ìîäåëü ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò íå òîëüêî îäèí àêàäåìè÷åñêèé èíòåðåñ. Âî ïåðâûõ,
ýòà ìîäåëü ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê ïðîñòåéøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ àíèçîòðîïíîé âåêòîðíîé äâóõìåðíîé
ìîäåëè ÔÊ ãäå ìû äîëæíû îæèäàòü, ÷òî ìàëîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäíèìè ëèíèÿìè íå
äîëæíî ñóùåñòâåííî ìîäèôèöèðîâàòü ñâîéñòâà ñèñòåìû. Âî âòîðûõ, ìîäåëü ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê
ïåðâûé øàã â èçó÷åíèè èçîòðîïíîé âåêòîðíîé äâóõìåðíîé ìîäåëè ÔÊ. Íàêîíåö, ìîäåëü âàæíà ñàìà ïî ñåáå,
òàê êàê ðàçëè÷íûå íåëèíåéíûå ôåíîìåíû â ôèçèêå òâåðäîãî òåëà ìîãóò áûòü îïèñàíû ìîäåëüþ, ãäå öåïî÷êà
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì �êàíàëå�.

Ìîäåëü ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû âñå åùå îïèñûâàåò îäíîìåðíóþ öåïî÷êó àòîìîâ. Îäíàêî, êîãäà
ìû ðàññìîòðèì âåêòîðíóþ ìîäåëü, ìû ïîòåðÿåì ãëàâíîå ïðåèìóùåñòâî îäíîìåðíîé ìîäåëè ÔÊ, â êîòîðîé
àòîìû âñåãäà îñòàþòñÿ ñòðîãî óïîðÿäî÷åííûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ìîãóò áûòü ïðîíóìåðîâàíû â òàêîì
ïîðÿäêå, ÷òî àòîì l âñåãäà èìååò àòîìû l ± 1 ñâîèìè áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè. Â ðåàëèñòè÷åñêîé äâóìåðíîé
ìîäåëè ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîðÿäîê àòîìîâ ìîæåò áûòü èçìåíåí ïðè ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíîãî èçìåðåíèÿ.
Òàêæå, èç-çà ïîòåðè òàêîãî ïîðÿäêà, ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü áîëåå ñòðîãóþ âåêòîðíóþ ìîäåëü ó÷èòûâàþùóþ
âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó âñåìè àòîìàìè ñèñòåìû. Òåì íå ìåíåå, êîíöåïöèÿ òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâûõ êâàçè÷àñòèö
(êèíêîâ) êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ îñòàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíîé è ïîó÷èòåëüíîé.

Ïîêà àòîìû èñïîëüçóþò òîëüêî ïðèòÿãèâàþùóþ âåòâü ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ, ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà
ìîäåëè ýêâèâàëåíòíû ñâîéñòâàì ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ. Îäíàêî, âî ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìåæàòîìíîå
âçàèìîäåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ îòòàëêèâàþùèì èëè ïî êðàéíåé ìåðå èìååò îòòàëêèâàþùóþ âåòâü. Ýòî ìîæåò
áûòü èç-çà Êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ìåæäó èîíàìè â ñóïåðèîííûõ ïðîâîäíèêàõ èëè ìåæäó ïðîòîíàìè â
ìîëåêóëàõ ñâÿçàííûõ âîäîðîäíûìè ñâÿçÿìè, èëè èç-çà Êóëîíîâñêîãî èëè äèïîëü-äèïîëüíîãî îòòàëêèâàíèÿ
àòîìîâ àäñîðáèðîâàííûõ íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîëóïðîâîäíèêîâ èëè ìåòàëëîâ. Òàê êàê êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû íå
çàâèñÿò îò ñïåöèôè÷åñêîé ôîðìû ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà, ïðè óñëîâèè ÷òî îòòàëêèâàíèå ÿâëÿåòñÿ âîãíóòûì,
òî äàëåå ìû äëÿ êîíêðåòíîñòè ðàññìîòðèì òîëüêî êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå

Vint(r) = V0/r, (11.14)

ãäå ïàðàìåòð V0 õàðàêòåðèçóåò àìïëèòóäó îòòàëêèâàíèÿ. ßñíî ÷òî äëÿ îòòàëêèâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìû
äîëæíû èçó÷àòü ñèñòåìû ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ, òî åñòü èñïîëüçîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Ðèñ. 11.3. Êîíôèãóðàöèè àòîìîâ â äâóõìåðíûõ ìîäåëÿõ ÔÊ
ñ ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ïîêàçàíû îòäåëüíûå
ïîëîñû ñîîòâåòñòâóþùèå: (a) �òðèâèàëüíîìó îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ�
(ÒÎÑ); (b) �çèãçàãîîáðàçíîìó îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ� (ÇÎÑ) è (c)
�ðîìáîýäðè÷åñêîé� êîíôèãóðàöèè àòîìîâ [817].

Êîãäà âåëè÷èíà ìåæàòîìíîãî îòòàëêèâàíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ (èëè óìåíüøàåòñÿ êðèâèçíà ïîïåðå÷íîãî ïîòåíöèàëà)
âûøå îïðåäåëåííîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, òðèâèàëüíîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå [ÒÎÑ, ðèñ. 11.3(a)] ìîäåëè ïîäâåðãàåòñÿ
ñåðèè áèôóðêàöèé. Ïåðâàÿ áèôóðêàöèÿ âñåãäà ïðèâîäèò ê çèãçàãîîáðàçíîìó îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ [ÇÎÑ,
ðèñ. 11.3(b)] è ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàäèêàëüíîì èçìåíåíèè ñâîéñòâ ñèñòåìû, âêëþ÷àÿ ïîÿâëåíèÿ òî÷êè ìàêñèìóìà



264 11 Äâóõìåðíûå ìîäåëè

ó ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè. Äëÿ íåñîðàçìåðíîé ñèñòåìû, áèôóðêàöèè ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ
ïåðåõîäîì Îáðè èç çàêðåïëåííîãî â ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå. Áîëåå òîãî, çèãçàãîîáðàçíîå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
ìîæåò äàæå áûòü ïðè÷èíîé ìíîãîêðàòíûõ ïåðåõîäîâ Îáðè (ñì. ïàðàãðàô 11.3.2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ
ñîðàçìåðíîé ñèñòåìû çèãçàãîîáðàçíàÿ ìîäåëü ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî òèïîâ êèíêîâ. Â ïàðàãðàôå 11.3.3 ìû äàåì
îáùóþ ñõåìó êëàññèôèêàöèè òîïîëîãè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé äëÿ ñëîæíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, à â ïàðàãðàôå 11.3.4
ðàññìîòðåíû êèíêè äëÿ ÇÎÑ. Âáëèçè òî÷êè áèôóðêàöèè, òàê æå êàê è âûøå ýòîé òî÷êè, äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà
çèãçàãîîáðàçíîé ìîäåëè ÔÊ ñóùåñòâåííî èçìåíÿþòñÿ. Çíà÷åíèå ýòèõ äëÿ ðåàëèñòè÷åñêèõ ñèñòåì áóäåò äàëåå
êðàòêî îáñóæäåíî â ïàðàãðàôå 11.3.5.

11.3.1 Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíôèãóðàöèè ÎÑ ïðè T = 0, ìû äîëæíû íàéòè àáñîëþòíûé ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ñèñòåìû

U =
N∑

i=1

[
Vsub(ri) +

1
2

N∗∑

i′=1

[Vint(|ri − ri+i′ |) + Vint(|ri − ri−i′ |)]
]
, (11.15)

ãäå èíäåêñ i íóìåðóåò àòîìû, à ïðåäåëû N,N∗ →∞. Êîãäà êîîðäèíàòû ÎÑ {r(0)
i } ≡ {x(0)

i , y
(0)
i } áóäóò íàéäåíû,

íóæíî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ÎÑ ÷åðåç âû÷èñëåíèå ôîíîííîãî ñïåêòðà. Ñïåêòð çàäàåòñÿ ñîáñòâåííûìè
÷àñòîòàìè ìàòðèöû óïðóãîñòè A îïðåäåëåííîé êàê

Aαα
′

ii =


∂2Vsub(ri)

∂uαi ∂u
α′
i

+
∑

i′(i′ 6=i)

∂2Vint(|ri − ri′ |)
∂uαi′∂u

α′
i′




all u=0

,

Aαα
′

ii′(i 6=i′) =
(
∂2Vint(|ri − ri′ |)

∂uαi ∂u
α′
i′

)

all u=0

,

ãäå ãðå÷åñêèå èíäåêñû ñîîòâåòñòâóþò Äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì (α, α′ = x èëè y), à âåêòîð ui = ri − r(0)
i

îïèñûâàåò ñìåùåíèå i-ãî àòîìà èç ñâîåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè áåçðàçìåðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ θ ÿâëÿåòñÿ
ðàöèîíàëüíîé, òàê ÷òî êîíôèãóðàöèÿ ÎÑ ÿâëÿåòñÿ ñîðàçìåðíîé, òî ñòðóêòóðà àòîìîâ ïåðèîäè÷íà è ïîýòîìó
óäîáíî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Dαα′
mm′(k) =

∞∑

l=−∞
Aαα

′
0,m; l,m′e

ikla. (11.16)

Çäåñü a ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ñòðóêòóðû ÎÑ, à èíäåêñû àòîìîâ i ðàçäåëåíû íà äâà ïîäèíäåêñà, i = (l,m), ãäå l
íóìåðóåò ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, â òî âðåìÿ êàê m = 1, . . . , s îáîçíà÷àåò àòîìû â ÿ÷åéêå. Äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà
k (|k| ≤ π/a), D(k) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé 2s× 2s ìàòðèöåé è ôîíîííûé ñïåêòð ñîñòîèò èç 2s âåòâåé íóìåðóåìûõ
èíäåêñîì j. ×àñòîòû ωj(k) îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

det
[
ω2(k)1−D(k)

]
= 0. (11.17)

Äëÿ óñòîé÷èâîé êîíôèãóðàöèè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûìè. Êîãäà, ïðè
íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì, ωj(k∗) = 0, òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé è ïåðåõîäèò â íîâóþ êîíôèãóðàöèþ ñ ïåðèîäîì
a∗ = π/k∗. Ñîáñòâåííûé âåêòîð ñâÿçàííûé ñ îáíóëÿþùåéñÿ ÷àñòîòîé ïîìîãàåò íàéòè íîâîå ÎÑ. Ýòîò ñöåíàðèé
ñîîòâåòñòâóåò íåïðåðûâíîìó (âòîðîãî ïîðÿäêà) ôàçîâîìó ïåðåõîäó. Êðîìå òîãî, ìîäåëü ìîæåò òàêæå ïîêàçûâàòü
ðàçðûâíûå (ïåðâîãî ïîðÿäêà) ïåðåõîäû ïðè èçìåíåíèè ìîäåëüíîãî ïàðàìåòðà (íàïðèìåð, V0). Îíè ïðîèñõîäÿò
êîãäà ýíåðãèÿ ìåòàñòàáèëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ýíåðãèè êîíôèãóðàöèè ÎÑ â òî÷êå ïåðåõîäà
V0 = V

(m)
bif . Çà ýòîé òî÷êîé ìåòàñòàáèëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ è ÎÑ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.

Â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè

g = (a2
s/2π

2εs)V ′′int(aA).

Â äâóõìåðíîé ìîäåëè, ïîäîáíóþ ðîëü èãðàåò óñðåäíåííàÿ ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè

geff =
1
N

N∑

i=1

gi (11.18)

ñ
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gi =
1
2

N∗∑

i′=1

[
∂2

∂x2
i

(Vint(|ri − ri+i′ |) + Vint(|ri − ri−i′ |))
]

all u=0

, (11.19)

(äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ geff ñîâïàäàåò ñ g).
Äàâàéòå ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé c òðèâèàëüíîé ñîðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèåé θ = 1/q ñ öåëûì q,

êîãäà ñðåäíåå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå aA = qas. Ïðè ìàëîé àìïëèòóäå ìåæàòîìíîãî îòòàëêèâàíèÿ ÎÑ áóäåò
òðèâèàëüíûì (ÒÎÑ), â íåì âñå àòîìû ðàñïîëîæåíû â ìèíèìóìàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿì, ò.å. x(0)

i = iaA è y(0)
i = 0.

Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ñèñòåìû ñîäåðæèò òîëüêî îäèí àòîì, à ôîíîííûé ñïåêòð ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé. Ïåðâàÿ
âåòâü ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ âäîëü íàïðàâëåíèÿ x,

ω2
1(k) = ω2

0x + 2
∞∑

l=1

V ′′int(laA)[1− cos(klaA)], (11.20)

à âòîðàÿ âåòâü � äâèæåíèþ âäîëü íàïðàâëåíèÿ y,

ω2
2(k) = ω2

0y + 2
∞∑

l=1

[V ′int(laA)/(laA)][1− cos(klaA)], (11.21)

ãäå |k| ≤ 1/2q. Çàìåòèì, ÷òî â ÒÎÑ äâèæåíèÿ âäîëü íàïðàâëåíèé x è y ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëåííûìè.
Êîãäà âåëè÷èíà âçàèìîäåéñòâèÿ âîçðàñòàåò äëÿ îòòàëêèâàþùåãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, V ′int(laA) < 0,

÷àñòîòà ω2(k) óáûâàåò è äîñòèãàåò íóëÿ ïðè íåêîòîðîì êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè V0 = Vbif . Åñëè ìåæàòîìíîå
îòòàëêèâàíèå ìîíîòîííî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì r [òî åñòü åñëè ïðîèçâîäíàÿ V ′int(r) âñåãäà îòðèöàòåëüíà],
ïåðâàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïîÿâëÿåòñÿ ïðè k = ±1/2q. Ñîîòâåòñòâóþùåå áèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå Vbif ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî èç óðàâíåíèÿ

ω2
0y + 4

∞∑
p=0

V ′int[(2p+ 1)aA]
(2p+ 1)aA

= 0. (11.22)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ (11.14) Vbif = ω2
0ya

3
A/4C, ãäå C ≡

∑∞
p=0(2p+ 1)−3 = 1.05179 . . .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ìîíîòîííî óáûâàþùåãî ìåæàòîìíîãî îòòàëêèâàíèÿ ïåðâàÿ áèôóðêàöèÿ âñåãäà
ïðèâîäèò ê íåïðåðûâíîìó ïåðåõîäó èç òðèâèàëüíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðèñóíêà 11.3(a) â çèãçàãîîáðàçíîå
îñíîâíîå ñîñòîÿíèå (ÇÎÑ) ðèñóíêà 11.3(b) ñ êîîðäèíàòàìè àòîìîâ x

(0)
i = iaA, y(0)

i = (−1)ib. Àìïëèòóäà
ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà b îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ω2
0y + 4

∞∑

l=0

V ′int(rl)/rl = 0, rl = [4b2 + a2
A(1 + 2l)2]1/2. (11.23)

Â ÇÎÑ çíà÷åíèå ïîïåðå÷íîãî ðàñùåïëåíèÿ b âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì V0 êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.4(b). Ïîñòîÿííàÿ
óïðóãîñòè geff äëÿ ÒÎÑ âîçðàñòàåò ëèíåéíî ñ ðîñòîì V0 äî çíà÷åíèÿ gbif ≈ 9ω2

0y/16. Íî ïîñëå áèôóðêàöèè geff

óáûâàåò, äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà gmin ≈ 4.7ω2
0y/16 ∼ 0.5 gbif è çàòåì ñíîâà âîçðàñòàåò [ñì ðèñ. 11.4(c)].

Ïèê ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè geff ïðè òî÷êå áèôóðêàöèè Vbif îáúÿñíÿåò ìíîãèå çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà ìîäåëè.

Ðèñ. 11.4. (a) Ïðîäîëüíûå ñìåùåíèÿ ∆x àòîìîâ îòíîñèòåëüíî áëèæàéøåãî ìèíèìóìà Vx(x), (b) ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ
y, è (c) óñðåäíåííàÿ ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè öåïè êàê ôóíêöèè îò V0 äëÿ θ = 5/7 (N = 20, M = 28, N∗ = 60) è ω0y = 2.
Ðèñóíîê ïîêàçûâàåò äâå áèôóðêàöèè ñòðóêòóðû àòîìîâ [817].

Ñ äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèåì V0 (èëè óáûâàíèåì ω0y) ñèñòåìà ñîâåðøàåò ñëåäóþùèå ïåðåõîäû â áîëåå
ñëîæíûå êîíôèãóðàöèè ÎÑ. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ïîòåíöèàëà, òàêîãî êàê ïàðàáîëè÷åñêèé, ýòè
ïåðåõîäû ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûìè, â îòëè÷èå îò íåïðåðûâíîãî ïåðâîãî ïåðåõîäà â ÇÎÑ. À èìåííî, âáëèçè òî÷êè
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ïåðåõîäà îáå êîíôèãóðàöèè, íàïðèìåð çèãçàãîîáðàçíàÿ è ðîìáè÷åñêàÿ, ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè, íî îäíà èç íèõ
ñîîòâåòñòâóåò ÎÑ â òî âðåìÿ êàê äðóãàÿ ñîîòâåòñòâóåò ìåòàñòàáèëüíîé êîíôèãóðàöèè ñ áîëåå âûñîêîé ýíåðãèåé.
Â òî÷êå ïåðåõîäà, ýíåðãèè îáîèõ êîíôèãóðàöèé ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè äðóã äðóãó. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðóêòóð
ÎÑ ìîæåò áûòü îïèñàíà êà÷åñòâåííî ñëåäóþùåì îáðàçîì. Êîãäà ïðîäîëüíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ÿâëÿåòñÿ
íåñóùåñòâåííûì (íàïðèìåð, êîãäà ω0y � ω0x), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíôèãóðàöèé ÎÑ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà
êàê óøèðÿþùèåñÿ ïîëîñêè "âûðåçàííûå"èç äâóõìåðíîé ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.3, ãäå
ïðîäîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ ðåøåòêè acell îïðåäåëÿåòñÿ èç êîíöåíòðàöèè àòîìîâ θ [acell = (as/θ)s′, s′ = 2, 3, 4, 5, . . .
äëÿ çèãçàãîîáðàçíîé, ðîìáîýäðè÷åñêîé, äâîéíîãî çèãçàãà, ãåêñàãîíàëüíîé, è ò.ä. êîíôèãóðàöèé ñîîòâåòñòâåííî],
â òî âðåìÿ ïîïåðå÷íîå ñìåùåíèÿ àòîìîâ èçìåíÿþòñÿ òàê, ÷òîáû ïðèñïîñîáèòñÿ ê ïîïåðå÷íîìó ïîòåíöèàëó Vy(y).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû , äëÿ àñèììåòðè÷íîãî ïîïåðå÷íîãî ïîòåíöèàëà, òàêîãî êàê ïîòåíöèàë Òîäû,

Vy(y) = ω2
0yy

2
anh [exp(−y/yanh) + (y/yanh)− 1] , (11.24)

ãäå ïîñòîÿííàÿ àíãàðìîíèçìà β = y−1
anh, íåïðåðûâíûìè ìîãóò áûòü íå òîëüêî ïåðâàÿ áèôóðêàöèÿ, íî òàêæå

íåñêîëüêî áèôóðêàöèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà [817].

11.3.2 Ïåðåõîäû Îáðè

Íàëè÷èå ìàêñèìóìîâ ó geff(V0) â ìîäåëè ñ ïîïåðå÷íîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû òàêæå îêàçûâàåò ñèëüíîå âëèÿíèå â
íåñîðàçìåðíîì ñëó÷àå íà ïåðåõîä Îáðè. Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÔÊ ïðè óâåëè÷åíèè ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè
g â íåñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä Îáðè, êîòîðûé ìîæíî îáúÿñíèòü â òåðìèíàõ ïîëîæåíèé
àòîìîâ îòíîñèòåëüíî ìàêñèìóìîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Äëÿ ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (òî åñòü ïðè g < gAubry),
äîìèíèðóåò ïîòåíöèàë ïîäëîæêè. Àòîìû ñòðåìÿòñÿ îñòàâàòüñÿ âáëèçè ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëüíûõ ÿì (âáëèçè
ìàêñèìóìà èìååòñÿ çàïðåùåííàÿ îáëàñòü). Â ðåçóëüòàòå, öåïî÷êà àòîìîâ îêàçûâàåòñÿ çàêðåïëåííîé ïîäëîæêîé,
òàê êàê åå ñìåùåíèå òðåáóåò äâèæåíèÿ àòîìîâ ÷åðåç ìàêñèìóìû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü
ýòîìó, ïðè g > gAubry, â êîíôèãóðàöèè äîìèíèðóþò ìåæàòîìíûå âçàèìîäåéñòâèÿ è âñå óðîâíè ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè çàíÿòû àòîìàìè, íåêîòîðûå èç íèõ íàõîäÿòñÿ íà âåðõóøêàõ áàðüåðîâ. Êîãäà öåïî÷êà àòîìîâ äâèãàåòñÿ
ïîâåðõ ïîäëîæêè, íåêîòîðûå àòîìû èäóò âíèç ïîòåíöèàëà, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå èäóò ââåðõ è äëÿ äâèæåíèÿ
íå ñóùåñòâóåò áàðüåðà.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, äî êàêîé ñòåïåíè ââåäåíèå ïîïåðå÷íîé ñòåïåíè ñâîáîäû îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ïåðåõîä
Îáðè. Îòâåò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç îïèñàííîãî âûøå ïîâåäåíèÿ ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè geff ïðè èçìåíåíèè V0.
Òàê êàê òî÷êà áèôóðêàöèè Vbif îïðåäåëÿåòñÿ êðèâèçíîé ïîïåðå÷íîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, Vbif ∝ ω2

0y, â òî
âðåìÿ êàê ïåðåõîä Îáðè ñóùåñòâåííî ñâÿçàí ñ ïðîäîëüíûìè ñìåùåíèÿìè, òî îòíîñèòåëüíûå ïîëîæåíèÿ ýòèõ
äâóõ ïåðåõîäîâ ìîãóò èçìåíÿòñÿ ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ìîæíî ïðåäñêàçàòü ñëåäóþùèå
òðè ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ïðè óâåëè÷åíèè V0:

(a) Ñëó÷àé êîãäà ÷àñòîòà ω0y ëåæèò íèæå ïåðâîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ω∗, ω0y < ω∗, òàê ÷òî Vbif < VAubry. Â
ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîä Îáðè ñîâñåì íå áóäåò ïðîèñõîäèòü, òàê êàê ïåðâàÿ áèôóðêàöèÿ, ïåðåõîä â çèãçàãîîáðàçíîå
ñîñòîÿíèå, ïðèâîäÿùèé ê óìåíüøåíèþ ýôôåêòèâíîãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðîèñõîäèò äî òîãî êàê geff

äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ gAubry íåîáõîäèìîãî äëÿ ïåðåõîäà. Áåðÿ gAubry ' 1 äëÿ çíà÷åíèÿ θg.m. ðàâíîìó çîëîòîìó
ñðåäíåìó, âåëè÷èíó ω∗ ìîæíî îöåíèòü êàê ω∗ ≈ 4/3;

(b) Ñëó÷àé áîëüøîé ÷àñòîòû ω0y, ω0y > ω∗∗ (ãäå ω∗∗ ÿâëÿåòñÿ âòîðûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì çíà÷åíèåì),
äëÿ êîòîðîé Vbif � VAubry è gAubry < gmin ≡ min geff(V0) äëÿ âñåõ V0 â ðàìêàõ ÇÎÑ. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîä
Îáðè ïðîèñõîäèò êîãäà V0 äîñòèãàåò VAubry è áèôóðêàöèÿ, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò ïîçæå, íå ïðèíîñèò íèêàêîãî
êà÷åñòâåííîãî èçìåíåíèÿ â ïîâåäåíèå ñèñòåìû, òàê êàê ìèíèìóì geff ïîñëå áèôóðêàöèè îêàçûâàåòñÿ âûøå
çíà÷åíèÿ gAubry. Êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî ó áèôóðêàöèé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
(íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå â ÐÎÑ). Âçÿâ gmin ' 0.5 gbif , çíà÷åíèå ω∗∗ ìîæíî îöåíèòü êàê ω∗∗ ≈ 4

√
2/3 ≈ 1.9

äëÿ θ = θg.m.;
(c) Äëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ω0y, ω∗ < ω0y < ω∗∗, êîãäà V0 óâåëè÷èâàåòñÿ, ñèñòåìà ñîâåðøàåò

ïåðâûé ïåðåõîä Îáðè â êîòîðîì ïèíèíãîâàííîå ÎÑ òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñêîëüçÿùåå ÎÑ. Íî òîãäà áèôóðêàöèÿ
â çèãçàãîîáðàçíîå ñîñòîÿíèå ìîæåò óìåíüøàòü ñðåäíåþ ïîñòîÿííóþ óïðóãîñòè íèæå gAubry. Ñèñòåìà ñîâåðøàåò
îáðàòíûé îáðàòíûé ïåðåõîä Îáðè è ðåøåòêà íà ïîäëîæêå ñíîâà ñòàíîâèòñÿ çàêðåïëåííîé. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå
geff , êîòîðîå ïðîèñõîäèò ïîñëå ìèíèìóìà, ìîæåò âûçûâàòü ñíîâà ïðÿìîé ïåðåõîä Îáðè âîññòàíàâëèâàþùèé
ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå, ïî êðàéíåé ìåðå äî âòîðîé áèôóðêàöèè.

Ýòè ïðåäñêàçàíèè áûëè ïðîâåðåíû ÷èñëåííî Áðàóíîì è Ïåéðàðîì [817] äëÿ öåïè ñ çíà÷åíèÿìè N = 34
è M = 47, êîòîðûå äàþò êîíöåíòðàöèþ áëèçêóþ ê çíà÷åíèþ θ′g.m. = (3 +

√
5)/(5 +

√
5) ýêâèâàëåíòíîìó

çîëîòîìó ñðåäíåìó äëÿ ïåðåõîäà Îáðè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîïåðå÷íàÿ ÷àñòîòà ω0y = 1 è äëÿ âñåõ çíà÷åíèé V0

ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè íå äîñòèãàåò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ gAubry ' 1. Ïîýòîìó ÎÑ îñòàåòñÿ çàêðåïëåííûì äëÿ
âñåõ V0. Äëÿ ñëó÷àÿ ω0y = 2 ïåðåõîä Îáðè ïðîèñõîäèò â ÒÎÑ. Çàòåì, ïîñëå áèôóðêàöèè ñìåùåíèÿ àòîìîâ
íåìíîãî óìåíüøàþòñÿ. Îäíàêî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî äî âòîðîé áèôóðêàöèè àòîìû îñòàþòñÿ
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âáëèçè ìàêñèìóìîâ ïîòåíöèàëà, òàê ÷òî ñêîëüçÿùàÿ ôàçà ñîõðàíÿåòñÿ äî âòîðîé òî÷êè áèôóðêàöèè. Áîëåå
÷óâñòâèòåëüíûé òåñò îáåñïå÷èâàëñÿ âû÷èñëåíèåì ëèíåéíîãî îòêëèêà öåïè àòîìîâ íà âíåøíåþ ïîñòîÿííóþ
ñèëó F ïðèëîæåííóþ êî âñåì àòîìàì âäîëü íàïðàâëåíèÿ îñè x. Âû÷èñëÿÿ ñðåäíèé ñäâèã àòîìîâ ∆xshift =
N−1

∑N
i=1(xi−x(0)

i ) îò èõ ïîëîæåíèé áåç ñèëû, x(0)
i , ìû ìîæåì îïðåäåëèòü âîñïðèèì÷èâîñòü êàê χ = ∆xshift/F .

Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî χ → ω−2
0x ïðè V0 → 0 è ÷òî χ → ∞ â ñêîëüçÿùåì ñîñòîÿíèè. Òàê êàê ïðè ÷èñëåííîì

ìîäåëèðîâàíèè çíà÷åíèå θ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, òî ÎÑ áóäåò îñòàâàòüñÿ ñëåãêà çàêðåïëåííûì äàæå
âûøå ïåðåõîäà Îáðè. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò ðåçêîå ïàäåíèå χ−1 êîãäà äîñòèãàåòñÿ òî÷êà
ïåðåõîäà Îáðè, ïîñëå ýòîãî çíà÷åíèå χ−1 îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíûì íóëþ (χ−1 ≈ 5 10−4) äëÿ öåëîé îáëàñòè
VAubry < V0 < V

(2)
bif , òàê ÷òî ÎÑ â ýòîì ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü áëèçêèì ê ñêîëüçÿùåìó ñîñòîÿíèþ

íåñìîòðÿ êîíå÷íîñòü ñèñòåìû.

Ðèñ. 11.5. Çàâèñèìîñòü (a) ïðîäîëüíîãî ñìåùåíèÿ, (b) ñðåäíåé ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè è (c) îáðàòíîé âîñïðèèì÷èâîñòè
χ−1 îò V0 äëÿ �íåñîðàçìåðíîé� ñòðóêòóðû (θ = 34/47, N∗ = 34) ïðè ω0y = 1.5. Îáðàòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ïîêàçûâàåò
ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïåðåõîäà Îáðè ïîñëå êîòîðîãî ñíîâà ïðîèñõîäèò ïðÿìîé ïåðåõîä, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå χ−1

ñíîâà ïîíèæàåòñÿ äî íóëÿ [817].

Ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ ω0y = 1.5, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîìåæóòî÷íîìó ñëó÷àþ (c), ïîêàçàíû íà ðèñ. 11.5. Êàê
è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, çäåñü ïåðåõîä Îáðè ïðîèñõîäèò äî áèôóðêàöèè, çàòåì geff ïðîäîëæàåò ïîâûøàòüñÿ
äî çíà÷åíèÿ gbif = 1.189 [ñì. ðèñ. 11.5(b)]. Íî ïîñëå áèôóðêàöèè, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò ïðè Vbif = 381,
ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè geff óìåíüøàåòñÿ è äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ gmin = 0.771, êîòîðîå íèæå
÷åì gAubry ïðè V0 = 1079. Ðèñ. 11.5(b) ïîêàçûâàåò, ÷òî â áëèçè ìèíèìóìà ôóíêöèè geff(V0) ñìåùåíèÿ
àòîìîâ ñòðîãî óáûâàþò è ïîýòîìó íà âåðøèíàõ ìàêñèìóìîâ ïîòåíöèàëà Vx(x) àòîìû îòñóòñòâóþò. Òàêèì
îáðàçîì, âáëèçè ìèíèìóìà geff(V0) ÎÑ ñíîâà îêàçûâàåòñÿ çàêðåïëåííûì. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîâåäåíèåì
âîñïðèèì÷èâîñòè [Ðèñ. 11.5(c)], êîòîðàÿ ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ìû íàáëþäàåì ïðåäñêàçàííûé îáðàòíûé ïåðåõîä
Îáðè èç ñêîëüçÿùåãî â çàêðåïëåííîå ñîñòîÿíèå ïðè V0 = 578, êîãäà geff = 0.898. Ñ äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèåì V0,
ïîñëå äîñòèæåíèÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííàÿ óïðóãîñòè ñíîâà íà÷èíàåò âîçðàñòàòü, ïðè V0 = 879, êîãäà
geff = 782, ñèñòåìà ñîâåðøàåò âòîðîé ïðÿìîé ïåðåõîä Îáðè äî âòîðîé áèôóðêàöèè. Ïîñëå âòîðîé áèôóðêàöèè,
ñîñòîÿíèå âñåãäà îñòàåòñÿ çàêðåïëåííûì.

11.3.3 Êëàññèôèêàöèÿ êèíêîâ

Ñëåäóþùèì øàãîì ðàññìîòðåíèÿ çèãçàãîîáðàçíîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå åå òîïîëîãè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé,
êîòîðûå îòâåòñòâåííû çà ìíîãèå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, çà òðàíñïîðò ìàññû. Íàïîìíèì,
÷òî ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü ÔÊ èìååò òîëüêî äâà òèïà êèíêîâ, êèíê, êîòîðûé îïèñûâàåò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå
òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâîå ñæàòèå öåïè, è àíòèêèíê, êîòîðûé îïèñûâàåò àíàëîãè÷íîå ðàñòÿæåíèå öåïè. Ïðîñòåéøèé
ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñ θ = 1, òàê ÷òî ðåøåòêà èìååò òðèâèàëüíóþ
ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó è â ÎÑ êàæäûé ìèíèìóì âíåøíåãî ïîòåíöèàëà çàíÿò îäíèì àòîìîì. Â ýòîì ñëó÷àå
êèíêîâàÿ (àíòèêèíêîâàÿ) êîíôèãóðàöèÿ îïèñûâàåò îäèí ëèøíèé àòîì (âàêàíñèþ) âñòàâëåííûé â öåïî÷êó, êîãäà
âñå îñòàëüíûå àòîìû ñìåùàþòñÿ ñ öåëüþ ïðèñïîñîáèòñÿ ê ñîçäàííîìó ëîêàëüíîìó âîçìóùåíèþ. Íî êîãäà θ = r/p
(r è p öåëûå ÷èñëà) ñ r 6= p, ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà êðèñòàëëè÷åñêîãî ÎÑ íåòðèâèàëüíà (îíà ñîäåðæèò áîëåå
îäíîãî àòîìà), è ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ñëîæíîé äàæå äëÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ. Â ÷àñòíîñòè, òåïåðü êèíê
õàðàêòåðèçóåòñÿ äðîáíûì àòîìíûì ÷èñëîì p−1, òàê ÷òî îäèí äîïîëíèòåëüíûé àòîì âñòàâëåííûé â öåïî÷êó
ñîçäàåò p êèíêîâ. Äëÿ çèãçàãîîáðàçíîé ìîäåëè îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðû òîïîëîãè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ
òðóäíîé çàäà÷åé. Ïåðâîå, çäåñü ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âîçáóæäåíèÿ ðàçëè÷íû òèïîâ. Âòîðîå, âîçíèêàåò âîïðîñ êàê
íàéòè ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ, êîòîðûå çàòåì ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëþáîãî äðóãîãî
âîçáóæäåíèÿ. Íèæå ìû îïèñûâàåì, ñëåäóÿ ðàáîòå Áðàóíà è äð. [818], îáùóþ ïðîöåäóðó êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò
íàõîäèòü ýòè ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ äëÿ ëþáîãî ñëîæíîãî ÎÑ.
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Äàâàéòå ðàññìîòðèì ñëîæíîå ÎÑ ìîäåëè ÔÊ ñ θ = r : p, òàê ÷òî ïåðèîä ñòðóêòóðû ÎÑ ðàâåí p (çäåñü ìû
áåðåì ïåðèîä âíåøíåãî ïîòåíöèàëà ðàâíûì åäèíèöå), à êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ÎÑ ñîäåðæèò r àòîìîâ (ìû
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå θ = r : p âìåñòî θ = r/p ñ öåëüþ ïîä÷åðêíóòü ÷òî äëÿ íåòðèâèàëüíîãî ÎÑ r è p ìîãóò
èìåòü îáùèé äåëèòåëü êàê, äëÿ ïðèìåðà, â ÇÎÑ, ãäå r = p = 2). Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü ñëîæíîå
θ = r : p ÎÑ öåïè êàê êîìïëåêñ ñîñòîÿùèé èç r ïîäñèñòåì (ïîäöåïî÷åê), êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ
òðèâèàëüíîé ñòðóêòóðîé. Â îäíîé ïîäöåïî÷êå ìû ìîæåì ñîçäàòü êèíêè (ïîäêèíêè) åñëè ìû ïðîñòî ñäâèíåì
ïðàâóþ ñòîðîíó ïîäöåïè íà öåëîå ÷èñëî ïåðèîäîâ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Òàêèì ïóòåì ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü
ëþáîå òîïîëîãè÷åñêîå âîçáóæäåíèå öåëîé ñèñòåìû êàê êîíñòðóêöèþ ïîäêèíêîâ. Îäíàêî, ïîäöåïî÷êè ñèëüíî
âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãèå êîìáèíàöèè ïîäêèíêîâ çàïðåùåíû, òàê êàê ïðàâàÿ
ñòîðîíà öåïè äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷íîé êîíôèãóðàöèè ÎÑ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
ðàçðåøåííûõ êîìáèíàöèé ïîäêèíêîâ, è çàòåì ê âûäåëåíèþ òåõ êîìáèíàöèé ïîäêèíêîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
ýëåìåíòàðíûì, òàê ÷òîáû ëþáàÿ äðóãàÿ êîìáèíàöèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà èç ýëåìåíòàðíûõ.

Ïîëíàÿ ãðóïïà ñèììåòðèè S ÎÑ θ = r : p ìîæåò áûòü ðàñùåïëåíà íà äâå ïîäãðóïïû, S = F⊗G. Ïåðâàÿ
ïîäãðóïïà F ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé, F ≡ {Tn}, ãäå n = 0,±1, . . . Îíà ãåíåðèðóåòñÿ îïåðàòîðîì T , êîòîðûé îïèñûâàåò
ñäâèã öåïè êàê îäíî öåëîå íà ðàññòîÿíèå p (òî åñòü, íà îäèí ïåðèîä ñòðóêòóðû ÎÑ). Âòîðàÿ ïîäãðóïïà G
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé (�òî÷å÷íîé�) ãðóïïîé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ëîêàëüíóþ ñèììåòðèþ ñëîæíîé ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêè. Äëÿ òðèâèàëüíîãî ÎÑ, ãäå âñå àòîìû ëåæàò íà îäíîé ëèíèè, G ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ñîñòîÿùåé
èç p ýëåìåíòîâ. Ãðóïïà G ãåíåðèðóåòñÿ îïåðàòîðîì G, G ≡ {Gl}, l = 0, 1, . . . , p − 1 è Gp = G0 = 1, ãäå G
ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó öåïè êàê îäíîãî öåëîãî íà åäèíè÷íîå ðàññòîÿíèå (òî åñòü, íà îäèí ïåðèîä ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà ÎÑ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, òî÷å÷íàÿ ãðóïïà G äîïîëíèòåëüíî âêëþ÷àåò
ýëåìåíò J (J2 = 1), êîòîðûé îïèñûâàåò �èíâåðñèþ� ÎÑ. Äëÿ ïðèìåðà, â çèãçàãîîáðàçíîé ìîäåëè âûøå ïåðâîé
òî÷êè áèôóðêàöèè, êîãäà àòîìû â ÎÑ ñäâèíóòû èç ëèíèè â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè, äåéñòâèå J íà ÎÑ
ïðîèçâîäèò �çåðêàëüíîå îòîáðàæåíèå� ñîñòîÿíèÿ îòíîñèòåëüíî ëèíèè öåïè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ êîãäà r
è p íå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè è r ÷åòíîå, ÎÑ áóäåò äîïîëíèòåëüíî äâóêðàòíî âûðîæäåííûì.

Â îáùåì ñëó÷àå, ÷òîáû ñîçäàòü òîïîëîãè÷åñêîå âîçáóæäåíèå â öåïè, ìû äîëæíû âûáðàòü ýëåìåíò ïîëíîé
ãðóïïû ñèììåòðèè è ïîäåéñòâîâàòü ýòèì îïåðàòîðîì íà ÎÑ, ïîëó÷èâ òàêèì îáðàçîì íîâóþ êîíôèãóðàöèþ ÎÑ,
è çàòåì èñêàòü êèíêîâóþ êîíôèãóðàöèþ êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ñòàðîå è íîâîå îñíîâíûå ñîñòîÿíèÿ, òî åñòü íàéòè
êîíôèãóðàöèþ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà ëåâàÿ ñòîðîíà öåïè
íàõîäèòñÿ â ñòàðîì ÎÑ, â òî âðåìÿ êàê ïðàâàÿ ñòîðîíà � â íîâîì ÎÑ.

Õîòÿ ïîëíîå ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì (íî ñ÷åòíûì), âñå îíè ìîãóò
áûòü ñêîíñòðóèðîâàíû èç íåñêîëüêèõ òèïîâ �ýëåìåíòàðíûõ êèíêîâ�. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòðóêòóðû ýëåìåíòàðíûõ
êèíêîâ, äàâàéòå ðàññìîòðèì öåëóþ ñèñòåìó êàê êîíñòðóêöèþ èç r ïîäöåïî÷åê. Êàæäàÿ ïîäöåïî÷êà, ðàññìîòðåííàÿ
íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ïîäöåïî÷åê, èìååò òðèâèàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ ÎÑ, òî åñòü ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ïîäöåïî÷êè
ñîäåðæèò òîëüêî îäèí àòîì. Àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îïåðàòîðû
òðàíñëÿöèè Gi è Ti, i = 1, 2, . . . , r äåéñòâóþùèå òîëüêî íà i-òóþ ïîäöåïî÷êó. Ëþáîé ýëåìåíò S(α) ïîëíîé ãðóïïû
ñèììåòðèè, S(α) ∈ S, òåïåðü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ïîäöåïî÷å÷íûõ ïîäãðóïï Gi
è Fi,

S(α) =
r∏

i=1

G
g

(α)
i
i

⊗
T
t
(α)
i
i , (11.25)

ãäå g(α)
i è t(α)

i ÿâëÿþòñÿ öåëûìè. Íî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì, ìíîæåñòâî âñåõ ïðîèçâåäåíèé∏
iG

g
i

⊗
T ti ïðåâîñõîäèò ìíîæåñòâî S. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ïîäöåïî÷êè ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþò, îòíîñèòåëüíîå

ðàñïîëîæåíèå ïîäöåïî÷åê â ÎÑ íå äîëæíî áûòü íàðóøåíî, è ýòî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ íà äîïóñòèìûå
çíà÷åíèÿ öåëûõ ÷èñåë g(α)

i â óðàâíåíèè (11.25). À èìåííî, ñëåäóþùåå óñëîâèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî
äëÿ âñåõ ïîäöåïî÷åê:

g
(α)
i mod p = g(α), i = 1, . . . , r. (11.26)

Åñëè ìû áóäåì íàçûâàòü g
(α)
i mod p êàê �öâåò� i-òîé ïîäöåïè, òî óñëîâèå (11.26) îçíà÷àåò, ÷òî â ÎÑ âñå

ïîäöåïî÷êè äîëæíû èìåòü òîò æå ñàìûé öâåò g(α).
Îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ìû ìîæåì ñêîíñòðóèðîâàòü ëþáîå òîïîëîãè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ñèñòåìû. Âñïîìèíàÿ

÷òî îïåðàòîðGi ïðèìåíåííîé ê ïðàâîé ñòîðîíå i-òîé ïîäöåïè, ñîçäàåò ïîäêèíê â ýòîé ïîäöåïî÷êå (è, àíàëîãè÷íî,
îáðàòíûé îïåðàòîð G−1

i ñîçäàåò ïîä-àíòèêèíê), ìû âèäèì ÷òî ëþáîå òîïîëîãè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ìîæíî
ðàññìîòðåòü êàê âîçáóæäåíèå ñîñòîÿùåå èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà ïîäöåïî÷å÷íûõ ïîäêèíêîâ. Òàê êàê
ÎÑ èçîëèðîâàííîé ïîäöåïî÷êè ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì è õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèåé θi = 1/p,
îäèíî÷íûé ïîä-êèíê (ïîä-àíòèêèíê) èìååò òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä p−1 (èëè−p−1). Ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãè÷åñêîå
âîçáóæäåíèå öåëîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì Q(α) = q

(α)
tot /p, ãäå

q
(α)
tot =

r∑

i=1

(
g

(α)
i + pt

(α)
i

)
. (11.27)
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Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ îòêðûòûì òîëüêî âîïðîñ, êàê êëàññèôèöèðîâàòü òîïîëîãè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ,
òî åñòü âûáîð òàêèõ âîçáóæäåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ïðîñòåéøèå, èëè ýëåìåíòàðíûå.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå çàðÿäû (11.27) ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè, òàê ÷òî òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä ñëîæíîãî
âîçáóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òîïîëîãè÷åñêèõ çàðÿäîâ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé, íåòðóäíî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèÿ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü âîçáóæäåíèÿì ñ ìèíèìàëüíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè
çàðÿäàìè, òàêèìè êàê qtot = 0 è 1 èëè 2.

Èç óðàâíåíèé (11.26) è (11.27) ñëåäóåò ÷òî qtot ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

qtot = rg + ph, (11.28)

ãäå öåëûå ÷èñëà r è p ñîîòâåòñòâóþò êîíöåíòðàöèè θ, öâåò g äîëæåí áûòü â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà

1 ≤ g < p, (11.29)

à h íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó òàêèõ öåëûõ g [èç èíòåðâàëà (11.29)] è
h, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò àáñîëþòíîå çíà÷åíèå qtot îïðåäåëåííîå óðàâíåíèåì (11.27) äëÿ äàííîãî θ = r : p.
Äàâàéòå äàëüíåéøåå ïðîäîëæåíèå ðàçîáüåì íà äâà øàãà.

Øàã 1. Ïðåäïîëîæèì ÷òî ìèíèìóì |qtot| ðàâåí åäèíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (11.28) ïðèíèìàåò ôîðìó
(ìû çäåñü äëÿ óäîáñòâà èçìåíèëè h→ −h è ïîëîæèëè qtot = −1)

ph = 1 + rg. (11.30)

Ïðåäïîëîæèì òàêæå ÷òî r è p ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, òàê ÷òî óðàâíåíèå

ph = rg (11.31)

íå èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ.
Äàâàéòå ïîëîæèì p òî÷åê íà îêðóæíîñòü è ïðîíóìåðóåì èõ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.6, îò 0 äî p− 1. Çàòåì,

äàâàéòå íà÷íåì ñ òî÷êè ñ íîìåðîì 1, a0 = 1, è ñäåëàåì âðàùåíèå ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, äâèãàÿñü �áîëüøèìè�
øàãàìè, êàæäûé èç r åäèíè÷íûõ øàãîâ. Ïîñëå òîãî êàê áóäåò ñäåëàí ïåðâûé îáîðîò â íåñêîëüêî �áîëüøèõ�
øàãîâ, ìû ïðèõîäèì ê òî÷êå a′1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áëèçêîé ê íà÷àëüíîé òî÷êå a0. Âû÷èñëèì öåëîå

s1 = (p− a0) mod r. (11.32)

Åñëè s1 = 0, òîãäà a′1 = 0 (íàïîìíèì ÷òî òî÷êè ñ íîìåðàìè p è 0 ñîâïàäàþò) è óðàâíåíèå (11.30) èìååò ðåøåíèå
ñ h = 1, â òî âðåìÿ êàê öâåò g îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì �áîëüøèõ� øàãîâ â òå÷åíèè ïåðâîãî ïîâîðîòà.

0=p=2p=...

p-1

1=a

2

3

0

Ðèñ. 11.6. Êîíñòðóèðîâàíèå ýëåìåíòàðíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè s1 6= 0, òîãäà a′1 = p− s1 è ñëåäóþùàÿ òî÷êà â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
a1 = r − s1 6= a0. (Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà a1 6= a0 äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 = a0 è çàòåì ïîëó÷èì
r−s1 = 1, (p−1) mod r = r−1, p−1 = jr+r−1 (j íåêîòîðîå öåëîå) è ðàâåíñòâî p = (j+1)r, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ ÷òî óðàâíåíèå (11.31) íå èìååò ðåøåíèÿ.) Çàòåì, íà÷èíàÿ îò òî÷êè a1, ïîñëå âòîðîãî ïîâîðîòà
ìû ïðèõîäèì â òî÷êó a′2. Âû÷èñëèì

s2 = (p− a1) mod r. (11.33)
Åñëè s2 = 0, òî èìååì a′2 = 0, òàê ÷òî â óðàâíåíèè (11.30) h = 2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñëåäóþùàÿ òî÷êà a2 = r−s2.
Ñíîâà ýòèì ïóòåì ìîæíî äîêàçàòü ÷òî a2 6= a1 è òàêæå ÷òî a2 6= a0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå êàæäîãî îáîðîòà ìû
ïðèõîäèì ê íîâîé òî÷êå íà îêðóæíîñòè. Íî òàê êàê ÷èñëî ýòèõ òî÷åê êîíå÷íî (ðàâíî p), òî ïîñëå êîíå÷íîãî
÷èñëà øàãîâ ìû â êîíöå ïðèõîäèì ê òî÷êå 0, à ÷èñëî îáîðîòîâ äàåò çíà÷åíèå h. Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè,
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÷òî ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ ðåøåíèé ó óðàâíåíèÿ (11.31), óðàâíåíèå (11.30) âñåãäà èìååò ðåøåíèå è ïîêàçàëè
êàê íàéòè åãî.

Øàã 2. Òåïåðü äàâàéòå ïðåäïîëîæèì ÷òî óðàâíåíèå (11.31) èìååò ðåøåíèå. Ëåãêî óâèäåòü ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ
ñïðàâåäëèâûì, åñëè è òîëüêî åñëè p è r èìåþò îáùèé äåëèòåëü j0 > 1, òî åñòü åñëè

p = p0j0 è r = r0j0. (11.34)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâëÿÿ ïðîèçâåäåíèå Π = ph = rg êàê

Π = i1 . . . im︸ ︷︷ ︸
r

R

p︷ ︸︸ ︷
im+1 . . . in︸ ︷︷ ︸

g

, (11.35)

ãäå i1, . . . , in ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè öåëûìè. Èç (11.35) ìû âèäèì, ÷òî åñëè r è p íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé, òî
äîëæíî áûòü g = Rp ñ R > 1, íî ýòî çàïðåùàåòñÿ èç-çà îãðàíè÷åíèÿ (11.29).

Ïóñòü j0 ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ. Åñëè ìû òåïåðü â óðàâíåíèè (11.28) ïîëîæèì g = p0

è h = −r0, òî ìû ïîëó÷èì qtot = 0, òî åñòü ìû íàøëè îäèí òèï êèíêîâ ñ íóëåâûì ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì
çàðÿäîì. Ïîëîæèâ â óðàâíåíèè (11.27) qtot = 0 è ó÷òÿ óðàâíåíèå (11.26), ìîæíî óâèäåòü ÷òî ýëåìåíòàðíûå
âîçáóæäåíèÿ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü öåëûì g = p/2 è h = r/2.

Êðîìå òîãî, â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò òàêæå ðåøåíèÿ ñ íåíóëåâûì òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì ðàâíûì
Q = j0/p. Èõ ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

p0h = 1 + r0g (11.36)

ïîäîáíî òîìó êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå â øàãå 1, òàê êàê òåïåðü óðàâíåíèå p0h = r0g íå èìååò ðåøåíèÿ â
öåëûõ ÷èñëàõ.

Ñóììèðóÿ âñå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êîãäà òî÷å÷íàÿ ãðóïïà G íå âêëþ÷àåò îïåðàòîð èíâåðñèè J , òàê ÷òî r è
p ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûìè, ÎÑ ñ θ = r :p äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî òèïà ýëåìåíòàðíîãî
òîïîëîãè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, êèíê ÑÃ-òèïà ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì Q = 1/p. Ñòðóêòóðà êèíêà â ýòîì
ñëó÷àå ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ öåëûõ ÷èñåë (11.30).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà r è p íå ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûìè è èìåþò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
j0, ÎÑ ñ θ = r : p äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ òèïîâ êèíêîâ. Ïåðâûì ÿâëÿåòñÿ êèíê òèïà φ4, îí èìååò
òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä Q = 0, è åãî ñòðóêòóðà õàðàêòåðèçóåòñÿ öâåòîì g = p/2. Âòîðûì òèïîì ÿâëÿþòñÿ
êèíê ÑÃ òèïà ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì Q = j0/p, åãî ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (11.36). Ìû áóäåì
íàçûâàòü ýòè äâà òèïà êèíêîâ êàê �íåìàññèâíûé� êèíê (NMK) è �ìàññèâíûé� êèíê (MK) ñîîòâåòñòâåííî, òàê
êàê òðàíñïîðò ìàññû (çàðÿäà) âäîëü öåïè ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ òîëüêî êèíêàìè ñ íåíóëåâûì òîïîëîãè÷åñêèì
çàðÿäîì, òî åñòü �ìàññèâíûìè� êèíêàìè. Çàìåòèì, ÷òî â çèãçàãîîáðàçíîé ìîäåëè íåò îãðàíè÷åíèé íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êèíêîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç k (k̄) ïîäêèíê (ïîä-àíòèêèíê) â ïîäöåïî÷êå, òî ýëåìåíòàðíîå òîïîëîãè÷åñêîå
âîçáóæäåíèåK öåëîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê íàáîð r ýëåìåíòîâ, òàêèõ êàêK = {g1k, g2k, . . . , grk}.
Äëÿ ïðèìåðà, ðèñ. 5.4 ïîêàçûâàåò ñòðóêòóðó ýëåìåíòàðíûõ êèíêîâ äëÿ òðèâèàëüíîãî ÎÑ ñ θ = 3 : 5. Òàê
êàê 3 è 5 ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, òî â ýòîì ñëó÷àå ìû èìååì òîëüêî îäèí òèï êèíêîâ, êèíê ÑÃ òèïà
ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì Q = 1/5. Óðàâíåíèå (11.30) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ðåøåíèå äëÿ g = 2 è h = 1,
òàê ÷òî ñòðóêòóðà êèíêà õàðàêòåðèçóåòñÿ g1 = 2, g2 = 2 è g3 = −3, èëè K = {2k, 2k, 3k̄}. Èíòåðåñíî,
÷òî ýòà ñòðóêòóðà ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò òîé, êîòîðóþ ìîæíî áûëî áû îæèäàòü èç íàèâíîãî ïîäõîäà.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ìû, ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ êèíêà êàê ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó ñæàòèþ öåïè, ïðîñòîå ñæàòèå
öåïè ïðè ñäâèãå åå ïðàâîé ñòîðîíû âëåâî íà îäèí ïåðèîä ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, ìû ñîçäàåì òîïîëîãè÷åñêîå
âîçáóæäåíèå ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì Q = 3/5 è ñòðóêòóðîé {k, k, k}, êîòîðàÿ çàòåì äîëæåí áûòü ðàñùåïëåí
íà òðè ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèÿ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñäåëàííûõ âûøå âûâîäîâ, äàâàéòå îïèøåì êèíêè äëÿ çèãçàãîîáðàçíîé ìîäåëè. ÇÎÑ
ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíî äâóêðàòíî âûðîæäåííûì, ïàðàìåòð j0 = 2, è ïîýòîìó ìû èìååì äâà òèïà êèíêîâ,
�ìàññèâíûé� êèíê MK = {k, k} ñ Q = 2/p è �íåìàññèâíûé� êèíê NMK = {k, k̄} ñ Q = 0. Â áîëåå ñëîæíîì
ñëó÷àå �ðîìáîèäàëüíîãî� ÎÑ, íàïðèìåð äëÿ θ = 3 : 4, êîòîðîå âîçíèêàåò ïîñëå âòîðîé áèôóðêàöèè, ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (11.30) áóäåò h = g = 1, òàê ÷òî ñòðóêòóðà êèíêà K = {k̄, 3k, k̄}.

Çàìåòèì, ÷òî âñå òîïîëîãè÷åñêèå âîçáóæäåíèÿ ñ òåì æå ñàìûì òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè
ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Íàïðèìåð, �ìàññèâíûé� êèíê äëÿ ÎÑ �äâîéíîé-çèãçàã� èìååò ñòðóêòóðó
K = {k, k, k, k}. Íî êîíôèãóðàöèè K = {k, 5k, 3k̄, k} è K = {3k̄, 5k, 3k̄, 5k} òàêæå îïèñûâàþò òîæå ñàìîå
òîïîëîãè÷åñêîå âîçáóæäåíèå. Êðîìå òîãî, ëþáàÿ ïîäöåïî÷êà ìîæåò ñîäåðæàòü äîïîëíèòåëüíî ëþáîå ÷èñëî
k-k̄ ïàð. Âñå ýòè êîíôèãóðàöèè ÿâëÿþòñÿ ðàçíûìè ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îíè ìîãóò
õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ïîòåíöèàëüíûìè ýíåðãèÿìè. Îäèí èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ïîòåíöèàëüíîé
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ýíåðãèè, äðóãèå ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ëîêàëüíûì ìèíèìóìàì è ñåäëîâûì êîíôèãóðàöèÿì. Òàê êàê êîíôèãóðàöèè
ñ òåì æå ñàìûì òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì ìîãóò áûòü òðàíñôîðìèðîâàíû äðóã â äðóãà íåïðåðûâíîé òðàåêòîðèåé,
òî ðàçðàáîòàííàÿ âûøå ñòðàòåãèÿ ïîìîãàåò èñêàòü âîçìîæíûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êèíêà âäîëü öåïè. Êðîìå
òîãî, âñëåäñòâèå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû êèíêîâ äëÿ ñëîæíîãî ÎÑ, êèíêè èìåþò âíóòðåííèå (�ïðîôèëüíûå�)
ìîäû , êîòîðûå îïèñûâàþò êîëåáàíèÿ ïîäêèíêîâ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîäêèíêè
ñîñòàâëÿþùèå êèíê äîëæíû áûòü ïðîñòðàíñòâåííî îãðàíè÷åíû â îáëàñòè ëîêàëèçàöèè, òàê êàê ñìåùåíèå
îäèíî÷íîãî ïîäêèíêà èç îáëàñòè ëîêàëèçàöèè êèíêà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ýíåðãèè ñèñòåìû ëèíåéíî ñ ýòèì
ñìåùåíèåì. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñìûñëå ïîäêèíêè íàïîìèíàþò êâàðêè òåîðèè ïîëÿ, êèíê êàê ýëåìåíòàðíàÿ
÷àñòèöà ñêîíñòðóèðîâàíà èç êâàðêîâ.

11.3.4 Êèíêè çèãçàã-ìîäåëè

Òèïè÷íàÿ ñòðóêòóðà ìàññèâíîãî êèíêà è àíòèêèíêà è íåìàññèâíîãî êèíêà äëÿ çèãçàãîîáðàçíîãî ÎÑ ñ θ = 1
ïîêàçàíà íà ðèñóíêàõ 11.7�11.8. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ êèíêîâ, äàâàéòå ñïåðâà âñïîìíèì,
÷òî äëÿ îäíîìåðíîé ìîäåëè ÔÊ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå, ò.å. ïðè g ≡ V ′′int(as) � 1,
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñèíóñ-Ãîðäîí ñ êîððåêöèîííûì ÷ëåíîì ó÷èòûâàþùèì àíãàðìîíè÷íîñòü ìåæ÷àñòè÷íîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ (äëÿ 1D êèíêîâ ìû èñïîëüçóåì ïîä-èíäåêñ �0�)

∂2u

∂t2
−D2

0

∂2u

∂x2

(
1− α0D0

∂u

∂x

)
+ sinu = 0, (11.37)

ãäå
D0 = 2π [V ′′int(as) + 4V ′′int(2as)]

1/2
, (11.38)

α0 = − (2π/D0)3 [V ′′′int(as) + 8V ′′′int(2as)] . (11.39)
Çäåñü ìû äîëæíû áûëè ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå áëèæàéøèõ è ñëåäóþùèõ ñîñåäíèõ ñîñåäåé ñ öåëüþ ïîçæå ñäåëàòü
ñðàâíåíèå ñ êèíêàìè çèãçàãà. Àíãàðìîíè÷íîñòü ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà ðàçðóøàåò ñèììåòðèþ ìåæäó êèíêîì
è àíòèêèíêîì,

m ' 4
πD0

(
1− π

6
σα0

)
, (11.40)

εk ' 1
2π

{
8D0 − 2π2σ [2V ′int(as) + V ′int(2as)]−

π

3
σα0D0

}
. (11.41)

ßñíî ÷òî ðåçóëüòàòû (11.38)�(11.41) îñòàþòñÿ âåðíûìè äëÿ çèãçàãîîáðàçíîé ìîäåëè ïîêà ÎÑ îñòàåòñÿ îäíîìåðíûì.

Ðèñ. 11.7. Ñëåâà: (a) Îäíîìåðíûé êèíê
è ìàññèâíûé êèíê (b,c) íà ôîíå ÇÎÑ: (b)
êîíôèãóðàöèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé è (c)
ñåäëîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ
ïîêàçûâàåò ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìîâ ïîäëîæêè.
Ñïðàâà: Òîæå ñàìîå íî äëÿ ñëó÷àÿ ìàññèâíîãî
àíòèêèíêà [819].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ êèíêîâ íà ôîíå ÇÎÑ ñ θ = 1, äàâàéòå èñïîëüçîâàòü,
ñëåäóÿ ðàáîòå Áðàóíà ñ ñîàâòîðàìè [819], àíçàö

xl = las + ul, yl = (−1)lwl, (11.42)

è äîïóñòèì ÷òî çíà÷åíèÿ wl ñëåãêà îòëè÷àþòñÿ îò b òàê, ÷òî ïåðåìåííàÿ z = (wl + wl−1)2 − 4b2 ìîæåò áûòü
ðàññìîòðåíà êàê ìàëûé ïàðàìåòð. Äîïîëíèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ÷òî |ul−ul−1| ∼ z � as è ðàçëîæèì ïîòåíöèàë
Vint(r) â ðÿä Òåéëîðà îêîëî r0 =

√
a2
s + 4b2 äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ìàëîé ïåðåìåííîé z. Òîãäà ïðèâåäåííûé

Ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê
H =

∑
l

{
1
2 ẋ

2
l + 1

2 ẏ
2
l + 1

2ω
2
0yw

2
l + (1− cosul)− 1

2πω
2
0y(ul − ul−1)− πω2

1(ul − ul−2)
− 1

8ω
2
0y(wl + wl−1)2 +B1(ul − ul−1)2 +B2

[
(wl + wl−1)2 − 4b2

]
(ul − ul−1)

+ 1
8πB2

[
(wl + wl−1)2 − 4b2

]2 − 1
8ω

2
1(wl − wl−2)2 + 1

2g1(ul − ul−2)2
}
,

(11.43)
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Ðèñ. 11.8. Íåìàññèâíûå êèíêè íà ôîíå ÇÎÑ: (a) êîíôèãóðàöèÿ ñ
ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé è (b) ñåäëîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ [819].

ãäå g = V ′′int(r0), g1 = V ′′int(2as), ω2
1 = −(2/as)V ′int(2as), B1 = r−2

0 (4π2g − ω2
0yb

2) è B2 = (π/4r2
0)(ω2

0y + 4g).
Â êîíòèíóàëüíîì ïðèáëèæåíèè, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãàìèëüòîíèàíó (11.43) ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â ñëåäóþùåé ôîðìå (w̃ = w/b):

−δ2
1

d2u

dx2
+ sinu = 16πB2b

2w̃
dw̃

dx
, (11.44)

−δ2 d
2w̃

dx2
− w̃ + w̃3 = −2π2

b2
w̃
du

dx
− 3π2

[
w̃2 d

2w̃

dx2
+ w̃

(
dw̃

dx

)2
]

(11.45)

(ìû îïóñòèëè çäåñü ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, òàê êàê ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî ñòàòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè), ãäå
δ2
1 = 8π2(B1 + 2g1) è δ2 = π2

[
1 + (π/8b2B2)(ω2

0y − 4ω2
1)
]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîäîëüíûõ ñìåùåíèé ôîðìà êèíêà îïèñûâàåòñÿ âîçìóùåííîé âåðñèåé óðàâíåíèÿ
ÑÃ, â òî âðåìÿ êàê ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ îïèñûâàþòñÿ âîçìóùåííîé ìîäåëüþ φ4. Äåéñòâèòåëüíî, äàâàéòå
ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îäíîì íàïðàâëåíèè êèíê îòñóòñòâóåò. Ýòî ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî åñëè ìû ïîòðåáóåì
ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â ýòîì íàïðàâëåíèè è ïðåäïîëîæèì ÷òî îäèí èç ïàðàìåòðîâ, δ1 èëè
δ, ÿâëÿåòñÿ ìàëûì (â òî âðåìÿ êàê äðóãîé áóäåò áîëüøèì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ êîíòèíóàëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ). Íàïðèìåð, äëÿ ìàññèâíîãî êèíêà ìû äîëæíû âçÿòü δ � δ1 è limx→±∞ w(x) = 0, òîãäà èç
óðàâíåíèÿ (11.45) ìû ïîëó÷èì

w ' b− π2

b

du

dx
(11.46)

(áîëåå ñòðîãèé ïîäõîä áûë ðàçâèò Áðàóíîì ñ ñîàâòîðàìè [819]). Ñîîòíîøåíèå (11.46) îñòàåòñÿ äîïóñòèìûì äî
b ' 1. Ïîäñòàâëÿÿ (11.46) â (11.44), ìû ïîëó÷èì âîçìóùåííîå óðàâíåíèå ÑÃ (11.37), íî òåïåðü ñ ïàðàìåòðàìè

D = 2π
(

4g1 − 1
4
ω2

0y

)1/2

(11.47)

è
α = − 1

D3

[(
π2

b

)2 (
ω2

0y + 4g
)

+ (4π)3V ′′′int(2as)

]
(11.48)

âìåñòî D0 è α0, ñîîòâåòñòâåííî. Êîãäà α ìàëî ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðèÿ âîçìóùåíèÿ äëÿ êèíêà óðàâíåíèÿ ÑÃ
è íàéòè ïðèáëèæåííîå êèíêîâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.37)

u(x) = 4 tan−1 exp
(
−σx
D

)
+

4
3
α

tan−1 [sinh(x/D)]
cosh(x/D)

. (11.49)

Êîãäà êèíê äâèãàåòñÿ âäîëü àäèàáàòè÷åñêîé òðàåêòîðèè â 2D ìîäåëè, åãî ýôôåêòèâíàÿ ìàññà îïðåäåëÿåòñÿ,
âìåñòî óðàâíåíèÿ (5.36) îäíîìåðíîé ìîäåëè, âûðàæåíèåì

m(X) = ma

∑

l

[(
∂xl
∂X

)2

+
(
∂yl
∂X

)2
]
, (11.50)

ãäå X êîîðäèíàòà öåíòðà êèíêà. Èñïîëüçóÿ ýòî îïðåäåëåíèå, ìû ïîëó÷èì ýôôåêòèâíóþ ìàññó ìàññèâíîãî êèíêà
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m =
4
πD

(
1 +

π4

3D2b3
− π

6
σα

)
. (11.51)

Çàìåòèì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (11.40) âòîðûì ÷ëåíîì, êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ èç-çà
ïîïåðå÷íîé ñòåïåíè ñâîáîäû, îí äàåò ãëàâíûé âêëàä â ìàññó êèíêà ïîñëå âåäóùåãî ÷ëåíà è óâåëè÷èâàåò
ýôôåêòèâíóþ ìàññó êèíêà è àíòèêèíêà. Àíàëîãè÷íî ìîæíî âû÷èñëèòü ýíåðãèþ ïîêîÿ ìàññèâíîãî êèíêà,

εk =
1

2π

[
8D + 2π3σ(ω2

0y + 4ω2
1)− π

3
σαD

]
. (11.52)

Â îòëè÷èè îò ñëó÷àÿ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ, ãäå ýíåðãèè êèíêà è àíòèêèíêà áûëè ðàâíûìè, â çèãçàãîîáðàçíîé
ìîäåëè îíè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå â ýíåðãèÿõ êèíêà è àíòèêèíêà âîçíèêàåò
èç-çà âòîðîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè (11.52), òî åñòü â ÇÎÑ äëÿ ìàññèâíûõ êèíêîâ êèíê-àíòèêèíêîâàÿ ñèììåòðèÿ
íàðóøåíà, äàæå åñëè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ãàðìîíè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè. Áîëåå òîãî, â
ïðîòèâîïîëîæíîñòü îäíîìåðíîé ìîäåëè ñ àíãàðìîíè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì, ýôôåêòèâíàÿ øèðèíà êèíêà áóäåò
ìåíüøå ÷åì øèðèíà àíòèêèíêà.

Êîãäà â öåïè ïðèñóòñòâóåò òîëüêî íåìàññèâíûé êèíê ìû äîëæíû âçÿòü δ1 � δ è limx→±∞ u(x) = 0. Òîãäà èç
óðàâíåíèÿ (11.44) ìû èìååì u ' 16πB2b

2w̃w̃x, ïîýòîìó ïîñëå èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ x → δx̃ óðàâíåíèå (11.45)
ñâåäåòñÿ ê âîçìóùåííîìó óðàâíåíèþ φ4

−d
2w̃

dx̃2
− w̃ + w̃3 = −γ

[
w̃2 d

2w̃

dx̃2
+ w̃

(
dw̃

dx̃

)2
]
, (11.53)

ãäå ïàðàìåòð γ = (π2/δ2)(32πB2 + 3) áóäåò äîñòàòî÷íî ìàëûì ïðè δ � 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïðèáëèæåííîé ôîðìû êèíêà ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðèþ âîçìóùåíèÿ äëÿ êèíêà óðàâíåíèÿ φ4

w̃ = σ

[
tanhχ− γ

2 cosh2 χ
(tanhχ− χ)

]
, (11.54)

ãäå χ = x/
√

2δ. Òàê êàê γ ∼ 1/δ2, òî äëÿ íåìàññèâíîãî êèíêà ïîïåðå÷íàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû äàåò òàêîé æå âêëàä
â ìàññó êèíêà è ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí â åãî ôîðìó êàê è äëÿ ìàññèâíîãî êèíêà. Èñïîëüçóÿ (11.54) è îïðåäåëåíèå
(11.50), ìû ïîëó÷èì ìàññó êèíêà

m '
√

2b2

3πδ

[
1 +

γ

10
+

2
7

(
16πB2b

δ

)2
]
. (11.55)

Åñëè ïðè ðàññìîòðåíèè ó÷åñòü, ÷òî èç-çà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èíòåãðàë
∫ +∞
−∞ dxux = 0 , òî â êîíòèíóàëüíîì

ïðèáëèæåíèè ýíåðãèþ ñèñòåìû (11.43) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

E ' 4b4B2

π2

∫ ∞
−∞

dx

[
δ2

2

(
dw̃

dx

)2

+
1
4

(1− w̃2)2 − γδ2

2
w̃2

(
dw̃

dx

)2
]
, (11.56)

òàê ÷òî ýíåðãèÿ îäèíî÷íîãî êèíêà

εk ' 16
√

2
3

b4B2δ

(
1− 3

10
γ

)
. (11.57)

Ðèñóíîê 11.9 ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû Áðàóíà ñ ñîàâòîðàìè [819] äëÿ ýíåðãèé êèíêà ïðè èçìåíåíèè
÷àñòîòû ïîïåðå÷íîãî ïîòåíöèàëà è ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ [â ýòèõ
âû÷èñëåíèÿõ âìåñòî Êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áûëî èñïîëüçîâàíî ýêñïîíåíöèàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå Vint(r) =
V0 exp(−βr)]. Êîíòèíóàëüíîå ïðèáëèæåíèå (ñïëîøíûå êðèâûå íà ðèñ. 11.9) äàåò äîñòàòî÷íî õîðîøèå îöåíêè äëÿ
MK (êðóæêè) ïðè ω0y < ω∗k è äëÿMK (êâàäðàòèêè) ïðè ω0y < ω∗ (çíà÷åíèå ω∗ ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè ÒÎÑ,
à ω∗k � áèôóðêàöèè äëÿ öåïè ñ êèíêîì), êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ D � 1 è α � 1. Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ NMK
àêêóðàòíûå àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè âîçìîæíû òîëüêî â î÷åíü ìàëîé îáëàñòè âáëèçè ω∗, òàê êàê àíàëîãè÷íûé
ïîäõîä òðåáóåò ìàëîñòè ïàðàìåòðà b, íî ýòî ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ìàëîé îáëàñòè çíà÷åíèé
÷àñòîòû (êîãäà γ � 1).

Êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñ òåïëîâîé áàíåé, êîíöåíòðàöèÿ òåðìàëüíîðîæäåííûõ êèíêîâ îïðåäåëÿåòñÿ
èõ ýíåðãèÿìè, nk ∝ exp(−ε̃k/kBT ), ãäå ε̃k = 1

2 [εk(kink)+εk(antikink)]. Èç ðèñ. 11.9 âèäíî ÷òî ε̃k(NMK) < ε̃k(MK).
Ñëåäîâàòåëüíî, â ÇÎÑ êîíöåíòðàöèÿ íåìàññèâíûõ êèíêîâ íàìíîãî âûøå êîíöåíòðàöèè ìàññèâíûõ êèíêîâ,
nk(NMK)� nk(MK), è èìåííî íåìàññèâíûå êèíêè áóäóò äàâàòü îñíîâíîé âêëàä âòåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà
êâàçè-äâóìåðíîé ñèñòåìû, òàêèå êàê òåïëîåìêîñòü, ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, è ò.ä. Íàïðîòèâ, äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà
öåïè (òàêèå êàê ïðîâîäèìîñòü, äèôôóçèÿ, è ò.ä.) îïðåäåëÿþòñÿ ìàññèâíûìè êèíêàìè.



274 11 Äâóõìåðíûå ìîäåëè

Ðèñ. 11.9. Çàâèñèìîñòü ýíåðãèè êèíêà îò ïîïåðå÷íîé ÷àñòîòû ω0y äëÿ
ìàññèâíîãî êèíêà (êðóæêè) è àíòèêèíêà (êâàäðàòèêè), è äëÿ íåìàññèâíûõ
êèíêîâ (òðåóãîëüíèêè). Èñïîëüçîâàëîñü ýêñïîíåíöèàëüíîå ìåæóçåëüíîå
îòòàëêèâàíèå [Vint(r) = V0 exp(−βr) ñ V0 = 200 è β = 0.3]. Ñïëîøíûå êðèâûå
ïîêàçûâàþò àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû [819].

Ðèñ. 11.10. Ôîðìà êèíêà íà ôîíå òðèâèàëüíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
áëèçêîãî ê òî÷êå áèôóðêàöèè [819].

Ê ñîæàëåíèþ, âáëèçè òî÷êè áèôóðêàöèè, ãäå b � 1, àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä ïåðåñòàåò ðàáîòàòü. Â ÒÎÑ,
íî â áëèçè ê òî÷êå ïåðåõîäà, ñòðóêòóðà êèíêà ðàäèêàëüíî èçìåíÿåòñÿ: â îáëàñòè ÿäðà êèíêà, ãäå öåïî÷êà
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñæàòîé, àòîìû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 11.10, íà÷èíàþò óõîäèòü èç ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà Vy(y).
Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå V0 ñîîòâåòñòâóþùåå áèôóðêàöèè â ÇÎÑ ÿâëÿåòñÿ òàêèì, ÷òî V (kink)

bif < V
(GS)
bif < V

(antikink)
bif .

Äëÿ ñëó÷àÿ êèíêà, ïåðåõîä ÒÎÑ�ÇÎÑ íà÷èíàåòñÿ â îáëàñòè ÿäðà êèíêà (òî åñòü â îáëàñòè ëîêàëüíîãî ñæàòèÿ
öåïè) è çàòåì çèãçàãîîáðàçíàÿ ñòðóêòóðà ðàñøèðÿåòñÿ íà âñþ ñèñòåìó. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â ñëó÷àå
àíòèêèíêà ýòîò ïåðåõîä çàêàí÷èâàåòñÿ â îáëàñòè ÿäðà àíòèêèíêà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ëîêàëüíîãî
ðàñòÿæåíèÿ öåïî÷êè. Ïîâåäåíèå ïàðàìåòðîâ êèíêà ìîæåò áûòü ïîíÿòî â òåðìèíàõ ïèêà ñðåäíåé ïîñòîÿííîé
óïðóãîñòè geff(V0). Â ÷àñòíîñòè, ïðè V0 = V

(GS)
bif îáëàñòü ÿäðà êèíêà óæå òðàíñôîðìèðîâàíà â çèãçàãîîáðàçíîå

ñîñòîÿíèå òàê, ÷òî g
(kink)
i < g

(GS)
i . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåõîä â çèãçàãîîáðàçíóþ ôîðìó â îáëàñòè ÿäðà

àíòèêèíêà ïðîèñõîäèò ïðè áîëüøåì çíà÷åíèè V0, òàê ÷òî g
(antikink)
i ∼ g

(GS)
i . Òàê êàê çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé

óïðóãîñòè g îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðû òîïîëîãè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé, òàêèõ êàê ýôôåêòèâíàÿ ìàññà êèíêà m è
âûñîòà ïîòåíöèàëà Ïàéåðëñà-Íàáàððî εPN , òî îòñþäà ñëåäóåò ÷òî â òî÷êå áèôóðêàöèè è íåìíîãî âûøå åå áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà m(kink) > m(antikink) è ε

(kink)
PN > ε

(antikink)
PN , êîòîðûå ïðîòèâîïîëîæíû àíàëîãè÷íûì

íåðàâåíñòâàì äëÿ ÒÎÑ.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ âû÷èñëåíèé ÏÍ áàðüåðîâ (ñì ðèñ. 11.11) íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè ñ ýòèì êà÷åñòâåííûì

ðàññìîòðåíèåì. Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ íà ðèñ. 11.11 çíà÷åíèå εPN êàæåòñÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ω0y > ω∗ äëÿ MK
è ω0y > ω∗k äëÿ MK, â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòè çíà÷åíèÿ äëÿ îäíîìåðíûõ êèíêîâ ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìàëûìè, íî íå
íóëåâûìè: εPN ' 2 ·10−4 äëÿMK è εPN ' 5 ·10−5 äëÿMK, òàê ÷òî εPN (MK) > εPN (MK). Äëÿ çèãçàãîîáðàçíîé
ñòðóêòóðû êèíêîâ ÏÍ áàðüåð äëÿMK áîëüøå ÷åì äëÿMK â øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ω0y. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî ó ôóíêöèè εPN (ω0y)ïðèñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíûé ìàêñèìóì ñâÿçàííûé ñ ïîÿâëåíèåì çèãçàãà MK
íà ôîíå ÒÎÑ.

Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ÏÍ áàðüåðà äëÿNMK îò ïîïåðå÷íîé ÷àñòîòû ïîêàçàíà íà ðèñ. 11.11 (b) òðåóãîëüíûìè
ìàðêåðàìè. Íàïîìíèì, ÷òî íåìàññèâíûå êèíêè ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè ω0y < ω∗, òî åñòü òîëüêî äëÿ ÇÎÑ.
Èíòåðåñíî ÷òî ôóíêöèÿ εPN (ω0y) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïðè ω0y ' 1.31. Ýòîò ýôôåêò àíàëîãè÷åí
èçâåñòíîìó ýôôåêòó äëÿ íåñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè (ñì. ïàðàãðàô 3.3.3). À èìåííî, äëÿ 1.31 <
ω0y < ω∗ ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ðåàëèçóåòñÿ ïðè êîíôèãóðàöèè ïîêàçàííîé íà ðèñ. 11.8(a), â òî
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Ðèñ. 11.11. Çàâèñèìîñòü âûñîòû áàðüåð Ïåéåðëñà-Íàáàððî îò ïîïåðå÷íîé
÷àñòîòû ω0y äëÿ (a) ìàññèâíîãî êèíêà (îêðóæíîñòè) è àíòèêèíêà
(êâàäðàòèêè) è (b) íåìàññèâíîãî êèíêà (òðåóãîëüíèêè) äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ [Vint(r) = V0 exp(−βr) ñ V0 = 200 è β = 0.3] [819].

âðåìÿ êàê êîíôèãóðàöèÿ ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 11.8(b) ñîîòâåòñòâóåò ñåäëîâîìó ñîñòîÿíèþ. Îäíàêî, ïðè
1 < ω0y < 1.31 ñèòóàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíà: êîíôèãóðàöèÿ ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 11.8(a) ñîîòâåòñòâóåò ñåäëîâîìó
ñîñòîÿíèþ, â òî âðåìÿ êàê êîíôèãóðàöèÿ ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 11.8(b) � êîíôèãóðàöèè ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé.
Áîëåå òîãî, âáëèçè çíà÷åíèÿ ω0y = 1.41 îáå ýòè êîíôèãóðàöèè ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíîìó ìàêñèìóìó ýíåðãèè, â
òî âðåìÿ êàê êîíôèãóðàöèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé ðåàëèçóåòñÿ íà íåêîòîðîé ïðîìåæóòî÷íîé êîíôèãóðàöèè.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîïåðå÷íîé ñòåïåíè ñâîáîäû îòðàæàåòñÿ â êà÷åñòâåííîì èçìåíåíèè çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà
äèôôóçèè îò êîíöåíòðàöèè àòîìîâ. Íàïîìíèì, ÷òî êîýôôèöèåíò õèìè÷åñêîé äèôôóçèè Dc ñîâïàäàåò ñ
êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè àíòèêèíêà åñëè êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ θ íåìíîãî íèæå çíà÷åíèÿ θ = 1, Dc(θ) |θ=1−0=
D−c = Dk̄, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå òðàíñïîðò ìàññû âäîëü öåïè îñóùåñòâëÿåòñÿ àíòèêèíêàìè. Èíà÷å, êîãäà
θ = 1 + 0, òðàíñïîðò ìàññû îñóùåñòâëÿåòñÿ êèíêàìè, è Dc(θ) |θ=1+0= D+

c = Dk. Ïîêà êîíôèãóðàöèÿ öåïè
îñòàåòñÿ îäíîìåðíîé, ïàðàìåòð àíãàðìîíèçìà α0 îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì è εPN (antikink) > εPN (kink). Òàê êàê
Dk ∝ exp(−εPN/kBT ), òî ýòî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó D−c < D+

c . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Dc(θ) ñêà÷êîîáðàçíî
óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè θ = 1. Îäíàêî, â çèãçàãîîáðàçíîé ÔÊ ìîäåëè ñèëû îòòàëêèâàíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè àòîìàìè
â îáëàñòè êèíêà ìîãóò ïðåâîñõîäèòü ñèëû êîòîðûå óäåðæèâàþò àòîìû â îäíîìåðíîé ëèíèè. Â ýòîì ñëó÷àå
àòîìû íà÷èíàþò óõîäèòü îò ýòîé ëèíèè è êèíê ñòàíîâèòñÿ ìåíåå ìîáèëüíûì ÷åì àíòèêèíê, ò. å. D−c > D+

c ,
òàê ÷òî ñêà÷îê â ôóíêöèè Dc(θ) ïðè θ = 1 ìåíÿåò ñâîé çíàê. Êàê âèäíî èç ðèñ. 11.11, ìàññèâíûé àíòèêèíê
íà çèãçàãå (âàêàíñèÿ) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîäâèæíûì ÷åì ìàññèâíûé êèíê (äîáàâî÷íûé àòîì â öåïè) äëÿ øèðîêîé
îáëàñòè çíà÷åíèé ω0y.

11.3.5 Ïðèëîæåíèÿ

Äëÿ îöåíêè çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íîé ÷àñòîòû ω0y â ðåàëèñòè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, ìû ìîæåì äîïóñòèòü,
÷òî â êðèñòàëëå ôóíêöèÿ Vy(y) ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðèîäè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Vy(y) = 1

2εsy[1 − cos(2πy/asy)], ãäå
εsy ÿâëÿåòñÿ åãî àìïëèòóäîé, à asy � ïåðèîäîì ïîïåðå÷íîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ ýòîé ôîðìû ôóíêöèè Vy(y) ìû
ïîëó÷àåì ω2

0y = V ′′y (0) = 2π2εsy/a
2
sy. Äëÿ èîíîâ ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòàðíûì çàðÿäîì e, â óðàâíåíèè (11.14)

âåëè÷èíà V0 = e2. Çàòåì, ïîëîæèâ â óðàâíåíèè (11.22) aA = as/θ, ìû íàéäåì, ÷òî áèôóðêàöèÿ ÒÎÑ�ÇÎÑ
ïðîèñõîäèò êîãäà θ äîñòèãàåò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ

θbif =

[
π2

2

(
as
asy

)2
εsy
e2/as

]1/3

. (11.58)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî as ∼ asy ∼ 3�A è εsy ∼ 0.1 ýÂ, ìû ïîëó÷èì îöåíêó θbif ∼ 0.5. Òàêîå çíà÷åíèåì ìîæåò ëåãêî
äîñòèãàòüñÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ òàêèõ êàê àòîìû â êàíàëå ñóïåðèîííîãî ïðîâîäíèêà èëè ïðîòîíû â öåïî÷êå
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âîäîðîäíûõ ñâÿçåé. Òàêèì îáðàçîì, îáû÷íàÿ êàðòèíà îñòàþùèõñÿ íà îäíîé ëèíèè èîíîâ â êàíàëå ÿâëÿåòñÿ
ñâåðõ óïðîùåííîé, âîçìîæíîñòü äâèæåíèÿ èîíîâ â ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ äîëæíà ñóùåñòâåííî èçìåíèòü
íåêîòîðûå âûâîäû ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé ìîäåëè ÔÊ, íàïðèìåð ýòî îòíîñèòñÿ, êàê ïîêàçàíî â
ïàðàãðàôå 11.3.2, ê ñóùåñòâîâàíèþ ñêîëüçÿùåé ìîäû.

Ó÷åò ïîïåðå÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû î÷åíü âàæåí â ìîäåëèðîâàíèè àäñîðáöèè ñëîåâ è èçó÷åíèè êðàóäèîíîâ. Â
÷àñòíîñòè, ïðîèñõîäÿùèé ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè àòîìîâ ïåðåõîä ÒÎÑ�ÇÎÑ ðåçêî óìåíüøàåò ïîäâèæíîñòü
òîïîëîãè÷åñêèõ äåôåêòîâ â ýòîé ñèñòåìå è, â ñèëó ýòîãî, èçìåíÿåò çàâèñèìîñòè ïîäâèæíîñòè è êîýôôèöèåíòîâ
äèôôóçèè îò êîíöåíòðàöèè, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 11.3.4.

Äëÿ ïðèëîæåíèÿ ê àäñîðáèðóåìûì ñèñòåìàì, çèãçàãîîáðàçíàÿ ìîäåëü äîëæíà áûòü îáîáùåíà äàëåå. Ïåðâîå,
åñëè ïîïåðå÷íàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû îïèñûâàåò ñìåùåíèÿ àòîìîâ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïîâåðõíîñòè, ýòîò ïîòåíöèàë
íå ìîæåò áîëåå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïàðàáîëè÷åñêèé. Êîãäà àòîì óõîäèò îò ïîâåðõíîñòè, ïîïåðå÷íûé ïîòåíöèàë
ñòðåìèòüñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó "âàêóóìíîìó óðîâíþ"àòîìà óøåäøåãî îò ïîâåðõíîñòè.
Òàê êàê ïîòåíöèàë äîëæåí èìåòü ìèíèìóì âáëèçè ïîâåðõíîñòè äëÿ òîãî ÷òîáû îïèñàòü ïðèëèïàíèå ñâåðõñëîÿ
ê ïîäëîæêå, òî ïîïåðå÷íûé ïîòåíöèàë äîëæåí áûòü íåâûïóêëûì. Íàïðèìåð, ïîòåíöèàë ïåðïåíäèêóëÿðíûé ê
ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü âçÿò â ôîðìå ïîòåíöèàëà Ìîðçå

Vy(y) = εd
(
e−γy − 1

)2
, (11.59)

êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó εd (èçâåñòíîìó êàê ýíåðãèÿ àäñîðáöèè) ïðè y → ∞. Ïàðàìåòð γ
îïðåäåëÿåò àíãàðìîíè÷íîñòü, îí ñâÿçàí ñ ÷àñòîòîé êîëåáàíèÿ óåäèíåííîãî àòîìà â îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè
ω0y ñîîòíîøåíèåì ω2

0y = 2γ2εd/ma. Â îòëè÷èå îò ïàðàáîëè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ôóíêöèÿ (11.59) ÿâëÿåòñÿ
íåâûïóêëîé, îíà èìååò òî÷êó ïåðåãèáà ïðè y = yinf ≡ γ−1 ln 2, òàê ÷òî ω2

eff(y) ≡ V ′′y (y) > 0 äëÿ y < yinf , íî
ω2

eff(y) < 0 ïðè y > yinf . Êðîìå òîãî, ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óåäèíåííîãî àòîìà âáëèçè ïîäëîæêè òåïåðü
ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

Vsub(x, y) = Vx(x)e−γ
′y + Vy(y). (11.60)

Ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü â ïåðâîì ÷ëåíå ïðàâîé ñòîðîíû óðàâíåíèÿ (11.60) ó÷èòûâàåò óáûâàíèå âëèÿíèÿ
ãîôðèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè ïðè óäàëåíèè àòîìà îò ïîâåðõíîñòè, òàê ÷òî Vsub(x, y)→ εd êîãäà y →∞.

Ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü exp(−γ′y) â óðàâíåíèè (11.60) ââîäèò ñâÿçü ìåæäó ñìåùåíèÿìè x è y. Â
ðåçóëüòàòå, àòîìû êîòîðûå ñìåùåíû îò ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè â íàïðàâëåíèè x, äîëæíî äîïîëíèòåëüíî
ïðèíóæäàòüñÿ ê ïîïåðå÷íîìó äâèæåíèþ. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî åñëè àòîì âäîëü öåïè ñäâèíóòü íà ∆x (∆x < 1

2as)
îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìóìà Vsub(x, y), òî ýòî ïðèâîäèò ê äåéñòâèþ ñèëû â íàïðàâëåíèè y, êîòîðîå ñäâèãàåò
åãî â îðòîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè íà âåëè÷èíó

∆y ≈ 1
2
γ′
(
ω0x

ω0y

)2

(∆x)2. (11.61)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóáìîíîñëîéíàÿ ñòðóêòóðà àäñîðáèðîâàííûõ àòîìîâ ïðè θ 6= 1, êîòîðóþ ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê
ñóïåðñòðóêòóðó êèíêîâ èëè àíòèêèíêîâ ñ ïåðèîäîì aθ = as/|1− θ|, äîëæíà áûòü ãîôðèðîâàíà â îðòîãîíàëüíîì
íàïðàâëåíèè ñ òåì æå ñàìûì ïåðèîäîì aθ.

Âòîðîå, ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ äîëæåí ñîäåðæàòü îáå îòòàëêèâàþùèå è ïðèòÿãèâàþùèå âåòâè êàê,
íàïðèìåð, ïîòåíöèàëû Ëåííàðäà-Äæîíñà èëè Ìîðñà, ïîýòîìó îí òîæå äîëæåí áûòü íåâûïóêëûì. Çèãçàãîîáðàçíàÿ
ìîäåëü îáîáùåííàÿ òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ êà÷åñòâåííîãî îáúÿñíåíèÿ ïîâåäåíèÿ àäñîðáèðîâàííûõ
ñèñòåì ñ áîëåå ÷åì îäíèì ìîíîñëîåì. À èìåííî, ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè àòîìîâ, àòîìû íà÷èíàþò
îáðàçîâûâàòü âíà÷àëå îäíîìåðíûå öåïî÷êè â ìèíèìóìàõ Vy(y), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóåò �ïåðâîìó ìîíîñëîþ�
àäñîðáèðîâàííîé ïëåíêè. Îäíàêî, êîãäà ïåðâûé ñëîé ñòàíîâèòñÿ ïîëíûì, äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå θ áóäåò
ïðèâîäèòü ê êîíôèãóðàöèÿì àòîìîâ â êîòîðûõ íîâûå àòîìû èìåþò y > yinf è îíè íà÷èíàþò îáðàçîâûâàòü
�âòîðîé ìîíîñëîé�. Êàê áûëî ïîêàçàíî Áðàóíîì è Ïåéðàðîì [820], ïðè íåêîòîðîì òîíêîì, íî ðåàëèñòè÷åñêîì
âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, àòîì ïðè θ ∼ 1 ìîæåò èìåòü äâà óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèÿ, îäíî ñîîòâåòñòâóþùåå
àòîìó âñòàâëåííîìó â ïåðâûé ñëîé, è äðóãîå ñ ýòèì àòîìîì â âòîðîì ñëîå. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü ìîæåò
äåìîíñòðèðîâàòü ñëåäóþùèé �ñöåíàðèé ðåêîíñòðóêòèâíîãî ðîñòà�: ïðè θ ≤ 1 àòîìû çàïîëíÿþò ïåðâûé ñëîé,
â òî âðåìÿ êàê ïðè θ > 1 íîâûå âõîäÿùèå àòîìû çàíèìàþò âòîðîé ñëîé. Îäíàêî, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ θ
óâåëè÷èâàåòñÿ âûøå íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ θ = θ′, âõîäÿùèå àòîìû ïðîäîëæàþò çàïîëíÿòü âòîðîé
ñëîé, íî â òî æå ñàìîå âðåìÿ, îíè ñòèìóëèðóþò ïåðåõîä àòîìîâ èç îñíîâíîãî ïåðâîãî ñëîÿ âî âòîðîé ñëîé,
âûçûâàÿ ðåêîíñòðóêöèþ ñòðóêòóðû ðàñòóùåé ïëåíêè. Çàòåì ïðè θ′′ < θ ≤ 2 (ãäå θ′′ � âòîðîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå)
óøåäøèå àòîìû çàäåðæèâàþòñÿ îáðàòíî ïåðâûì ñëîåì è ïëåíêà ïðîäîëæàåò ðàñòè îáû÷íûì ñïîñîáîì, íîâûå
ïîñòóïàþùèå àòîìû ïîìåùàþòñÿ ïîâåðõ ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîãî ïåðâîãî ñëîÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëàõ
èíòåðâàëà θ′ < θ < θ′′ ñòðóêòóðà ÎÑ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîìó ïåðâîìó ñëîþ, â òî âðåìÿ êàê ïðè
1 ≤ θ < θ′ è ïðè θ′′ < θ < 2 â ÎÑ ïåðâûé ñëîé ïîëíîñòüþ çàïîëíåí. Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðóêòóð
àäñîðáèðîâàííûõ àòîìîâ íàáëþäàëàñü â ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ ëèòèåâîé ïëåíêè ðàñòóùåé íà ïîâåðõíîñòè (112)
âîëüôðàìà è ìîëèáäåíà [821, 822].
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Òà æå ñàìàÿ ìîäåëü áûëà òàêæå èñïîëüçîâàíà Áðàóíîì ñ ñîàâòîðàìè [823] äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíèçìà �ñîëèòîíî-
îáúìåííîé� äèôôóçèè. Êîãäà ïåðâûé àäñîðáèðóåìûé ñëîé îêàçûâàåòñÿ çàïîëíåííûì è íîâûå ïîñòóïàþùèå
àòîìû íà÷èíàþò çàïîëíÿòü âòîðîé àäñëîé, äèôôóçèÿ âî âòîðîì ñëîå ïîä÷èíÿåòñÿ îáû÷íî òåì æå ñàìûì çàêîíàì
êàê â ïåðâîì ñëîå, òàê êàê àäàòîìû ïåðâîãî ìîíîñëîÿ èãðàþò òàêóþ æå ðîëü êàê è àòîìû ïîäëîæêè äëÿ
äèôôóçèè àäàòîìîâ ïåðâîãî ñëîÿ (àäàòîìû ïåðâîãî ñëîÿ ñîçäàþò âíåøíèé ïîòåíöèàë äëÿ àòîìîâ âòîðîãî ñëîÿ).
Îäíàêî, äëÿ ìîäåëè îïèñàííîé âûøå ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé èç çà îáìåíà àòîìîâ ìåæäó ïåðâûì è
âòîðûì àäñëîÿìè. Êàê áûëî îïèñàíî âûøå, â íåêîòîðîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âîçìîæíî ôîðìèðîâàíèå
ìåòàñòàáèëüíûõ äåôåêòîâ â êîòîðûõ àòîì âòîðîãî ñëîÿ ïðîíèêàþò âíóòðü ïåðâîãî ñëîÿ. Â ýòîé ìåòàñòàáèëüíîé
êîíôèãóðàöèè âíåøíèé àòîì ñîçäàåò ëîêàëèçîâàííîå ñîëèòîííîå âîçáóæäåíèå (êèíê), êîòîðûé îáû÷íî èìååò
î÷åíü âûñîêóþ ïîäâèæíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, äàæå åñëè âðåìÿ æèçíè ìåòàñòàáèëüíîé êîíôèãóðàöèè ïðè
íåíóëåâîé òåìïåðàòóðå ìàëî, îíà ìîæåò èãðàòü ãëàâíóþ ðîëü â ðåçóëüòèðóþùåé ïîâåðõíîñòíîé äèôôóçèè,
ñîçäàâàÿ íåîáû÷íóþ òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè. Òàêîé äèôôóçèîííûé ìåõàíèçì
ÿâëÿåòñÿ äâóõ-ñòóïåí÷àòûì îáìåííûì ìåõàíèçìîì äèôôóçèè. Ãëàâíîå åãî îòëè÷èå îò îäíî-ñòóïåí÷àòîé
îáìåííîé äèôôóçèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ ñ àäàòîìîì âñòàâëåííûì â ïåðâûé àäñëîé, òåïåðü
ñîîòâåòñòâóåòìåòàñòàáèëüíîìó ñîñòîÿíèþ âìåñòî íåóñòîé÷èâîãî (ñåäëîâîãî) ñîñòîÿíèÿ êàê ýòî îáû÷íî ïðîèñõîäèò
â îáìåííîì ìåõàíèçìå. Äëÿ ýòîãî �îáìåííî-ñîëèòîííîãî� ìåõàíèçìà äèôôóçèÿ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Àððåíèóñà ñ ýíåðãèåé àêòèâàöèè ñîîòâåòñòâóþùåé òåïåðü ðàçíèöå ýíåðãèé ìåæäó ìåòàñòàáèëüíûì
ñîñòîÿíèåì è îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì (à íå áàðüåðó äëÿ ïåðåõîäà èç âòîðîãî àäñëîÿ â ïåðâûé), â òî âðåìÿ êàê
ïðåäýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè êèíêà è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
òåìïåðàòóðû. Ïîäîáíîå ïîâåäåíèå áûëî îáíàðóæåíî Áëýêîì è Òèàíîì [824] â ìîëåêóëÿðíî äèíàìè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòàõ, â êîòîðûõ èçîëèðîâàííûé àäàòîì Cu, äèôôóíäèðóþùèé ïî ïîâåðõíîñòè Cu(100) ìîã âîéòè
â ïåðâûé ñëîé ïîäëîæêè è ñîçäàòü â íåì íàïðÿæåíèå âäîëü ïëîòíî-óïàêîâàííîãî ðÿäà. Ýòî ëîêàëèçîâàííîå
âîçáóæäåíèå (êðàóäèîí) äâèãàåòñÿ âäîëü ðÿäà íà ðàññòîÿíèå íåñêîëüêèõ ïîñòîÿííûõ ðåøåòêè, à çàòåì íàïðÿæåíèå
óìåíüøàåòñÿ çà ñ÷åò âûäàâëèâàíèÿ è âîçâðàùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü àòîìà èç íàïðÿæåííîãî ðÿäà. Ìîäåëèðîâàíèå
ïîêàçàëî, ÷òî ýòîò ìåõàíèçì äèôôóçèè ñòàíîâèòñÿ âàæíûì ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ (T ∼ 900 K
äëÿ àäñèñòåìû Cu-Cu(100)).

11.4 Äâóõìåðíàÿ âåêòîðíàÿ ìîäåëü ïðóæèíêè-øàðèêè
Â îáùåé äâóõìåðíîé (2D) ìîäåëè ÔÊ àòîìû ìîãóò äâèãàòüñÿ â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ, òàê ÷òî ñ êàæäûì
àòîìîì ñâÿçàí ñ ïåðåìåííîé âåêòîðíîãî ïîëÿ ulx,ly ≡ {uxlx,ly , u

y
lx,ly
}. Âåêòîðíûå ìîäåëè âïëîòíóþ ñâÿçàíû

ñ ðåàëèñòè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè îáúåêòàìè, ñ òàêèì êàê ñëîè àòîìîâ àäñîðáèðîâàííûõ íà êðèñòàëëè÷åñêèõ
ïîâåðõíîñòÿõ. Â îáùåì ñëó÷àå, ìû òåïåðü äîëæíû ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó âñåìè àòîìàìè â ñèñòåìå.
Îäíàêî, åñëè ìû õîòèì óïðîñòèòü ìîäåëü, ó÷òÿ òîëüêî âçàèìîäåéñòâèå ìàëîãî ÷èñëà áëèæàéøèõ ñîñåäåé, òî ìû
äîëæíû îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî êîíôèãóðàöèé ñ ìàëûìè ñìåùåíèÿìè àòîìîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê.

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëüíûé Ãàìèëüòîíèàí äëÿ ðåàëèñòè÷íîé 2D âåêòîðíîé ìîäåëè ÔÊ ïðèíèìàåò ôîðìó
H = K + Uint + Usub, ãäå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ K òðèâèàëüíî îáîáùàåòñÿ

K =
ma

2

∑

l

|u̇l|2. (11.62)

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, ò. å.

Uint =
1
2

∑

l6=l′
Vint(|rl − rl′ |), (11.63)

ãäå rl êîîðäèíàòà àòîìà, à Vint(r) ïàðíûé ïîòåíöèàë êîòîðûé â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé (ìîäåëü ïðóæèíêè è øàðèêè). Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ïîäëîæêè

Usub =
∑

l

Vsub(rl), (11.64)

ãäå Vsub(r) îïèñûâàåò ñèììåòðèþ ïîäëîæêè (äëÿ ïðèìåðà, ïîòåíöèàë ñîçäàâàåìûé ïåðâûì ïîâåðõíîñòíûì
ñëîåì ïîäëîæêè â ñëó÷àå àäñîðáèðóåìûõ ïëåíîê). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîäëîæêè ñ ïðÿìîóãîëüíîé ïîäëîæêîé
ñ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêîé asx × asy ôóíêöèÿ Vsub(x, y) ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíà êàê

Vsub(x, y) =
εx
2
Vs(2πx/asx) +

εy
2
Vs(2πy/asy)

+
1
4

(εmax − εx − εy) Vs(2πx/asx) Vs(2πy/asy), (11.65)
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ãäå εmax � ìàêñèìóì 2D ïîòåíöèàëà, εx è εy ÿâëÿþòñÿ (ñåäëîâûìè) ýíåðãèÿìè àêòèâàöèè äâèæåíèÿ â íàïðàâëåíèÿõ
x è y, à Vs(x) ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé íîðìàëèçîâàííîé óñëîâèÿìè Vs(0) = 0 è
Vs(π) = 2, íàïðèìåð, Vs(x) = 1 − cosx. Äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè, òàêîé êàê ïîâåðõíîñòü (100) êóáè÷åñêèõ
êðèñòàëëîâ, ìû ìîæåì ïîëîæèòü asx = asy = as è εx = εy = εs, â òî âðåìÿ êàê äëÿ èçáîðîæäåííûõ ïîâåðõíîñòåé,
òàêèõ êàê ïîâåðõíîñòü (112) b.c.c. êðèñòàëëîâ ìû äîëæíû âçÿòü asx < asy è εx < εy.

Òðåóãîëüíûå ðåøåòêè ïîäëîæêè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ïîäîáíûì ñïîñîáîì,

Vsub(x, y) =
1
2
ε

{
1− cos(2πx/asx) cos(πy/asy) +

1
2

[1− cos(2πy/asy)]
}
, (11.66)

ãäå âûáîð asy = asx
√

3/2 ïðèâîäèò ê òðåóãîëüíîé ñèììåòðèè ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëà ðàçäåëåííûõ èçîòðîïíûìè
ýíåðãåòè÷åñêèìè áàðüåðàìè âûñîòû ε. ×àñòîòû êîëåáàíèé àòîìîâ âáëèçè ìèíèìóìà â ýòîì ñëó÷àå òîæå
èçîòðîïíû, ÷àñòîòà ω0x = ω0y = (ε/2m)1/2(2π/asx). Ïîòåíöèàë (11.66) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê Vsub(x, y) =
1
4ε [3− cos(k1r)− cos(k2r)− cos(k1r + k2r)], ãäå r = (x, y), è k1 è k2 ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûìè âåêòîðàìè òðåóãîëüíîé
ðåøåòêè. Ïîäîáíàÿ ôîðìà ïîòåíöèàëà ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â èçó÷åíèè àòîìíûõ ñëîåâ àäñîðáèðîâàííûõ íà
èçîòðîïíûõ òðåóãîëüíûõ èëè ãåêñàãîíàëüíûõ ïîäëîæêàõ [825, 826].

Äëÿ êëàññèôèêàöèè ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ âîçáóæäåíèé âåêòîðíîé 2D ìîäåëè ÔÊ, óäîáíî ðàññìîòðåòü
ñïåðâà åäèíñòâåííóþ öåïî÷êó àòîìîâ ïîìåùåííóþ â äâóõìåðíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè. Êîãäà öåëàÿ öåïî÷êà
ëåæèò â çîíå íåêîòîðîãî �êàíàëà� 2D ïîòåíöèàëà, òî åñòü åñëè uyl = 0 ïðè lx → ±∞ íî uxl = 0 ïðè lx → −∞
è uxl = ±asx ïðè lx → ∞, òî òàêîå òîïîëîãè÷åñêîå âîçáóæäåíèå íàçûâàåòñÿ óçëîâûì êèíêîì (ek). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êîãäà êîíöû öåïî÷êè ëåæàò â ðàçëè÷íûõ ñîñåäíèõ äîëèíàõ ïîòåíöèàëà, òî åñòü uxl = 0 ïðè lx →
±∞, íî uyl = 0 ïðè lx → −∞ è uyl = ±asy ïðè lx → ∞, òî òàêîå òîïîëîãè÷åñêè óñòîé÷èâîå âîçáóæäåíèå
íàçûâàåòñÿ âèíòîâûì êèíêîì (sk). Âèíòîâûå êèíê è àíòèêèíê èìåþò òå æå ñàìûå ïàðàìåòðû, òàê êàê îíè îáà
ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíîìó ðàñòÿæåíèþ ìåæàòîìíûõ ñâÿçåé. Îáû÷íî, εk(ek) > εk(sk), íî εPN (ek) < εPN (sk).

Òåïåðü äàâàéòå ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ìàññèâ àòîìîâ êàê ñèñòåìó ïàðàëëåëüíûõ öåïî÷åê àòîìîâ. Åñëè
òîëüêî îäíà èç öåïî÷åê ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé àòîì, òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ íàçûâàåòñÿ êðàóäèîíîì. Íî êîãäà
êàæäàÿ öåïî÷êà ñîäåðæèò îäèí êèíê è êèíêè ëåæàùèå â áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ öåïî÷êàõ ïðèòÿãèâàþò äðóã
äðóãà, îíè îáðàçóþò äèñëîêàöèîííóþ ëèíèþ (äîìåííóþ ñòåíêó, ëèíåéíûé ñîëèòîí, è ò.ä.). Â çàâèñèìîñòè îò
òèïà êèíêîâ, äèñëîêàöèè ìîãóò áûòü ëèáî óçëîâîãî, ëèáî âèíòîâîãî òèïà. Çàìåòèì, ÷òî óçëîâàÿ äèñëîêàöèÿ
ïîäîáíà äîìåííîé ñòåíêè ñêàëÿðíîé ìîäåëè ÔÊ ðàññìîòðåííîé âûøå â ïàðàãðàôå. 11.2.

Â îáùåì ñëó÷àå äèñëîêàöèè ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû âåêòîðîì Áþðãåðñà (ñì., íàïðèìåð, êíèãó [827]).
Åñëè u ≡ (ux, uy), òî âåêòîð Áþðãåðñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

b ≡
∮

C

∂u
∂l

dl, (11.67)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó C. Åñëè êîíòóð íå ñîäåðæèò äèñëîêàöèé, b = 0. Åñëè êîíòóð
ñîäåðæèò äèñëîêàöèþ, òî âåêòîð b 6= 0. Äëÿ âèíòîâîé äèñëîêàöèè âåêòîð b ïàðàëëåëåí äèñëîêàöèîííîé ëèíèè,
â òî âðåìÿ êàê äëÿ óçëîâîé äèñëîêàöèè b ïåðïåíäèêóëÿðåí ëèíèè. Â îáùåì ñëó÷àå, äèñëîêàöèÿ èìååò îáå
óçëîâûå è âèíòîâûå êîìïîíåíòû.

11.4.1 Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå

Â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî ìåæàòîìíîãî ïîòåíöèàëà, êèíêè â áëèæàéøèõ ñîñåäíèõ öåïÿõ âçàèìîäåéñòâóþò äðóã
ñ äðóãîì, ôîðìèðóÿ öåïî÷êè êèíêîâ, èëè äîìåííûå ñòåíêè. Äàâàéòå ðàññìîòðèì âíà÷àëå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
ïðè T = 0 â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòè. Êîãäà θ = 1, òî åñòü ÷èñëî àòîìîâ ðàâíî ÷èñëî ìèíèìóìîâ
ïîòåíöèàëà Vsub(r), îñíîâíîå ñîñòîÿíèå áóäåò òðèâèàëüíûì, âñå àòîìû ëåæàò â ìèíèìóìàõ Vsub(r). Åñëè θ 6= 1,
íî íàãðóçêà ïðèëîæåíà òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè (à èìåííî, ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âûãëÿäÿò êàê
ulx+Nx,ly = ulx,ly + Nwb è ulx,ly+Ny = ulx,ly ), ÎÑ ñîäåðæèò Nw ïàðàëëåëüíûõ äîìåííûõ ñòåíîê. Ýòà ñèòóàöèÿ
ïîäîáíà ðàññìîòðåííîé âûøå ñêàëÿðíîé 2D ìîäåëè ÔÊ. Îäíàêî, åñëè θ 6= 1 è íàïðÿæåíèå ïðèëîæåíî â îáîèõ
íàïðàâëåíèÿõ, ÎÑ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïåðåñå÷åííîé ñåòêå äèñëîêàöèé.

Ñíèìàí è Ñíèìàí [828] ÷èñëåííî èññëåäîâàëè ÎÑ äëÿ ãåêñàãîíàëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, ìîäåëèðóÿ
ýïèòàêñèàëüíóþ ñòðóêòóðó ìîíîñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè (111) f.c.c. ìåòàëëà. Ñèììåòðèè ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè
è ìîíîñëîÿ "ïðóæèíîê-è-øàðèêîâ"ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ 11.12(a,b). Êîìïüþòåðíàÿ ñòðóêòóðà ìîíîñëîÿ äëÿ
4% åñòåñòâåííîãî íåñîîòâåòñòâèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 11.13, ãäå ïîêàçàíû ÷åòûðå åäèíè÷íûå ÿ÷åéêè. Äâà òèïà
îñòðîâîâ �êîãåðåíòíûõ� àäàòîìîâ îáðàçóþòñÿ îòäåëüíî äðóã îò äðóãà, ðàçäåëåííûå ïîëîñàìè ñìåùåííûõ àòîìîâ.
Ýòè êîìïüþòåðíûå ðåçóëüòàòû ïðåêðàñíî ñîâïàäàþò ñ ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè óïðóãîñòè äèñëîêàöèé.

Èññëåäîâàíèå ðàñòóùèõ ñëîåâ ñ ïðÿìîóãîëüíîé ãðàíè÷íîé ñèììåòðèåé ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé,
òàê êàê ïðîñòàÿ ìîäåëü ïðóæèíêè-è-øàðèêè ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü äîëæíà áûòü óëó÷øåíà äîïîëíèòåëüíûì ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñëåäóþùèõ áëèæàéøèõ
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Ðèñ. 11.12. (a) Ñèììåòðèÿ ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè, è (b) ìîäåëü ðàñòóùåé ïëåíêè èç ïðóæèíîê è øàðèêîâ äëÿ
ãåêñàãîíàëüíîé ãðàíè÷íîé ñèììåòðèè [828].

Ðèñ. 11.13. Êîìïüþòåðíûå ñòðóêòóðû ìîíîñëîÿ äëÿ (amin − as)/as = 0.04 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé δ: (a) δ = 0, è (b)
δ = 0.7. Çàïîëíåííûå îêðóæíîñòè ïîêàçûâàþò àäàòîìû â ïðàâèëüíûõ ïîëîæåíèÿõ, à ïóñòûå îêðóæíîñòè îáîçíà÷àþò
àòîìû çàíèìàþùèå íåïðàâèëüíûå ïîëîæåíèÿ. Òî÷êè îáîçíà÷àþò ñìåùåííûå àòîìû ñ ïåðåõîäíûìè ïîëîæåíèÿìè ìåæäó
ïðàâèëüíûìè è íåïðàâèëüíûìè ëîêàëèçàöèÿìè. [828].

(äèàãîíàëüíûõ) ñîñåäíèõ àòîìîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿííûå óïðóãîñòè äîëæíû áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû
óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà è îòíîøåíèÿ
Ïóàññîíà. Êîìïüþòåðíûå ìîäåëèðîâàíèÿ [768, 829] â ñîãëàñèè ñ ïðåäñêàçàíèÿìè òåîðèè óïðóãîñòè ïîêàçàëè ÷òî
íåñîîòâåòñòâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ êðåñòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé óçëîâûõ äèñëîêàöèé. Àíàëîãè÷íî, ìîëåêóëÿðíî
äèíàìè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ïîäëîæêè ñ ãåêñàãîíàëüíîé ñèììåòðèåé ïðåäñêàçûâàåò îáðàçîâàíèå ñîòîâîé
ñåòè äîìåííûõ ñòåíîê [830].

Ðèñ. 11.14. Ìîëåêóëÿðíî äèíàìè÷åñêèå êàðòèíêè ñåòè äîìåííûõ ñòåíîê äëÿ ðàâíîâåñíûõ êîíôèãóðàöèé êàê ôóíêöèÿ
êîíöåíòðàöèè θ ïðè ôèêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðå T = 0.05 è êàê ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû ïðè ôèêñèðîâàííîé êîíöåíòðàöèè
θ = 1.013 äëÿ 103041 àòîìîâ Kr âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷åðåç Ëåííàðä-Äæîíñîâñêèé ïîòåíöèàë è àäñîðáèðîâàííûõ íà
ãðàôèòå [830].

Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êîíôèãóðàöèé ÎÑ ïðè ìàëîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà íåñîîòâåòñòâèÿ ïîêàçûâàåò,
÷òî âàæíûì ïàðàìåòðîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèÿ εcross ïåðåñå÷åíèÿ äîìåííûõ ñòåíîê. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå
ñòåíîê ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì (εcross < 0), òî ñåòü äîìåííûõ ñòåíîê äîëæíà ñîçäàâàòüñÿ ðàçðûâíûì
ôàçîâûì ïåðåõîäîì ïðè âîçðàñòàíèè íåñîîòâåòñòâèÿ [831]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè εcross > 0, òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò,
÷òî â íà÷àëå äîëæíà âîçíèêàòü ïîëîñàòàÿ ôàçà, êîãäà äîìåííûå ñòåíêè îðèåíòèðîâàíû òîëüêî â îäíîì
íàïðàâëåíèè [807, 832], è òîëüêî ïîçæå ñ äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè íåñîîòâåòñòâèÿ âîçíèêàåò ñåòêà äîìåííûõ
ñòåíîê. Çäåñü îáà ôàçîâûõ ïåðåõîäà íåïðåðûâíû.

Òåïåðü äàâàéòå êðàòêî îáñóäèì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ïðè T 6= 0. Ïîëîñàòàÿ ðåøåòêà äîìåííûõ ñòåíîê ïëàâèòñÿ
òàê æå êàê â ñêàëÿðíîé ìîäåëè ÔÊ. Ïëàâëåíèå ñîòîâîé ñåòêè áûëî èññëåäîâàíî Àáðàõàìîì ñ ñîàâòîðàìè [830] ñ
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ïîìîùüþ ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû, èñêàæåíèå èäåàëüíîé
ñîòîâîé ñòðóêòóðû ñòàíîâèòñÿ áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì, õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷èòåëüíûìè ôëóêòóàöèÿìè îò
íàïðàâëåíèé ñèììåòðèè, óòîí÷åíèåì ñòåíîê è ïîÿâëåíèÿ ó íèõ øåðîõîâàòîñòè (ñì. ðèñóíêè 11.14). Áàê è
ñîàâòîðû [831] ñäåëàëè ïîïûòêó àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (ñì. òàêæå ðàáîòû [48, 503, 833] è
ïðèâåäåííûå â íèõ ññûëêè).

Íàêîíåö, ïðè áîëüøîì íåñîîòâåòñòâèè ìåæäó ïîäëîæêîé è ñëîåì, îáðàçóþòñÿ îäíîðîäíûå íåñîðàçìåðíûå
ñòðóêòóðû. Ïðè âîçðàñòàíèè ïîêðûòèÿ θ óãîë ìåæäó ïîäëîæêîé è àäàòîìíîé ñòðóêòóðîé ìîæåò ðåçêî ìåíÿòüñÿ
÷åðåç ðàçðûâíûå ôàçîâûå ïåðåõîäû [834, 835]. Îäíàêî, êîãäà òåìïåðàòóðà èçìåíÿåòñÿ, íî çíà÷åíèå θ îñòàåòñÿ
ôèêñèðîâàííûì, ôàçîâûå ïåðåõîäû ìîãóò áûòü íåïðåðûâíûìè [836].

11.4.2 Ñïåêòð âîçáóæäåíèé

Àíàëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáîì ìåæàòîìíîì âçàèìîäåéñòâèè äâóõìåðíàÿ ìîäåëü
ÔÊ èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ìåòàñòàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé (êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé). Ýòè êîíôèãóðàöèè
ìîãóò áûòü ñíîâà ðàññìîòðåíû â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ, òî åñòü êàê òðàåêòîðèè íåêîòîðîé èñêóññòâåííîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå ñ, îäíàêî, äâóìÿ äèñêðåòíûìè �âðåìåíàìè� lx è ly (çàìåòèì ÷òî ýâîëþöèÿ ïî îäíîé
�âðåìåííîé� ïåðåìåííîé çàâèñèò îò ýâîëþöèè ïî äðóãîé). Áîëüøèíñòâî ýòèõ êîíôèãóðàöèîííûõ âîçáóæäåíèé
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî õàîòè÷åñêèìè. Àïïðîêñèìèðóÿ ïîòåíöèàë ïîäëîæêè êóñî÷íî ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé,
ýíåðãèþ êîíôèãóðàöèè ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ôóíêöèè Ãðèíà. Çàòåì ìîæíî âû÷èñëèòü ïëîòíîñòü
ìåòàñòàáèëüíûõ êîíôèãóðàöèé è èõ âêëàä â òåïëîåìêîñòü. Ýòà ïðîãðàììà áûëà äåòàëüíî ðàçðàáîòàíà Óõëåðîì
èØèëëèíãîì [837] äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ÔÊ ìîäåëè ïðóæèíêè-è-øàðèêè. Ðåçóëüòàòû îáúÿñíèëè ñòåêëî-ïîäîáíîå
ïîâåäåíèå ñèñòåìû áåç ñîáñòâåííîãî áåñïîðÿäêà.

Áëýê è Ìèëñ [838] èññëåäîâàëè ïðè ïîìîùè ìîëåêóëÿðíî äèíàìè÷åñêîé òåõíèêîé ñïåêòð ôîíîíîâ äâóõìåðíîé
ìîäåëè ÔÊ.

11.4.3 Äèíàìèêà

Ëîìäàëü è Ñåëîâèö [839, 840] èçó÷èëè äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà âåêòîðíîé ÔÊ ìîäåëè ïðóæèíêè-è-øàðèêè ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Àâòîðû ðåøèëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ Ëàíæåâåíà äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé
30 × 30 ìîäåëè ÔÊ ñ θ = 1 êàê ôîíîâîé ñòðóêòóðîé. Äëÿ íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè îíè âçÿëè ðåøåòêó
ñ îäíîé óçëîâîé èëè îäíîé âèíòîâîé äèñëîêàöèîííîé ëèíèåé, è çàòåì èññëåäîâàëè ýâîëþöèþ ñèñòåìû ïîä
äåéñòâèåì âíåøíåé ïîñòîÿííîé ñèëû (èëè ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ, òàê êàê ñèëà ïðèìåíåíà òîëüêî ê �àäàòîìàì�).
Áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ìîäåëè εk(ek)/εk(sk) ≈ 7 è εPN(ek)/εPN(sk) ≈ 10−5, êîòîðûå áëèçêè ê
íîðìàëüíûì óñëîâèÿì äëÿ êðèñòàëëîâ. Äâèæóùàÿ ñèëà èìåëà äâå êîìïîíåíòû, F = (Fx, Fy). Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ñóììèðóþòñÿ â ñëåäóþùåì:

(i) Ïðè T 6= 0 äèñëîêàöèîííûå ëèíèè ïîä äåéñòâèåì òåïëîâûõ êîëåáàíèé ñòàíîâÿòñÿ, êàê è â ñêàëÿðíîé
ìîäåëè, øåðîõîâàòûìè. Ýòà øåðîõîâàòîñòü âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû, íî óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì
ñêîðîñòè äèñëîêàöèè. Âèíòîâàÿ äèñëîêàöèÿ èìååò îòíîñèòåëüíî ìåíüøèå øåðîõîâàòîñòè (èç-çà áîëüøåãî ÏÍ
áàðüåðà) ïî ñðàâíåíèþ ñ óçëîâîé äèñëîêàöèè;

(ii) Èç-çà íåðàâåíñòâà εPN(sk) � εPN(ek), âèíòîâàÿ äèñëîêàöèÿ äâèæåòñÿ áîëåå ìåäëåííî ÷åì óçëîâàÿ
äèñëîêàöèÿ. Äâèæåíèå âèíòîâîé äèñëîêàöèè ÿâëÿåòñÿ òåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàííûì, åå ñêîðîñòü êîíòðîëèðóåòñÿ
âåëè÷èíîé òåðìè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïàð. Êèíêè íà âèíòàõ ÿâëÿþòñÿ óçëàìè è ñëåäîâàòåëüíî
ïîñëå ðîæäåíèÿ îíè äâèãàþòñÿ âäîëü âèíòà ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ èç-çà ìàëîñòè ÏÍ áàðüåðîâ;

(iii) Äâèãàþùèåñÿ äèñëîêàöèÿ òîðìîçèòñÿ èç-çà âíóòðåííåãî òðåíèÿ, îáóñëîâëåííîãî èçëó÷åíèåì ôîíîíîâ.
Äâèãàþùàÿñÿ óãëîâàÿ äèñëîêàöèÿ èçëó÷àåò ïðîäîëüíûå ôîíîíû, òî åñòü ôîíîííîå ïîëå èìååò òóæå ñàìóþ
êîìïîíåíòó êàê è âåêòîð Áþðãåðñà. Îäíàêî, äâèæóùàÿñÿ âèíòîâàÿ äèñëîêàöèÿ èçëó÷àåò ôîíîíû â îáîèõ ïîëÿõ,
âûñîêî÷àñòîòíûå ïîïåðå÷íûå ôîíîíû (â ïîëå âåêòîðà Áþðãåðñà) è íèçêî÷àñòîòíûå, áîëåå ìàëî àìïëèòóäíûå
ñëàáî çàòóõàþùèå ïðîäîëüíûå ôîíîíû â ïîëå îðòîãîíàëüíîì ê b;

(iv) Ïðîâåðêà âðåìåííîé ýâîëþöèè ïåðâîíà÷àëüíî êðóãîâîé äèñëîêàöèîííîé ïåòëè ïîêàçûâàåò, ïåòëÿ ðàñøèðÿåòñÿ
â àñèììåòðè÷íîé ôîðìå: óçëîâûå êîìïîíåíòû äâèãàþòñÿ áîëåå áûñòðåå ÷åì âèíòîâàÿ êîìïîíåíòû, òàê êàê ýòî
è ñëåäóåò îæèäàòü èç íåðàâåíñòâà εPN(sk)� εPN(ek);

(v) Äëÿ âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè òåðìè÷åñêîå ðîæäåíèå äèñëîêàöèé (äèñëîêàöèîííûõ ïåòåëü) ÿâëÿåòñÿ
íåñóùåñòâåííûì. Îäíàêî, ïîçàäè äâèãàþùåéñÿ óçëîâîé äèñëîêàöèè, ðîæäàþòñÿ ìàëûå äèñëîêàöèîííûå ïåòëè
ñ òåì æå ñàìûì âåêòîðîì Áþðãåðñà êàê íà÷àëüíàÿ ïðÿìàÿ äèñëîêàöèÿ [ðèñ. 11.15(b)]. Ýòè ïåòëè ïðîäîëæàþò
ðàñòè äî ñòîëêíîâåíèÿ [ðèñ. 11.15(c)]. Ïðè ñòîëêíîâåíèè ïåòëè òåðÿþò ñâîþ èäåíòè÷íîñòü è îáúåäèíÿþòñÿ â
ïðÿìûå äèñëîêàöèè [ðèñ. 11.15(d)]. Ñôîðìèðîâàííàÿ òàêèì îáðàçîì ïðÿìàÿ äèñëîêàöèÿ áëèçêà ê íà÷àëüíîé
äèñëîêàöèè è èìååò òîò æå ñàìûé âåêòîð Áþðãåðñà. Ýòè äâå äèñëîêàöèè äâèãàþòñÿ ïî êðèñòàëëó êàê åäèíàÿ
äèñëîêàöèÿ ñ äâîéíûì âåêòîðîì Áþðãåðñà. Îáðàçîâàíèå çàðîäûøåé ïåòåëü ïðîèñõîäèò èç-çà êîîïåðàòèâíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ôîíîíàìè èçëó÷àåìûìè äâèãàþùåéñÿ äèñëîêàöèåé è òåïëîâûìè ôîíîíàìè.
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Ðèñ. 11.15. Ãåíåðàöèÿ äèñëîêàöèé ïîçàäè óçëîâîé äèñëîêàöèè
äâèæóùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé ñèëû Fx = 0, Fy = 0.175
è kBT = 0.15 ïðè t = 0, 20, 30, è 40, ñîîòâåòñòâåííî [840].

Ðèñ. 11.16. Ãåíåðàöèÿ äèñëîêàöèé íà ñòàöèîíàðíîé óçëîâîé
äèñëîêàöèè (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ïðèëîæåííàÿ ñèëà èìååò
êîìïîíåíòû Fx = 0, Fy = 0.175, ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà kBT =
0.15. Ïîêàçàíà êàðòèíà ïðè âðåìåíàõ 17.5 (a), 30 (b), 55 (c), è 70
(d). Ñïëîøíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò äèñëîêàöèÿì ñ âåêòîðîì
b = (0, as) [840].

Êðîìå òîãî, áûëà îáíàðóæåíî îáðàçîâàíèå çàðîäûøåé äèñëîêàöèîííûõ ïåòåëü íà íåïîäâèæíîé âèíòîâîé
äèñëîêàöèè (çàêðåïëåííîé íà ÏÍ ïîòåíöèàëå) â ïðèñóòñòâèè ïðèëîæåííîé ñèëû (ðèñ. 11.16). Â òî âðåìÿ êàê
ýòè ïåòëè ðàñòóò è ñìåùàþòñÿ, ðîæäàþòñÿ åùå äîïîëíèòåëüíûå ïåòëè. Îáðàçîâàíèå çàðîäûøåé äèñëîêàöèîííûõ
ïåòåëü íà âèíòîâîé äèñëîêàöèè ïðîèñõîäèò áîëåå ëåãêî ÷åì âíóòðè îáúåìà, òàê êàê ó êîíêðåòíîé âèíòîâîé/óçëîâîé
äèñëîêàöèè ýíåðãèÿ ðàñïîëîæåííîé ðÿäîì âèíòîâîé/óçëîâîé äèñëîêàöèè ïîíèæàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îòäàëåííûìè
äèñëîêàöèÿìè. Òàêèì îáðàçîì îäíîðîäíîå îáðàçîâàíèå çàðîäûøåé äèñëîêàöèîííûõ ïåòåëü îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ
íåâûãîäíûì, òàêîå ãåòåðîãåííîå îáðàçîâàíèå çàðîäûøåé ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîì íàïðÿæåíèè.
Ïðè íèçêèõ íàïðÿæåíèÿõ, îäíàêî, äèñëîêàöèè ìîãóò ñîçäàâàòüñÿ òàêèìè õîðîøî èçâåñòíûìè ìåõàíèçìàìè, êàê
èñòî÷íèêè Ôðàíêà-Ðèäà, ïîïåðå÷íîå ïðîñêàëüçûâàíèå è ò.ä.

Íàêîíåö, ìû äîëæíû âñïîìíèòü ðàáîòó Ãîðíîñòûðåâà ñ ñîàâòîðàìè [841], â êîòîðîé áûëà èññëåäîâàíà
ëàíæåâåíîâñêàÿ äèíàìèêà ìîäåëè ïðóæèíêè-è-øàðèêè äëÿ ñëó÷àÿ òðåóãîëüíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè.

11.5 Âåêòîðíàÿ 2D ÔÊ ìîäåëü

Ïîâåäåíèå àíèçîòðîïíîé èñòèííî-âåêòîðíîé 2D ìîäåëè ÔÊ ïî÷òè èäåíòè÷íî ïîâåäåíèþ 1D ìîäåëè ÔÊ [190],
òàê êàê îíà âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî ðàññìîòðåííîé âûøå â ïàðàãðàôå 11.2 ñêàëÿðíîé 2D ìîäåëè ÔÊ. Åäèíñòâåííîå
îòëè÷èå ñîñòîèò â ïåðåõîäå ê êîíå÷íîìó ñêîëüçÿùåìó ñîñòîÿíèþ. Òî÷íàÿ êðèòè÷åñêàÿ ñèëà ñëàáî çàâèñèò îò
âíåøíèõ óñëîâèé, ýòî çíà÷èò ÷òî ïåðåõîäû íå ïðîèñõîäÿò îäíîâðåìåííî âî âñåõ êàíàëàõ. Êîãäà îäèí êàíàë
ïåðåøåë â ñêîëüçÿùåå ñîñòîÿíèå, ýòî èç-çà ìåæàòîìíûõ âçàèìîäåéñòâèé óâåëè÷èâàåò âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà
ñîñåäíèõ êàíàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî ýòîò ïåðâûé êàíàë âûïîëíÿåò ðîëü çàðîäûøà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåõîä
êàíàëà èç ñêîëüçÿùåãî ñîñòîÿíèÿ â çàìêíóòîå ïî÷òè íå çàâèñèò îò ñîñåäíèõ êàíàëîâ [190].
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Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå è ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà èçîòðîïíîé 2D ìîäåëè ÔÊ ìîãóò áûòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ
îïèñàíû ìîäåëüþ ïðóæèíêè-è-øàðèêè (ñì. ïàðàãðàô. 11.4). Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà èçîòðîïíîé ìîäåëè, îäíàêî,
äîëæíà áûòü ðàññìîòðåíà â ðàìêàõ èñòèííî-âåêòîðíîé 2D ìîäåëè, òàê êàê âçàèìíûå ñìåùåíèÿ àòîìîâ ìîãóò
áûòü òîæå áîëüøèìè. Ê ñîæàëåíèþ, èññëåäîâàíèå èçîòðîïíîé âåêòîðíîé 2D ñèñòåìû ÔÊ ñ òðåíèåì ÿâëÿåòñÿ
î÷åíü îãðàíè÷åííûì è äî ñèõ ïîð èìåþòñÿ îòêðûòûå âîïðîñû, â ÷àñòíîñòè: (i) Êàê íà÷èíàåòñÿ ïåðåìåùåíèå
äëÿ ñîðàçìåðíîé ñèñòåìû ñ θ = 1; íà÷èíàåòñÿ ëè îíî ñ ïîÿâëåíèÿ ïàðû ÄÑ�àíòè-ÄÑ (äèñëîêàöèîííîé ïåòëè)
èëè ñ ïîÿâëåíèÿ áåãóùåãî îñòðîâêà? (ii) Êàê ïðîèñõîäèò ïåðåìåùåíèå ïîñëå ïîÿâëåíèÿ çàðîäûøà? (iii) Êàê
ìåõàíèçì ïåðåìåùåíèÿ çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè àòîìîâ è ñòðóêòóðû ñëîÿ? (iv) Åñëè â ñèñòåìå ñ ñàìîãî
íà÷àëà ïðèñóòñòâóåò ÄÑ, òî ÿâëÿåòñÿ ëè åå äâèæåíèå óñòîé÷èâûì è ïðè êàêîé ñêîðîñòè? (v) Ïîÿâëÿþòñÿ
ëè ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå óñòàíîâèâøèåñÿ ñîñòîÿíèÿ �ïðîáêè äâèæåíèÿ� â òå÷åíèå ïåðåìåùåíèÿ? Â
ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû äàäèì íåêîòîðûå îòâåòû íà ýòè âîïðîñû.

11.5.1 Ïåðåõîä îò çàõâàòà ê ñêîëüæåíèþ

Áðàóí ñ ñîàâòîðàìè [842] ðàññìîòðåëè äâóõìåðíûé ñëîé ÷àñòèö ñ ðàäèóñ âåêòîðàìè u = (ux, uy), ðàñïîëîæåííûé
íà ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè (11.66) ñ òðåóãîëüíîé ñèììåòðèåé. Áûëè èñïîëüçîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â îáîèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ íàïðàâëåíèÿõ x è y. Àâòîðû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé ïàðíîãî
ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòòàëêèâàíèÿ ìåæäó àòîìàìè,

Vint(r) = V0 exp (−γr), (11.68)

ñ âûáîðîì γ = a−1
s , è ñëó÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ Ëåííàðäà-Äæîíñà (ËÄ)

Vint(r) = V0

[(as
r

)12

− 2
(as
r

)6
]
, (11.69)

ãäå r � ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå. Ýêñïîíåíöèàëüíûé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî îòòàëêèâàþùèì ñ îòñóòñòâèåì
ìèíèìóìà ó ïîòåíöèàëà. Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò, â ÷àñòíîñòè, àòîìàì õèìè÷åñêè àäñîðáèðîâàííûõ íà
ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà, êîãäà, èç-çà ðàçðóøåíèÿ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè â íàïðàâëåíèè îðòîãîíàëüíîì ê
ïîâåðõíîñòè, àòîìû èìåþò íåíóëåâûå äèïîëüíûå ìîìåíòû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê èõ âçàèìíîìó îòòàëêèâàíèþ [36].
Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ËÄ èìååòñÿ ïðèòÿæåíèå è îòòàëêèâàíèå, ñ ìèíèìóì ó ïîòåíöèàëà ïðè ðàññòîÿíèè ìåæäó
àòîìàìè r = as. Êîãäà àòîìû ïëîòíî óïàêîâàíû è ðàáîòàåò òîëüêî îäíà îòòàëêèâàþùàÿ âåòâü ïîòåíöèàëà
âçàèìîäåéñòâèÿ, êàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïëåíêè ñìàçêè ìåæäó äâóìÿ ïîäëîæêàìè, îáà ïîòåíöèàëà áóäóò
êà÷åñòâåííî îäèíàêîâûìè. Íî êîãäà ñëîé èìåþò îáëàñòè ðàñòÿæåíèÿ, ãäå ìåæàòîìíûå ðàññòîÿíèÿ ïðåâûøàþò
ðàâíîâåñíîå ðàññòîÿíèå r = as, ïîòåíöèàë ËÄ ìîæåò ïðèâîäèòü ê ôàçîâûì ïåðåõîäàì ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ ñìåùåíèÿ N àòîìîâ ui (1 ≤ i ≤ N) èìåþò âèä

v̈i + ηv̇i +
d

dvi

[ ∑

j(j 6=i)
Vint(|ui − uj |) + Usub(ui)

]
= F v + F vrand, (11.70)

ãäå v = ux èëè uy, F v = Fx èëè Fy ïðèëîæåííàÿ âíåøíÿÿ ñèëà (â ìîäåëèðîâàíèè äâèæóùàÿ ñèëà äåéñòâîâàëà
òîëüêî â íàïðàâëåíèè x, òî åñòü Fx = F , Fy = 0), à F vrand � ñëó÷àéíàÿ ñèëà íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû
ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå T . Áûëè èñïîëüçîâàíû áåçðàçìåðíûå ñèñòåìíûå åäèíèöû (ma = 1, as = 2π è ε = 2, òàê
÷òî ω0 = 1 è ïåðèîä êîëåáàíèé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëå ïîäëîæêè τs = 2π).

Äëÿ òîãî ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñèñòåìó ïîëåçíî îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíóþ ïîñòîÿííóþ óïðóãîñòè geff =
a2
sV
′′(r0)/2π2ε, ãäå r0 ñðåäíåå ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå. Ýòî ÷èñëî õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó óïðóãîñòè ñëîÿ

àòîìîâ îòíîñèòåëüíî âûñîòû ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Çíà÷åíèå geff ìíîãî ìåíüøåå 1 îçíà÷àåò îòíîñèòåëüíî ñëàáî
ñâÿçàííûé ñëîé, ñ äðóãîé ñòîðîíû çíà÷åíèå ìíîãî áîëüøåå 1 îçíà÷àåò æåñòêèé àòîìíûé ñëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ
ãëóáèíîé ïîäëîæêè. Îáà ñëó÷àÿ áîëüøîãî è ìàëîãî geff ñîîòâåòñòâóþò ôèçè÷åñêè óìåñòíûì ñèñòåìàì. Äëÿ
ìîíîñëîÿ àäñîðáèðîâàííîãî íà ïîâåðõíîñòè, íàèáîëåå òèïè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ïðåäåë íèçêîãî geff [36]. Ñëîé
ñìàçêè ìåæäó äâóìÿ áëîêàìè ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëó áîëüøèõ geff . Òîò ôàêò, ÷òî êàæäûé èç áëîêîâ
ìàòåðèàëà èìååò íå ñâîáîäíûé ìîíîñëîé îçíà÷àåò, ÷òî ñëîé ðàñïîëîæåííûé ñðàçó âûøå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà
èìååò áîëüøóþ ýôôåêòèâíóþ ïîñòîÿííóþ óïðóãîñòè. Õîòÿ âîçìóùåíèÿ îãðàíè÷åíû ñëîåì áëîêà íà ïîâåðõíîñòè
ñêîëüæåíèÿ, îñòàëüíûå áîëåå âûñîêèå ñëîè ñîõðàíÿþò ðàçäåëåíèå ìåæäó ïåðâûì ñëîåì è íèæíåì áëîêîì,
óìåíüøàÿ ýôôåêòèâíóþ ãëóáèíó ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Êðîìå òîãî, äðóãèå ñëîè èìåþò òåíäåíöèþ çàõâàòûâàòü
ñòðóêòóðó ïåðâîãî ñëîÿ, äåëàÿ åãî áîëåå æåñòêèì ÷åì îäèí ìîíîñëîé.

Äëÿ ñëó÷àÿ ïëîòíî óïàêîâàííîãî àòîìíîãî ñëîÿ ñ θ = 1, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ èìååò òðåóãîëüíóþ
ñòðóêòóðó ñîðàçìåðíóþ ñ ïîäëîæêîé. ×àñòîòíûé ñïåêòð èäåàëüíîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè
ω2
x(k) = ω2

g [3− 2 cos(akx)− cos(akx/2) cos(ayky)] è ω2
y(k) = 3ω2

g [1− cos(akx/2) cos(ayky)], ãäå ωg =
√
geff è

ay = a
√

3/2, òàê ÷òî äëÿ ïîïåðå÷íîé âîëíû äâèãàþùåéñÿ â íàïðàâëåíèè x (òî åñòü ïðè ky = 0) ãðóïïîâàÿ
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ñêîðîñòü vT = limkx→0 dωy(k)/dkx =
√

3aωg/2
√

2, â òî âðåì êàê ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé âîëíû
vL = limkx→0 dωx(k)/dkx =

√
3 vT .

Òàê êàê â ÎÑ âñå àòîìû ëåæàò â ìèíèìóìàõ ïîäëîæêè, òî ñëîé ñòðîãî çàêðåïëåí. Äëÿ âîçáóæäåíèÿ
äâèæåíèÿ ñíà÷àëà íóæíî ñîçäàòü òîïîëîãè÷åñêèé äåôåêò (ëîêàëèçîâàííûé äåôåêò ïîäîáíûé êðàóäèîíó èëè
äèñëîêàöèîííîé ïåòëè). Ðàçìåð ýòîãî äåôåêòà äîëæåí áûòü ïîðÿäêà d ∼ as

√
geff , òàê ÷òî ìîæíî îæèäàòü

ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè äëÿ ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèé geff . Äåéñòâèòåëüíî, îêîëî íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ
geff = g1 íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ïåðåõîäà ïðîèñõîäèò çàìåíà îäíîãî õàðàêòåðíîãî ñöåíàðèÿ äðóãèì.

Æåñòêèé ñëîé. Â ðåæèìå geff � g1 ïåðåõîä èç çàêðåïëåííîãî â áåãóùåå ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèò ÷åðåç
îáðàçîâàíèå îñòðîâêîâ äâèãàþùèõñÿ àòîìîâ â ìîðå ïîâñþäó ñòàöèîíàðíûõ ÷àñòèö. Ðàçìåð äâèãàþùåãîñÿ
îñòðîâêà ðàñòåò áûñòðî â íàïðàâëåíèè ïðèëîæåííîé ñèëû è çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå â ïåðïåíäèêóëÿðíîì
íàïðàâëåíèè. Âíóòðè îñòðîâêà àòîìû â îñíîâíîì ñîõðàíÿþò ñâîþ ñòðóêòóðó èç-çà æåñòêîñòè àòîìíîãî
ñëîÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óâèäåòü îáëàñòè ÷ðåçâû÷àéíî òî÷íîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêè îêðóæåííûå ïåòëÿìè
÷àñòè÷íûõ äèñëîêàöèé. Â ñèëó ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îñòðîâîê â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñîåäèíÿåòñÿ
ñàì ñ ñîáîé. Îáðàçóåòñÿ ëåíòà, îðèåíòèðîâàííàÿ ïàðàëëåëüíî äâèæóùåé ñèëå è îãðàíè÷åííàÿ â íàïðàâëåíèè
ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê äâèæóùåé ñèëå, â êîòîðîé ÷àñòèöû äâèãàþòñÿ âäîëü ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæåííîé ñèñòåìû.
Ìû íàçîâåì òàêîå ñîñòîÿíèå ðåêîé. Ðåêà çàòåì ðàñøèðÿåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ äî òåõ
ïîð ïîêà âñå àòîìû íå íà÷íóò äâèãàòüñÿ.t = 0 t = 0:27�s t = 0:54�s
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Ðèñ. 11.17. Ìãíîâåííûå ñíèìêè ìåõàíèçìà ïåðåõîäà èç çàêðåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ â áåãóùåå äëÿ ËÄ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ
geff = 0.9, η = 0.141, T = 0.05, è F = 0.9933. Ïîëîæåíèÿ àòîìîâ îáîçíà÷åíû ìàëåíüêèìè îêðóæíîñòÿìè. Ñåðàÿ øêàëà
öâåòà îêðóæíîñòåé ïîêàçûâàåò x êîìïîíåíòó ñêîðîñòè: ÷åðíûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîé ñêîðîñòè, à íàèáîëåå ñâåòëûé
ñåðûé � ñêîðîñòÿì âûøå íåêîòîðîé ñêîðîñòè îáðåçàíèÿ [842].

Äèíàìèêà ýòîãî ñöåíàðèÿ ïîêàçàíà íà ñåðèè ñíèìêîâ ðèñóíêà 11.17. Òîò æå ñàìûé ñöåíàðèé âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
îáîèõ òèïîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Îäíàêî, çíà÷åíèå g1, âûøå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îïèñàííûé ñöåíàðèé, ÿâëÿåòñÿ
ðàçíûì äëÿ ËÄ è ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè òîì æå ñàìîì çíà÷åíèè geff ËÄ ñëîé âåäåò ñåáÿ áîëåå
æåñòêî ÷åì ñëîé â ýêñïîíåíöèàëüíîì ñëó÷àå. Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî 0.1 < g1 < 1 äëÿ ËÄ ñëó÷àÿ è g1 ≈ 1 äëÿ
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñëó÷àÿ.

Ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ðàçìåð çàðîäûøåâîãî îñòðîâêà óâåëè÷èâàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì geff . Ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè geff õàðàêòåðíûé ðàçìåð îñòðîâêà ïðè óâåëè÷åíèè ñòðåìèòñÿ ê ðàçìåðó ñèñòåìû. Äëÿ î÷åíü æåñòêîãî
ñëîÿ ÷àñòèö, êîãäà geff > g2, ïåðåõîä ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò íà÷àëà äâèæåíèÿ öåëîé ñèñòåìû àòîìîâ. Çíà÷åíèå g2

åñòåñòâåííî çàâèñèò êàê îò ðàçìåðû ñèñòåìû, òàê îò äåòàëåé ïîòåíöèàëîâ Vsub(x, y) è Vint(r). Â ÷àñòíîñòè, g2

âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì N , òàê ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ñèñòåìû ìîæíî îæèäàòü ïåðåõîäîâ ñî âñå áîëüøèìè è áîëüøèìè
îñòðîâêàìè. Äëÿ ñèñòåìû ñ ôèêñèðîâàííûì ðàçìåðîì è ôèêñèðîâàííîé òåìïåðàòóðîé, ËÄ âçàèìîäåéñòâèå
ñíîâà äàåò áîëüøóþ æåñòêîñòü ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå, èìåþùåå ìåíüøåå çíà÷åíèå g2.

Ñëàáî ñâÿçàííûé ñëîé, ýêñïîíåíöèàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå. Äëÿ ñëàáîãî ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîãäà
geff � g1, áûëî îáíàðóæåíî ÷òî ïåðåõîä èç çàêðåïëåííîãî â áåãóùåå ñîñòîÿíèå ïðîèñõîäèò ÷åðåç îáðàçîâàíèå
ëàâèíû äâèãàþùèõñÿ ÷àñòèö îñòàâëÿþùåé ïîçàäè ðàçðåæåííóþ îáëàñòü íèçêîé ïëîòíîñòè. Àòîìû â îáëàñòè
âîçìóùåíèÿ íå íàõîäÿòñÿ â ðåãóëÿðíîé ñòðóêòóðå, òàê ÷òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåõîä èç çàêðåïëåííîãî â
áåãóùåå ñîñòîÿíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ïîÿâëåíèåì �ðàñïëàâëåííîãî� îñòðîâêà. Ñíèìêè ñèñòåìû äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â òðè ìîìåíòà âðåìåíè â òå÷åíèè ïåðåõîäà ïîêàçàíû íà ðèñ. 11.18 äëÿ ñëó÷àÿ
ñ geff = 0.1. Òåïëîâûå ôëóêòóàöèè âûçûâàþò äâèæåíèå ìàëîãî ÷èñëà ÷àñòèö âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïðèëîæåííîé
ñèëû. Ýòè ôëóêòóàöèè ñîõðàíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî äîëãî äëÿ ëîêàëüíîãî ðàçðóøåíèÿ òðåóãîëüíîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ
àòîìîâ, îíè ïîçâîëÿþò àòîìàì óõîäèòü èç ìèíèìóìîâ ïîäëîæêè. Äâèæóùèåñÿ àòîìû óñêîðåííûå ïðèëîæåííîé
ñèëîé, îñòàâëÿþò ïîçàäè ñåáÿ ðàçðåæåííóþ îáëàñòü. Ðàçìåð îáëàñòè âîçìóùåíèÿ áûñòðî ðàñòåò â íàïðàâëåíèè
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Ðèñ. 11.18. Ñíèìêè ïåðåõîäà èç çàêðåïëåííîãî ñîñòîÿíèÿ â áåãóùåå äëÿ ñèñòåìû ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì
ñ geff = 0.1, η = 0.1, T = 0.01, è F = 0.94 [842].

äâèæóùåé ñèëû, òàê êàê äâèãàþùèåñÿ àòîìû ïàäàþò íà ñòîÿùèå ïåðåä íèìè íåïîäâèæíûå ÷àñòèöû. Òåïëîâûå
ôëóêòóàöèè è íå ñáàëàíñèðîâàííîå îòòàëêèâàþùåå âçàèìîäåéñòâèå, âîçíèêàþùåå âñëåäñòâèå óõîäà ñîñåäíèõ
àòîìîâ, ïîçâîëÿþò íåïîäâèæíûì àòîìàì ïðèëåãàþùèì ê îáëàñòè ðàçðåæåíèÿ ëåãêî ïåðåõîäèòü â äâèæåíèå. Íà
ïåðåäíåì êðàå âîçìóùåíèÿ ñîçäàåòñÿ îáëàñòü ñ ïîâûøåííîé ïëîòíîñòüþ, òàê êàê äâèæóùèåñÿ ÷àñòèöû ñïîñîáíû
äâèãàòüñÿ áûñòðåå ÷åì ïåðåäíèé êðàé. Ïîäâèæíûå ÷àñòèöû ïîýòîìó çàìåäëÿþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïåðåäíåìó
êðàþ, ñîçäàâàÿ òåì ñàìûì ïëîòíóþ îáëàñòü ìåäëåííûõ ÷àñòèö, ïî÷òè òàê æå ñ êàê çàìåäëÿåòñÿ äâèæåíèå íà
äîðîãå ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïîìåõå. Ìû áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèþ òàêîãî òèïà ýôôåêòîì ïðîáêè. Óòîëùåíèå íà
ïåðåäíåì êðàå êðàå ðàñòåò â îáîèõ (ïàðàëëåëüíîì è ïåðïåíäèêóëÿðíîì) íàïðàâëåíèÿõ ê äâèæóùåé ñèëå, äî òåõ
ïîð ïîêà îáëàñòü äâèæóùèõñÿ àòîìîâ íå ñîåäèíÿåòñÿ ñàìà ñ ñîáîé â ñèëó ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Îáðàçîâàíèÿ óòîëùåíèÿ ÿñíî âèäíî íà äâóõ ïîñëåäíèõ ñíèìêàõ ðèñóíêà 11.18 (çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ÷àñòíîì
ìîäåëèðîâàíèè ïðîèñõîäèò òàêæå ïîÿâëåíèÿ âòîðîãî çàðîäûøà).t = 0 t = 0:45�s t = 1:1�s
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Ðèñ. 11.19. Ñíèìêè ìåõàíèçìà ïåðåõîäà èç çàêðåïëåííîãî â áåãóùåå ñîñòîÿíèå äëÿ ñèñòåìû ñ ËÄ âçàèìîäåéñòâèåì ñ
geff = 0.023, η = 0.2, T = 0.0025 è F = 0.9901 [842].

Ñëàáî ñâÿçàííûé ñëîé, ËÄ âçàèìîäåéñòâèå. Äëÿ ñèñòåìû ñ âçàèìîäåéñòâèåì ËÄ ñöåíàðèé ïåðåõîäà ñëåãêà
îòëè÷àåòñÿ. Ñíèìêè äëÿ ËÄ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ geff = 0.023 ïîêàçàíû íà ðèñ. 11.19. Ñíîâà, òåïëîâûå ôëóêòóàöèè
ïîçâîëÿþò ìàëîìó ÷èñëó ÷àñòèö íà÷àòü äâèãàòüñÿ â x-íàïðàâëåíèè. Äëÿ ñëó÷àÿ ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 11.19 ýòî
áûëè 4 − 5 ñîñåäíèõ ÷àñòèö â òîé æå ñàìîé ïëîñêîñòè y = Const. Îáëàñòü âîçìóùåíèÿ áûñòðî ðàñøèðÿåòñÿ â
íàïðàâëåíèè ïðèëîæåííîé ñèëû êàê è â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ïîçàäè îáëàñòè ñíîâà
îáðàçóåòñÿ îáëàñòü ðàçðåæåíèÿ. Â ËÄ ñëó÷àå àòîìû â ñëåäå âîçáóæäåííîé îáëàñòè ïðèõîäÿò â äâèæåíèå
èç-çà ïðèòÿãèâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè íà ðàññòîÿíèÿõ ïðåâûøàþùåì r = as. Ýôôåêò
ñîçäàíèÿ äâèæóùèìèñÿ ÷àñòèöàìè ïðîáêîïîäíîé îáëàñòè óïëîòíåíèÿ äëÿ ËÄ âçàèìîäåéñòâèÿ îòëè÷åí îò
ýòîãî ýôôåêòà äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îáðàçóåòñÿ î÷åíü ïëîòíàÿ îáëàñòü,
êîòîðàÿ âûïèðàåò èç îáëàñòè âîçáóæäåíèÿ. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 11.19, äëÿ ËÄ âçàèìîäåéñòâèÿ óâåëè÷åíèå
ïëîòíîñòè çàñòàâëÿåò îáëàñòü âîçìóùåíèÿ ðàñòè íå òîëüêî â íàïðàâëåíèè äâèæóùåé ñèëû, íî òàêæå â îñíîâíîì
âäîëü äðóãèõ äâóõ ïëîñêîñòåé ñêîëüæåíèÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêè. Íà ïåðåäíåì êðàå îáëàñòü âîçìóùåíèÿ íå
ñòàíîâèòñÿ òàêîé áîëüøîé êàê äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, à âìåñòî ñîçäàíèÿ âûïèðàíèÿ îáëàñòü
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âîçìóùåíèÿ ðàçâèâàåò �çóáöû� íà óãëàõ ±π/3 îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ äâèæóùåé ñèëû. â áîëåå ïîçäíåå âðåìÿ
îáëàñòü âîçìóùåíèÿ èç-çà ïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèé ñîåäèíÿåòñÿ ñàìî ñ ñîáîé.

Îäèí ëèøíèé àòîì. Äëÿ îïèñàííîãî âûøå ñîðàçìåðíîãî ñëó÷àÿ, ïåðâûì ñîáûòèåì â äàëüíåéøåì ïåðåõîäå
ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå âîçìóùåííîé îáëàñòè èç-çà òåïëîâûõ êîëåáàíèé. Ñêîðîñòü òàêèõ ïðîöåññîâ êîíòðîëèðóåòñÿ
ìíîæèòåëåì Áîëüöìàíà exp(−εact/T ), ãäå ýíåðãèÿ àêòèâàöèè εact îïðåäåëÿåòñÿ äâèæóùåé ñèëîé, íàïðèìåð
εact ∝ (1 − F )1/2 â ñëó÷àå geff � 1. Â ìîäåëèðîâàíèè Áðàóíà ñ ñîàâòîðàìè [842] (2001) áûëè èñïîëüçîâàíû
íèçêèå òåìïåðàòóðû ñ öåëüþ ñíèæåíèÿ �øóìà� â ñíèìêàõ è, ïîýòîìó, áûëè èñïîëüçîâàíû ñèëû î÷åíü áëèçêèå
ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ F = 1. ×òîáû ïðîâåðèòü, îòëè÷àåòñÿ ëè ñöåíàðèé ïðè ìàëîé ñèëå, àâòîðû òàêæå
ïðîâåëè ìîäåëèðîâàíèå ñ îäíèì ëèøíèì àòîìîì â ñîðàçìåðíîé ñòðóêòóðîé. Â îäíîìåðíîé ìîäåëè ÔÊ òàêàÿ
ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó �ãåîìåòðè÷åñêîìó� êèíêó, êîòîðûé ëåãêî äâèæåòñÿ ïî ðåøåòêå. Â èçîòðîïíîé
äâóõìåðíîé ìîäåëè êîíôèãóðàöèÿ ñ îäíèì âñòàâëåííûì àòîìîì, îêðóæåííûì �äåôîðìàöèîííûì îáëàêîì� (èç-
çà ñäâèãà ñîñåäíèõ àòîìîâ âîêðóã âñòàâëåííîãî àòîìà), ñîçäàåò ëîêàëèçîâàííóþ êîíôèãóðàöèþ íàçûâàåìóþ
êðàóäèîíîì. Ïîäîáíî îäíîìåðíîé ìîäåëè, êðàóäèîí äâèãàåòñÿ íàìíîãî ëåã÷å ÷åì àòîìû ôîíîâîé ñîðàçìåðíîé
ñòðóêòóðû. Ïðè ìàëîé F êðàóäèîí ñîâåðøàåò íàïðàâëåííûå ñëó÷àéíûå ñêà÷êè â x íàïðàâëåíèè, íî èíîãäà îí
ìîæåò òàêæå ïåðåñêî÷èòü â áëèæàéøèé ñîñåäíèé x-êàíàë è âûòîëêíóòü àòîìû èç èõ èäåàëüíûõ ïîëîæåíèé. Ñ
óâåëè÷åíèåì ñèëû, â íåêîòîðûé ìîìåíò îáðàçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ êðàóäèîí�àíòè-êðàóäèîíîâàÿ ïàðà è çàòåì
íà÷èíàåò ðàñòè ëàâèíà. Ïîñëåäóþùèé ñöåíàðèé áûë òàêèì æå êàê â îïèñàííîì âûøå ïîëíîñòüþ ñîðàçìåðíîì
ñëó÷àå. Îäíàêî, òåïåðü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñèëû Fc ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ îáðàçîâàíèå ëàâèíû íàìíîãî
ìåíüøå ÷åì â ñîðàçìåðíîì ñëó÷àå.

Áîëåå ïîçäíèå âðåìåíà. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, îáëàñòü âîçìóùåíèÿ ñîåäèíÿåòñÿ ñàìà ñ ñîáîé èç-çà ïåðèîäè÷åñêèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Äëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëîé êâàäðàòíîé ñèñòåìû (íàïðèìåð, äëÿ N ≤ 64 × 64) äâèæóùèéñÿ
äîìåí íå èìåë áîëüøîé âîçìîæíîñòè äëÿ ðîñòà â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê äâèæóùåé ñèëå íàïðàâëåíèè, äî
ñîåäèíåíèÿ åå ñ ñîáîé è ôîðìèðîâàíèÿ ðåêè äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö. Â ñåðåäèíå ðåêè àòîìû äâèãàþòñÿ ïî÷òè
ñ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòüþ Fc/η è ñîõðàíÿþò óïîðÿäî÷åííóþ òðåóãîëüíóþ ñòðóêòóðó. Îäíàêî, ãðàíèöà ìåæäó
äâèæóùèìñÿ è çàêðåïëåííûìè îáëàñòÿìè ñëîÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò ïðèìåðíî èç äåñÿòè àòîìíûõ êàíàëîâ, ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîñòüþ íåóïîðÿäî÷åííîé. Áûëî íàéäåíî, ÷òî øèðèíà ðåêè ðàñòåò ïðèìåðíî ëèíåéíî ñ âðåìåíåì, ñî ñêîðîñòüþ,
êîòîðàÿ óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì òðåíèÿ èëè òåìïåðàòóðû, ïîêà âñÿ ñèñòåìû íå ïåðåéäåò â áåãóùåå ñîñòîÿíèå.
Ýòîò ñöåíàðèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì, òàê êàê äàæå â áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå, ñîñåäíèå îáëàñòè âîçìóùåíèÿ
âîçíèêàþùèå èç òåïëîâûõ ôëóêòóàöèé, áóäóò ñîåäèíÿòüñÿ ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà,
êàê ýòî îáû÷íî ïðîèñõîäèò â ïåðêîëÿöèîííûõ ñèñòåìàõ.

Äëÿ áîëüøèõ êâàäðàòíûõ ñèñòåì Áðàóí è äð. [842] íàáëþäàëè, ÷òî äâèæóùàÿñÿ îáëàñòü â äåéñòâèòåëüíîñòè
ñóùåñòâåííî ðàñòåò â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíîì è ïàðàëëåëüíîì äâèæóùåé ñèëå. Ïðè T = 0
ïåðåäíèé êðàé äâèæóùåãîñÿ äîìåíà èìååò ïðèáëèæåííî ïîëóêðóãëóþ ôîðìó. Åãî äèàìåòð ðàñòåò ñî ñêîðîñòüþ
v, à êðàé äâèãàåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ c. Áûëî íàéäåíî, ÷òî îáå ñêîðîñòè v è c ïðèìåðíî ðàâíû ïðîäîëüíîé ãðóïïîâîé
ñêîðîñòè ñëîÿ vL. Òàê êàê äâèãàþùàÿñÿ îáëàñòü äàëåå ïåðåõîäèò â îáëàñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, òî åå
ïîäâèæíîñòü äîëæíà ðàñòè êàê t2.

11.5.2 �Ïëàâêèé ïðåäîõðàíèòåëü� íà àòîìíîì óðîâíå

Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà âñåõ îïèñàííûõ âûøå ìîäåëåé èìååò îäíî îáùåå ñâîéñòâî: ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ
〈v〉 ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïðèëîæåííîé ñèëû F . Íèæå ìû îïèñûâàåì íåìîíîòîííûé
ñöåíàðèé, êîãäà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâóþ ïðîâîäèìîñòü (〈v〉 6= 0) ïðè ìàëûõ ñèëàõ è ñòàíîâèòñÿ çàêðûòîé
(〈v〉 = 0) ïðè áîëüøèõ ñèëàõ. Òàêîé ñöåíàðèé ïðåäîõðàíèòåëÿ áóäåò îïèñàí äëÿ äâóõ ïðîñòûõ ìåõàíè÷åñêèõ
ìîäåëåé âçàèìîäåéñòâóþùèõ àòîìîâ èìåþùèõ áîëåå ÷åì îäíó ïðîñòðàíñòâåííóþ ðàçìåðíîñòü:

(a) Çèãçàãîîáðàçíàÿ ìîäåëü ÔÊ, òî åñòü öåïî÷êà àòîìîâ åäèíè÷íîé ìàññû ðàñïîëîæåííàÿ íà äâóõìåðíîì
âíåøíåì ñèíóñîèäàëüíîì ïîòåíöèàëå ñ àìïëèòóäîé εs = 2 è ïåðèîäîì as = 2π â íàïðàâëåíèè x (âäîëü öåïè) è
íà ïàðàáîëè÷åñêîì ïîòåíöèàëå â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè y. Ïîëíûé âèä ïîòåíöèàëà Vsub(x, y) = (1 − cosx) +
(1/2)ω2

yy
2;

(b) Èçîòðîïíàÿ 2D ìîäåëü ÔÊ, òî åñòü ìàññèâ àòîìîâ àäñîðáèðîâàííûé íà ïåðèîäè÷åñêîì äâóõìåðíîì
ïîòåíöèàëå ñ êâàäðàòíîé ñèììåòðèåé Vsub(x, y) = 2− (cosx+ cos y).

Äëÿ ìîäåëè (a) èçîëèðîâàííûé àòîì âáëèçè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà èìååò ÷àñòîòó x-êîëåáàíèÿ ωx = 1, â òî
âðåìÿ êàê ÷àñòîòà ïîïåðå÷íûõ y-êîëåáàíèé çàäàåòñÿ çíà÷åíèåì ωy. Äëÿ ìîäåëè (b) êîëåáàíèÿ âáëèçè ìèíèìóìà
ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè, ÷àñòîòà ωx = ωy = 1. Åñëè ñèëà ïðèëîæåíà âäîëü x, òî èçîëèðîâàííûé àòîì íà÷èíàåò
ñêîëüçèòü ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ñèëû Fcrit ≡ πεs/as = 1. Â îáîèõ ìîäåëÿõ ìû âîçüìåì ýêñïîíåíöèàëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àòîìàìè Vint(r) = V0e

−βr (ïðè ìîäåëèðîâàíèè áûëà èñïîëüçîâàíà âåëè÷èíà β = 1/π),
ãäå àìïëèòóäà V0 ìîæåò áûòü äëÿ óäîáñòâà ïðåäñòàâëåíà êàê V0 = g(πe)2. Äâèæåíèå àòîìîâ ìîäåëèðóåòñÿ
óðàâíåíèÿìè Ëàíæåâåíà ñ âÿçêèì òðåíèåì η è âíåøíåé ïîñòîÿííîé ñèëîé F ïðèëîæåííîé â x íàïðàâëåíèè.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ êîãäà êàæäàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ÿìà çàíÿòà îäíèì àòîìîì (òðèâèàëüíàÿ ñîðàçìåðíàÿ
ñòðóêòóðà) è èìååòñÿ íåñêîëüêî äîáàâëåííûõ ëèøíèõ àòîìîâ, êîòîðûå â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè îáðàçóþò ëîêàëèçîâàííûå
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Ðèñ. 11.20. Ñöåíàðèé ðàáîòû ïðåäîõðàíèòåëÿ äëÿ èçîòðîïíîé 2D ìîäåëè ÔÊ. (a) Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè vk îò ñèëû F .
Êðèâûå ïîêàçûâàþò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ñèìâîëû ïðåäñòàâëÿþò äàííûå èç ìîäåëèðîâàíèÿ (èñïîëüçîâàëîñü
100 òî÷åê â òå÷åíèè âðåìåíè 200π äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ F ). Ìàëûå òî÷êè è ñïëîøíûå êðèâûå ïîëó÷åíû ïðè η = 0.1,
òîëñòûå òî÷êè è ïóíêòèðíûå êðèâûå � ïðè η = 0.2. Â ÷àñòè (b) òîæå ñàìîå êàê â (a) òîëüêî äëÿ ìàêñèìóìà ïîïåðå÷íîãî
ñìåùåíèÿ àòîìîâ ymax, îïðåäåëåííîãî êàê ìàêñèìóì îòêëîíåíèÿ êîîðäèíàòû y àòîìà îò áëèæàéøåé ëèíèè y = 2πn, ãäå
n öåëîå ÷èñëî [843].

ñæàòèÿ (êèíêè). Íàïðèìåð, â ìîäåëè (a), ìû ïîìåñòèâ N àòîìîâ íà M ÿì, áóäåì èìåòü â öåïè Nk = N −M
êèíêîâ ñ áåçðàçìåðíîé êîíöåíòðàöèåé θ = N/M . Â ìîäåëè (b) ýòî íóæíî ïîâòîðèòü äëÿ êàæäîãî ðÿäà y = 2πn,
ãäå n öåëîå ÷èñëî.

Êèíêè ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè ïåðåíîñ÷èêàìè ìàññû, òàê êàê îíè íà÷èíàþò ñêîëüçèòü ïðè ñèëå íàìíîãî
ìåíüøåé ÷åì Fcrit = 1. Ñïåöèôè÷åñêîå ñâîéñòâî îáîèõ ââåäåííûõ âûøå äâóõìåðíûõ ìîäåëåé, îòñóòñòâóþùåå
ó îäíîìåðíîé ìîäåëè ÔÊ, ñîñòîèò â òîì ÷òî ëèøíÿÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ðàçìåðíîñòü äîïóñêàåò ïîïåðå÷íóþ
�y-îðèåíòàöèþ� êèíêîâ. Ïðèëîæåííàÿ âäîëü x âîçðàñòàþùàÿ ñèëà, ìîæåò ïîâîðà÷èâàòü ñêîëüçÿùèå êèíêè
ïîïåðåê, òàê ÷òî îíè îñòàíàâëèâàþòñÿ, è ñèñòåìà ïåðåõîäèò â çàêðåïëåííîå ñîñòîÿíèå. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò,
çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè êèíêà [îïðåäåëåííîé êàê vk = 〈v〉N/Nk] îò âíåøíåé ñèëû F ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
òðåíèÿ η è êîíöåíòðàöèè θ, ïîêàçàí íà ðèñ. 11.20(a) äëÿ ìîäåëè (a) â êà÷åñòâå ïðèìåðà. Èç ðèñóíêà ÿñíî
âèäíî �ïðåäîõðàíèòåëüíîå� ïîâåäåíèå: íà÷àëüíûé ëèíåéíûé ðîñò ñêîðîñòè vk ñ ðîñòîì F íàñûùàåòñÿ êàê
òîëüêî ñêîðîñòü êèíêîâ äîñòèãàåò íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, çàòåì ñêîðîñòü vk ðåçêî èäåò ê íóëþ.
Ðèñóíîê 11.20(b) ïîêàçûâàåò ÷òî ýòîò ïðîöåññ ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì ïîïåðå÷íûõ y-ñìåùåíèé àòîìîâ.

Äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìà ðàáîòû ìîëåêóëÿðíîãî ïðåäîõðàíèòåëÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Áðàóíà
ñ ñîàâòîðàìè [843]. Ìåõàíèçì çàêðåïëåíèÿ ñâÿçàí ñî ñëó÷àéíûìè ïîïåðå÷íûìè êîëåáàíèÿìè àòîìîâ â ÿäðàõ
êèíêîâ. Êîãäà ñèëà ðàñòåò, àìïëèòóäà ýòèõ êîëåáàíèé ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ ïîñëå òîãî êàê êèíêè äîñòèãàþò
îïðåäåëåííîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè, è íàêîíåö ìîáèëüíîå ñîñòîÿíèå òðàíñôîðìèðóåòñÿ â íåïîäâèæíîå ñ
êèíêàìè îðèåíòèðîâàííûìè îðòîãîíàëüíî ïðèëîæåííîé ñèëå.

Â îáùåì, äëÿ òîãî ÷òîáû èìåë ìåñòî òàêîé îñîáåííûé ñöåíàðèé, íàïîìèíàþùèé äåéñòâèå �ïëàâêîãî
ïðåäîõðàíèòåëÿ� íà àòîìíîì óðîâíå, ñèñòåìà äîëæíà èìåòü ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû: (i) ïîäâèæíîå îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå, (ii) çàìêíóòîå ìåòàñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ
ñèëû, è (iii) ñ óâåëè÷åíèåì ïðèëîæåííîé ñèëû F ñèñòåìà äîëæíà ïåðåõîäèòü èç ïîäâèæíîãî ñîñòîÿíèÿ â
íåïîäâèæíîå, òåì ñàìûì ïåðåõîäÿ â çàêðåïëåííîå ñîñòîÿíèå.
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Â îáëàñòè íåëèíåéíîé äèíàìèêè è òåîðèè ñîëèòîíîâ áûëî èçäàíî ìíîãî êíèã êîòîðûå âêëþ÷àþò àíàëèç
íåëèíåéíûõ ìîäåëåé íèçêîðàçìåðíîé ôèçèêè òâåðäîãî òåëà è èõ ðàçëè÷íûå ïðèëîæåíèÿ. Áîëüøèíñòâî ýòèõ
êíèã îáñóæäàþò ðàçëè÷íûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, ãäå îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ó÷åò íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé, à
òàêæå îïèñûâàþò íåêîòîðûå òåõíè÷åñêèå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Íàçâàíèå ýòîé êíèãè âûãëÿäèò íåìíîãî óçêèì, è, äåéñòâèòåëüíî, îíî áîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â óçêîì êîíòåêñòå
êëàññè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåìîé â äèíàìèêå äèñëîêàöèé. Ñïîíòàííàÿ, íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåàêöèÿ íåáðåæíîãî
÷èòàòåëÿ ê òàêîìó íàçâàíèþ ìîæåò áûòü ñóììèðîâàíà â îáùåì âîïðîñå: "Çà÷åì èçó÷àòü ýòó êîíêðåòíóþ
ìîäåëü?"

Íàøåé ãëàâíîé öåëüþ â îòáîðå òåì ðàññìîòðåííûõ â ýòîé êíèãå áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü åäèíóþ îáùíîñòü
ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ êîíöåïöèé è ìåòîäîâ. Â îòëè÷èå îò ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ, ìû íå îãðàíè÷èâàëè ñåáÿ
ñïåöèôè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè èëè ñïåöèôè÷åñêèìè îáëàñòÿìè ôèçèêè, íî âìåñòî ýòîãî ïîïûòàëèñü ïðåäñòàâèòü
ïàíîðàìíûé âçãëÿä íà ôóíäàìåíòàëüíûå êîíöåïöèè íèçêîðàçìåðíîé íåëèíåéíîé ôèçèêè. È äåéñòâèòåëüíî,
òåìà Ìîäåëü Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé îáåñïå÷èâàåò åäèíûé êàðêàñ äëÿ ðåàëèçàöèè íàøèõ öåëåé, î÷åâèäíûì
îáðàçîì ñâÿçûâàÿ ðàçíûå îáëàñòè ôèçèêè, ãäå íåëèíåéíûå ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ
ÿâëåíèé. Ðàáîòàÿ íàä ðàçëè÷íûìè ÷àñòÿìè ýòîé êíèãè â òå÷åíèè äåñÿòè è äàæå áîëåå ëåò, ìû ïûòàëèñü ñëåäèòü
çà áûñòðî ðàñòóùåé ëèòåðàòóðîé â ýòîé è áëèçêèõ îáëàñòÿõ. Ê íàøåìó áîëüøåìó óäèâëåíèþ, ìû íàõîäèëè âñå
áîëüøå è áîëüøå ïðèìåðîâ íîâûõ ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì ãäå ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíû ôóíäàìåíòàëüíûå
ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå äëÿ ìîäåëè ÔÊ ïðè àíàëèçå åå íåëèíåéíûõ âîçáóæäåíèé, òàêèõ êàê êèíêè
è áðèçåðû.

Áûëî áû óìåñòíî îòðàçèòü â íàñòîÿùåé êíèãå íåêîòîðûå èç áîëåå ñâåæèõ èäåé, ÷òîáû ðàñøèðèòü ïàíîðàìíîå
ïðåäñòàâëåíèå ôèçè÷åñêè âàæíûõ ìîäåëåé, ïðèâåäåííûõ â ãëàâå 2. Ýòîò äèàïàçîí ïðèëîæåíèé ïðîñòèðàåòñÿ
îò ôèçèêè âèõðåé â âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ äî ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìîòîðîâ íà àòîìíîé øêàëå,
è ÷èñëî óìåñòíûõ ïðèìåðîâ êàæåòñÿ äåéñòâèòåëüíî áåñêîíå÷íûì. Íèæå, ìû óïîìèíàåì òîëüêî íåñêîëüêî èç
íîâûõ ðàçðàáîòîê, êîòîðûå ïðèíîñÿò íîâûå èäåè è íîâûå îáîáùåíèÿ ìîäåëè, íå óïîìÿíóòûå ðàíüøå â ýòîé
êíèãå.

Âèõðåâàÿ ìàòåðèÿ. Â ïîñëåäíèå ãîäû, ïðîÿâëÿåòñÿ ãëóáîêèé èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ
ñâîéñòâ àíñàìáëåé âèõðåé (òàê íàçûâàåìàÿ âèõðåâàÿ ìàòåðèÿ) íà ïðîñòðàíñòâåííîì ïðîôèëå âûïóêëîãî
ïîòåíöèàëà âîçíèêàþùåãî, íàïðèìåð, èç-çà äåôåêòîâ ïîäëîæêè. Ïîâåäåíèå ðåøåòêè âèõðåé áûëî èññëåäîâàíî
êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî, òàê è òåîðåòè÷åñêè â ïðèñóòñòâèè áîëüøîãî ðàçíîîáðàçèÿ ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé îò ÷èñòî
ñëó÷àéíûõ äî ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèõ. Íåêîòîðûå èç ýòèõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ñòàòè÷åñêèõ
êàíàëîâ ïîâûøåííîé ïîäâèæíîñòè âèõðåé, êîãäà âíåøíåå ïîëå (èëè òîê) ïðåâûøàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Â
äîïîëíåíèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò êðèòè÷åñêèé òîê ïðîïîðöèîíàëåí ñèëå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âèõðÿìè
âíóòðè êàíàëà è âèõðÿìè íà êðàÿõ êàíàëà, êàê îïðåäåëÿåòñÿ ñäâèãîâîì ìîäóëåì ðåøåòêè âèõðåé. Òî÷íîå
òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ è åãî çàâèñèìîñòè îò øèðèíû êàíàëà âñå åùå îòñóòñòâóåò. Áåñåëèíã
ñ ñîàâòîðàìè [844] èçó÷èëè ñâîéñòâà ñòàòè÷åñêèõ êàíàëîâ ïîâûøåííîé ïîäâèæíîñòè ïðèìåíÿÿ ìîäåëü ÔÊ è
îíè ïîêàçàëè, ÷òî íåñîãëàñîâàííîñòü ìåæäó øèðèíîé êàíàëà è ïîñòîÿííûìè ðåøåòêè ïðèâîäèò ê (òî÷å÷íûì)
äåôåêòàì â êàíàëå, ïðèâîäÿùèì ê óáûâàíèþ ñäâèãîâîãî íàïðÿæåíèÿ. Ýòî ìîæåò èìåòü âàæíûå ñëåäñòâèÿ
äëÿ ñâîéñòâ âèõðåâîé ìàòåðèè â çàêðåïëÿþùåì ïîòåíöèàëå ñ áîëüøèìè ïðîñòðàíñòâåííûìè âàðèàöèÿìè â
íàïðÿæåíèè.

Óïðàâëÿåìûå ðåøåòêè âèõðåé âçàèìîäåéñòâóþùèå ëèáî ñî ñëó÷àéíûì èëè ïåðèîäè÷åñêèì áåñïîðÿäêîì
ïðèâëåêàþò âñå áîëüøèé èíòåðåñ èç-çà áîãàòîãî ðàçíîîáðàçèÿ íåðàâíîâåñíûõ äèíàìè÷åñêèõ ôàç êîòîðûå
âîçíèêàþò â ýòèõ ñèñòåìàõ. Ýòè ôàçû âêëþ÷àþò óïðóãèé è ïëàñòè÷åñêèé ïîòîê âèõðåé, êîòîðûé ìîæåò áûòü
îòíåñåí ê óïîðÿäî÷èâàíèþ ðåøåòêè âèõðåé è ê òðàíñïîðòíûì ñâîéñòâàì. Ñòðóêòóðà äåôåêòîâ âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ñ ðåøåòêîé âèõðåé ïðèâëåêàåò âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé â ñâÿçè ñ íåäàâíèìè ýêñïåðèìåíòàìè ñ ñèñòåìàìè
äûðîê è ìàãíèòíûõ òî÷åê â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ ýôôåêòû ñîèçìåðèìîñòè è óñèëåííîãî ïèíèíãà. Ýòè ñèñòåìû
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ÿâëÿþòñÿ ïðåêðàñíîé ðåàëèçàöèåé óïðóãîé ðåøåòêè âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì ïîäëîæêè.
Ïîõîæèå ñèñòåìû âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè âîëí çàðÿäîâîé ïëîòíîñòè, öåïî÷åê äæîçåôñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ
è ÔÊ ìîäåëåé òðåíèÿ. Èíòåðåñíîé ïðîáëåìîé ñâÿçàííîé ñ çàêðåïëåíèåì ïåðèîäè÷åñêèõ öåïî÷åê ÿâëÿþòñÿ
ñâîéñòâà ñèììåòðèè è èõ âëèÿíèå íà òðàíñïîðòíûå õàðàêòåðèñòèêè, êîãäà âèõðåâàÿ ðåøåòêà óñêîðÿåòñÿ ñèëîé
ïðèëîæåííîé ïîä ðàçíûìè óãëàìè [845].

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ñâÿçàííûõ ñ çàêðåïëåíèåì ðåøåòîê âèõðåé ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë ïîäëîæêè ÿâëÿåòñÿ
àïåðèîäè÷åñêèì. Âñþäó â êíèãå ìû ãëàâíûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé ñèíóñîèäàëüíîãî ïîòåíöèàëà
ïîäëîæêè è, õîòÿ ìû ÷àñòî îáñóæäàëè âîçìîæíîå èçìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðè íåñèíóñîèäàëüíîé ôîðìå ïîòåíöèàëà,
âñåãäà ïîëàãàëè ÷òî ïîäëîæêà ñòðîãî ïåðèîäè÷íà. Èíòåðåñíîå îáîáùåíèå ìîäåëè âîçíèêàåò åñëè ïîòåíöèàë
ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ýòà çàäà÷à áûëà, â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíà âàí Ýðïîì ñ ñîàâòîðàìè [846] à
òàêæå Âàíîñè ñ ñîàâòîðàìè [847]. Ìîäåëü òàêîãî òèïà ìîæåò îïèñûâàòü, íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòü êâàçèêðèñòàëëà
è òàêæå ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòñÿ ê ðåøåíèþ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷è ñëó÷àéíîãî ïîòåíöèàëà ïîäëîæêè. Äëÿ öåïè
ñ ôèêñèðîâàííîé ïëîòíîñòüþ, ýòà ìîäåëü òàêæå äåìîíñòðèðóåò ïåðåõîä Îáðè èç çàêðåïëåííîãî â ñêîëüçÿùåå
ñîñòîÿíèå ïðè óâåëè÷åíèè ïîñòîÿííîé óïðóãîñòè g. Â òàêîé ìîäåëè, â ïðîòèâîïîëîæíîñòü êëàññè÷åñêîé ìîäåëè
ÔÊ, ñèëà ÏÍ áóäåò íåíóëåâîé ïðè ëþáîé ñèëå âçàèìîäåéñòâèÿ.

Íîâûå òîïîëîãè÷åñêèå äåôåêòû. Åùå îäíî èíòåðåñíîå ïðèëîæåíèå êîíöåïöèé ñâÿçàííûõ ñ ìîäåëüþ ÔÊ
ñâÿçàíî ñ åå âîçìîæíîñòüþ ìîäåëèðîâàòü ñëîæíûå òîïîëîãè÷åñêèå ñòðóêòóðû èëè äåôåêòû â ïî ñóùåñòâó
äâóõ- (è äàæå òðåõ-)ìåðíûõ ñèñòåìàõ. Ìàãíèòíûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûì ïðèìåðîì.
Òàê Êîâàëåâ [75] ïðåäëîæèë îáîáùåíèå ìîäåëè ÔÊ äëÿ îïèñàíèÿ àíòèôåððîìàãíèòíî (ÀÔÌ) óïîðÿäî÷åííîãî
óïðóãîãî êðèñòàëëà. Îí ïîêàçàë ÷òî ìîäåëü ÔÊ ìîæåò îïèñàòü ñëîæíûå òîïîëîãè÷åñêèå äåôåêòû â äâóõìåðíûõ
ÀÔÌ êðèñòàëëàõ â ôîðìå ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ äèñëîêàöèè ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì. Ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó
íåêîòîðûìè ïðîñòûìè ìàãíèòíûìè ìîäåëÿìè è ìîäåëüþ ÔÊ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Òðàëîðè [848], âêëþ÷àÿ
ìîäåëè ìàãíèòíûõ ñóïåððåøåòîê Fe/Cr(211).

Íåäàâíî, Êîðøóíîâ [849] ïðåäñòàâèë àðãóìåíò äëÿ êèíê-àíòèêèíêîâûõ ïåðåõîäîâ â ïîëíîñòüþ ôðóñòðóèðîâàííîé
XY ìîäåëè (íà êâàäðàòíîé èëè òðåóãîëüíîé ðåøåòêå). Ýòè ïåðåõîäû âûçûâàåò ôàçîâûé ïåðåõîä, ñâÿçàííûé ñ
ðàçðûâîì âèõðåâûõ ïàð. Ýòîò ïåðåõîä ïðîèñõîäèò ïðè áîëåå íèçêîé òåìïåðàòóðå ÷åì äðóãèå ôàçîâûå ïåðåõîäû,
ñâÿçàííûå ñ ðàçðàñòàíèåì äîìåííûõ ñòåíîê Èçèíãîâîãî òèïà. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ
îïèñàíèÿ öåïî÷åê ñâåðõïðîâîäÿùèõ êîíòàêòîâ è ïðîâîäÿùèõ ñåòåé â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ìàãíèòíîì ïîëå, òàê
æå êàê è äëÿ ïëîñêèõ àíòèôåððîìàãíåòèêîâ ñ òðåóãîëüíîé ðåøåòêîé.

×åðíèêîâ è Ïðÿäêî [850] îïèñàëè ðåæèì ñèëüíîãî ñâÿçûâàíèÿ ìåæäó íîñèòåëÿìè çàðÿäîâ è ïîïåðå÷íîé
äèíàìèêîé èçîëèðîâàííûõ ïðîâîäÿùèõ ïîëîñ, íàïîäîáèå òîãî ÷òî ìîæåò áûòü íàéäåíî â êóïðàòíûõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ.
Ïðîâîäíèê ìîäåëèðóåòñÿ êàê ÷àñòè÷íî ëåãèðîâàííàÿ äîìåííàÿ ñòåíêà â ÀÔÌ, ãäå ëåãèðîâàííûå äûðêè ìîãóò
ïîòåðÿòü ñâîé ñïèí è ñîçäàòü íîâûé òîïîëîãè÷åñêèé îáúåêò � õîëîí, êîòîðûé äâèæåòñÿ âäîëü ïðîâîäíèêà. Îäíîé
èç îñîáåííîñòåé îòëè÷àþùèõ õîëîíû íà äîìåííîé ñòåíêå îò õîëîíîâ â îäíîìåðíîì ãàçå ýëåêòðîíîâ ÿâëÿåòñÿ
èõ ïîïåðå÷íàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû � ìàãíèòíûé õîëîí âñåãäà ñâÿçàí ñ ïîïåðå÷íûì êèíêîì (èëè àíòèêèíêîì)
äîìåííîé ñòåíêè. Ýòî ïðèâîäèò ê ñèëüíîé ñâÿçè ìåæäó ëåãèðîâàííûìè çàðÿäàìè è ïîïåðå÷íûìè ôëóêòóàöèÿìè
â ïðîâîäíèêå.

Áóäó÷è âäîõíîâëåííûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì íàáëþäåíèåì êóïðàòíûõ ïðîâîäÿùèõ êàíàëîâ íàêëîííûõ ê
êðèñòàëëè÷åñêîé îñè, Áóø ñ ñîàâòîðàìè [851] ïðåäëîæèëè íîâûé òèï ïðîâîäÿùåé ôàçû â ñèëüíî ëåãèðîâàííîì
ðåæèìå. Â ýòîì ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêèìè âîçáóæäåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ êèíêè ñ äðîáíûì çàðÿäîì, êîòîðûé ïðèâîäèò
ê ôëóêòóàöèÿì ïðîâîäÿùèõ êàíàëîâ è èõ íàêëîíîâ. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçìåðåíèå çàâèñèìîñòè óãëà íàêëîíà
îò ñòåïåíè ëåãèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíûé êâàíò çàðÿäà â ïðîâîäíèêå. Ñîãëàñíî ýòèì
àâòîðàì, çàðÿäû äîëæíû áûòü óïîðÿäî÷åíû òàê, ÷òî âîçìîæíî íàáëþäåíèå îòðàæåíèÿ îò ñóïåððåøåòêè êèíêîâ
â äèôðàêöèîííûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çàðÿä ïåðåíîñèòñÿ êèíêàìè, òàê ÷òî â ñëó÷àå êîãäà äëèíà
ýêðàíèðîâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà èëè áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êèíêàìè, êèíêè áóäóò ñòðåìèòñÿ ñîõðàíèòü
ìàêñèìàëüíûå ðàññòîÿíèÿ ôîðìèðóÿ "âèãíåðîâñêèé êðèñòàëë".

Äâèãàòåëè íà àòîìíîì óðîâíå. Ìîäåëü ÔÊ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ðàáîòû
äâèãàòåëåé àòîìíîãî óðîâíÿ, òàêèõ êàê áèîëîãè÷åñêèå ìîòîðû, ñèñòåìû ñ ðàò÷åòîì è ìîëåêóëÿðíûå ðîòîðû.
Ãëàâíîé çàäà÷åé äëÿ óñòðîéñòâ ýòîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ îáúÿñíåíèå êàê íà òàêèõ ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ïðîèñõîäèò
ïðåîáðàçîâàíèå ýíåðãèè â íàïðàâëåííîå äâèæåíèå. Â ÷àñòíîñòè, Ïîðòî ñ ñîàâòîðàìè [852] ïðåäëîæèëè íîâûé
ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ìàøèí íà àòîìíîì óðîâíå ñîâåðøàþùèõ ïîñòóïàòåëüíîå èëè âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå è ìîãóùèõ âûïîëíÿòü ïîëåçíûå ôóíêöèè, òàêèå êàê ïåðåâîçêà ãðóçà. Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü ýòèõ
ìàøèí � âîçìîæíîñòü óïðàâëÿòü äèíàìè÷åñêè íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ. Ïîäõîä îñíîâàí íà òðàíñôîðìàöèè
âõîäÿùåé ýíåðãèè â íàïðàâëåííîå äâèæåíèå ÷åðåç äèíàìè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííåé äëèíîé äâèæóùåãîñÿ
îáúåêòà è ïîääåðæèâàþùåãî íîñèòåëåì. Îñíîâíûìè ïðåèìóùåñòâàìè ýòîãî íîâîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ òî, ÷òî
(a) îäíà è òà æå êîíöåïöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îáîèõ òèïîâ òðàíñëÿöèîííîãî è ðîòàöèîííîãî äâèæåíèé, (b)
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè è íå òðåáóåò ïðîñòðàíñòâåííîé àñèììåòðèè äâèæóùåãîñÿ
îáúåêòà èëè ïîääåðæèâàþùåãî íîñèòåëÿ, (c) ðåçóëüòèðóþùàÿ ñêîðîñòü ìîæåò èçìåíÿòüñÿ â øèðîêîì èíòåðâàëå,
íåçàâèñèìî îò íàïðàâëåíèÿ, è (d) ìîùíîñòü ìàøèíû äîñòàòî÷íà äëÿ òðàíñïîðòèðîâêè ãðóçà.
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×òî ìîæåò â çàêëþ÷åíèè ïîëó÷èòü êàæäûé èç èçó÷åíèÿ ýòîé ÷àñòíîé ìîäåëè? Ïîêà ðåçóëüòàòîì
èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå óíèâåðñàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ìû óáåæäåíû
÷òî ÷èòàòåëü ìîæåò îâëàäåòü îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè â ìåæäèñöèïëèíàðíûõ êîíöåïöèÿõ è ìåòîäàõ ôèçèêè
òâåðäîãî òåëà è íåëèíåéíîé äèíàìèêè. Ýòà êíèãà îáúåäèíÿåò ìíîãèå âàæíûå òåìû, òàêèå êàê íåëèíåéíàÿ
äèíàìèêà äèñêðåòíûõ ñèñòåì, äèíàìèêó ñîëèòîíîâ è èõ âçàèìîäåéñòâèå, ñîðàçìåðíûå è íåñîðàçìåðíûå ñèñòåìû.
Ìû óâåðåíû ÷òî ñïèñîê âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé ýòîé ìîäåëè áóäåò óñòîé÷èâî ðàñòè è â áëèæàéøåì áóäóùåì.
Ïðè÷èíà ýòîãî ïðîñòà: Ðåàëüíûå ôèçè÷åñêèå ñèñòåìû ÷àñòî î÷åíü ñëîæíû è âñåãäà âàæíî ðàçðàáîòàòü ôóíäàìåíòàëüíûå
êîíöåïöèè ôèçèêè, îñíîâàííûå íà áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëÿõ. Â êîíöå êîíöîâ, ýòî èìåííî òî ÷åì çàíèìàåòñÿ
îáëàñòü íàóêè èìåíóåìàÿ ôèçèêîé!
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Ëåòîì 1948 ãîäà ÿ ïîïðîñèë îäíîãî èç ìîèõ àêàäåìè÷åñêèõ ïðåïîäàâàòåëåé Óëüðèõà Äåëèíãåðà (Ulrich Dehlinger),
ïðîôåññîðà òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè Òåõíè÷åñêîé Âûñøåé Øêîëû Øòóòãàðòà (òåïåðü óíèâåðñèòåò Øòóòãàðòà),
ïðåäëîæèòü ìíå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèÿ äëÿ äèïëîìíîé ðàáîòû (Diplom-Arbeit) ïî ôèçèêå. Ýòà äîëæíà áûëà
áûòü òåîðåòè÷åñêàÿ òåìà, òàê êàê ïðîøëî âñåãî òðè ãîäà ïîñëå îêîí÷àíèÿ âòîðîé ìèðîâîé âîéíû, òàê êàê â
ïî÷òè ïîëíîñòüþ ðàçðóøåííîì óíèâåðñèòåòå ïîìåùåíèé è îáîðóäîâàíèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ëàáîðàòîðèé
áûëî î÷åíü ìàëî. Äàæå íàõîæäåíèå ìíîãîîáåùàþùåé òåìû áûëî òðóäíîé çàäà÷åé, òàê êàê â òå÷åíèå âîéíû
Ãåðìàíèÿ áûëà ïî÷òè ïîëíîñòüþ îòðåçàíà îò ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðû, à íîâûå êîíòàêòû åùå íå
áûëè óñòàíîâëåíû.

Ïðîôåññîð Äåëèíãåð ïðåäëîæèë ìíå ïîñìîòðåòü ðàáîòó Ôðåíêåëÿ è Êîíòîðîâîé [6], íà êîòîðóþ îí è
Êî÷åíäîðôåð (Kochend�orfer) íåñêîëüêî ëåò ðàíåå íàïèñàëè êîììåíòàðèé [853]. Îáå ýòè ðàáîòû áûëè îñíîâàíû
íà ìîäåëè êîòîðóþ Äåëèíãåð ïîñòðîèë êàê ÷àñòü åãî äèññåðòàöèè (Habilitationsschrift), ïðåäñòàâëåííîé â
Òåõíè÷åñêóþ Âûñøóþ Øêîëó Øòóòãàðòà 14 ìàÿ 1928 ãîäà, ñì. ðèñ. 13.1. Äåëèíãåð ïîíÿë, ÷òî ìîäåëü äîïóñêàåò
íåòðèâèàëüíûå ìåõàíè÷åñêè óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ îí ïîëó÷èë ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå. Íà ñîâðåìåííîì ÿçûêå ýòè ðåøåíèÿ `Verhakungen' íàçâàëè áû ïàðàìè êèíêîâ ïðîòèâîïîëîæíîãî
çíàêà èëè ïðîùå êèíêîâûìè ïàðàìè. Åñëè ìîäåëü Ïðàíäòà�Äåëèíãåðà ðàññìàòðèâàòü êàê ðåäóêöèþ äâóìåðíîé
ìîäåëè, êàê îòìåòèë Äåëèíãåð, òî åãî `Verhakungen' ñîîòâåòñòâóåò äèñëîêàöèîííûì äèïîëÿì, êîòîðûå ñ÷èòàëèñü
îòâåòñòâåííûìè çà âîññòàíîâëåíèå è/èëè ïåðåêðèñòàëëèçàöèþ ïëàñòè÷åñêè äåôîðìèðîâàííûõ ìåòàëëîâ. Äåòàëè
`ïåðåâîäà' îäíîé ìîäåëè â äðóãóþ ìîæíî ïîñìîòðåòü â êíèãå [854].

Ëþäâèã Ïðàíäò (Ludwig Prandtl) ïîñòðîèë ïî ñóùåñòâó òó æå ìîäåëü åùå â 1912/13 ãîäàõ, íî íå ïóáëèêîâàë
åå äî 1928 ãîäà [1]. Îäíàêî, ïîäõîä Ïðàíäòà è Äåëèíãåðà ê ðåøåíèþ îñíîâíûõ óðàâíåíèé áûë ñîâåðøåííî
äðóãèì. Äåëèíãåð ïðèçíàë ïðèîðèòåò Ïðàíäòà â ñîçäàíèè ìîäåëè, íî ïîä÷åðêíóë, ÷òî åãî ðàáîòà áûëà ñäåëàíà
íåçàâèñèìî.

Ìîå âíèìàíèå ñðàçó çàõâàòèëî òåïåðü õîðîøî èçâåñòíîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå Ôðåíêåëü-Êîíòîðîâîé äëÿ
ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ îäèíî÷íîãî êèíêà, òàê êàê áûëî î÷åâèäíî ÷òî ïîëíàÿ ìîäåëü íå ìîãëà èìåòü íèêàêèõ
ðàâíîìåðíî äâèæóùèõñÿ ðåøåíèé. Îäíàêî, ôèçè÷åñêèé ñìûñë äîïóùåíèé, êîòîðûå äîëæíû áûëè ñäåëàòü
Ôðåíêåëü è Êîíòîðîâà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñâîåãî ðåøåíèÿ áûë íå î÷åíü ÿñåí. Îñîáåííî çàãàäî÷íûì áûëî ââåäåíèå
îòðèöàòåëüíîé àòîìíîé ìàññû. Ïîñëå íåñêîëüêèõ áåñïëîäíûõ ïîïûòîê ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ è ïîèñêà òî÷íûõ
ðåøåíèé, ÿ ïîíÿë, ÷òî ìîäåëü ó÷èòûâàëà êðèñòàëëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ïóòÿìè è ÷òî îíè
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçäåëüíî, â çàâèñèìîñòè îò âîïðîñà íà êîòîðûé íóæíî îòâåòèòü.

(i) Ñóùåñòâîâàíèå àòîìîâ ó÷èòûâàåòñÿ äèñêðåòíîñòüþ ìîäåëè. Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
îñíîâíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàçíîñòíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

(ii) Ñèëà, êîòîðóþ îêàçûâàþò äðóã íà äðóãà äâà ñìåæíûõ ðÿäà àòîìîâ èëè, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, äâå
ñîñåäíèå ïëîñêîñòè ðåøåòêè, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé èõ îòíîñèòåëüíûõ ñìåùåíèé. Â ìîäåëè îíà
ïðåäñòàâëåíà ñèíóñîèäàëüíîé ôóíêöèåé, ïåðèîä êîòîðîé a ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ìåæàòîìíîìó ðàññòîÿíèþ
êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Â ìîåé äèïëîìíîé ðàáîòå (Diplomarbeit) ÿ ïîêàçàë êàê ñèñòåìàòè÷åñêèì ïóòåì ïîëó÷èòü êîíòèíóàëüíóþ
ìîäåëü, îáëàäàþùóþ ñâîéñòâîì (ii) ñâÿçàííîì ñ ïàðàìåòðîì ðåøåòêè a, ÿâëÿþùèìñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ
õàðàêòåðèñòèê êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè. ß âûâåë íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂2u

∂z2
− ∂2u

∂t2
= sin u, (13.1)

ãäå z � íîðìàëèçîâàííàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà, t � íîðìàëèçîâàííîå âðåìÿ, à u = u(x, t) � íîðìàëèçîâàííîå
îòíîñèòåëüíîå ñìåùåíèå äâóõ ñìåæíûõ êîëîíîê àòîìîâ. Óðàâíåíèå (13.1) îáëàäàåò Ëîðåíöîâñêîé èíâàðèàíòíîñòüþ,
è ïîýòîìó ÿ ñìîã ïîëó÷èòü ðàâíîìåðíî äâèæóùèåñÿ ðåøåíèå èç ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â òåðìèíàõ ýëëèïòè÷åñêèõ
ôóíêöèé ßêîáè; ðåøåíèå Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé îêàçûâàëîñü òîëüêî ÷àñòíûì ñëó÷àåì.
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Ðèñ. 13.1. Äâå ñòðàíèöû äèññåðòàöèè (Habilitationsschrift) Äåëèíãåðà. Ðåøåíèÿ `Verhakungen' ÿâëÿþòñÿ ïàðàìè êèíêîâ
ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà èëè, ïðîùå ãîâîðÿ, êèíêîâûìè ïàðàìè.

Äëÿ ìîåé äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè, ÿ âûáðàë äâå îñíîâíûå òåìû. Óðàâíåíèå (13.1) áûëî íàìíîãî ïðîùå
÷åì èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàçíîñòíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî òîëêíóëî ìåíÿ ê ïîïûòêå
ðàñøèðèòü äâóõ-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé, êîòîðûå ÿ ïîëó÷èë â ñâåé äèïëîìíîé ðàáîòå. Êàê ïåðâûé
øàã, ÿ ðàçâèë ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè âîçìóùåíèé è èñïîëüçîâàë åãî, ñðåäè äðóãèõ òåì, äëÿ ó÷åòà
âëèÿíèÿ âíåøíèõ ñèë è ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåøåíèé. Ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü
ðàññìîòðåí êàê ïðåäâåñòíèê òî÷íîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå áûëî ïîëó÷åíî ïîñëå òîãî êàê áûëè îòêðûòû ñîëèòîííûå
ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ (13.1). Äðóãîé òåìîé, êîòîðàÿ îñòàåòñÿ âàæíîé è äî ñèõ ïîð, áûëî èçìåíåíèå ÷àñòîòíîãî
ñïåêòðà êðèñòàëëà âûçâàííîå ïðèñóòñòâèåì êèíêîâ íà äèñëîêàöèÿõ. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå â ãëàâàõ 6 è 7
êíèãè Áðàóíà è Êèâøàðÿ, ýòî èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ñòàòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå êèíêîâ.

Âòîðàÿ âàæíàÿ òåìà âîçíèêàåò èç ïðîòèâîðå÷èÿ ìåæäó ìîäåëÿìè Ôðåíêåëÿ�Êîíòîðîâîé è Äåëèíãåðà�
Êîãåíäîðôåðà â âîïðîñå ÿâëÿåòñÿ ëè ðåøåíèå Ôðåíêåëÿ-Êîíòîðîâîé ñâÿçàííûì ñ êîíöåïöèåé äèñëîêàöèè
ðàçâèòîé Òýéëîðîì [855], Ïîëàíè [856] è Îðâàíîì [857]. Äåëèíãåð è Êîãåíäîðôåð [853] ïðèäàâàëè îñîáîå
çíà÷åíèå ýòîé âçàèìîñâÿçè, êîòîðîé ÿâíî ïðåíåáðåãàëè Ôðåíêåëü è Êîíòîðîâà [6]. Ìåæäó òåì, ïî ïðåäëîæåíèþ
Îðâàíà, Ïàéåðëñ [142] êîëè÷åñòâåííî ðàññìîòðåë ìîäåëü êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò ïóíêò (ii) ñ êîíòèíóàëüíûì
ïîäõîäîì Òåéëîðà îñíîâàííîì íà ëèíåàðèçîâàííîé òåîðèè óïðóãîñòè èçîòðîïíîé ñðåäû [855]. Ìåòîäîì ïðîá
è îøèáîê îí íàøåë ðåøåíèå íåëèíåéíîãî èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îïèñûâàþùåãî óåäèíåííóþ
äèñëîêàöèþ. Ñ òåõ ïîð, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìîäåëü Îðâàíà-Ïàéåðëñà îïèñûâàåò òó æå ñàìóþ ñèòóàöèþ
÷òî è óðàâíåíèå (13.1) â íåçàâèñÿùåì îò âðåìåíè ñëó÷àå, è òàê êàê íå áûëî èçâåñòíî (è äî ñèõ ïîð íåò)
íèêàêîé ñèñòåìàòè÷åñêîé ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ïàéåðëñà, ÿ ðàçâèâàë
ýâðèñòè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïàéåðëñà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèÿì äèïëîìíîé
ðàáîòû (Diplomarbeit) [858].

Ïðîñòîòà è ýëåãàíòíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿëà ìíå îæèäàòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà íåëèíåéíîñòü,
óðàâíåíèå (13.1) ìîæåò èìåòü äðóãèå ðåøåíèÿ, îòëè÷íûå îò òåõ ÷òî ÿ óæå íàøåë. Â ôèçèêå ïðåïîäàâàåìîé â òî
âðåìÿ, íåëèíåéíûå çàäà÷è ïî÷òè íå èãðàëè íèêàêîé ðîëè, è åñëè îíè âîçíèêàëè, òî èõ îáû÷íî ðàññìàòðèâàëè
ïðè ïîìîùè òåîðèè âîçìóùåíèÿ è ëèíåàðèçàöèè. ß ïîìíèë, ÷òî â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòåé
ñèòóàöèÿ áûëà äðóãîé, òàì âñå çàäà÷è áûëè íåëèíåéíûìè çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíûõ, êîòîðûå èìåëè
äåëî ñ ïëîñêîñòÿìè. Ãäå-òî â ñåðåäèíå 1950 ãîäà, êîãäà ÿ ïðîñìàòðèâàë åäèíñòâåííóþ êíèãó Áëàøêå ïî
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè íà ìîåé êíèæíîé ïîëêå [859], ÿ íàøåë ñëó÷àéíîå çàìå÷àíèå, ÷òî åñëè íà
ïîâåðõíîñòÿõ ñ êðèâèçíîé Ãàóññà K = −1 (òàê íàçûâàåìûå ïñåâäîñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè) àñèìïòîòè÷åñêèå
ëèíèè p =const, q =const èñïîëüçóþòñÿ êàê ïàðàìåòðè÷åñêèå ëèíèè, òî óãîë ω ìåæäó äâóìÿ íàáîðàìè
ïàðàìåòðîâ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

∂2ω

∂p ∂q
= sinω. (13.2)

Êîíå÷íî, ÿ ñðàçó ïîíÿë, ÷òî óðàâíåíèå (13.2) åñòü íè ÷òî äðóãîå êàê óðàâíåíèå (13.1), íî çàïèñàííîå â
êîîðäèíàòàõ ñâåòîâîãî êîíóñà. Íà ÿçûêå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè `ôèçè÷åñêèå êîîðäèíàòû'
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u = p+ q, v = p− q (13.3)
ÿâëÿþòñÿ ëèíèÿìè êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè. Àñèìïòîòè÷åñêèå ëèíèè p =const, q =const ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè
ëèíèÿìè óðàâíåíèÿ (13.1).

Êíèãà Áëàøêå íè÷åãî íå ãîâîðèëà î òî÷íûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (13.2). Íî òàê êàê ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîé
êðèâèçíû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè íåòðèâèàëüíûìè îáúåêòàìè äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òî áûëî âåðîÿòíî
÷òî äåòàëüíûå ðåçóëüòàòû áûëè óæå ïîëó÷åíû. Äîñòóï ê íèì ÿ íàøåë â ó÷åáíèêàõ ïî äèôôåðåíöèàëüíîé
ãåîìåòðèè Áèàíêè [860, 861] è Àéçåíõàðòà [862]. Îêàçàëîñü, ÷òî ðåøàþùèé øàã áûë ñäåëàí Áèàíêè â âîçðàñòå
23 ëåò â åãî äèññåðòàöèè (tesi di abilitazione) â 1879 ãîäó [863]. Èç îäíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13.2) Áèàíêè ïðè
ïîìîùè íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (trasformatione complementare) ïîëó÷èë äðóãîå. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî Áèàíêè
ñìîã ïîëó÷èòü ýòîò êðóïíûé ðåçóëüòàò òîëüêî èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà
`trasformatione complementare' áûëà äàíà òîëüêî ìíîãî ïîçæå è îêàçàëàñü ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì ïðåîáðàçîâàíèÿ
Áýêëóíäà äëÿ óðàâíåíèÿ (13.2). Åùå áîëåå âàæíîé áûëà òåîðåìà `teorema di permutabilit�a' Áèàíêè [864], òàê êàê
îíà ïîçâîëÿåò áåç êâàäðàòóð ïîëó÷èòü òðåòüå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13.2) êîãäà óæå åñòü äâà ðåøåíèÿ.

Ìîÿ ïîïûòêà ïðîñëåäèòü ïåðâîå ïîÿâëåíèå â ëèòåðàòóðå óðàâíåíèÿ (13.2) ïðèâåëà ìåíÿ ê óáåæäåííîñòè,
÷òî Ýííåïåð [8] áûë ïåðâûì ðàññìîòðåâøèì óðàâíåíèå (13.2). Ïîýòîìó äëÿ óðàâíåíèé (13.1) è (13.2) ÿ ââåë
òåðìèí: óðàâíåíèå Ýííåïåðà [13]. Â íåäàâíåì î÷åíü ïîëíîì èññëåäîâàíèè Õèåðõîô [865, 866] ïîêàçàë, ÷òî
Áóð [867] â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ ïîâåðõíîñòåé ïîëó÷èë óðàâíåíèå (13.1) åùå â 1862 ãîäó, õîòÿ è íå â êîíòåêñòå
ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, èñòîðè÷åñêè ïðàâèëüíûì èìåíåì äëÿ óðàâíåíèé (13.1) è
(13.2) äîëæíî áûòü óðàâíåíèå Áóðà-Ýííåïåðà. Ê êîíöó ëåòà 1950 ãîäà ñòàëî ÿñíî ÷òî ÿ íàáðåë íà çîëîòóþ æèëó,
íî â ñèëó ñîìíèòåëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ è ëè÷íûõ îáñòîÿòåëüñòâ òåõ äíåé, ðàçðàáàòûâàòü åå äî ïðåäñòàâëåíèÿ
ìîåé äèññåðòàöèè áûëî íåâîçìîæíî. Ê ñ÷àñòüþ, ÿ íàøåë â Ãàíñå Äîíòå (Hans Donth) î÷åíü ñïîñîáíîãî
ñòóäåíòà, êîòîðûé ïîäíÿë ýòó òåìó â äèïëîìíîé ðàáîòå. Ìû ïîíÿëè, ÷òî â ôèçè÷åñêèõ òåðìèíàõ îçíà÷àåò
òåîðåìà äîïîëíåíèÿ (theorema di permitabilit�a) Áèàíêè. Äëÿ óðàâíåíèÿ (13.1) è (13.2) ýòà òåîðåìà äëÿ tan(u/4)
èãðàåò òàêóþ æå ðîëü êàê ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè â ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ. Èìåííî ýòî ñâîéñòâî ñóïåðïîçèöèè
õàðàêòåðèçóåò ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïåðâûì íîâûì îáíàðóæåííûì íàìè ðåøåíèåì áûëî áðèçåðíîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîå èç ñóïåðïîçèöèè äâóõ
êèíêîâ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ äâèæóùèõñÿ ñ ðàâíîé ñêîðîñòüþ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Êîëåáàòåëüíûé
è ëîêàëèçîâàííûé õàðàêòåð áðèçåðà ïîäíÿë âîïðîñ î ñîîòâåòñòâóþùåé òåðìèíîëîãèè. Äåëèíãåð è Êî÷åíäîðôåð [853]
èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèå Eigenbewegungen (õàðàêòåðèñòè÷åñêèå äâèæåíèÿ) äëÿ îäèíî÷íîãî êèíêîâîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (13.1). Îíè íå òîëüêî ðàñïîçíàëè íåêîòîðóþ àíàëîãèþ ñ Eigenschwingungen (õàðàêòåðíûìè êîëåáàíèÿìè)
êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè (ôèêñèðîâàííàÿ ýíåðãèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì êîëåáàíèÿì), íî
òàêæå ïîäîçðåâàëè ñóùåñòâîâàíèå ìîä ïðîìåæóòî÷íûõ ìåæäó êèíêîâûìè ðåøåíèÿìè è îáû÷íûìè ìàëîàìïëèòóäíûìè
êîëåáàíèÿìè. Ïîñëå òîãî êàê ìû îáíàðóæèëè ýòè `ïðîïóùåííûå çâåíüÿ' è, áîëåå òîãî, ïîêàçàëè ÷òî ýòè ìîäû
îêàçûâàþòñÿ ñïîñîáíûìè ê ñóïåðïîçèöèè â ðàññìîòðåííîì âûøå ñìûñëå, ÿ ÷óâñòâîâàë ÷òî èìÿ Eigenbewe-
gungen, óêàçûâàþùåå áîëüøóþ îáùíîñòü ÷åì Eigenschwingungen, áûëî î÷åíü ñîîòâåòñòâóþùèì. Äëÿ òîãî ÷òîáû
ñäåëàòü ðàçëè÷èå ìåæäó ðåøåíèÿìè òèïà êèíêà è ðåøåíèÿìè òèïà áðèçåðà, ÿ íàçâàë ïåðâûé êëàññ translatorische
Eigenbewegungen, à âòîðîé � oszillatorische Eigenbewegungen. Ïîëâåêà ñïóñòÿ ÿ âñå åùå äóìàþ ÷òî ýòè èìåíà (ñ
èõ àíãëèéñêèìè âàðèàíòàìè) áûëè áû ëó÷øå ÷åì âñå âêëþ÷àþùåå âûðàæåíèå `soliton', êîòîðîå äåéñòâèòåëüíî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òàêîé øèðîêîé îáëàñòè îáúåêòîâ, ÷òî îíî êàæäûé ðàç äîëæíî óòî÷íÿòüñÿ.

Ìû èñïûòàëè áîëüøîå ðàçî÷àðîâàíèå êîãäà ïðåäñòàâèëè íàøè ðåçóëüòàòû íàó÷íîé ïóáëèêå, è êîãäà
ïîïðîáîâàëè ïðîáóäèòü èíòåðåñ ó ìàòåìàòèêîâ è ôèçèêîâ ðàáîòàþùèõ â îáëàñòè òåîðèè äèñëîêàöèé. Òèïè÷íàÿ
ðåàêöèÿ ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî ìû ðàññìîòðåëè î÷åíü ñïåöèàëüíóþ ñèòóàöèþ íå èìåþùóþ íèêàêîãî îáùåãî
èíòåðåñà è êîòîðàÿ íåäîñòîéíà äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Åäèíñòâåííóþ ïîääåðæêó ìû ïîëó÷èëè îò Ýëëèîòà
Ìîíòðîëà (Elliot Montroll). Áóäó÷è òèïè÷íûì `ðåøàòåëåì çàäà÷' ñ î÷åíü øèðîêèìè èíòåðåñàìè, îí, åñëè áû
æèë äîñòàòî÷íî äîëãî, êîíå÷íî ïîëó÷èë áû óäîâîëüñòâèå îò ðàñòóùåãî âëèÿíèÿ `ñîëèòîííîé òåîðèè' íà ìíîãèå
îáëàñòè íàóêè. Âñëåäñòâèè ýòîé ðàçî÷àðîâàþùåé ðåàêöèè íàó÷íîãî îáùåñòâà ìû îñòàíîâèëè ïóáëèêàöèþ íàøèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ (íåêîòîðûå èç íèõ äî ñèõ ïîð òàê è íå áûëè îïóáëèêîâàíû) è âåðíóëèñü ê èçó÷åíèþ
ïðèìåíåíèé. Ê ñ÷àñòüþ, ýòî ïåðåêëþ÷åíèå òîæå îêàçàëîñü î÷åíü ïëîäîòâîðíûì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé.

Â 1952 ãîäó ÿ áûë ïðèãëàøåí íàïèñàòü äâå ñòàòüè â òî âðåìÿ çàäóìàííóþ ìíîãîòîìíóþ Ýíöèêëîïåäèþ
ôèçèêè Øïðèíãåðà, îäíó � î äåôåêòàõ ðåøåòêè [868], à äðóãóþ � î ïëàñòè÷íîñòè êðèñòàëëîâ [869]. Íàïèñàíèå
ïåðâîé ñòàòüè â 1953/54 ãîäàõ ïðåäîñòàâèëî âîçìîæíîñòü íå òîëüêî ïðîñóììèðîâàòü íàøè ðåçóëüòàòû è ñâÿçàòü
èõ ñ ðàáîòîé äðóãèõ àâòîðîâ, íî òàêæå ïðåäëîæèòü âîçìîæíûå ñâÿçè ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè.
Ñàìûå âàæíûå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèëèñü, ñ îäíîé ñòîðîíû, ê ðåçêîìó óâåëè÷åíèþ êðèòè÷åñêîãî êàñàòåëüíîãî
íàïðÿæåíèÿ ìåòàëëîâ ñ êóáè÷åñêîé ðåøåòêîé ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, òàêèõ êàê ìîëèáäåí è âàëåíòíûå
êðèñòàëëû, ïîëóïðîâîäíèêè ñ àëìàçíîé êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñêàçàíèå ýôôåêòà
ìåõàíè÷åñêîé ðåëàêñàöèè ñâÿçàííîãî ñ òåðìè÷åñêè àêòèâèðîâàííûì è âûíóæäåííûì îáðàçîâàíèåì êèíêîâûõ
ïàð. Ïåðâîå ïðåäïîëîæåíèå áûëî ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðàáîòàìè 1960-òûõ è 1970-òûõ
ãîäîâ. Îòíîñèòåëüíî âòîðîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, íåçàäîëãî äî òîãî êàê ðóêîïèñü ïîøëà â ïå÷àòü, ìîå âíèìàíèå
ïðèâëåêëî èññëåäîâàíèå Áîðäîíè (Bordoni) íèçêîòåìïåðàòóðíîé ìåõàíè÷åñêîé ðåëàêñàöèè â ðàçëè÷íûõ ïëàñòè÷åñêè
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äåôîðìèðîâàííûõ ãðàíåöåíòðèðîâàííûõ êóáè÷åñêèõ ìåòàëëàõ [870]. Íàáëþäåíèÿ (ïî îãðàíè÷åííîìó îáùåìó
ïðèçíàíèþ) êàçàëèñü ñîîòâåòñòâóþùèìè òåîðåòè÷åñêèì ïðåäñêàçàíèÿì. Òàê ÷òî ÿ âêëþ÷èë èíòåðïðåòàöèþ
ðåëàêñàöèè Áîðäîíè â òåðìèíàõ îáðàçîâàíèÿ êèíêîâûõ ïàð â ñâîþ ñòàòüþ äëÿ ýíöèêëîïåäèè 1955 ãîäà [868].

Êèíêîâàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåëàêñàöèè Áîðäîíè (è ïîäîáíûõ ÿâëåíèé ðåëàêñàöèè, êîòîðûå áûëè îáíàðóæåíû
âïîñëåäñòâèè) ñòàëà îòïðàâíîé òî÷êîé î÷åíü âàæíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ìû ïîíÿëè, ÷òî â îòëè÷èå îò ïðÿìûõ
äèñëîêàöèé, êèíêè íà äèñëîêàöèÿõ ÿâëÿþòñÿ î÷åíü óäîáíûìè îáúåêòàìè ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, îñîáåííî
ïðè èññëåäîâàíèè ñêîðîñòè ïðîöåññîâ èñïîëüçóþùèõ äèñëîêàöèè. Ñ âàæíûìè âêëàäàìè Äîíòà (H. Donth),
Ïôàôà (F. Pfa�), Øèëëåðà (P. Schiller) è Ñòåíçåëÿ (G. Stenzel), îñíîâíàÿ òåîðèÿ áûëà ïîñòðîåíà â òå÷åíèå
ñëåäóþùåãî äåñÿòèëåòèÿ (ñì. êíèãó [871], êîòîðàÿ ñîäåðæèò òàêæå îïèñàíèå ïîïûòîê äàëüíåéøåãî ðàçâèòèå
èäåé Äåëèíãåðà î ïîñòðîåíèè äèñêðåòíîé ìîäåëè).

Óðàâíåíèå (13.1) íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé îòïðàâíîé òî÷êîé, åñëè ó÷åñòü ÷òî íà äâèæåíèå äèñëîêàöèè
îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ïðèëîæåííîå íàïðÿæåíèå. Ïðèìåðîì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òðàêòîâêà ñâîáîäíîé
ëèíåéíîé ýíåðãèè Ãèááñà äèñëîêàöèè â êîíôèãóðàöèè ñåäëîâîé òî÷êè îáðàçîâàíèÿ êèíêîâîé ïàðû. Ñëåäóÿ
Ýøåëáè [872], äëÿ çàäà÷è ýòîãî òèïà ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ôèçè÷åñêè êîððåêòíûå îòâåòû, åñëè â óðàâíåíèè (13.1)
ìû çàìåíèì sin u íà (1/2)du2(1− u)2/du = u(1− u)(1− 2u) è äîáàâèì ïîñòîÿííûé ÷ëåí îïèñûâàþùèé âíåøíåå
íàïðÿæåíèå. Òàêèì ïóòåì áûëî ïîñòðîåíî ïîëíîå àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå ñêîðîñòè îáðàçîâàíèÿ êèíêîâûõ
ïàð, îáóñëîâëåííîé íàïðÿæåíèåì è òåìïåðàòóðîé, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çäåñü ïðèìåíèìî êîíòèíóàëüíîå
ïðèáëèæåíèå [873, 874].

Î÷åíü ïëîäîòâîðíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýêñïåðèìåíòàìè è òåîðèåé ïðîäîëæàòñÿ äî ñèõ ïîð. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ, îíî ñîñòàâëÿåò îñíîâíîé èñòî÷íèê èíôîðìàöèè î Ïàéåðëñîâñêèõ áàðüåðàõ äèñëîêàöèé [875, 876].

Øòóòãàðò, íîÿáðü 2002 ãäà. Alfred Seeger
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